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Préface 


L’influence des Mathématiques sur le monde des sciences, et la place privilégiée qu’occupe 
le mode de raisonnement mathématique dans la formation et le développement de l’intellect, en 
font une branche extrêmement importante dans l’effort permanent de recherche et de compréhen¬ 
sion qu’accomplit l’Humanité! Par ailleurs le rôle des Mathématiques dans la vie réelle est sou¬ 
ligné par le fait que les différentes étapes de l’évolution de la Civilisation coïncident avec les 
étapes du développement de la Modélisation mathématique des problèmes que posent à l’Homme 
le fait de vivre en société et ses besoins grandissants en ressources de toute sorte. 

L’ordre et la méthode retenus pour présenter les notions des différents chapitres font de la 
Petite Encyclopédie des Mathématiques un manuel très cohérent, aussi bien pour le profane que 
pour le spécialiste, et aussi un livre de nature à satisfaire les autodidactes car donnant une 
voie d’accès aux diverses branches des Mathématiques pour le plus grand nombre possible 
de lecteurs. 

Compte tenu de l’accueil réservé aux dix éditions allemandes parues à ce jour (800000 exem¬ 
plaires), à la première édition anglaise (en 1975), à la première édition grecque (également en 
1975), la publication d’une édition en langue française était presque une nécessité. 

L’ouvrage débute par un exposé sur les Mathématiques élémentaires, se poursuit par l’étude 
de notions de plus en plus sophistiquées et se termine par un bref exposé sur des sujets relati¬ 
vement spécialisés. 

L’exposé de la plupart des chapitres est très détaillé et est complété par des exemples, des 
formules et des récapitulatifs; de cette manière le contenu est plus rapidement assimilé que 
s’il avait été exposé par l’intermédiaire d’une simple suite d’énoncés. 

Il résulte de tout cela que la Petite Encyclopédie des Mathématiques n’est pas une oeuvre 
écrite spécialement pour les Mathématiciens et autres scientifiques. On trouvera un grand nombre 
de remarques historiques dont le but est de faire comprendre au lecteur comment le travail 
acharné et incessant de célèbres mathématiciens a été nécessaire pour aboutir aux méthodes 
et résultats exposés dans cet ouvrage. Ces méthodes sont suffisamment générales et profondes 
pour pouvoir être appliquées à un grand nombre de problèmes pratiques. 

De nombreux exemples sont utilisés pour montrer qu’il est possible, d’une part de présenter 
les phénomènes de la Nature et de la Technique sous une forme mathématique, et d’autre part 
de déterminer des quantités naturelles, non connues a priori, à partir de celles qui le sont; on 
a donc souligné l’importance éducative des Mathématiques dans les Sciences Appliquées et la 
Technologie. 

Le lecteur est guidé, à travers ce livre, d’une façon sûre et rapide, grâce à une disposition 
appropriée du contenu scientifique, ainsi que par un grand nombre de sous-titres explicatifs et 
de tableaux. 

On trouvera à la fin de l’ouvrage un index alphabétique qui facilite la localisation d’un sujet 
donné. Pour rendre les choses encore plus faciles les formules ont été imprimées sur fond 
jaune, les énoncés fondamentaux sur fond rouge et les exemples sur fond bleu. On il utilisé 
par ailleurs des flèches de couleurs pour permettre de mieux suivre la suite des calculs dans 
les exemples compliqués. 

On a fait preuve également d’une attention toute particulière pour obtenir un texte méthodi¬ 
quement disposé et d’aspect agréable. On trouvera un grand nombre de photographiés et de 
tableaux en couleurs dont le but est de donner au lecteur des renseignements intéressants sur 
l’histoire des Mathématiques et de faciliter la compréhension du contenu de cet ouvrage. 

C’est avec plaisir que nous remercions les mathématiciens traducteurs ainsi que le Profes¬ 
seur J. P. Aubin et Professeur R. Glowinski pour leurs efforts en vue d’obtenir une traduction 
en langue française aussi parfaite et exacte que possible. Nous remercions tout particulièrement 
Professeur J. L. Lions, du Collège de France, pour ses efforts en vue de constituer une 
équipe homogène d’experts traducteurs compétents, et pour ses conseils extrêmement précieux 
sur la façon de résoudre les nombreux problèmes que pose une telle entreprise. 
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Introduction 


Les grands succès de la technologie sous toutes ses formes, qui a profondément influencé la 
vie de chaque être humain, ont conduit à la reconnaissance unanime de l’importance des mathéma¬ 
tiques: chacun sait, ou au moins croit, que sans les mathématiques, la plupart de ces réussites 
n’aurait jamais vu le jour. L’intérêt porté aux mathématiques a par conséquent grandi régu¬ 
lièrement et avec lui, le besoin d’être informé sur cette science. 

Par beaucoup d’aspects les mathématiques forment maintenant une science exceptionnelle, en 
particulier en ce qui concerne la présentation de ses problèmes et de ses résultats. Tandis 
qu’en médecine, zoologie, botanique, géographie et géologie, ou en linguistique, histoire, astro¬ 
nomie, un savant, au fait de la connaissance de son époque, peut expliquer à tout un chacun 
la plupart de ses problèmes et de ses résultats, peut-être même les méthodes ou les principes 
fondamentaux de sa discipline, et donner une idée de ses travaux, cela devient extrêmement 
difficile pour un chimiste ou un physicien, et tout à fait impossible pour un mathématicien. 
Non seulement le volume des résultats a augmenté de façon phénoménale, mais les problèmes 
sont si difficiles à traiter et sont si profonds que les mathématiciens eux-mêmes ne peuvent 
avoir qu’une vue superficielle de l’ensemble des mathématiques. 

On peut essayer de pallier l’éparpillement des mathématiques en des domaines spécialisés en 
extrayant autant que faire se peut les traits communs à ces divers domaines, qui parfois ne 
sont pas du tout superficiels, et en créant à partir d’eux une théorie nouvelle et souvent plus 
abstraite: c’est de cette façon que de nouveaux liens sont noués entrg des directions à première vue 
totalement divergentes. Ce procédé peut être considéré comme une abstraction répétée: alors 
que les disciplines fondamentales comme l’algèbre et la géométrie ont leur origine dans l’abstrac¬ 
tion de l’expérience quotidienne, on arrive à une telle théorie unificatrice par une abstraction plus 
poussée de l’algèbre et la géométrie, par exemple; et dans certains cas, de tels procédés d’ab¬ 
straction peuvent être répétés, les uns après les autres. Ici, abstrait doit être entendu au sens 
propre du mot, comme laissant de côté tout ce qui n’est pas essentiel dans un contexte donné ou 
pour un but particulier. Par exemple, en ignorant les couleurs de figures géométriques, qui 
peuvent pourtant très bien jouer un rôle dans les décorations. 

Il résulte de tout ceci qu’il est pratiquement impossible de donner à tout un chacun ne serait-ce 
qu’un coup d’oeil à l’ensemble des mathématiques contemporaines. Même un diplômé d’études 
supérieures en mathématiques, même un professeur de mathématiques peut être considéré comme 
tout un chacun dans de nombreuses branches des mathématiques. Il est tout simplement impos¬ 
sible d’acquérir une expertise dans chacune des branches des mathématiques en trois ou quatre 
ans d’études. Par conséquent ce livre ne peut avoir pour ambition de procurer cette connais¬ 
sance dans tous les domaines des mathématiques: cette restriction est essentielle. 

Au cours de leur développement historique, les mathématiques débutèrent de façon naïve. On 
commença par les nombres 1, 2, 3,... et les figures géométriques intuitivement évidents comme 
les points, les intervalles, les droites, les plans de l’espace, les angles, les triangles, les cercles, 
etc. Cela évolua graduellement vers des formations plus complexes, avec l’avènement du royau¬ 
me des nombres et celui des figures comparées entre elles par l’intermédiaire de la notion de 
mesure. Ce fut par ce développement allant de l’intuitivement simple au plus compliqué que les 
mathématiques furent construites, à Babylone et en Egypte par exemple. Des succès étonnants 
furent atteints en astronomie, comme la prédiction des éclipses de la lune. Mais ce furent les 
grecs qui hissèrent les mathématiques à un tout autre niveau de développement, quand ils se 
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sentirent obligés non seulement de découvrir, mais aussi de réfléchir: qu’est ce qui pousse à faire 
des mathématiques? C’est par eux que les mathématiques devinrent une science au sens où nous 
l’entendons aujourd’hui. D’une part, ils découvrirent qu’une démonstration consiste en la réduc¬ 
tion d’une proposition mathématique à d’autres faits connus par des conclusions logiques aussi 
simples que possibles, appuyées et rendues convaincantes suffisamment souvent, par l’expérience 
ou l’évidence. D’autre part, ils réalisèrent qu’un tel processus de réduction ne pouvait se répéter 
indéfiniment, mais seulement jusqu’aux propriétés les plus simples des nombres et des figures, 
qui apparaissent sûres en vertu de l’intuition ou de l’expérience. 

C’est de cette façon qu’ils réunirent consciemment pour la première fois un système de faits fonda¬ 
mentaux , comme, par exemple, le fait qu’il existe une seule droite passant par deux points, et 
qu’ils créèrent la base de la logique. Ces deux événements conduisirent à un développement 
systématique de la géométrie, allant du plus simple au plus compliqué. 

La géométrie euclidienne, à part quelques développements mineurs, resta pendant longtemps 
le modèle de la science. Aucune tentative comparable ne fut faite pendant près de deux mille 
ans pour traiter de la même façon l’algèbre et, plus tard, l’analyse. Les propriétés fondamentales 
des entiers naturels étaient quelque chose d’évident pour les grecs, et les questions de divisi¬ 
bilité et les problèmes concernants les nombres entiers présentaient de l’intérêt pour eux. 
Ils savaient comment multiplier les fractions , mais ils n’avaient pas poursuivi l’idée d’introduire 
les nombres négatifs. Cependant, au sujet des triangles rectangles isocèles, ils butèrent sur le 
fait que les fractions ne suffisaient pas pour décrire les rapports entre toutes les quantités: 
ils avaient remarqué que le rapport d’un côté et de l’hypoténuse d’un triangle ne pouvait s’ex¬ 
primer par une fraction. Mais ils n’avaient pas du tout tiré la conclusion que l’ensemble des frac¬ 
tions devait être agrandi de telle sorte que ces rapports, ainsi que les autres rapports géométriques, 
pouvaient être représentés par ces nouveaux nombres. Bien au contraire, ils avaient géométrisé 
leur algèbre. Bien qu’ils furent conduits à une théorie équivalente à notre théorie des nombres 
réels, cette géométrisation donna lieu à de telles complications que les mathématiques grecques 
durent s’arrêter dans leur développement. 

Plusieurs siècles plus tard, les besoins pressants des marins et des astronomes ont exigé des 
calculs trigonométriques qui ne pouvaient être maîtrisés qu’à l’aide de tables de certaines fonc¬ 
tions trigonométriques. Puisque les valeurs observées ne pouvaient être mesurées qu’avec une 
précision limitée, il suffisait de connaître approximativement les quantités à calculer. Cela conduisit 
graduellement à l’invention des nombres décimaux, qui s’avérèrent plus commodes que les fractions 
pour les calculs pratiques. Il est fort probable que l’on crût de plus en plus que les résultats 
seraient d’autant plus exacts que le nombre de décimales serait élevé, et même qu’une précision 
exigée pouvait être atteinte en utilisant suffisamment de décimales. En dernière analyse, ce point de 
vue retient l’essence même des nombres réels. Les mathématiciens en vinrent à perdre l’appréhension 
de parler d’un nombre avec une infinité de décimales. Si cette théorie avait été développée systé¬ 
matiquement, une théorie exacte des nombres réels aurait pû être créée. 

Un exemple intéressant, dont la portée est fondamentale, montre comment cette notion apparaît 
sous une forme légèrement différente dans l’oeuvre d’Archimède, quand il essaye de calculer 
la surface de certains sous-ensembles du plan à frontière courbe. 

Il essaya tout d’abord de calculer la surface de l’ensemble borné par une parabole et une de 
ses cordes. 11 trouva qu’un certain rapport de surfaces, d’une importance particulière, était 
1/3. Mais Archimède n’a pas réussi à trouver un résultat analogue pour la surface du disque. 
Pour résoudre ce problème, il eut fallu qu’il calcule le nombre n. Comme on le sait maintenant, 
il ne pouvait réussir connaissant seulement les fractions. Il a dû se contenter de prouver que 
le nombre n se situait entre deux fractions, à savoir 3 1 /? et 3 10 / 7 i. Pour cela, il calcula la surface 
de polygones réguliers à 96 côtés inscrits et circonscrits à l’aide d’un usage répété du théorème 
de Pythagore. Il est clair qu’Archimède était conscient qu’il pouvait inclure n entre des limites 
plus étroites en prenant un nombre plus grand de côtés, et même de le calculer avec une précision 
donnée. Or cette possibilité d’approcher un nombre avec une précision donnée par des fractions 
est un trait caractéristique des nombres réels. 

Ce sentiment de familiarité avec la nature des nombres réels devint fermement établi à plusieurs 
reprises, par exemple, bien avant la fondation du calcul différentiel et intégral, lors de la composi¬ 
tion des tables de logarithmes, dans la géométrie analytique de Descartes où les points du plan 
et de l’espace sont décrits par des coordonnées. Mais cette familiarité devint importante avec 
le développement du calcul différentiel et intégrale, fondé par Leibnitz et Newton et poursuivi 
comme s’ils étaient intoxiqués par les joies de la découverte, par les Bernouillis, par Euler et 
Fermât, par Cauchy, Gauss et bien d’autres. Personne n’imaginait que la fondation de la 
théorie des nombres réels aurait exigé plus de recherche intensive. 

Cependant, les problèmes de fondation jouèrent un rôle dans deux autres branches, l’algèbre 
et la géométrie. Comme on l’a déjà indiqué, la géométrie d’Euclide prend comme point de départ 
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un système de propositions géométriques très simples à partir desquelles les autres théorèmes 
de géométrie sont déduits. Ces propositions simples, appelées axiomes , représentaient une partie 
de la connaissance géométrique de ce temps et étaient intuitivement si claires que personne 
ne ressentait le besoin de les démontrer. Une exception était l’axiome de la parallèle, qui s’énon¬ 
ce ainsi : Etant donnés une droite et un point n’y appartenant pas, il existe une seule droite passant 
par ce point et ne rencontrant pas la droite donnée. Peut-être était-il possible de retirer cette 
proposition du système d’axiomes et de la déduire des autres axiomes. Pendant 2000 ans, les mathé¬ 
maticiens luttèrent en vain avec ce problème, jusqu’à ce que Gauss en Allemagne, Lobachevski 
en Russie et Bôlyai en Hongrie réussirent à montrer que l’axiome de la parallèle est indépendante 
des autres axiomes. L’importance de ce résultat ne devint clair qu’en connection avec d’autres 
développements. 

En algèbre la formule pour les solutions de l’équation du second degré peut conduire à l’ex¬ 
pression —1, qui, à première vue, n’a pas de sens. Mais tant qu’on les utilise pour obtenir 
des racines carrées ordinaires telles que ^/2, -y/ 3, ou même -y/rc, les résultats ont toujours un 
sens. Cela renforçait la croyance au droit légitime d’exister pour l’expression ^/—1 qui, à cette 
époque, était désignée par i. Près de 300 ans s’écoulèrent avant que Gauss et d’autres montrèrent 
que ce qui avait été fait jusque là pouvait être interprété de façon complètement raisonnable 
comme une extension de l’ensemble des nombres réels dans laquelle existe un nouveau nombre 
dont le carré est égal à —1. 

Même Gauss était si familier avec les nombres réels qu’il n’avait aucun scrupule à les utiliser 
sans justification. Ce n’est que lorsque certaines difficultés apparurent au cours de la clarification 
du concept de limite entre les mains de Cauchy et d’autres mathématiciens de l’époque que les 
nombres réels devinrent un object sérieux de préoccupation. Il fut alors reconnu qu’une théorie 
des nombres réels pouvait être fondée à partir des fractions, et ce, de plusieurs manières. Les 
fractions, à leur tour, pouvaient être construites à partir des entiers naturels. Il apparut alors 
que les propriétés de l’ensemble des nombres entiers pouvaient être ramenées à un petit nombre 
de faits totalement évidents, les axiomes cle Peano. 

Ces constructions à partir des entiers fournirent une base solide aux théories des nombres 
réels et complexes, ainsi qu’à l’ensemble de l’analyse réelle et complexe et par delà, à la géo¬ 
métrie, grâce à la géométrie analytique qui caractérisé les points par leurs coordonnées, qui sont 
des nombres réels. 

On doit mentionner un autre développement dans ce contexte, qui commença plutôt timide¬ 
ment il y a 150 ans. Tout le monde savait que les règles concernant la multiplication et l’addi¬ 
tion des nombres présentaient une forte, similarité formelle. De la même manière, des lois 
formelles relativement simples furent observées dans d’autres opérations mathématiques, par 
exemple, en composant successivement plusieurs applications. Mais ce n’est que très lentement 
que les mathématiciens arrivèrent à l’étape logique suivante, qui consistait à dégager les pro¬ 
priétés fondamentales communes et à en déduire par des moyens purement logiques des propriétés 
nouvelles et plus profondes. Cette branche évolua graduellement vers la théorie des groupes 
de nos jours et on remarque encore, comme dans la géométrie euclidienne, l’émergence d’un 
système d’axiomes avec toutes ses conséquences. 

Maintenant, une grande partie des mathématiques, surtout l’algèbre, mais aussi, dans une mesure 
de plus en plus large, l’analyse et la géométrie sont construits axiomatiquement. La procédure est 
grosso-modo la suivante. On se donne un ensemble d’objccts mathématiques, appelés éléments de cet 
ensemble, ainsi qu’un système d’axiomes qui décrit les propriétés fondamentales de ces objccts. On 
doit alors entreprendre les tâches suivantes. Tout d’abord, tirer les conclusions les plus importantes 
à partir des axiomes, en d’autres termes, de pousser le plus loin possible la théorie basée sur cette 
structure. Ensuite, d’explorer tous les moyens spécifiques d’appliquer le système en question. 
Il peut arriver qu’il n’y ait qu’une seule possibilité d’application, ou plusieurs, ou même une 
infinité. Il se peut aussi qu’aucune application ne puisse être trouvée, quand, par exemple, divers 
axiomes sont contradictoires. S’il y a plusieurs modèles, c’est à dire plusieurs applications 
des axiomes, on cherche alors les traits caractéristiques par lesquels les différentes possibilités 
peuvent être effectivement distinguées en un nombre fini d’étapes. Ces tâches ont été complè¬ 
tement accomplies pour certaines structures, tandis que pour d’autres, on est bien loin d’une solu¬ 
tion. Décidément cela montre à quel point l’axiomatique et la logique mathématique sont 
imbriquées l’une dans l’autre. 

L’exigence d’une logique mathématique efficace devint encore plus pressante au début de ce 
siècle quand apparurent les contradictions dans l’une de ces nouvelles théories structurelles, 
la théorie des ensembles. La théorie des ensembles est la plus simple des théories structurelles, 
dans la mesure où elle concerne un ensemble arbitraire d’éléments qui ne sont soumis à aucun 
axiome, comme des points, des nombres, des vitesses, des fonctions, des figures, mais aussi 
bien des hommes, des étoiles, des chaises, etc. Puisqu’aucune hypothèse structurelle n’est faite, 
deux ensembles sont considérés comme équivalents, ou équipotents, s’ils ont “autant d’éléments”. 
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Le sens de ceci est immédiat dans le cas des ensembles finis. Ce fut une réussite indéniable 
d’avoir pu définir pour des ensembles infinis quelque chose comme le nombre de ses éléments, 
qui est appelé le cardinal ou la puissance de cet ensemble. Bien sûr, on ne récupère pas 
toutes les propriétés des ensembles finis auxquelles nous sommes accoutumés. Par exemple, 
en ce sens, il y a juste autant de nombres entiers que de fractions, mais moins de fractions que 
de nombres réels, et l’ensemble des points d’une droite a‘la même cardinale que celui des points 
du plan. Du point de vue de la rigueur mathématique, on ne peut lever aucune objection contre 
toutes ces choses, malgré leur manque apparent de contenu intuitif. Cependant, des contradic¬ 
tions sont apparues lors de la construction effrénée des ensembles. Par exemple, le concept 
“d’ensemble de tous les ensembles” est auto-contradictoire. Néanmoins, ce ne fut pas une crise 
des mathématiques , comme le phénomène fut parfois appelé. Au contraire, des mathématiciens 
saisirent cette occasion pour réfléchir plus profondément sur ce qui était impliqué dans la 
définition de concepts mathématiques. C’est à cause de cela qu’une logique mathématique 
systématique a été développée. On sait précisément de nos jours comment éviter de telles 
contradictions. 

On peut penser que cette abstraction extrême, qui consiste à axiomatiser la logique mathéma¬ 
tique et les théories structurelles très originales, pouvait éloigner de plus en plus les mathéma¬ 
tiques de ses applications. Ce n’est pas du tout le cas; ce n’était pas un accident si Leibniz, 
qui à côté de scs recherches mathématiques s’occupait de questions fondamentales de logique, 
avait déjà construit une. machine à calculer qui fonctionnait. 

L’apparition de machines à calculer fabriquées industriellement, fonctionnant mécaniquement ou 
à la main, ne donne pas lieu à d’importantes discussions de principe. Cet état de choses fut boul- 
versé par l’apparition des ordinateurs , dont la vitesse de calcul s’accrût de façon phénoménale. 
Il est vrai que ces machines fonctionnent sur le principe du tout ou rien , puisque, dans chacun des 
éléments électroniques, le courant passe ou ne passe pas. Cependant elles peuvent entreprendre 
des calculs qui, autrement, seraient pratiquement impossibles: elles répètent des nombres im¬ 
pressionnants d’opérations très simples à une vitesse incroyable, et elles peuvent dérouler un pro¬ 
gramme en un temps raisonnable. Naturellement, la durée de tels calculs dépend de l’habiletc 
avec laquelle le programme a été conçu. Après un travail préliminaire qui avait été fait avant 
l’invention des ordinateurs électroniques, on observa rapidement certaines régularités dans la 
programmation, qui jouent également un rôle en logique mathématique, comme, par exemple, 
la théorie des algorithmes. Ceci montre une fois de plus les avantages pratiques de certaines 
recherches purement mathématiques qui avaient été entreprises à des fins purement théoriques: 
c’est un exemple vraiment classique des liens étroits entre mathématiques pures et mathématiques 
appliquées (ici, l’informatique). 

Dans ce contexte, il semble approprié d’attirer l’attention sur la différence entre la résolution 
théorique et la résolution pratique d’un problème mathématique. Bien souvent en mathématiques, 
les problèmes qui sont étudiés ne sont pas donnés de façon numérique et unique, mais dé¬ 
pendent de certaines données dont les valeurs numériques peuvent varier de diverses façons. 
Comme exemple simple, on veut déterminer la surface d’un triangle en fonction des longueurs 
de ses trois côtés. Il existe une formule qui est valide pour tous les triangles, bien que les lon¬ 
gueurs des côtés peuvent prendre une infinité de valeurs. 

Un tel problème peut être considéré comme résolu lorsqu’une formule, en algorithme , peut être 
donnée, à l’aide de laquelle une solution peut être calculée dans chaque cas particulier. Ici on 
suppose que la formule ou l’algorithme peut fournir un résultat numérique en un nombre fini 
d’étapes. Lorsque c’est le cas, un mathématicien pur considère le problème comme résolu. 
Cependant, en pratique, le problème peut encore être considéré comme non résolu si le nombre 
d’étapes, bien que nécessairement fini, est trop grand pour des raisons de temps ou d’économie. 
Cela peut conduire à de nouveaux problèmes intéressants de mathématiques pures: trouver des 
méthodes plus efficaces, à moins de se contenter de solutions approchées ou de construire des 
ordinateurs plus rapides. 

L’invention d’ordinateurs constitue donc un progrès significatif dans ce contexte. 11 se créa 
en conséquence de nouvelles branches, surtout en mathématiques appliquées, branches qui 
n’avaient pas été développées auparavant, car il était clair dès le départ que leurs principaux 
problèmes ne pouvaient pas être attaqués et résolus pendant une période pratiquement acceptable. 
Des exemples de tels problèmes résolubles en principe sont fournis par les jeux, qui peuvent 
être résolubles en principe car leurs règles impliquent qu’il y a seulement un nombre fini de parties 
distinctes. La question de savoir si au jeu d’échecs le joueur commençant avec les blancs peut 
toujours gagner n’est toujours pas résolue, bien que le nombre de parties possibles soit fini. 
Même si tous les ordinateurs actuellement disponibles dans le monde entier pouvaient être 
mobilisés dans le seul but de résoudre ce problème, la solution ne pourrait pas être atteinte: 
cela exigerait que ces ordinateurs fonctionnent à des vitesses incroyablement plus grandes que 
ceux que nous connaissons actuellement. 
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Le développement des mathématiques, qui a été esquissé ici, est allé des concepts fondamen¬ 
taux les plus simples, comme ceux de nombre, d’opération, de figure et de mesure à la forme com- 
temporaine complètement axiomatisée d’une famille de structures abstraites et aux ordinateurs 
modernes dont les possibilités sont loin d’être épuisées. En comparant ce développement avec la 
table des matières de ce livre, on remarque des relations directes ou indirectes. 

En particulier, la première partie “Mathématiques Elémentaires” coïncide dans une large mesure 
avec les mathématiques telles qu’elles ont été développées de l’antiquité au moyen-âge, avant la 
fondation du calcul différentiel et intégral. Seulement ici, l’arithmétique, la théorie des nombres et 
la géométrie n’ont pas été disposées côte à côte, mais l’une après l’autre. Nous commençons 
par les entiers naturels et les opérations élémentaires sur ces nombres, comme elles se présentent 
de façon parfaitement évidente à une personne naïve. Mais la construction axiomatique suit 
immédiatement, commençant par les entiers naturels et conduisant jusqu’aux nombres complexes. 

Même pour ces concepts simples on utilise une notation simple, inconnue des grecs, et dont 
l’absence fut la raison d’une présentation extrêmement mal commode: l’utilisation de lettres pour 
désigner des nombres. Cette notation est maintenant admise dans les écoles. Ici elle est admirable¬ 
ment adaptée aux concepts mathématiques fondamentaux, mais elle est tellement facile à manier, 
qu’il existe parfois un danger à la manipulation automatique et mécanique des lettres. On doit com¬ 
battre cette tendance, spécialement à l’école. L’important est ridée mathématique , et les détails 
techniques et les calculs ne sont que secondaires, et non l’inverse. Gauss écrivit à Schumacher sur 
ce thème dans une lettre du 1er Septembre 1850. “C’est une caractéristique des mathématiques 
modernes... que dans notre langage de symboles et de noms on possède un levier à l’aide 
duquel les arguments les plus compliqués sont réduits à un certain mécanisme... Combien 
souvent ce levier est utilisé mécaniquement bien que dans la plupart des cas, la permission de le 
faire implique certaines hypothèses tacites. Je postule que dans chaque application de l’analyse, 
dans chaque utilisation de concepts, on devrait toujours rester conscient des conditions originelles 
et on ne devrait jamais considérer un résultat produit par ce mécanisme comme une pro¬ 
priété mathématique au delà des limites clairement permises.” 

De nombreuses tâches consistent à déduire des quantités inconnues à partir de quantités 
connues. Il est de règle que l’utilisation des lettres nous permet de décrire de telles tâches sim¬ 
plement et lucidement. Il arrive alors fréquemment que des problèmes qui à première vue 
apparaissent totalement distincts conduisent à des équations ou des systèmes d’équations ayant 
une même forme. Cela indique encore le parallélisme entre la formulation mathématique des 
problèmes et l’abstraction qui consiste à ne tenir aucun compte de la signification des données 
et à ne garder que le noyau mathématique. 

Un trait caractéristique des mathématiques modernes est le “ raisonnement fonctionner . Cela 
signifie que l’on est concerné avec les relations fonctionnelles, telles que la dépendance de cer¬ 
taines quantités en fonction d’autres, comme par exemple, celle de la surface d’un triangle en 
fonctions des longueurs de ses côtés. Nous serons familiarisés avec d’autres exemples de cette 
sorte de raisonnement dans l’analyse de la notion de fonction. 

La géométrie élémentaire concerne les points, les segments, les angles, les droites, les triangles, 
les quadrilatères, les cercles, les tétraèdres, etc., dans le plan ou dans l’espace. Un rôle essen¬ 
tiel est joué ici par le concept de nombre, comme on l’a déjà mentionné, dû au besoin de mesurer 
les objects. Naturellement, cela ne doit pas conduire à négliger le raisonnement géométrique 
pur, spécialement dans la résolution des problèmes. On essaye de résoudre des problèmes géo¬ 
métriques par des moyens purement géométriques, c’est à dire par des dessins constructifs. 
La façon de traiter les problèmes dans l’espace par des dessins dans le plan est l’object de la 
géométrie descriptive. La fusion la plus intime entre la géométrie et le calcul apparaît dans 
la géométrie analytique. A l’aide des concepts de coordonnées, les problèmes géométriques 
peuvent être transformés en des problèmes d’analyse: de cette façon, la géométrie devient acces¬ 
sible aux puissantes méthodes de l’analyse. 

Les rudiments de l’analyse elle-même sont traités dans la seconde partie “Etapes vers les Mathé¬ 
matiques Supérieures”. Bien que le concept de limite soit déjà utilisé dans les mathématiques 
élémentaires de façon intuitive, les mathématiques supérieures commencent avec une théorie des 
limites rigoureuse. Celle-ci est à son tour à la base d’une part de la théorie des séries infinies de 
nombres et de fonctions, d’autre part, des notions de continuité des fonctions et de calcul 
différentiel et intégral , dont l’importance est fondamentale non seulement pour l’ensemble des 
mathématiques, mais aussi pour les applications à la physique, la technologie, etc. Beaucoup de 
problèmes de géométrie et de physique se présentent sous la forme d'équations différentielles , 
c’est à dire de relations entre une fonction et ses dérivées. La théorie, qui a maintenant beaucoup 
grandi, ne peut être ici qu’esquissée dans ses parties les plus simples. Un domaine attrayant 
est la géométrie différentielle , une application du calcul différentiel et intégral à la théorie des 
courbes dans le plan et dans l’espace et des surfaces dans l’espace. 
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Comme nous l’avions remarqvié plus haut, la solution théorique d’un problème est souvent 
très éloignée de son application immédiate à des exemples spécifiques, car les calculs numériques 
nécessaires deviennent trop compliqués. C’est l’object des représentations graphiques et des métho¬ 
des numériques de transformer les solutions théoriques en solutions directement applicables. La 
théorie des probabilités et la statistique jouent aussi un rôle important dans les applications. 

Dans la dernière partie, “Présentation Succinte de Quelques Sujets” on essaye de donner un 
aperçu de quelques domaines de recherche des mathématiques contemporaines. Pour des raisons 
mentionnées au début, un exposé plus détaillé de problèmes particuliers est impossible, et des 
domaines qui sont encore maintenant dans un état d’élaboration ou dans un processus de 
réorganisation profonde ne pouvaient être inclus. Le lecteur qui souhaite se familiariser lui-même 
plus complètement avec l’une ou l’autre de ces branches ferait bien de se référer à la littérature 
spécialisée, et ceci s’applique aussi bien aux deux premières parties. 

Hans Reichardt 
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1.1. Les nombres entiers naturels 

Nombres et chiffres 

Que sont tes nombres entiers naturels? Nos ancêtres les ont créés lorsqu’ils ont été obligés 
d’utiliser des nombres pour résoudre deux types de problèmes; le premier type de problèmes 
les a conduits à développer les nombres cardinaux tandis que les nombres ordinaux naissaient 
du second type de problèmes. 

Nombres cardinaux. L’homme a eu souvent à comparer divers ensembles d’objets ou d’êtres, 
par exemple des silex, des chiens, des compagnons de chasse, pour déterminer avec certitude 
lequel contient le plus d’éléments; de nos jours, généralement ce problème est résolu en comp¬ 
tant les éléments de chaque ensemble et en comparant les quantités ainsi obtenues; cela im¬ 
plique une certaine possibilité de compter, c’est à dire l’existence de nombres. Mais il existe une 
méthode plus facile : si l’on désire savoir, par exemple, si on dispose d’autant d’hommes que 
de chevaux il suffît de placer un cavalier sur chaque cheval; en d’autre termes, on établit un ap¬ 
pariement, une correspondance entre les hommes et les chevaux. Une telle correspondance peut 
être exacte : il y a alors autant d’hommes que de chevaux et on dit que les ensembles sont 
équipotents; il peut aussi rester en excédent des éléments de l’un des ensembles : cet ensemble 
a'plus d’éléments que l’autre (Figure). En dressant une table on réalise une correspondance 
entre les ensembles de tasses, soucoupes, cuillères etc.... Tous les ensembles entre lesquels on 
peut établir une telle correspondance ont donc une propriété commune représentée par leur 
nombre d’éléments (Figure). C’est ainsi qu’aujourd’hui encore, nos enfants prennent connaissance 
des nombres cardinaux. 




1.1-2 Hommes et chevaux appariés. 
Un homme est de trop. 


2 * 
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1.1-3 Nombre commun: trois 


Les nombres cardinaux permettent de 
compter 

1, 2, 3, ... 


Les nombres ordinaux permet¬ 
tent d’ordonner 

1er, 2ème, 3ème, ... 


L’abstraction n’a pas progresse aussi loin dans toutes les étapes de la civilisation. Il existe 
des tribus primitives qui se servent de nombres distincts lorsqu’elles comptent des objets dis¬ 
tincts. Deux femmes est alors autre chose que deux flèches; dans ce cas la notion de nombre 
n’a pas encore été distinguée des autres propriétés des ensembles. 

Nombres ordinaux. L’autre type de problèmes consistait à créer un certain ordre parmi les élé¬ 
ments d’un seul et même ensemble : par exemple, on voulait par quelque critère—la taille, l’âge 
ou la bravoure du cavalier—décider qui chevaucherait en tête à la chasse, puis qui viendrait 
le second... (Fig.). Il apparaît quelque chose de semblable lorsqu’on compte les éléments d’un 
ensemble; seulement l’ordre ainsi établi est généralement arbitraire et sans signification. Ainsi 
apparurent les nombres ordinaux. 



Les nombres cardinaux et ordinaux se sont dévéloppés en étroite relation; ils forment les 
deux aspects des nombres entiers naturels; souvent le zéro est par convention compté parmi eux. 


Noms et symboles des nombres. Pour les communications orales et écrites et afin de mé¬ 
moriser les nombres cardinaux et ordinaux, on doit utiliser leurs noms et leurs symboles : ces 
derniers servent pour les abréviations et pour faciliter les calculs. La similitude frappante entre 
les noms des nombres cardinaux et ordinaux correspondant, dans toutes les langues, est le signe 
de leur étroite relation : en Français, la plupart des nombres ordinaux ont le suffixe ième après 
le nom du nombre cardinal (trois—le troisième; cent—le centième); il arrive même de les con¬ 
fondre : ainsi dans la date 2 avril, 2 est en fait un nombre ordinal car on parle du 2ième jour 
d’avril. A cause de cette grande similitude nous limiterons dans la suite notre étude aux nom¬ 
bres cardinaux, étant entendu que des arguments correspondants s’appliquent aux nombres ordi¬ 
naux. 


nom: neuf 

symbole: ftttllll ou IX ou 9 

1.1-5 Trois symboles pour le 
nombre neuf 



1.1-6 Tailles 
(de boulangers...) 


1.1-7 Système romain de 
numération 


Représentations des nombres. La représentation la plus simple des nombres est celle que l’on 
rencontre sur les tailles , petits morceaux de bois sur lesquels on pratique des entailles (chaque 
entaille représentant un objet); elle était utilisée par les boulangers pour marquer les quantités 
de pain qu’ils vendaient à crédit à leurs clients; les tailles étaient fréquemment coupées en deux, 
le fournisseur et le client en conservaient chacun une moitié. La méthode des traits que Ro¬ 
binson Crusoe traçait pour compter les jours est toujours en vigueur, spécialement pour les 
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comptages fastidieux; mais très vite, lorsque les nombres deviennent plus grands, une telle re¬ 
présentation perd sa clarté : elle peut être retrouvée en effectuant des groupements judicieux. 
On trouve quelque chose de semblable lorsqu’on forme de nouveaux noms de nombres ou qu’on 
invente de nouveaux symboles. En effet il ne serait pas rentable d’introduire un nom ou un 
symbole tout à fait nouveau pour chaque nombre; au contraire on compose le nom et le sym¬ 
bole d’un nombre à partir de ceux des nombres plus petits, qui sont eux-mêmes issus de la com¬ 
binaison d’unités ou de groupes encore plus restreints. Selon la méthode de construction uti¬ 
lisée on distingue les systèmes additionnels et les systèmes positionnels. 

Les systèmes additionnels. L’exemple le plus connu d’un système additionnel est la méthode 
romaine d’écriture des nombres. A partir des symboles de base on en combine dix pour former 
le groupe immédiatement supérieur. Entre les deux existent des symboles auxiliaires (Figure). 
L’origine de ces symboles n’est pas encore totalement élucidée : quelques uns, comme M 
(mille) pour 1000, n’ont cette forme que depuis le Moyen Age; les romains écrivaient C|D pour 
1000. Le principe d’un système additionnel est d’utiliser le moins de symboles possibles pour 
écrire par juxtaposition un nombre (on en utilise sept dans la Figure 1.1-7). La règle dit que 
le symbole représentant un nombre doit toujours être â gauche du symbole représentant un nombre 
plus petit. Il existe une exception à cette règle, exception motivée par le souci d’utiliser le moins 
de symboles possible : le nombre neuf peut être représenté par VIIII (5 H- 4) ou par IX (10—1). 
On utilise de préférence cette dernière représentation, et donc, lorsque le symbole d’un nombre 
est à gauche de celui d’un nombre plus grand, on doit soustraire et non ajouter le nombre 
correspondant. Toutefois il est interdit de placer devant un symbole plus grand plusieurs sym¬ 
boles de base ou un symbole auxiliaire : MCMLIX pour 1959 et CML et pas LM pour 950. 
Un système additionnel présente des désavantages : en général les symboles des nombres sont 
très longs et donc peu lisibles; lorsque le nombre croit (ici au delà de 10000) on doit inventer 
de nouveaux symboles pour éviter des représentations excessivement longues; de plus les calculs 
dans de tels systèmes présentent d’énormes difficultés. 

Les systèmes positionnels. Notre système actuel remonte aux Hindous et nous fut transmis 
par le Proche-Orient (chiffres arabes). Tel qu’il est, c’est une réalisation plutôt tardive dans le 
développement historique des représentations des nombres. Dans ce système positionnel dix 
éléments (les unités U) sont combinés pour former un nouveau groupe (une dizaine D) et de 
nouveau dix dizaines pour une centaine C, etc. ... Néanmoins on n’introduit aucun nouveau 
symbole pour ces groupes plus élevés (contrairement au système romain), mais on les distingue 
par leur position à l’intérieur du symbole représentant le nombre complet. Dans le symbole 
romain XXX pour trente, chacune des lettres à ia même valeur numérique 10 et comme c’est 

un système additionnel, le nombre total est la somme des trois valeurs individuelles; dans le 

nombre 444 pour quatre cent quarante quatre, les trois chiffres ont aussi la même valeur nu¬ 
mérique 4, mais ils ont dans le symbole des positions différentes et donc des valeurs différen¬ 
tes; la position la plus à droite représente les unités : 

321 signifie 3C -f 2D -f 1U 

CCCXXI signifie 100 + 100 -f 100 + 10 + 10 + 1 

Puisque le rassemblement se fait par groupes de dix on parle de système décimal (du Latin, 

decem : 10) : ainsi le système romain est un système additionnel décimal; le système actuel est 
un système positionnel décimal. Le nombre dix est appelé base du système; les valeurs de chaque 
position dans un nombre sont les puissances de dix dont certaines possèdent leur propre nom, 
comme un million pour 10 8 = 1000 000, un milliard pour 10®, un billion pour 10 12 , un trillion 
pour 10 18 , viennent ensuite un quadrillions un quintillion etc. ... en ajoutant à chaque fois six 
zéros supplémentaires; les dénominations comme un billiard pour 10 16 sont peu utilisées. Il est 
probable, mais non prouvé que le choix de la base 10 provienne du nombre de doigts que nous 
possédons. On peut relever dans d’anciennes unités de mesure (une douzaines une grosse) des 
traces d’un système duodécimale (de base 12) disparu, et nos noms de nombres quatre vingt 
et quatre vingt dix peuvent faire penser à un système (non positionnel) de base 20. Nos unités 
de temps (1 h=60 min, 1 min=60 s), ainsi que la division du tour complet en 360° rappellent 
le système sexagésimal (base 60) en vigueur chez les Babyloniens. Ce système possédait, déjà, 
certaines propriétés d’un système positionnel, mais son épanouissement fut entravé par le fnanque 
d’emploi uniforme d’un symbole pour le nombre nul (zéro). L’introduction du zéro fut l’une 
des plus grandes réalisations des Hindous (vers 800 avant J.C.). 

Il n’y a pas que 10, 12, 20 ou 60 qui conviennent comme bases d’un système positionnel : 
en réalité tout nombre b> 1 peut servir de base, car tout nombre naturel a possède une et une 
seule représentation b-adique : a=a n b n -\-a n ^ 1 b n - 1 -\-. .. dans laquelle les nombres natu¬ 

rels a t ,i= 0,..., n satisfont 0 <,a t <b. Ces a t sont les chiffres de a; tout système positionnel 
nécessite exactement b chiffres distincts. 

Le système binaire. Le système" binaire a une importance technique particulière. Dans ce sys¬ 
tème les valeurs des différentes positions sont les puissances de 2 : 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 
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128-Elles sont bien plus rapprochées les unes des autres que dans le système décimal. 

Les symboles des nombres sont donc comparativement beaucoup plus longs. En contrepartie, 

ce système n’utilise que les 2 chiffres 0 et 1. 

7 = 1 • 4 -b 1 • 2 + 1 • 1 = 1 • 2 2 + 1 • 2 1 + 1 • 2° = 111 
9 = l- 8 + 0- 4 + 0- 2+ l- l = 1 • 2 3 + 0 • 2 2 + 0 • 2 1 + 1 • 2° = JOOI 

22 = 1 • 16 + 0- 8 + 1'4 + 1 • 2 + 0- 1 = 1 • 2 4 + 0- 2 3 + 1 • 2 2 + 1 • 2 1 + 0 *2° = 10110 

Ce système est souvent utilisé dans les ordinateurs. 


Ordre des entiers naturels. Chaque nombre naturel a un et un seul successeur immédiat : 

96 est ainsi le successeur de 95. Cela signifie que la suite des entiers naturels n’a pas de dernier 
élément : elle ne se termine jamais. Le nombre 0 n’est pas un successeur : tout nombre entier 
naturel autre que 0 a un prédécesseur et un seul. Cela signifie que la. suite des entiers naturels 
a un commencement, son premier élément est 0. 

Entre deux entiers naturels n x et n 2 quelconques on peut établir une et une seule des trois 
relations suivantes : n x <n 2 , c’est à dire que n x est inférieur à n 2 (exemple : 3<7), ou n t —n 2 , c’est 
à dire n x est égal à n 2 (exemple : 5=5), ou n 1 >n 2 , c’est à dire n x est supérieur à n 2 (exemple : 

8 > 6 ). 

Si l’on veut exprimer qu’un nombre n x est au plus égal à n 2 on écrit /i 1 </i 2 , c’est à dire n x \ 
est inférieur ou égal à n 2 . De la même manière n x >n 2 , c’est à dire n x est supérieur ou égal à n 2 , 
signifie que n x -est au moins égal à n 2 . Il s’ensuit que les deux propositions : 9<14 et 11 <11 
sont toutes deux correctes. 

Ces relations possèdent une propriété dite de transitivité; pour la relation “inférieur à’’ elle 
prend la forme : si n x <n 2 et si n 2 < n :i alors n x < n 3 . La relation “supérieur à”, respectivement 
“ inférieur d”, ordonne ces entiers naturels “linéairement”. On peut illustrer cet ordre linéaire 
par une demi-droite, la demi-droite des entiers naturels (Figure) : sur celle-ci, les entiers naturels 
sont représentés par des points isolés ( discrets ); la relation n x <n 2 s’y traduit par le fait que le 
point représentant le nombre n x est situé à gauche de celui représentant n 2 . 



1.1-8 Demi-droite des entiers naturels 


1.1-9 Union de 2 ensembles 
“5 + 3 = 8” 

Opérations sur les nombres entiers naturels 



Addition et soustraction. L’addition est l’opération la plus simple que l’on puisse effectuer 
sur les nombres entiers naturels et la soustraction correspond à l’opération inverse; ce sont des 
opérations arithmétiques dites du premier type. 

Addition. L’addition est le reflet de Vunion de deux ensembles (Figure). 

Le symbolfc de l’opération est “-b” (lire : plus). On peut aussi considérer l’addition comme 
une manière abrégée de compter : 5+-3 pour 5+1 > 6 + 1 >7+ L->8. Les deux nombres 

à ajouter sont les termes et le résultat leur somme. 


Addition 


terme plus terme égale somme 
3 + 2 = 5 


L’addition est une loi commutative. 


a +- b = b +- a 


Le mot “somme” est utilisé dans deux sens différents : 8 est la somme de 3 et 5; l’expression 
3 + 5 est appelée également une somme. On peut toujours effectuer l’addition de deux nombres 
entiers naturels quelconques : à partir de deux entiers naturels quelconques on peut toujours 
en obtenir un troisième, leur somme. L’addition des nombres possède plusieurs propriétés. 

Commutativité. L’ordre des termes n’influe en rien sur le résultat : ainsi 5 + 3=3+5 = 8. 
Etant donné que cette commutativité est valable pour tous les entiers naturels on écrit a-\-b=b+a. 

Associativité. L’addition a été définie pour deux termes : si l’on veut ajouter trois nombres, 
on doit en ajouter deux puis ajouter le troisième à la somme des deux premiers. L’addition 
est associative car l’ordre dans lequel on combine les nombres n’influe pas sur le résultat final. 
Il résulte de cette associativité que l’on peut supprimer les parenthèses : 5 + 3+4=12. 
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TT Exemples : 1. 5-f 3-f4=(5-f 3)-f4=8+4=12, 

Associativité _ 2. 5-f 3-f4=5-f(3-f4) = 5-f 7==12. 

(< a-\-b)-\-c=a+(b+c) 


Ainsi on peut écrire les additions de plus de 2 termes sans parenthèses. 

Monotonie. La relation “inférieur à” est invariante par l’opération d’addition; elle est con¬ 
servée quand on ajoute un même nombre aux deux nombres liés par la dite relation; par exem¬ 
ple si 3<4 on en déduit 3-f7<4-f7; cette propriété est aussi valable pour tous les nombres 
naturels. 


Monotonie de l’addition 


si a < b alors a -f c < b -i- c 


Soustraction. L’action inverse d’ajouter, c’est à dire ôter ou déduire, conduit à l’opération 
arithmétique de soustraction; son symbole est — (lire moins); on peut l’interpréter comme une 
manière abrégée de décompter par exemple 7—3 au lieu de 7— 1 -> 6— 1 -> 5— 1 4 

(Figure). L’addition conduit à la soustraction lorsque, connaissant la somme de deux nombres, 
on désire calculer l’un des termes. Par exemple 4-f x =7 entraine x —1 —4. De ce fait la sous¬ 
traction est l'inverse de l’addition. Les deux nombres sur lesquels elle porte en sont les termes 
et le résultat est leur différence. 


i-1-1-1-1-1-1-1-1- 

01234567 89 


I-1-1-1-1-1-1-1-I-H 

0123456789 

5+3=8 

I-1-1-1-I-1-1-1-1-H 

0123456789 

5-3=2 



1.1-10 7-3 = 4 


1.1-11 Opération sur les entiers naturels 


De même que le mot “somme”, le mot “différence” peut être utilisé dans deux sens différents 
la différence de 7 et 3 est 4, de même l’expression 7—3 est aussi appelée une différence. 

Contrairement à l’addition, la soustraction de deux entiers naturels ne peut pas toujours être 
effectuée : en effet la solution du problème 2—9 n’est pas un entier naturel. La condition pour 
qu’il existe une solution est que le premier terme ne soit pas inférieur au deuxième. 

Opérations du premier ordre sur la demi-droite des entiers natuerls. On peut illustrer les addi¬ 
tions et les soustractions de nombres entiers naturels par des additions et soustractions de seg¬ 
ments de la demi droite des entiers naturels (Figures). 

Pratique de P addition. On écrit les termes l’un au dessus de l’autre de telle sorte que les po¬ 
sitions correspondantes (au sens du système positionnel) soient alignées sur la même colonne. 
On additionne d’abord les unités, dans l’ordre qu’on veut en vertu de la commutativité. On 
poursuit de la droite vers la gauche selon les valeurs de position de plus en plus élevées. Si 
dans une colonne la somme dépasse l’unité de la position suivante, on engendre une retenue 
qui est transmise à la position suivante. 


Exemple: MCDU MCDU 

7362 7362 

-fl 6 8 4 ou-f 1 6 8 4 

_L ^ 6 
i 0 

9 


L’addition de plus de deux 

7 3 6 2 termes s’effectue de la même 

-f 1 6 8 4 manière. 

9" 0 4 6 


_ 

9 10 14 6 

























24 1. Opérations élémentaires sur les nombres rationnels 


Pratique de la soustraction. On peut effectuer la soustraction de deux manières légèrement 
différentes : 

(d) par déduction : 3 ôté de 1 donne 4; 

(c) par complémentation : pour passer de 3 à 7 il faut ajouter 4. 

Il en résulte deux méthodes couramment employées pour réaliser en pratique 
les soustractions : (d) et (c). 

Dans les deux méthodes on écrit le terme à soustraire sous l’autre, (comme 
dans l’addition) les unités sous les unités etc.... et on commence par les unités. 

Dans l’exemple choisi les deux méthodes sont identiques pour les unités (7—3=4) 
mais la différence apparait pour les dizaines. Méthode (d) : ôter 9 de 2 est im¬ 
possible; on transforme une centaine C en dix dizaines D ce qui donne : 9 ôté 
de 12 égal 3. Ensuite, au lieu de 6C, on n’a que 5C, et IC ôté de 5C donne 4C. 

Méthode (c) : passer de 9 à 2 est impossible, mais on peut passer de 9 à 12 
ce qui donne 3; la centaine utilisée n’est pas déduite du premier terme, on l’ajoute 
au terme à soustraire; on obtient le même résultat puisque pour passer de lC-f- IC 
à 6C il faut 4C. 


74627 

—3193 

71434 

Exemples : 
6311 

— 768 

— 229 
—1046 

4268 

70003 

—11628 

58375 


La méthode (c) est plus claire, particulièrement dans le cas où le premier terme contient plu¬ 
sieurs zéros consécutifs, car elle évite de reporter de position en position la décomposition d’une 
position en dix positions inférieures. Elle permet aussi, plus fréquemment, de soustraire en une 
seule opération plusieurs nombres d’un même terme. Dans l’exemple ci-dessus le calcul mental 
s’effectue comme suit : 6+9+8 = 23 de 23 à 31 il y a 8; les 3 dizaines utilisées sont ajoutées 
aux termes à soustraire ce qui donne pour les dizaines : 3+4+2+6 = 15 de 15 à 21 ilya6etc_ 


Multiplication et division. La multiplication et la division sont des opérations arithmétiques 
dites du second type. 

Multiplication. On peut parvenir à la multiplication de différentes ma¬ 
nières; la plus fréquente est l’addition de plusieurs fois le même terme, par 
exemple 12+12+12=36 (Figure). Son symbole est • (lire fois) ou bien X. 


1.1-12 

12 1 12 I 12 
= 3X12 = 36 


On peut échanger le multiplicateur et le multiplicande : c’est pourquoi on les nomme tous les 
deux facteurs. Une fois encore le mot produit a deux significations : 36 est le produit de 3 et 12, 
de même l’expression 3x12 est également appelée un produit. On peut toujours effectuer le produit 
de deux nombres entiers naturels; deux entiers naturels en définissent donc toujours un troisiè¬ 
me : leur produit. Quel que soit le nombre naturel a on a aX 0~0x a 0 et aX 1 =ÎX a=a. 

Commutativité. On remarque que 3x4 4+4+4=12 tandis que 4x3=3 + 3 + 3+3 = 12 et 
donc 3x4 4x3. Les facteurs d’un produit peuvent être échangés sans affecter le résultat. 

Cela est vrai pour des nombres naturels quelconques 


Multiplication 

multiplicateur fois multiplicande égale produit 
3 X 12 = 36 



Commutativité 


Associativité 

a • b=b ■ a 


(a • b) • c= a • (b ■ c) 


Associativité. Si l’on multiplie trois nombres, on multiplie deux d’entre eux et le produit est 
alors multiplié par le troisième; l’ordre dans lequel on les choisit n’influe en rien sur le résultat : 
ainsi 3X4X7 = (3x4)X7 = 12X 7 = 84; 3x4x7 = 3x(4x7) = 3x28 = 84. Ceci reste vrai pour plus 
de trois facteurs. 

Monotonie. 3<4 entraine 3x8<4x8 mais 3X 0=4x0. Ces propriétés sont vraies pour tous 
les entiers naturels a , b , c. 


Monotonie 


de a<b et c>0 on déduit a - c<b - c 


Division. C’est par deux problèmes différents, que l’on rencontre chaque jour, qu’est intro¬ 
duite la deuxième opération élémentaire du second type : la division. 

(i) le partage: il faut partager équitablement douze poires entre quatre personnes. Chacun re¬ 
çoit trois poires (Figure). 
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(ii) la contenance: combien de fois 4 cm sont-ils contenus dans 12 cm? La réponse est 3 (Figure). 



Mathématiquement, la division est apparue comme l’inverse de la multiplication: lorsqu’on 
connait le produit de deux nombres ainsi qu’un des facteurs, le facteur inconnu s’obtient par 
une division 3* x =15 ou x *3 = 15 mènent à x = 15 : 3. 

Puisque les facteurs peuvent être inter¬ 
changés, les deux problèmes du partage et 
de la contenance conduisent à la même di¬ 
vision. Le symbole de la division est 
(lire divisé par). Une fois encore le mot 
quotient est utilisé dans deux sens différents: le quotient de 15 par 3 est 5 de même l’expression 
15 : 3 est également appelée un quotient. 

Existence d'un quotient. La division de deux nombres entiers naturels ne peut pas toujours 
être réalisée dans le domaine des entiers naturels; par exemple il n’existe pas d’entier naturel n 
tel que 3 • n—\l puisque 3-5 = 15 et 3-6 = 18, et donc 17 ne peut être divisé par 3; on dit que 
17 n’est pas divisible par 3. L’usage du signe d’égalité pour écrire 17 : 3 = 5 reste 2 est incorrect; 
par contre l’égalité 17=3*5+2 (le dividende égale le diviseur que multiplie le quotient plus 
le reste) n’entraine aucune objection. La division par zéro est impossible; en effet 5: 0=/i signi¬ 
fierait que n • 0=5, mais quelque soit n le produit est toujours 0 et non pas 5. Même si le divi¬ 
dende est nul (0 au lieu de 5) le problème ne correspond à rien car la solution est indéterminée: 
on pourrait dire 0:0 17 car 0X 17=0 mais il serait tout aussi valable de soutenir que 0 : 0=193 

car 0x 193=0. 

La division par zéro ne peut jamais être effectuée. 

Suite d'opérations arithmétiques. Si, dans une expression, différentes opérations interviennent, 
l’ordre dans lequel on les exécute peut influer sur le résultat: 7x5+3 donne 7x8 = 56, si on 

exécute d’abord l’addition, ou 35 + 3 = 38, si on commence par la multiplication. On obtient le 

même genre de situation pour la division et la soustraction. Il s’ensuit que, conventionnellement, 
on a décidé d’un ordre dans lequel les opérations doivent être exécutées. 

Les opérations du type le plus élevé doivent être exécutées d’abord. 

Si dans certains cas on doit exécuter les opérations dans un ordre différent, il faut ajouter à 
l’expression des parenthèses dont le contenu est alors calculé en premier: 

(12+96) : 3—8 • (5—2) = l08 : 3—8 • 3 = 36—24 = 12. 

Distributivité. La distributivité exprime qu’il existe une relation entre des opérations arithmé¬ 
tiques de types différents; par exemple 5 • (4+3)=5 ■ 7 = 35 mais aussi 5x4+5x3=20 + 15 = 35 
et donc 5x(4 + 3)=5x 4+5X 3. Cette façon, dans le cas où un des facteurs est une somme, de 
répartir l’autre facteur sur les deux termes de la somme reste valable quels que soient les nom¬ 
bres entiers a , b et c. 

De la distributivité on déduit les relations 
(a — b)Xc=aX c—bx c 
( a+b):c=a:c+b:c pour c^0 

( a — b):c=a:c — b:c pour c^0. 

Pour des entiers naturels a , b , c ces équations n’ont de sens 
que si la soustraction a—b et les divisions a:c et b:c peuvent 
être réalisées. 

Pratique de la multiplication. La pratique de la multiplication utilise la distributivité de telle 
sorte que la connaissance de la table de multiplication jusqu’à 9x9 est suffisante. 


Distributivité 


a • (6 + c) = a * /> + «* c 



Division 


dividende par diviseur égale quotient 
15 : 3 = 5 
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En principe l’opération s’effectue comme ceci: 

2356 • 473=2356 • (4004-70+3) 

=2356 • 4(00)+2356 • 7(0)4-2356 • 3 
=9424(00) +16492(0) + 7068 = 1114388. 


2356 
X 473 
9424 
16492 
7068 
1114388 


2356 
X 473 
7068 
16492 
9424 
1114388 


Dans la deuxième ligne la multiplication du premier facteur 2356 est ' réalisée en le séparant 
mentalement en unités, dizaines etc...., ce qui conduit à des produits partiels jusqu’à 9x9, dont 
on fait l’addition mentalement. Au lieu d’adjoindre aux produits partiels les zéros correspon¬ 
dants aux positions du multiplicande, on préfère décaler d’autant le produit correspondant dans 
l’addition finale. 

Pratique de la division. Dans la pratique de la division c’est le dividende qui est divisé en 
unités, dizaines etc Par exemple: 86:2 = (80+6):2 = 80:2+6:2=40+3=43. Comme la divi¬ 
sion est l’inverse de la multiplication, le produit du quotient et du diviseur doit donner le divi¬ 
dende (lorsque la division est possible). 


11208 

92 

200 

184 

168 

161 

7 


23 


487 


ou plus rapidement en effectuant 
mentalement les soustractions 


11208 

200 

168 

7 


23 


487 


Le quotient de 11208 par 23 est 487 et le reste est 7. 


Eléments de théorie des nombres 

Divisibilité. 12:4=3 signifie que le nombre 12 est divisible par 4. Mais 15 n’est pas divisible 
par 4. Ç)n dit que 4 est un diviseur de 12 ou bien que 4 divise 12 (symboliquement 4| 12) ; de 
même 4 ne divise pas 15 (4^15). En général on dit qu’un entier naturel a divise un autre entier 
naturel b s’il existe un entier naturel n tel que a n—b. Les nombres» et n sont alors des 
diviseurs de b et b est un multiple de a et de n. Le nombre 0 est divisible par tous les nom¬ 
bres a^0 et est donc un multiple de tout nombre. Tout nombre a^0 est divisible par 1 et par 
lui-même: ces deux diviseurs sont les diviseurs triviaux de a. 

Nombres premiers. Les nombres premiers sont des nombres entiers qui n’ont que des divi¬ 
seurs triviaux. Par exemple 5 est uniquement divisible par 1 et 5, 13 par 1 et 13; donc 5 et 13 
sont des nombres premiers. Le nombre 1 n’est pas compté parmi les nombres premiers. 


Nombres premiers 


2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,.. 


120 = 4 -30 

4=2-2 30=2-15 


15=3-5 


120 = 2-2 


3-5 


Factorisation. Tout entier naturel est soit un nombre pre¬ 
mier, soit un produit de nombres premiers. On peut obtenir des 
décompositions en produit de nombres premiers en partant.dans 
le cas de 120, de 120= 10X 12. En utilisant Y algorithme d'Euclide , on peut montrer que la facto¬ 
risation est unique, à l’ordre des facteurs près. Autrement dit, si l’on ne prend pas en compte 
l’ordre des facteurs, il existe une seule façon de décomposer un nombre entier naturel en facteurs 
premiers (voir à la fin du Chapitre). L’énoncé du théorème serait incorrect si 1 était compté 
parmi les nombres premiers. En utilisant les puissances f la factorisation des nombres entiers 
peut s’écrire plus facilement, par exemple I008=2x 2x 2x 2X 3x 3x 7=2*X 3 2 X 7. 

Crible d y Eratosthènes. Eratosthenes de Kyrène (environ 276- 194 av. J.C.) indiqua la mé¬ 
thode suivante pour obtenir tous les nombres premiers dans une liste de nombres entiers con¬ 
sécutifs, rangés par ordre croissant; 2 est premier, on efface ses multiples. Le premier à effacer 
est 4=2 2 . Puis 3 est premier et on efface les multiples de 3: 2x3 a déjà disparu. Le premier 
nombre à supprimer est 3 2 . Les autres multiples se succèdent de 3 en 3; de 6 en 6 en fait si 
l’on pense que les nombres pairs ont déjà disparu. Les nombres 5 et 7, inférieurs à 9, sont 

premiers. On efface les multiples de 5, qui, à partir de 25, se succèdent de 5 en 5 etc- Les 

nombres qui restent sont premiers. Comme on peut le voir dans la table qui suit, pour les nom- 




















1.1. Les nombres entiers naturels 27 


bres entiers de 1 à 100 il suffit de 4 “balayages”, le dernier correspondant aux nombres di¬ 
visibles par 7. Cela provient du fait que 7x7=49 est inférieur à 100 alors que 11 X 11 = 121 > 
100; or 11 est le premier nombre non supprimé après 7, et donc le nombre premier suivant 
(dans le tableau ci-dessous on a différencié les balayages par des couleurs). 



2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

100 


1er 2ème 3ème 4ème 


Pour savoir si un nombre donné, par exemple 1303, est premier, on doit continuer la mé¬ 
thode du crible jusqu’à 1303. Il suffit donc de contrôler si 1303 est divisible par les nombres 
premiers p tels que /> 2 <1303: en elTet si 1303 se factorise on a 1303 =m n t donc le carré d’un 
des facteurs est inférieur à 1303; pour 1303 on fait la division uniquement pour les nombres 
premiers p 2, 3, 5,..., 31 car 37 2 = 1369> 1303 ; on trouve finalement que 1303 est un nombre 
premier. 

Suite infinie des nombres premiers.. Euclide (environ 300 av. J. C.) se demanda si la suite 
des nombres premiers est finie ou bien s’il existe une infinité de nombres premiers. Il montra 
qu'il n'existe pas de plus grand nombre premier. Supposons qu’il existe un plus grand nombre 
premier P. On forme le nombre entier AT=(2x 3x 5X 7X ... X P) + l produit de tous les nom¬ 
bres premiers plus 1. Ce nombre N n’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal 
à P, puisque le reste de la division est toujours 1. Donc N est premier ou bien ses diviseurs 
premiers ne sont pas dans 2, 3,.. ., P. Ceci contredit l’hypothèse que P est le plus grand nom¬ 
bre premier. Donc la suite des nombres premiers est infinie. L’appendice contient une table 
des nombres premiers entre 1 et 1000 et de leurs logarithmes népériens. Le plus grand nombre 
premier connu actuellement est 2 19u37 —1 ; il a 6002 chiffres. Un problème non résolu consiste 
à savoir s’il existe une infinité de premiers jumelés, c’est à dire s’il existe ou non une suite 
infinie de couples de nombres impairs consécutifs qui soient tous les deux premiers comme 
[5; 7], [59; 61], [641; 643], [1451; 1453]. 

Diviseurs et multiples communs. Plus grand diviseur. Si / est un diviseur de a, alors la fac¬ 
torisation de / ne contient que des nombres premiers qui interviennent dans la factorisation 
de a, et les exposants sont au plus égaux à ceux de la factorisa¬ 
tion de a; par exemple, 12|60; 12=2 2 x3; 60=2 2 x3x5. Si / est 
un diviseur commun de a et de b , alors / contient uniquement 
des facteurs premiers qui sont dans a et dans b> avec des expo¬ 
sants inférieurs ou égaux à la plus petite puissance intervenant 
dans a et par exemple, 12 est un diviseur commun à 48 et 
à 360; 12=2 2 X 3, 48=2 4 x 3, 360=2 3 X 3 2 X 5. On voit que 48 et 
360 ont plusieurs diviseurs communs: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. 

Parmi eux 24 = 2 3 X 3 est le plus grand; on dit que 24 est 
le plus grand commun diviseur (pgcd) de 48 et 360; pgcd ( a , b) est le plus grand des nom¬ 
bres qui divisent a et b. Tout diviseur commun de a et b divise le plus grand diviseur commun ; 
en effet le produit de tous les facteurs premiers intervenant dans a et b avec l’exposant le plus 


Exemple: 

1260 = 2 2 • 3 2 • 5 ■ 7 
3024 = 2 4 • 3 3 • 7 
5544 = 2 3 • 3 2 • 7 • 11 


pgcd 2 2 -3 2 - 7=252 
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petit existant dans a et b est le pgcd. Cela fournit une méthode pour trouver le pgcd de 2 nom¬ 
bres. Cette méthode est applicable pour plusieurs nombres. Si deux nombres a et b n’ont pas 
de diviseur commun (excepté 1), alors pgcd (<z, b)=\, on dit que a et b sont premiers entre 
eux. 

Algorithme d'Euclide. Pour de grands nombres, la décomposition en facteurs premiers est 
souvent fastidieuse, par exemple, 23 613 864 709 est le produit des deux nombres premiers 
112 843 et 209 263. Si l’on veut déterminer le plus grand diviseur commun de nombres aussi 
grands, il est préférable d’utiliser une méthode qui ne fasse pas intervenir la factorisation en 
nombres premiers, par exemple l'algorithme d'Euclide qui procède par divisions successives (voir 


87=41 -2+5, 

41= 5-8 + 1, 

5= 1 -5+0. 

pgcd (87, 41)= 1; les nombres 87 et 41 sont 
donc premiers entre eux. 

Si on veut déterminer le pgcd de plus de 2 nombres par l’algorithme d’Euclide, par exemple 
de a> b et c, on peut procéder pas à pas: on détermine d’abord le pgcd ( a , b)=d et puis le 
pgcd (tf, b, c) =pgcd ( d , c). 

Plus petit commun multiple. Le nombre 60 est un multiple commun de 6 et de 15 car 60 est 
un multiple de 6 et de 15. Il y a une infinité de multiples communs à 6 et à 15; en effet, 
si m est un multiple de a et b, alors tous les multiples de m sont aussi des multiples communs 
à a et à b. Les multiples communs à 6 et à 15 sont 30, 60, 90, 120,..., et parmi eux 30 est 
le plus petit; on dit que 30 est le plus petit commun multiple (ppcm) de 6 et de 15; il divise 
tous les autres multiples communs. Si m=ppcm ( a , b ), alors m doit contenir tout facteur premier 
intervenant dans la décomposition de a ou de b, et chacun avec un exposant au moins égal 
au plus grand existant dans a et b. Ceci permet d’établir une méthode pour déterminer le ppcm 
de plusieurs nombres. 

Exemple : 

40 = 2® • 5 

36 2 2 • 3 2 ppcm (40X 36X 126)=2520 

126 = 2 - 3 2 • 7 
ppcm 2 3 • 3 2 • 5 • 7 = 2520 

Pour de grands nombres cette méthode ne convient pas, à cause de la décomposition en 
facteurs premiers. Une astuce consiste à déterminer le pgcd par l’algorithme d’Euclide puis à 
utiliser la relation ppcm ( a , b) X pgcd ( a , b) a b. Mais pour plus de deux nombres, il n'existe 
pas de telle relation. 

Règles de divisibilité. Le nombre 84 est divisible par 4 et par 3 et donc par 4x3 = 12. On 
ne peut conclure ainsi que si les deux diviseurs sont premiers entre eux. 


les deux exemples ci-dessous): 

53 667=25 527-2+2 613, 
25 527= 2 613 -9 + 2 010, 
2 613= 2 010-1+ 603, 
2 010= 603-3+ 201, 

603= 201-3+ 0. 

alors pgcd (53 667, 25 527) = 201, 


Si a est divisible par m et n et si pgcd (m, /i) = 1, alors a est divisible par mXn. 


Déterminer les diviseurs, reconnaître la divisibilité par certains nombres est utile pour la fac¬ 
torisation en nombres premiers et pour la réduction des fractions. Les règles utilisent les lois 
simples de l’écriture décimale. Par exemple, pour la divisibilité par 2 ou par 5, les multiples 
de 10 sont divisibles par 2 et par 5 puisque 10 est divisible par 2 et par 5; de même pour les 
multiples de 100 dans la divisibilité par 4 et 25, ainsi que pour les multiples de 1000 dans la 

divisibilité par 8 et 125. Toutes les puissances de 10, c’est à dire 10, 100, 1000 etc_ donnent 

comme reste 1 dans la division par 3 ou par 9. A partir des règles de calcul avec restes on 
voit que 600=6X 100 donne pour reste 6x1 6 et que 230=2x 100+3X 10 donne pour reste 

2x 1+3X 1= 5. Dans la division par 3 ou par 9, la somme de tous les chiffres du nombre con¬ 
sidéré a le même reste que le nombre lui-même. Par exemple 7309 et 7 + 3+0+9=19 ont le 
même reste dans la division par 3 et par 9. L’un et l’autre ne sont divisibles ni par 3 ni par 9. 

Toutes les puissances paires de 10, soient 100, 10000,1000000, etc...., ont pour reste 1 dans 
la division par 11 et toutes les puissances impaires (10, 1000, 100000, etc....) ont pour reste 10 
ou 10— 11 = — 1. 
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Pour la division par 11 on fait l’addition d’un chiffre sur deux à partir des unités puis on 
soustrait les chiffres restants. Voici un exemple de cette manipulation. 

Exemple : 8 5 9 7 6 8 + 9 + 6 = 23 23 — 12 = 11 

5 -f 7 = 12 

donc 85976 est divisible par 11. 

Un nombre est divisible par 

2 si le dernier chiffre est divisible par 2; 

4 si les 2 derniers chiffres représentent un nombre divisible par 4; 

8 si les 3 derniers chiffres représentent un nombre divisible par 8; 

5 si le dernier chiffre est divisible par 5, c’est à dire s’il est égal à 5 ou à 0; 

25 si les 2 derniers chiffres représentent un nombre divisible par 25 ; 

3 si la somme de ses chiffres est divisible par 3; 

9 si la somme de ses chiffres est divisible par 9; 

11 si la somme d’un chiffre sur deux à partir des unités moins la somme des chiffres restants 
est divisible par 11. 


Tests de vérification. Calculs sur les restes. Pour exprimer que a et b ont le même reste r dans 
la division par d on écrit a=b (mod d) (lire a congru à b modula d)\ par exemple, 17=42 (mod 5). 
Pour le reste r on a a=r (mod d) et b=r (mod d). Ainsi, 17=2 (mod 5) et 42=2 (mod 5). Le 
fait que a soit divisible par d peut s’écrire «=0 (mod d). 


On a les règles suivantes : 
supposons que a{=b x (mod d) 
et que a 2 =b 2 (mod d) 

alors : a 1 )-a 2 =b 1 -^b 2 (mod d ), 

a x —a 2 =b t —b 2 (mod cl) 
et a{Xa 2 =b{Xb 2 (mod d) 


Exemple : 22= 4 (mod 6) 

15= 3 (mod 6) 

37= 7 (mod 6)=1 (mod 6) 
7= 1 (mod 6) 

330=12 (mod 6)=0 (mod 6) 


Les exemples montrent comment réduire des nombres en des nombres appartenant à l’ensemble 
0, 1, 2, ..., d— 1 (ici 0, 1,2, 3, 4, 5) en additionnant ou en soustrayant d un nombre convena¬ 
ble de fois. Les règles de calcul sur les restes sont utilisées dans des opérations de vérification; 
on remplace des nombres par leurs restes modulo d plutôt que de refaire les calculs avec les 
nombres eux-mêmes; puisque les restes sont faciles à calculer, on choisit habituellement d= 9, 
parfois on préfère d= 11. Si une incompatibilité apparait, on est sûr qu’il y a une erreur de 
calcul. Par contre, si le test ne donne pas d’incompatibilité, on ne peut pas affirmer que les cal¬ 
culs sont corrects, en effet l’erreur peut être un multiple de d. Le dernier argument montre qu’un 
test avec d=2 est peu intéressant. 

La preuve par 9. Tout nombre a le même reste que la somme de ses jchiffres dans la division 
par 9. Ceci permet d’établir la preuve par 9 pour les opérations arithmétiques de base. 

Le reste dans la division par 9 (Lune somme {d'une différence , d'un produit) est égal à la somme 
(à la différence , au produit) des différents restes. 


Exemple 1 : 


Exemple 2 : 


Problème — ►somme des - ►reste 

chiffres 

412 7 7 

I 3 964 22 * 4 

-14 722 15 + 6 

9098 -► 26=8 -► 17=8 


Problème — ►somme des - ►reste 

chiffres 

21 3 

26 ^^^r-8 


Addition : le calcul ne peut être faux 
que par un multiple de 9. Par exemple 
il suffit d’intervertir deux chiffres. 


Soustraction : ici la réduction modulo 
9 est importante car la soustraction 
des restes donne un résultat négatif. 


7 428 
-3 986 
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Exemple 3 : 


Problème —► somme des -► reste 

chiffres 

617 14 5 

X 382 13 X 4 

234'694 -► 28=1 -► 20=2 


Multiplication : ici le reste du produit 
ne correspond pas avec le produit des 
restes, donc le produit n’est pas correct; 
le résultat juste est 235 694. 


Le preuve par 11. De façon analogue à la division par 9, on utilise la somme des chiffres 
des unités, centaines... à laquelle on a enlevé la somme des chiffres des dizaines, milliers... pour 
la preuve par 11. On doit faire attention aux places des chiffres, elles ne jouent pas le même 
rôle. 


Exemple 4 : Problème reste (mod 11) 

2 468 12 - 8= 4 4 

+4 293 *F 5- 13 = — 8 3 

6 761 -► 8- 12=-4=7 -► 7 

La somme ne peut être fausse que par un multiple de 11. Si on utilise la preuve par 9 et la 
preuve par 11 pour un même calcul, on sait alors si le résultat est correct à un multiple de 99 
près. 

Notations. L’ensemble 0, 1, 2, ... des entiers naturels est usuellement noté N. 


1.2. Les nombres entiers relatifs 


Origines 

Pourquoi les entiers relatifs? On rencontre tous les jours, des situations dans lesquelles les 
entiers naturels sont insuffisant pour caractériser certaines quantités qui ont des tendances oppo¬ 
sées ou des directions opposées. Par exemple, dire que la température est 23°C est insuffisant : 
on ne sait pas si elle correspond à une température au dessus ou au dessous du point de congéla¬ 
tion (Figure). Pour un total de 100F le problème est le même : si l’on connaît la personne à 
qui appartient cette somme, alo/s, il est important de savoir si c’est un crédit ou un débit. Pour 
l’altitude d’un lieu, il est essentiel de savoir si cet endroit est situé au dessus ou au dessous du 
niveau de la mer. Pour caractériser, ces possibilités contraires on indique les nombres correspon¬ 
dants avec des signes; par exemple +23°C et -23°C pour la température, +895 m et -895 m 
pour l’altitude, -300 ans et | 300 ans pour des évènements avant ou après le début de notre ère. 
On doit avoir un point de référence à partir duquel les mesures sont effectuées. En règle générale, 
ce point est donné par la pratique, mais en principe il peut être choisi arbitrairement; par 
exemple, il existe des échelles de températures (Fahrenheit) qui ont des points de référence (tempé¬ 
rature zéro) différents. Si la variation des quantités se fait dans un seul sens, alors on peut omet¬ 
tre le signe (échelle de température absolue de Kelvin); théoriquement, les altitudes sur la Terre 
peuvent être mesurées à partir du centre de la Terre. Les nombres positifs +1, +2,+3,... et les 
nombres négatifs —1, —2, —3,..., obtenus quand on tient compte de la direction , auxquels on 
adjoint le nombre zéro (±0) constituent l’ensemble des entiers relatifs. On note usuellement Z 
cet ensemble. 

Soustraction. En mathématiques, il est nécessaire d’introduire les nombres entiers relatifs afin 
que la soustraction, opération inverse de l’addition, soit toujours possible. Par exemple, la sous¬ 
traction 7—11 n’a pas de solution dans les nombres entiers naturels : on dit que l’équation x -\-11 
= 7 n’est pas soluble dans le domaine des entiers naturels; tandis que 7 — 11 = — 4 dans les entiers 
relatifs. 

Les entiers relatifs forment un ensemble de nombres 
dans lequel Vopération soustraction est toujours 
possible. 

0 

i i i i i i ^ i » i _i_i_i—i— 

-,6 -4 ~2 +2 +4- +6 +8 

- • - 

-4 0 + 4 


1.2-2 Droite des nombres, les nombres -4 et +4 
sont opposés. 



1.2-1 Température 23°C 
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Nombres opposés. Comme la demi-droite illustre les nombres naturels, la droite sert à repré¬ 
senter les entiers relatifs (Figure). Les entiers relatifs positifs correspondent aux entiers naturels 
sur la droite des nombres. Il existe, pour tout entier relatif non nul, exactement un autre nom¬ 
bre situé à la même distance par rapport à 0, mais sur l’autre demi-droite. Deux tels nombres 
qui ne diffèrent que par leur signe sont dits opposés; par exemple —4 et +4. Pour écrire l’opposé 
d’un nombre, il suffit de mettre un signe moins devant ce nombre, par exemple — (— 4)=+4 et 
— ( 4 - 4 ) = _ 4. Pour zéro on pose —0=0. 

Valeur absolue. Deux nombres opposés de la droite des nombres sont à la même distance de 
zéro, on dit qu’ils ont la même valeur absolue. La valeur absolue est, par définition, le nombre 
positif parmi les deux : 

soit \a\ =apoura>0 et \a\ = — a pour a< 0. 

Ordre. Si on considère deux entiers relatifs distincts , le plus petit est celui qui se trouve le 
plus à gauche sur la droite des nombres. Pour toute paire d’entiers relatifs n x et « 2 , il y a toujours 
une , et une seule, des trois relations suivantes qui est vérifiée : n x <n 2 ou n x =n 2 ou n x >n 2 ; par 
exemple — 3<+2, +5<+7, +8=+8, —1> —7, +3>—5. Tout entier relatif a un seul prédé¬ 
cesseur et un seul successeur. La suite des entiers relatifs n’a donc ni plus petit, ni plus grand élé¬ 
ment, elle n’a pas de premier et de dernier nombre. 

Opérations sur les entiers relatifs 


Opérations arithmétiques du premier type. Pour différencier les symboles + et — qui corres¬ 
pondent aux opérations avec les signes qui interviennent dans l’écriture des entiers relatifs, on 
met les nombres entre parenthèses 

avec leurs signes (Figure). Pour définir ~7 -6 -5 -4 -3 -2 -7 0 -7 -2 -3 -4 -5 -6 -7 

l’addition des entiers relatifs on se sert 
de l’addition des entiers naturels, c’est à 
dire (+3)+(H-4)=+7 puisque 3 -1 4=7. 


Soit à calculer la somme de deux 
termes ayant le même signe. La 
somme des entiers naturels , corres¬ 
pondant à leurs valeurs absolues , pré¬ 
cédée du signe commun est la somme 
cherchée. 



1 1 1 I I 1 1 

(+3) + 1+4) « + 7 

1 1 t 

3+4 = 7 

« i i i i i i 

+3 +4 


+ 7 

-2 -3 

(-3) + 1-2) = -5 

1 t 1 

3+2=5 


- 5 

(+*6^+(-2)^=*+ 4 

J + \ 

6-2 = 4. 

+ 6 


+ 4 * *-2 

-7 

1 1 t 

7-3=4 


+ 3 ^ -4 

(+i.) + -2 

+ 4 

x t r 


6 4=2 

-6 


1.2-4 Signe des nombres et 
symbole des opérations 

Dans (—3)+( —2) =—5, la somme 
3+2=5 reçoit le signe moins. 

Soit à calculer la somme de deux 
termes ayant des signes contraires. 

Alors la différence des entiers natu¬ 
rels correspondant à leurs valeurs 
absolues , précédée du signe du terme 
ayant la plus grande valeur absolue 
est la somme cherchée. 

Exemple : (+6)+(—2)=4, le nombre positif (+6) est plus grand que la valeur absolue +2 
du terme négatif ( — 2); (—7)-f(-|-3) = —4, la valeur absolue +7 du terme négatif est plus grande 
que le terme positif; (+4)+( —6)= —2 la valeur absolue +6 de (—6) est plus grande que le 
nombre positif +4 (Figure). 

L’addition est une loi commutative, par exemple (+4)-f(— 6)= —2 et (— 6)+(+4)= —2. Les 
propriétés de l'addition des entiers naturels restent vraies pour les entiers relatifs. 


1.2-3 Addition sur la droite des nombres 


Commutativité 

a+b=b-[-a 

Associativité 

(a+b)+c=a-\-(b+c) 

Monotonie 

si a<b alors a+c<b+c 
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La soustraction des entiers relatifs est définie comme la réciproque de l’addition : (—7)—(+3)= 
x doit avoir la même signification que Jt+(+3) = — 7; mais la définition de l’addition permet 
d’affirmer que (— 10 ) -f- ( -f- 3) = —7, donc x= — 10 ; c’est à dire que (—7)—( -h 3) = — 10 . 

D’autre part, (—7)+(—3)= —10, donc 


Pour soustraire un entier relatif, il suffit d'additionner son opposé. 


Dès lors la soustraction s’étend sans restriction à l’ensemble des entiers relatifs, puisqu’il en 
est ainsi pour l’addition et que tout entier relatif possède un opposé; par exemple (+28)—(— 16) = 
=(+28)+(+16)= +44. 

Sommes algébriques. Puisque toute soustraction d’entiers relatifs peut être remplacée par une 
addition, on définit les sommes algébriques comme des expressions qui ne contiennent que des 
opérations du premier type .Lorsqu’il y a plus de deux termes dans la somme, on procède comme 
suit : 

(+15) — (+27)+( — 11)— (—9)+(+31) 

=(+15)+(—27)+(— 11)+ (+9)+(+31) 

=(+15) + (+9)+(+31)+( —27)+(— 11) 

=(+55)+(—38) 

= +17. 

— on transforme les soustractions en additions, 

— on groupe tous les nombres positifs ensemble et tous les nombres négatifs ensemble, 

— on additionne tous les nombres positifs et tous les nombres négatifs, 

— on fait l'addition finale. 

Opérations arithmétiques du second type. Pour définir la multiplication des entiers relatifs 
on s’inspire de la multiplication des entiers naturels en procédant pas à pas. 


Si les deux facteurs sont positifs , le produit est égal au produit des valeurs absolues des facteurs. 


Le produit (+4)( —7) est interprétée, par analogie avec 4-7=7 + 7+7+7, comme étant la 
somme ( —7)+( —7)+(—7)+(—7)= —28. Si le multiplicateur est négatif, on convient que la multi¬ 
plication reste une loi commutative : (—7) • (+4)=(+4) ( — 7). 


Le produit de deux facteurs ayant des signes opposés est négatif et sa valeur absolue est égale 
au produit des valeurs absolues de ses facteurs. 

(+5T (— 7jT^2i (—5)~' (+85=""—‘40 

lit I ) t 

3 • 7 = 21 5 • 8 = 40 


Le signe d’un produit change, quand le signe d’un de ses facteurs change; donc on convient que 
(-4) ' (—7)= +28. 


Le produit de deux facteurs négatifs est positif, et sa valeur absolue est égale au produit des 
valeurs absolues de ses facteurs. 


Résumé sur la multiplication: 


Si deux entiers relatifs ont le même signe, leur produit est positif, autrement H est négatif. 
La valeur absolue du produit est égale au produit des valeurs absolues. 


Exemples : 

1. (-13) • (+5)= -65. 2. (-8) (-12)= +96. 

3. (+3) (-4) * (—9)=(+3) (+36)= +108. 

4. (—3) 4 =(—3) (-3) -(-3) (-3)= +81. 


Commutativité a • b=b • a 

Associativité (a • b) • c=a (6 • c) 
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Propriétés de la multiplication. Etant donné la manière dont la multiplication a été introduite, 
il est évident que la multiplication des entiers relatifs est encore commutative, associative. Pour 
les entiers naturels (c>0) la loi est monotone, on a encore cette propriété lorsqu’on multiplie par 
un entier relatif positif : c>0 et a<b alors a • c<b • c. Par contre si c est négatif, cette pro¬ 
priété n’est plus vraie; on a la relation suivante : c<0 et a <6 alors a • c>b • c; par exemple 

(+5)<(+7) mais (+5) (-3)>(+7) (-3). 

Division. La division est l’opération inverse de la multiplication. Ainsi (+12) % : (—4) = x est 
équivalent à ( — 4) • x = +12. La seule solution possible est x = — 3. Oh a les règles de signe 
suivantes : 

Si le dividende et le diviseur ont le meme signe, le quotient est positif; dans les autres cas il est 

négatif. La valeur absolue du quotient est égale au quotient des valeurs absolues. 

Exemples: (+72): (+6)= +12, (+119) : (—17)= — 7, 

(—75) : (+25)= - 3, (-91) : (-7)= +13. 

Puisque les opérations arithmétiques sur les nombres entiers ou nuis ont été définies comme 
pour les entiers naturels, on peut omettre le signe +. On obtient ainsi une représentation plus 
simple; par exemple (+9)+(—17)—(+6)+(+21) — ( — 2)=9 —17—6+21 +2=9 ou encore 7*( —9) 
= —63 et ( — 56) : (—7) = 8. Le contexte permet de savoir si l’on manipule des entiers relatifs 
ou des entiers naturels. 

Histoire des entiers relatifs. Les grecs ne connaissaient pas les nombres négatifs, cependant 
on en trouve les premières traces dans les écrits de Diophante (environ 250 après J.C.). En Inde 
(vers 700 après J.C.) les calculs avec les nombres négatifs étaient déjà complètement connus. 
Il est intéressant de remarquer que les mots positifs et négatifs proviennent du vocabulaire utilisé 
pour les crédits et les débits. Les entiers négatifs jouent un rôle important dans la théorie hindoue 
des équations. 

En Europe, les nombres négatifs apparurent relativement tard, sans doute parce que les Arabes , 
qui furent le pont entre l’Inde et l’Europe pour les mathématiques, refusèrent d’accepter les 
nombres négatifs. C’est Michael Stifel qui les introduisit dans son Arithmética integra (1544). 
C’est Hermann Hankel qui donna en 1867 la théorie définitive des entiers relatifs. 


1.3. Les nombres rationnels 


Origines 

Qu’est ce qu’une fraction? Soient 6 pommes à distribuer entre 3 enfants; on calcule 6 : 3=2 
et on sait que chaque enfant reçoit 2 pommes. Mais si on n’a que 2 pommes, le problème 2 : 3 
n’est pas possible dans le domaine des entiers naturels, néanmoins on sait faire la division en 
utilisant un couteau (Figure). On représente la part de chaque enfant par la fraction 2/3. Tous 
les cas semblables de partage conduisent à des fractions. 

p 

Explications. Toute fraction est de la forme — ; le numérateur p indique le nombre d’entités 

à diviser, le dénominateur q le nombre de parts. La barre de fractions est horizontale; s’il n’y a 
pas de confusion possible, on utilise une barre de fraction penchée, par exemple 3/4 : cette écri¬ 
ture est particulièrement aisée. Les fractions dont le numérateur est 1 sont appelées fractions 
unitaires ; par exemple 1/3; 1/8; 1/12. Les fractions dont le numérateur est plus petit que le 
dénominateur sont dites propres ; par exemple 2/3, 1/7, 5/9, 10/11. Les fractions dont le numéra¬ 
teur est supérieur ou égal au dénominateur sont dites impropres', par exemple 3/2, 16/3, 9/8, 5/5. 
Si le numérateur d’une fraction est égal au dénominateur d’une autre fraction et vice et versa, 
ces deux fractions sont dites inverses , par exemple 3/5 et 5/3, 17/6 et 6/17. 

Le numérateur et le dénominateur d’une fraction peuvent être négatifs, par exemple —3/5, —2/ —9, 
1/ — 4. A cause des règles des signes pour les calculs sur les entiers relatifs on a —3/5 = 3/ —5 
et —3/ —5 = 3/5; aussi, habituellement, écrit-on les signes devant la barre de fraction. Pour les 
fractions négatives, les définitions de fractions propres et impropres sont encore valables. Dans 
les exemples qui suivent on utilisera principalement des fractions positives pour simplifier la pré- 

3 Mathématiques 
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sentation. Avec les modifications appropriées, toutes les propriétés sont encore vraies pour les 
fractions négatives. 

Les fractions apparaissent 
quand on doit diviser une 
ou plusieurs entités. 

On exclut le dénomina¬ 
teur 0. 


1.3-1 Partage de 2 pommes i.3^2 Un tiers est égal à deux 

entre 3 enfants sixièmes. 

Fractions équivalentes. Si on divise une pomme en trois parts (Figure) et si on en prend une part, 
on a la même quantité que lorsqu’on prend deux parts d’une division en 6 parts, 1/3 = 2/6. De 
même 2/5 4/10, 5/3 20/12, 2/3 4/6 = 6/9 ... =24/36—..... Si deux fractions sont telles que 

le numérateur et le dénominateur de l’une soient multiples du numérateur et du dénominateur 
de l’autre avec le même coefficient, alors les deux fractions sont équivalentes. Par exemple 
8/9-40/45. 



Pour obtenir une fraction équivalente à une frac- 
sonl deux fractions équivalentes. <ion donnée on peut multiplier le numérateur et le 

dénominateur par le meme nombre c ^ 0. 


Simplification. Le procédé inverse est appelé simplification d’une fraction. 


Simplifier une fraction signifie que l'on divise le numérateur 
et le dénominateur par le même nombre c 0. 


Toute fraction dont le numérateur et le dénominateur ont un facteur commun peut être simpli¬ 
fiée, par exemple (2 • 3)/(7 *3) 6/21 2/7. Puisque la simplification diminue le numérateur et 

le dénominateur, il est souvent avantageux de simplifier les fractions au maximum; la fraction 
obtenue est dite réduite. 

Nombres rationnels. Toutes les fractions rationnelles qui représentent la même quantité, par 
exemple (3/4, 6/8,..., 27/36,...), sont regroupées en un seul nombre appelé nombre rationnel ; 
les fractions 3/4, 6/8, 27/36 sont simplement des expressions différentes pour un même et seul 
nombre rationnel. On a l’habitude d’écrire un nombre rationnel sous forme réduite, dans le cas 
présent 3/4. Ainsi, 3/4, comme toutes les fractions réduites, a deux significations : d’une part 
c’est une fraction, d’autre part elle représente un nombre rationnel. Dans les calculs, toute re¬ 
présentation d’un nombre rationnel peut être remplacée par une autre expression du même nombre, 
suivant les circonstances. Les fractions de dénominateur 1, et toutes celles qui leur sont équivalentes, 
forment un sous ensemble des nombres rationnels dont les éléments sont équivalents à des entiers 
relatifs; par exemple 15/3 5/1 5, 8/8 1/1 1 ; ici encore, on peut remplacer une représentation 

par une représentation équivalente. L’entier 0 est représenté par toutes les fractions dont le nu¬ 
mérateur est nul. 

Ordre sur les nombres rationnels. Comme pour les entiers naturels et les entiers relatifs, lorsqu’on 
se donne deux nombres rationnels quelconques r l et / 2 , une seule des trois relations est vérifiée : 
r,<r 2 , ou r, r 2 , ou /* 1 >r 2 . Soient trois nombres positifs a> />, c tels que a<b y alors on a a/c<blc 
et cla>clb. Soient deux fractions qui ont le même dénominateur, la plus grande est celle dont le 
numérateur est le plus grand; par exemple 2/7<6/7. Si deux fractions ont le même numérateur, la 
fraction ayant le plus petit dénominateur représente le nombre le plus grand; par exemple 5/9<5/6. 

On veut déterminer parmi deux nombres rationnels positifs celui qui est le plus grand; pour 
cela on choisit des représentations ayant des dénominateurs égaux , puis on compare les numéra- 
tuers. Puisque 7/12 35/60 et 11/20 — 33/60 on obtient 11 /20< 7/12. On peut toujours trouver 
des représentations ayant le même dénominateur quels que soient les nombres rationnels a/b et 
c/d; par exemple le produit b ■ d des dénominateurs peut servir de dénominateur commun; les 
numérateurs correspondants sont a • d et b • c. 


a\b<c\d si et seulement si a • d<b • cà condition que /;, d> 0. 


Simplification 


ac 

~bF 


a ac 

b bc 
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L’ensemble des nombres rationnels n’a ni plus petit élément , ni plus grand élément. On n'a plus 
la notion de successeur : il n’existe pas, pour un nombre rationnel donné, de prédécesseur ni de 
successeur. 

Entre deux nombres rationnels distincts r l et r 2 tels que r l <r 2i il existe une infinité de nombres 
rationnels r satisfaisant r 1 <r<r 2 . 



-2 


10 
7 

+- 

-f 


1 

-J 

-+ 


1 1 2 
4 21 

H—H- 


1 

l\) 


15 11 7 


2 3 

( 2 t) (V 

1.3-3 Droite des nombres 


On peut représenter les nombres rationnels par des points sur la droite des nombres (Figure). 
Tout point est déterminé par une représentation du nombre rationnel. Toutes les représentations 
d’un nombre rationnel occupent la même place. Sur la droite des nombres, les nombres rationnels 
les plus petits se situent à gauche. 

Notations : Usuellement l’ensemble des nombres rationnels est noté Q. 


Operations sur les fractions ordinaires 

On traite d’abord les opérations sur les nombres rationnels avec leur représentation en frac¬ 
tions ordinaires; par exemple, pour parler de l'addition des fractions de dénominateurs différents y 
nous allons regarder d’abord l'addition de nombres rationnels donnés par des fractions ayant des 
dénominateurs égaux. Les paragraphes suivants traiteront les fractions décimales, qui sont d’autres 
représentations des nombres rationnels pour lesquelles les calculs différent quelque peu, c’est pour¬ 
quoi nous utilisons ici l’expression fractions ordinaires. 

Addition et soustraction. Les fractions considérées ont des dénominateurs égaux ou non. 

Pour additionner ou soustraire des fractions ayant des dénominateurs égaux , il suffit d'addi¬ 
tionner ou de soustraire les numérateurs et de laisser le dénominateur inchangé. 


Exemples: 1. 3/7+5/7=8/7. 2. 4/11—7/11 = —3/11. 

3. 5/17+9/17—18/17 + 13/17—2/17=7/17. 


Toute fraction impropre peut se décomposer en une somme de deux termes, le premier est un 
entier relatif, le deuxième est une fraction propre : 8/7=7/7 + l/7, 22/5=20/5+2/5. On peut 
écrire les fractions impropres comme suit : 8/7 = 1 x / 7 ; 22/5=4 2 / 6 . On sous-entend la présence 
d’un signe d’addition entre l’entier et la fraction propre. 

Pour additionner ou soustraire des fractions ayant des 
dénominateurs différents, il faut d’abord les écrire sous 
forme de fractions ayant des dénominateurs égaux, puis 
on additionne ou on soustrait les numérateurs. 

Dans le cas le plus simple, un des dénominateurs est un multiple commun à tous les autres; 
par exemple, pour 2/3 — 7/12+5/4 le nombre 12 est le ppcm; on multiplie le numérateur et le 
dénominateur de 2/3 par 4 et ceux de 5/4 par 3 pour réduire 2/3 et 5/4 au même dénominateur 
12; donc 2/3 — 7/12+5/4=8/12 — 7/12+15/12=4/3 = l 1 / 3 . En général on écrit la deuxième somme 
sous la forme d’une fraction dont le numérateur est la somme des différents numérateurs : 2/3 — 
—7/12+5/4=(8 — 7+15)/12=4/3 = l 1 / 3 . Pour 1/6 + 3/10—11/15 on doit chercher, d’abord, un 
multiple commun à tous les dénominateurs. On peut prendre le produit de tous les dénomina¬ 
teurs, mais pour obtenir des numérateurs les plus petits possibles, on préféré utiliser le ppcm des 
différents dénominateurs. On trouve le ppcm en utilisant les méthodes usuelles, par exemple en 
décomposant les dénominateurs en facteurs premiers : la décomposition en facteurs premiers du 
ppcm indique les facteurs manquant dans la décomposition de chaque dénominateur et ainsi 
on sait par quel nombre on doit multiplier le numérateur et le dénominateur d’une fraction. 
Dans l’exemple considéré le ppcm est 2 X 3 X 5, et le dernier dénominateur est 15=3 X 5, on 
doit multiplier 15 et 11 par 2. On peut utiliser également des multiples quelconques, par exemple 


a c _ ad • bc _ ad + bc 
b ± d ~ bd ± bd ~ bd 


a b _ a + b 

c c c 


3 * 
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60; il faut alors multiplier le numérateur et le dénominateur des différentes fractions par 10, 
6 et 4. 


Exemple 1: 

6 = 2X3 
10 = 2 X 5 
15 = 3 X 5 
ppcm 2x3x5 


facteurs manquants 
5 
3 
2 
30 


1/6 + 3/10—11/15 = (5 + 9 — 22)/30 
= — 8/30 = —4/15. 


exemple 


= 80/21—3/8 — 11/12 + 2 


21 = 3 X 7 

2 3 = 8 

8 = 2» 

3 X 7 = 21 

12 = 2 2 X 3 

2 X 7 = 14 


ppcm 2 3 X 3 X 7 = 168. 


Lorsqu’on détermine le ppcm de dénominateurs différents par la méthode de factorisation en 
facteurs premiers, on peut ignorer les nombres entiers relatifs puisqu’ils ont pour dénominateur 1. 
Par exemple, ayant trouvé le ppcm 168 on obtient 

80 3 11 „ 640 —63— 154 -b 336 759 253 29 

21 8 Ï2 ~ 168 ~ 168 *“ 56 “ 4 56 ' 

Soit : 3/5 -f 1/4 — 2/9; les dénominateurs sont premiers entre eux. Le ppcm est alors le produit 
des dénominateurs et on obtient 3/5 + 1/4 — 2/9 = 113/180. 

Multiplication et division. Les opérations du second type sont plus faciles à étendre aux nombres 
rationnels que celles du premier ordre : en effet on n’a plus besoin de déterminer le ppcm; on ne 
distingue pas les cas où les fractions ont des dénominateurs égaux ou non. 


a 

c 

a 

• c 

T 

~d ~ 

b 

cl 


Le produit de deux fractions est une fraction; son numérateur est le produit 
es numérateurs, son dénominateur est le produit des dénominateurs. 


Les entiers relatifs sont encore interprétés comme des fractions de dénominateur 1. Pour éviter 
les grands nombres, qui souvent conduisent à des erreurs, on simplifie au maximum avant de 
multiplier. 


Exemples: 

2 3 2*3 1-3 3 0 4 9 _ 4 105 4 -105 115 15 7 

1 ' 5 ~ 5 • 8 “ 5 • 4 “ 20" ' 7 ’ 3 32 ” 7 * 32 ” 7 • 32 1-8 8 1 8 

9 2 7-9*2 1-3-13 1 11 1? Il• 17 1-1 

'* 28 ' 3 ~ 1 -28-3 1-2-1 2 ~ 1 2 * ** 17 * 11 17• 11 1 1 

5. Si une péniche a la vitesse de 47 2 km par heure, alors en 2 3 / 4 heures elle parcourt 
9/211/4 kilomètres=99/8 kilomètres = 12 3 / 8 km. 


L’exemple 4 montre que le produit de deux fractions inverses est 1 ; cette propriété peut être 
utilisée comme définition de deux nombres rationnels inverses. 


Deux nombres rationnels sont inverses l’un de l’autre si leur produit est 1. 


Pour tout nombre rationnel non nul, il existe un inverse; par exemple —3 et —1/3 sont inverses 
puisque —3 • (—1/3) = 1. 



Diviser par une fraction revient à multiplier par son inverse. 


Puisque la division est l’inverse de la multiplication, le produit du quotient par le diviseur doit 
donner le dividende, ceci explique la méthode de division; par exemple 2/3 : 3/4=2/3 • 4/3 =8/9 

ad c a 

car 8/9 X 3/4 = 2/3; plus généralement X —p • 
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Exemples: 

iJ-.L 

7-8 

7-2 

14 

. = 

3 - 1 

1 

12 ‘ 8 

12 - 5 

“ 3-5 “ 

15 

5-6 

10 * 

3. 5 : 

6 

11 

1 w 
1^ 

= 5 ^ 

4 2 — • 

16 

30-39 

15-3 

il — 5-1 

7 

1-6 6 

5 6 • 

*■ L 13 • 

39 

13 - 16 

1 -8 

8 5 8 

5 11 

12 

11 

11 • 12 

1 . 






** 12 

12 - 11 “ 







0. Un vélomoteur parcourt 58V 2 kilomètres en deux heures un quart. Il a donc pour vitesse 
moyenne 117/2 km : 9/4 h = 117/2 • 4/9 km/h = 2 13 km/h = 26 kilomètres par heure. 

La division des nombres rationnels se ramène donc à une multiplication : 

La division , excepté par zéro y est toujours possible dans le domaine des nombres rationnels. 

Fractions de fractions. Le signe de la division et la barre de fraction sont généralement inter¬ 
changeables; par exemple 2 : 3 = 2/1 : 3/1 = 2/1 • 1/3 = 2/3; ainsi toute division de fractions 
ordinaires peut s’écrire comme une fraction de fractions dont le numérateur et le dénominateur 
ne sont pas des entiers relatifs mais des fractions. Inversement, toute fraction de fractions se sim¬ 
plifie par division; mais il faut indiquer clairement la barre de fraction principale, par exemple 
par sa longueur, sa position par rapport à un signe égal qui suit... sinon, il risque d’y avoir des 
confusions. 


ir / r 3 . 7 . 5 15 

Exemples : 1 . — = 3 ; y = 3 • — = — . 

T 



£ 

15 . 7 

= — , mais -y 


35 * 



La multiplication et l'addition sont encore commutatives , associatives , distributives dans le do¬ 
maine des nombres rationnels. 


Fractions décimales ou nombres décimaux 

Construction. Dans un système positionnel, les chiffres d’un nombre ont une valeur position¬ 
nelle en plus de leur valeur numérique. Par exemple dans 3752, le chiffre. 5 indique par sa posi¬ 
tion 5 dizaines (D). Dans un système positionnel décimal , toute position correspond à une valeur 
de 1/10 ième de la valeur positionnelle immédiatement à gauche. 

Dans ce système, les unités (U) des nombres entiers naturels ou relatifs doivent occuper la posi¬ 
tion la plus à droite. On peut généraliser ce système pour représenter les nombres rationnels. 
A la droite des unités, on introduit les valeurs positionnelles de un dixième d y puis de un centième 
c, de un millième m , etc... Si initialement le nombre de positions était borné à droite par les unités, 
maintenant il n’est plus borné ni dans une direction ni dans l’autre. Mais on doit avoir un point 
de référence; aussi met-on une virgule entre les unités et les dixièmes. 

Tout ceci est en accord avec le système décimal des mesures : 7,5 cm signifie 7 cm et 5 mm puisque 
un millimètre est un dixième de centimètre; 3,75 m signifie 3 m et 75 cm car 1 m et 100 cm re¬ 
présentent la même longeur. 

Les chiffres situés à droite de la virgule sont appelés les décimales: la première décimale repré¬ 
sente les dixièmes, la deuxième les centièmes etc... Le nombre 4,81 a deux décimales. Tout nombre 
qui n’est pas un entier et qui s’écrit dans le système décimal est appelé fraction décimale; par 
exemple 0,375 ou 17,8. On doit distinguer fraction décimale et fraction ordinaire dont le déno¬ 
minateur est une puissance de 10 (10, 100, 1000 etc...); par exemple 1/10, 17/100 000. 

Transformations. Transformation d'une fraction ordinaire en un nombre décimal. Toute fraction 
dont le dénominateur est une puissance de 10 s’écrit immédiatement sous forme de fraction 
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décimale; il suffit de mettre le numérateur dans la position du système décimal indiqué par le 
dénominateur. 

Exemples: 1. 3/10=0,3. 2. 23/100=(20 + 3)/100 = 2/10 + 3/100 = 0,23. 

3. 70 106 /i 0 oo = 70,105. 

Puisque 10 = 2 X 5, toutes les puissances de 10 n’ont que 2 et 5 comme facteurs premiers. Ainsi 
toute fraction dont le dénominateur n’a que 2 et 5 comme facteurs premiers est équivalente à une 
fraction dont le dénominateur est une puissance de 10, on peut donc l’écrire sous forme de fraction 
décimale : 7/20 = 35/100 = 0,35; 1 3 / 8 = 1375/1000 = 1,375. Une telle transformation est impossi¬ 
ble si le dénominateur de la fraction ordinaire contient un facteur premier autre que 2 et 5. Une 
telle fraction ne peut pas se mettre sous la forme de nombre décimal. On va généraliser cette no¬ 
tion : dans l’ensemble des entiers naturels la division 2 : 7 ne peut pas être effectuée; dans l’en¬ 
semble des nombres rationnels on a deux possibilités. 


a) 2:7 = 2/1 : 7/1 =2/1 • 1/7 = 2/7. 


b) 


2 _ 

20 _ 

60 

40 ^ 

50_ 

I0_ 

30 _ 

20 _ 

60 


7 


0,28571428 ... 


Mentalement : 

2 divisé par 7 quotient 0 reste 2 

20/10 divisé par 7 quotient 2/10 reste 6/10 

60/100 divisé par 7 quotient 8/100 reste 4/100 

etc. 


20/10 

60/100 

40/1000 


2:7 = 0,28571428... 


Le réarrangement du reste de telle sorte que le dénominateur ait la puissance de 10 suivante sert 
à avancer d’une décimale. La méthode est la même que pour la division des nombres entiers 
naturels. La transition entre les unités et les dixièmes dans le dividende doit être transmise au quo¬ 
tient, on doit mettre une virgule. Les deux résultats de la division 2 :7 sont égaux, 2/7=0,28571428... 
Dans la division par 7 les seuls restes possibles sont 1, 2, 3, 4, 5, 6; le reste 0 est exclu car aucun 
de ces nombres multipliés par 10 n’est divisible par 7; cela signifie que la nombre décimal est 
infini , la suite de ses chiffres ne se termine pas. Les chiffres se répètent dès qu’un reste réappa¬ 
raît. La fraction décimale est périodique , et dans la division par 7 la période ne peut dépasser 6 
chiffres. 


Si p/q est une fraction réduite et si q contient des facteurs premiers autres que 2 et 5 la fraction 
décimale est périodique, et sa période a au plus q-\ chiffres. 


On indique la périodicité en écrivant une seule fois la période et l’on place une barre dessus. 

1/3 = 0,33 ... = 0,3; 34/99 = 0,34; 17/12 = 1,416; 11/26 = 0,4230769. 

(on lit: zéro virgule trente quatre trente quatre etc ..., un virgule quatre cente seize six six etc...). 

Dans les deux premiers exemples la fraction décimale est totalement périodique. La période 
commence immédiatement après la virgule. Les deux derniers exemples ont des chiffres entre 
la virgule et le début de la période. Cela arrive toujours si le dénominateur contient comme 
facteur soit 2 soit 5. 

Réduction d'une fraction décimale en une fraction ordinaire. Si la fraction décimale est finie, 
la transformation découle de la définition; par exemple 0,17 = 1/10 -f- 7/100 = (10 -f- 7)/100 = 
= 17/100; 6,05 = 605/100 = 121/20; on met les chiffres de la fraction décimale, en oubliant la 
virgule et les zéros qui précèdent le premier chiffre non nul, comme numérateur; le dénomina¬ 
teur est la puissance de 10 qui correspond au nombre de décimales. On peut également transformer 
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toute fraction décimale périodique en une fraction ordinaire. Pour un nombre décimal totalement 
périodique on met les chiffres de la période au numérateur et on prend comme dénominateur la 
puissance de 10 qui correspond à la Iongeur de la période moins un; par exemple 0,3 = 3/9 = 1/3; 
0,27 = 27/99 = 3/11; 0,253 = 253/999. 


Exemples:!. p\q — 0,369 2. 

1000 p/q = 369,369 
999 p/q = 369 
p\q = 369/999 
Plq= 41/111 


p/q= 0,358 
100 p/q = 35,858 
99 plq = 35,5 = 355/10 
p/q = (355/10)/99 - 355/990 
p/q = 71/198 


Cette méthode de transformation repose sur le fait que les calculs avec les fractions décimales 
infinies périodiques s’effectuent comme avec les fractions décimales finies. L’application de la 
méthode suppose également quelques connaissances sur la manipulation des équations. L’appli¬ 
cation de la règle utilisée dans l’exemple de gauche donne le même résultat qu’une décomposition 
suivie d’une transformation. 


0,358 = 0,3 + 0,058 - 0,3 + 0,058 0,1 = 


58 

99 


1 

10 


297 -h 58 
990 


355 71 

990 ~ 198 * 


Toute fraction ordinaire s’écrit sous la forme d’une fraction décimale finie ou périodique. Récipro¬ 
quement toute fraction décimale finie et toute fraction décimale périodique se transforme en 
une fraction ordinaire. Les fractions ordinaires et les fractions décimales finies ou périodiques 
sont deux manières d’écrire les nombres rationnels. 


Pour éviter de distinguer les fractions décimales finies et celles qui sont périodiques on fait la 
remarque suivante : 0,9 1. Ainsi toute fraction décimale finie (donc tout nombre entier) peut 

être transformée en un nombre décimal périodique en diminuant le dernier chiffre non nul de 1 et 
en rajoutant la période 9. 

0,84 = 0,839; 3,156 = 3,1559; 17 = 16,9. 


Opérations sur les fractions décimales 

On ne traitera ici que les fractions décimales finies; les fractions décimales périodiques pré¬ 
sentent des difficultés; aussi on effectuera les calculs avec les fractions ordinaires. 

Addition et soustraction. Pour l’addition et la soustraction des nombres décimaux on procède 
comme pour les entiers : les places équivalentes sont écrites les unes au dessous des autres, 
la virgule sous la virgule; on travaille colonne par colonne, de la droite vers la gauche, en tenant 
compte des transferts et en reportant la virgule entre les unités et les dixièmes du résultat. La 
simplicité des opérations arithmétiques du premier type est l’avantage principal des nombres 
décimaux sur les fractions ordinaires 


Exemples : 1. 

713,25 

2. 

38,023 

Exemple . 

0,175 


+ 1,085 


—9,13 


X 3,5 


+22,9 


—0,0258 


875 


737,235 


28,8672 


525 






0,6125 

Multiplication. 

Toute fraction 

décimale finie se 

transforme en 

une fraction ordinaire dont 


le dénominateur est une puissance de 10. La multiplication de telles fractions s’effectue de la ma¬ 
nière usuelle; par exemple 0,175 X 3,5 = 175/100 X 35/10 = (175 X 35)/(100 X 10) = 6125/10000 
sans simplification. Le dénominateur du résultat est encore une puissance de 10; le numérateur 
est le produit des différents numérateurs, et lorsqu’on transforme le résultat en fraction décimale, 
le nombre de décimales est égal à la somme des nombres de décimales des facteurs. Le calcul 
suivant donne le même résultat. 

Pour multiplier deux nombres décimaux , on ne tient pas compte de la virgule , on effectue la 
multiplication des entiers obtenus , puis on replace une virgule de telle sorte que le nombre de 
décimales soit égal à la somme des nombres de décimales des facteurs. 
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La multiplication par des puissances de dix consiste à changer la virgule de place; on la dé¬ 
place vers la droite : on enlève autant de décimales qu’il y a de zéros dans la puissance de dix : 
7,136 X 100 = 713,6. 

Division. Le quotient reste inchangé quand le dividende et le diviseur sont multipliés par un 
même nombre (voir les fractions équivalentes); par exemple 12 : 4 = 48 : 16 = 120 : 40 = 1,2 : 0,4 = 
= 6:2 = 3. On utilise cette propriété pour transformer le diviseur en nombre entier. 

En général on ne fait que des multiplications par une puissance de 10, par exemple 33 : 6,5 = 
= 330 : 65; 6,729 : 13,58 = 672,9 : 1358. 

Maintenant on peut effectuer la division comme dans l’ensemble des entiers naturels; lors du 
passage des unités aux dixièmes dans le dividende on met une virgule dans le quotient. 

: 3,1 = 472,75 : 31 £/ on ( \ 0Ï multiplier ( diviser) un nombre 

31. a par une puissance b de 10, c'est à dire 

-- b = 10*, alors la virgule est poussée vers 

15 25 /a droite (gauche) d'autant de places que b 

a de zéros , soit k. 


2. 714,5 : 100 = 7,145 

3. 1,92 : 1000 = 0,00192. 


Exemples: 1. 


47,275 

472,75 

162 

77_ 

155 

0 


Méthodes de calculs approchés. La multiplication et la division de nombres décimaux conduisent 
généralement à des résultats dont le nombre de chiffres est plus grand que ceux des nombres 
initiaux. Si les nombres initiaux ne sont pas exacts mais approchés (par exemple, arrondis, ou 
résultats de mesures approchées) ces chiffres supplémentaires sont inacceptables, ou plus préci¬ 
sément dénués de sens puisqu’ils donnent l’impression —fausse —d’ünc précision de mesure ou de 
calcul qui n’existe pas. 


Dans les calculs du premier type utilisant des nombres approchés, le résultat ne doit pas 
présenter plus de décimales significatives que le nombre initial qui en possède le moins. Pour 
la multiplication et la division, le résultat a autant de chiffres significatifs (non nécessairement 
des décimales) que le nombre initial qui contient le plus petit nombre de chiffres significatifs. 


Les chiffres significatifs d’un nombre sont tous ses chiffres exceptés tous les zéros situés devant 
le premier chiffre non nul; par exemple 307,6 et 0,0002643 ont tous deux quatre chiffres signifi¬ 
catifs. Pour économiser le calcul des chiffres non significatifs, on utilise des méthodes de calcul 
approché qui fournissent directement le résultat possédant juste le nombre de chiffres requis. 

Additions et soustractions approchées. Si les termes ont le même nombre de décimales significa¬ 
tives, on procède selon la manière usuelle. Sinon on procède ainsi : si k est le nombre de déci¬ 
males du terme qui en possède le moins, on arrondit tous les termes, dont la précision est supé¬ 
rieure, à k -j- I décimales puis on les ajoute ou retranche, en ne tenant compte de la dernière 
décimale que pour la retenue, de telle sorte que le résultat n’ait que k décimales. De la même 
manière, si l’on décide d’obtenir un résultat précis à k décimales, on arrondit dans la mesure 
du possible les termes à la (k + l)-ièmc décimale. 


Exemple 1: 


Exemple 2: 

• • • a 

2,7362 

2,736 

27,8673 

278,67 ♦ 

+ 0,8749 

0,875 

X 49,23 

X 4,923 y 

+ 17,53 mm 

W 17 > 53 

1114692 

111469 

+ 8,665 

8,665 

2508057 

25080 


29,81 

557346 

836019 

1371,907179 

557 

83 

1371,9-1372 


Multiplication approchée. L’important ici n’est plus le nombre de décimales mais le nombre 
de chiffres significatifs. Si l’un des facteur a k chiffres significatifs et l’autre plus de k , on 
arrondit ce dernier à k -\-1 chiffres significatifs (donc un chiffre de plus). Il est avantageux, par- 
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ticulièrement lorsque k est grand, de considérer le nombre avec k- 1-1 chiffres significatifs comme 
étant le multiplicateur et de s’arranger, par des transformations appropriées, pour que le mul¬ 
tiplicande n’ait que des unités devant la virgule; par exemple 27,8673x49,23 = 278,673x4,923. 
La méthode a été illustrée en juxtaposant dans les exemples ci-dessus, la multiplication usuelle 
et la multiplication approchée; tandis que dans la première on fait intervenir tout le multipli¬ 
cateur, dans la seconde, on omet les chiffres les uns après les autres; pour éviter des erreurs, 
on marque à chaque fois d’un point le chiffre qui ne sert qu’à fournir une retenue au chiffre 
suivant: ainsi pour le troisième produit partiel, le chiffres 6 est pointé et on calcule 2x6=12 
(retenue 1) 2x8 + 1 = 17, 2x7+1 = 15, 2x2 + 1= 5. Dans l’addition finale on ne prend en compte 
le dernier chiffre que pour la retenue qu’il génère. Si le produit final, comme dans l’exemple 
choisi, contient encore un chiffre en trop, on doit arrondir une fois de plus. Si on désire a priori 
calculer un produit avec la précision de k chiffres, on exécute alors la multiplication avec des 
facteurs arrondis chacun à & +1 chiffres et on arrondit le résultat. 

Division approchée. Le nombre de chiffres significatifs du quotient est aussi égal au plus 
petit nombre k de chiffres significatifs du dividende et du diviseur de telle sorte qu’on peut ar¬ 
rondir dès le début les opérandes à k -\-1 chiffres. Si on désire un quotient à k chiffres signi¬ 
ficatifs, on arrondit les deux opérandes à £+1 chiffres significatifs; la méthode est aussi illu¬ 
strée ici en plaçant côte à côte la division usuelle et la division approchée; le quotient de 
674,283 par 439,17 doit être calculé avec trois chiffres significatifs. 

Au lieu d’ajouter des zéros à chaque fois au reste partiel dans la division approchée, le di¬ 
viseur est à chaque fois raccourci d’un chiffre; néanmoins, on tient compte de ce chiffre pour 
générer une retenue dans le produit partiel 2351 :439=5; 5x2=10 (retenue 1); 5x9 + 1=46; 
5x3+4=19; 5x4+1=21. A l’étape suivante: 155 : 44=4 parce que 44x4=176 est plus proche 
de 155 que 44x3=132. 


Exemple: 


67428,3 

43917 

6743 

43917 


4392 

235113 

1,535 

2351 

219585 


2196 

155280 

131751 


155 

176 

235290 


—21 


439 2 
1,5 4 


Remarques historiques. La théorie des fractions ordinaires et des méthodes de calcul qui leur 
sont appliquées, sous la forme qu’on leur connaît aujourd’hui est une réalisation des Hindous 
(Braumagupta). Ces fractions nous parvinrent par l’intermédiaire des Arabes et des marchands 
italiens. Toutefois, le livre d’arithmétique de Ahmes (vers 1700 av. J.C.) exposait déjà une théo¬ 
rie remarquablement bien développée des calculs sur les fractions. Excepté 2/3, seules les frac¬ 
tions de l’unité étaient utilisées, les autres fractions en étaient déduites; par exemples 5/6 = 1/2+ 
1/3. Ces transformations étaient effectuées moins à partir de règles bien définies qu’à partir 
de tables exhaustives; il en résultait une certaine lourdeur dans les calculs. Les Babyloniens uti¬ 
lisaient des fractions sexagésimales dérivées de la division des angles et des heures; d’une cer¬ 
taine manière ces fractions étaient les prédécesseurs des fractions décimales, puisque construi¬ 
tes à partir d’un système positionnel de base 60. En tenant compte du fait qu’aucun dénomi- 
minatcur n’était explicité, les calculs étaient relativement simples. Les Grecs n’ont développé 
aucun système de fractions. Celui des Romains était sommaire, strictement réduit aux fractions 
de dénominateur 12, qui sont issues directement de la conversion de poids: 1 as = 12 onces; 
les autres fractions étaient approchées par des fractions de dénominateur 12. En Allemagne, 
les fractions ordinaires n’apparurent qu’au Moyen-Age; mais ce n’est que vers 1700 que le 
langage des fractions fit son apparition dans les écoles; même alors, seules les notions les plus 
utiles étaient présentées, sous la forme de règles sans fondement et traduites en procédés mné¬ 
moniques. Les fractions décimales apparurent relativement tard: le fondateur de cette théorie 
fut le marchand et ingénieur Simon Stevin (1548-1620); dans son livre, qui soulignait la dé¬ 
couverte de fractions décimales adaptées au système positionel décimal, il envisageait entre au¬ 
tres l’introduction de systèmes décimaux pour les monnaies et les mesures de tous les pays. Mais 
Stevin eut des précurseurs parmi lesquels on peut citer Regiomontanus (1436-1476), Viete 
(1540-1603) et Christophe Rudolff (né vers 1500). 
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1.4. Proportionnalité et proportions 


Proportionnalité directe. Plus le poids suspendu à un dynamomètre est lourd, plus l’allongement 
du ressort est grand. Si une charge de x unités de poids cause un allongement de y unités de 
longueur on peut dresser une table comme suit : 





1.4-2 Transmission 
par courroie 


1.4-1 Dynamomètre 


X 

1 50 

100 

125 

175 

240 

300 

y 

1 io 

20 

25 

35 

48 

60 


On déduit chaque allongement y à partir du poids suspendu 
en multipliant ce dernier par 0,2; c’est à dire y=0,2x ou 
y\x= 0,2. 

En général deux quantités x et y sont dites directement 
proportionnelles si 

1) A chaque valeur d'une des quantités il correspond une 
et une seule valeur de l'autre quantité 

et si 

2) Pour chaque valeur de x la valeur de y correspon¬ 
dante s'obtient par la multiplication de x par un même nom¬ 
bre c. 


Proportionnalité directe 


y=cXx ou y/x=c 


Si on représente cette relation dans un système de coor¬ 
données cartésiennes, les points (jc, y) sont alignés sur une 
droite passant par l’origine. Le nombre c est appelé facteur 
de proportionnalité ; il caractérise la situation pratique. Dans 
l’exemple la constante du ressort, c=0,2, est une caracté¬ 
ristique du dynamomètre utilisé. 

Proportionnalité inverse. Soient deux poulies dans une 
transmission par courroie (Figure). L’une des poulies 
a un diamètre de 20 centimètres, elle fait un tour. Plus le 
diamètre x de la seconde poulie est petit, plus elle fait 
de tours y. On a si a* est en centimètres: 


x 

4 5 10 15 

20 30 

y 

5 4 2 4/3 

1 2/3 


Entre les valeurs correspondantes de x et y, la relation y-x=20 ou y=20/x est toujours vé¬ 
rifiée. Une relation identique existe pour la force transmise par friction ou par engrenage entre 
deux roues. 

En général, deux quantités x et y sont dites inversement proportionnelles si 
1) A chaque valeur d'une des quantités il correspond une et une seule valeur de l'autre 
et si 


2) Pour chaque valeur de x , la valeur de y correspondante s'obtient en divisant toujours le même 
nombre réel c par x. 


Proportionnalité inverse 


y=c/x ou yXx=c 


Si on représente cette relation dans un système de coordonnées cartésiennes, les points se 
trouvent sur une courbe appelée hyperbole équilatère. Ici le nombre c est encore appelé facteur 
de proportionnalité puisque y=clx—cX\lx. 

Rapport. Un train parcourt en une heure 80 kilomètres, un avion 400 kilomètres, c’est à 
dire 320 kilomètres de plus. La comparaison devient plus claire si l’on dit que l’avion parcourt 
cinq fois la distance du train. Sous cette forme, la comparaison est indépendante du temps; 
on obtient le nombre 5 en faisant le quotient 400 : 80=5 : 1=5; on dit que les distances par¬ 
courues dans le même temps sont dans le rapport 5:1. 


Le rapport de deux quantités du même type est le quotient de leurs mesures. 


Si l’on prend des nombres au lieu de quantités, le rapport est défini en accord avec la définition 
précédente. Dans les deux cas le rapport est un nombre. 
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On peut également former le rapport de deux quantités de types differents. Si un homme 
marche pendant 4 heures pour parcourir 11 kilomètres, on forme le rapport 11 km : 4 h = 11/4 
km/h (lire onze quarts de kilomètres par heure). 

Dans ce cas on voit apparaître une notion nouvelle, la vitesse, qui a pour unité de mesure 
le kilomètre par heure ou km/h. 

Dans la proportionnalité directe, les valeurs associées ont toujours le même rapport, dans la 
proportionnalité inverse elles ont le même produit. Puisque le quotient ne change pas lorsque 
le dividende et le diviseur sont multipliés ou divisés par un même nombre'c^O, un même rap¬ 
port peut être donné sous differentes formes; par exemple 5 : 1 = 10 : 2=30/6=1 : 0,2=650 : 130. 
Un rapport peut être simplifié: on choisit en général, l’expression ayant les nombres entiers na¬ 
turels les plus petits; par exemple 5:1. 


Egalité de rapports ou proportion. Une égalité entre deux rapports est appelée proportion; 
par exemple 2 : 3 = 1 : 1,5 ou 4/5 = 8/10. Ceci se lit quatre est à cinq ce que huit est à dix. Une 
proportion est vraie si le même rapport, mais exprimé différemment, se trouve des deux côtés 
de l’égalité; 4 : 5=5 :4 est une proportion fausse. 

Si une proportion vraie a les mêmes termes moyens, cette quantité ou ce nombre est appelé 
milieu proportionnel des termes extrêmes; par exemple, puisque 12 : 6 = 6 : 3 le nombre 6 est le 
milieu proportionnel de 12 et 3. La moyenne géométrique m a ~ y/{a*b) de deux nombres positifs 
a et b est leur milieu proportionnel. 


a : c=c : b 


c est le milieu proportionnel de a et b 


Une proportion multiple 

a : b : c=d : e :f 

est équivalente à 

a : d=b : e=c :/ 


termes extrêmes 

| termes moyens | 

l - J : «/ 


/ '/ 
j numérateurs [ dénominateur s | 


1.4-3 Termes d’un rapport 


Si les numérateurs d’une proportion sont égaux aux dénominateurs d’une autre, on écrit fré¬ 
quemment une proportion multiple; par exemple pour 2 : 5=4 : 10 et 5 : 8 = 10 : 16 on écrit 
2 : 5 : 8=4 : 10 : 16. Attention, ceci n’est qu’une notation, si on interprète les deux membres 
de l’égalité comme des quotients on obtient le résultat suivant qui est faux 1/20=1/40; plus 
généralement a : b : c=d : e : f est une abréviation des trois proportions a : b—d : e, b : c=e : /, 
et a : c=d :/. On remarque que chacune des trois proportions est une conséquence des deux 
autres; par exemple en interchangeant les termes moyens des deux premières, on obtient 
a : d—b : c et b : e=c :/ et donc a : d=c : / ou a : c=d : / ce qui est la troisième proportion. 

Si on multiplie les deux premières proportions par b/d ou c/e on obtient la chaîne d’équa¬ 
tions a/d- ble=c/f qui permet, inversement, de réobtenir les proportions. Par exemple le théo¬ 
rème de trigonométrie plane qui affirme que a/sin a=6/sin p—c /sin y s’écrit sous la forme équi¬ 
valente a : b : c=sin a : sin p : sin y. 

Théorèmes sur les proportions. Toute proportion se transforme comme une équation; par 
exemple on peut intervertir les deux côtés de l’égalité. Mais il y a des règles particulières qui 
permettent de passer d’une proportion vraie a : b=c : d à une autre assertion également vraie. 

Si on multiplie les deux membres de l’égalité ajb—cld par bd, on obtient l’équation a'd—b'C 
appelée équation produit. 

Equation produit. Dans toute proportion vraie, le produit des moyens est égal au produit des 
extrêmes. 

Réciproquement, l’égalité a d=b c (^0) permet d’obtenir des proportions. Diviser par b-d 
conduit à la proportion a :b=c : d, diviser par a-b donne d.b—c \a etc. ... Ceci conduit 
au Théorème d'Echange: 

Théorème d'Echange. Pour toute proportion vraie, l'échange des deux termes extrêmes, des 
termes moyens, ou l'échange des termes extrêmes avec les termes moyens, donne d'autres pro¬ 
portions vraies. 

Si on ajoute ou on retranche 1 de chaque côté dans a : b—c : d ou b : a=d : c, alors on 
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obtient pour Vaddition (a+b) : b=(c+d) : d et (a+b) : a=(c-\-d) : c et pour la soustraction 
(a — b) — d) : d. Si a est différent de b y et donc c^d, on peut diviser les proportions 
obtenues et on obtient ( a-\-b ) : {a — b)=(c-)rd) : (c— d). 

Ces formules sont les cas particuliers les plus importants de la loi générale d'addition et de 
soustraction dans les proportions. 


Addition et soustraction de ajb^cjd on déduit que 

dans les proportions (pa+qb)/(ra-{-sb)=(pc+qd)/(rc+sd) 

pour tout p y q y r y s vérifiant 
ra+sb^ 0 . 


On peut voir la validité de cette assertion en remplaçant a par bk et c par dk dans la formule 
(car a : b=c : d=k) puis en simplifiant par b ou par d. 

Proportionnalité et proportions. Si on a une relation de proportionnalité directe entre deux 
séries de nombres x ly ..., x n et y ly ..., y ny alors yilx 1 =y 2 /x 2 = ... =y„/x„=c. Si on interchange 
de façon répétée les termes moyens on obtient y x : y 2 : ■ • • : y n =x x : x 2 : •••:*„. Ceci signifie 
que dans une proportionnalité directe les valeurs associées y t et x t ont toujours le même rap¬ 
port et que deux valeurs x t et Xj ont le même rapport que les valeurs associées y t et y Jt 

Si on a une relation de proportionnalité inverse entre deux séries de nombres x lt ..., x„ 
et y ly y ny les valeurs associées x t et y { satisfont x 1 ‘y 1 =x 2 -y 2 = • • -=x„ y„=c. On obtient 
alors y x : y 2 =x 2 : x x et donc en regroupant toutes les proportions, y x : y 2 : • • • : y n =x„ : • • • : x 2 : 
x 2 : x x . Ceci signifie que dans une proportionnalité inverse deux valeurs x t et Xj ont un rapport 
inverse de celui des valeurs associées y ( et y Jt 

Solutions de proportions. Les proportions 50 : 140 10 : x et x : 2=50 : 80 contiennent cha¬ 

cune une variable; les résoudre signifie trouver des nombres qui donnent des proportions vraies 
quand on les substitue à x; on parle de la détermination du quatrième terme de la proportion. 
Dans le premier cas on voit immédiatement que jc= 28, dans le second x =5/4. On peut con¬ 
trôler l’exactitude de ces résultats en utilisant l’équation produit. Dans les cas difficiles on uti¬ 
lise l’équation produit pour trouver une solution. 


Exemple 1: (8a:— 7) : (4*— 1)=(6a:— 5) : 3x Vérification : 


On utilise l’équation produit, on obtient 
3* x (8* - 7) =(4x - 1) X (6a:— 5) 

24a: 2 —21a: -24a: 2 -26a: H-5 
5a: =5 

a: = 1 


membre de gauche (8x 1 — 7) : (4x 1 — 1) = 1 : 3 
membre de droite (6x1 — 5): 3x1 =1:3 

Comparaison 1 : 3 = 1 : 3 


Exemple 2: Soient deux corps de même volume; le premier a la densité (>i=7,3 g/cm 3 , 
et le second q 2 —2J g/cm 3 . Quelle est est la masse du second corps si celle du premier est 
4,8 kg? 

4,8 : a:=7,3 : 2,7 

x= 1,775. La masse du second corps est 1,775 kg. 


Exemple 3: Un fil métallique de longueur ^=400111 et de diamètre d x —4 mm a une masse 
m x — 36,7 kg. Quelle est la longueur d’un fil fait dans le même matériau, de diamètre 
d 2 —6 mm et ayant une masse m 2 —90 kg? 

Puisque les fils sont faits dans le même matériau, leurs masses ont le même rapport que 
leurs volumes. Donc m x : m 2 =(dl/4)jil x : (d$/4)nl 2 
m x : m 2 —d\l x : d\l 2 


L’équation produit donne la solution 


_ mtfllly 
2 • 


Les diverses quantités associées (l x et / 2 ; d x et d 2 \ m x et m 2 ) doivent être mesurées dans les 
mêmes unités. Dans cet exemple numérique la longueur est 436 m. 
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Exemple 4: Une station service a assez d’essence pour 24 jours 
si la vente journalière est de 1000 litres. Pendant combien de temps 
la station service pourrait-elle vendre de l’essence si la vente jour¬ 
nalière était de 1200 litres? 

Il y aurait assez d’essence pour 20 jours de vente. 

Remarques historiques. La théorie des proportions occupait une position importante dans les 
mathématiques anciennes, car la plupart des problèmes se ramenaient à des proportions. 

Chez les grecs, la détermination du quatrième terme de la proportion s’effectuait au moyen 
d’une construction géométrique. Mais les calculs sur les proportions et “la règle de trois” ne 
se développèrent en Europe qu’aux 15ème, 16ème et 17ème siècles, en étroite liaison avec les 
calculs commerciaux. De tels problèmes forment un des principaux sujets des livres d’arithméti¬ 
que utilitaire et l’essentiel de l’enseignement des arithméticiens de cette époque. Le plus connu 
parmi eux est Adam Ries (1492-1559). 

Les proportions jouent également un rôle important dans les arts pendant la Renaissance. 
Pour être jugées belles, des constructions et des représentations d’êtres humains (en peinture 
et en sculpture) devaient être construites selon certains critères spécifiques, c’est à dire que les 
differentes parties devaient avoir des rapports bien définis entre elles. Par exemple, les rapports 
tête : longueur du corps = 1 : 8, tête : visage = 5 :4; tronc : cuisse=cuisse : jambe; hauteur de la 
construction : largeur=3 : 7 etc.... Le “nombre d’or” (voir Chapitre 7) joua un rôle important. 
De nos jours le mot “bien-proportionné” est utilisé dans le sens de “satisfaisant le sens esthé¬ 
tique”. Pendant la Renaissance, Leonard de Vinci (1452-1519) et Albert Durer (1471-1528) 
s’occupèrent tout particulièrement de cette branche des arts (voir la Table 18). 


24 : *=1200 : 1000 
(24 X 1000) 
1200 

*= 20 . 
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On note la distributivité de la multiplication par rapport à l’addition sous la forme 
{r(b+c)=a-b+a-c où a> b , c sont des nombres rationnels quelconques. On dit que a , b , c sont 
des variables pour les nombres rationnels. Les lettres a , b , c utilisées ci-dessus sont des va¬ 
riables numériques (parfois appelées symboles numériques généraux) dont l’ensemble des nombres 
rationnels est le domaine de variation. 

Les variables sont utiles de deux manières: 1) elles rendent aisé l’énoncé des lois, 2) si la 
solution d’un problème est exprimée aux moyens de variables alors le résultat est valable pour 
tous les cas particuliers, on n’a pas de nouveaux calculs à effectuer, il suffit de faire des sub¬ 
stitutions. 

Une expression est une combinaison de symboles numériques, de variables numériques et de 
juxtapositions de tels symboles avec des symboles d’opérations et des parenthèses: par exemple 
1/4; 12 — 5; 3 Xa; 5x(17+60); (2z—13) : (5z+10); les combinaisons 5 :0 ou 7 +Xa ne sont 
pas des expressions; d’autre part 7 + 8 = 15 et a—3<3a ne sont pas des expressions mais des 
propositions; dans l’expression (2z— 13)/(5z+10) l’ensemble des valeurs de z peut être l’ensemble 
des nombres rationnels, mais l’ensemble de définition de l’expression est different; en effet l’ex¬ 
pression n’est pas définie pour z = — 2 (voir Chapitre 4). 

Lorsqu’on spécifie une variable dans une expression, on y substitue un élément particulier 
(ou son symbole) du domaine de variation en toute position où la variable apparaît. Des va¬ 
riables différentes peuvent prendre des valeurs différentes ou égales; par exemple si a=b= — 3!l 
alors l’expression 2a+56 vaut —3. 

Deux expressions équivalentes contiennent les mêmes variables et, pour toute spécification de 
ces variables par des éléments égaux, les deux expressions prennent les mêmes valeurs. Par exemple 
3a+la et 10fl sont deux expressions équivalentes; de même pour aX(b-\-c) et aXb-\-aXc. 

Transformations simples. Un calcul effectif avec des variables, comme on le fait par exemple 
avec des entiers relatifs, est impossible; on ne peut pas calculer la somme 2a+3b. Les expres¬ 
sions contenant des variables peuvent seulement être transformées en des expressions équiva¬ 
lentes; par exemple 3a+1 a devient 10 a. Les propriétés des opérations sur les nombres sont encore 
valables dans le domaine de variation approprié. 


Commutativité 

a-\-b—b-\-a ; a b=b a 

Associativité 

a+( 6+c)=(a+6)+c; a • (b • c)=(a • b) - c 

Distributivité 

a-(Jb-\-c)—a • b+a • c 
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Bien que seules des transformations soient possibles, on utilise encore pour les désigner les 
mots somme et produit. 

Avec l’addition et la soustraction, seuls des termes de même type qui contiennent les mêmes 
variables peuvent être contractés au moyen de la distributivité; par exemple, 5a-2a=(5 — 2)a=3a. 
On peut également utiliser la commutativité et l’associativité de l’addition; par exemple 
5a-\-7c-3b-\-6c-2a-7b-5c=3a—\0b+8c. De même, on ne peut pas calculer des expres¬ 
sions qui contiennent des multiplications et des divisions; par exemple nXm, ou s : t; on ne 
peut que les contracter. Quand on a des facteurs égaux on utilise la notation des puissances. 
Dans les produits, on a l’habitude d’omettre le signe de multiplication entre les variables 
et entre les symboles numériques et les variables; par exemple on écrit ab au lieu de aXb 
ou bien 6{p-\-q) au lieu de 6x(p-\q). 

Exemples: 1. Am • 3n • 1 5k—\80Jcmn . 2. ( — 320 pq) : ( — 80#)= Ap. 

3. 125c 2 • (-3/7 d) • lA/75cd= - 10cV 2 . 4. 93s 2 / 4 : 31s/ 2 =3s/ 2 . 

Sommes algébriques. La notion de nombres opposés se transfère aux variables et expressions. 
De nouveau, toute soustraction se représente comme une addition. Les sommes algébriques 
contenant des variables sont applées polynômes (du grec poly, plusieurs), mais ce nom est 
utilisé également dans un autre sens. Un monôme (du grec mono , unique) est une expression 
qui ne contient qu’un terme. Un binôme (du latin bi, double) contient deux termes, un trinôme 
(du latin tri, triple) a trois termes. 

Ordre lexicographique. Puisque l’addition et la multiplication sont des opérations commuta¬ 
tives, l’ordre des termes est arbitraire; cependant pour clarifier l’écriture on a l’habitude d’ordon¬ 
ner les variables, autant qu’il est possible, suivant l’ordre de l’alphabet que l’on appelle ordre 
lexicographique ; par exemple au lieu d’écrire 28 b*af 2 d il est préférable de noter 28 ab*df 2 ; 
au lieu de 36vw-\-2,5uv — 3,2uw on écrit 2,5 uv — 3,2//w + 36uw>. Si la même variable inter¬ 
vient plusieurs fois avec des exposants différents on ordonne suivant les puissances décroissan¬ 
tes, ou croissantes; par exemple, au lieu de 2 s 2 —3s 4 hv 5 —8.ç on utilisera de préférence v 5 — 3.ç 4 + 
2s 2 — 8.y. 


Sommes algébriques 

Addition et soustraction. Des parenthèses peuvent intervenir dans les additions et les sous¬ 
tractions d’une somme algébrique; par exemple (7a—3b)-\-(5c — 3b — 6a) — (7b — 8a-\-2c). On ne 
peut pas simplifier si l’on ne supprime pas les parenthèses. 

Suppression des parenthèses. Voici un exemple numérique pour illustrer par écrit la méthode 
de résolution mentale d’un problème ayant des additions et des soustractions. 

227 136 -213 -198 +29 

=227+(30+6) - (200 +13) - (200—2)+(30 - 1 ) 

—227+ 30+6 - 200—13 - 200+2 + 30-1. 

Si on a un signe plus devant une parenthèse on peut supprimer la parenthèse; si par contre on a 
un signe moins, on change tous les signes à l’intcrieur de la parenthèse ainsi que le signe moins, 
puis on enlève la parenthèse. 

Par exemple, si on doit calculer 6a — (Au — b), 
on soustrait de 6 a un nombre plus petit de b 
que Aa; donc si on soustrait Aa on a enlevé b 
en trop, il faut donc ajouter b ; on obtient donc 
6a — (Aa — b)=6a — Aa\b^2a-\-b. Un raisonne¬ 
ment semblable s’appliquerait aux autres cas. 

Parenthèses multiples. Si on doit simplifier une somme d’expressions algébriques on doit 
différencier les parenthèses par des formes distinctes. Dans de tels cas, il est souvent avantageux 
de commencer par supprimer les parenthèses les “plus intérieures”. Par exemple : 

1 7m + [6n— (3m+4/7) ] — { (8m — n) — [5m + (3 n — 6m) ] } 

1 7 m + [6n—3m — An] — {8m —n— [5m+3/7—6m] } 

= 17/??+ [—3m+2«] — {8m — n — [ — m+3/i] } 

17m—3m+2/?— {8m-/?+m — 3n} 

— 14m+2/7— {9m — An) — 14m+2/7—9m+4// 

= 5m+ 6/7. 


Exemple: 

8p — {\5r—7q +6 p) H- (8# - p +7 r) 
~8p— \5r-\-7q—6p-\-8q—p-\~7r 
—p-\-\5q — 8r. 
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Si on supprime les parenthèses externes d’abord, on obtient le même résultat : 

17m+ [6n— (3m+4«) ] — (8 m —n) + [5 m-f- (3 n — 6m) ] 

= \lm-\-6n— (3m J \-4ri) — (8m —n) + 5m + (3« — 6m) 

= 22m h 6n — 7>m — 4n — 8m + n-\-3n — 6m 
=5 m+6n. 


Multiplication. On peut multiplier une somme algébrique par un nombre, un monôme ou une 
somme algébrique. 

Multiplication par un monôme. Ici on utilise la distributivité de la multiplication par rapport 
à l’addition. On doit avoir en tête que toute soustraction peut être transformée en addition 
du nombre opposé correspondant et vice et versa. 

Puisque a(b-\-c)=ab-\-ac on a a(b — c)=a[b-\-( — c)\=ab-\-a( — c)=ab-\-( — ac) et donc a(b — c)= 
=ab — ac. 

La règle des signes pour les calculs sur les entiers relatifs est encore valable. 

Exemple : 6x -J- 7(3x — 2y) — 5x(3 —6y)—3 y( lOx+9) 

= 6x +(21 x — 1 4y )—( 1 5x — 30xÿ) — (30xy+21 y) 

= 6x-\-2\x —14 y — \5x b30 xy — 30*y — 21 y 
= 12jc—41 y. 

Si on est suffisamment habile dans la manipulation des règles des signes et des opérations, on 
peut se dispenser d’écrire les calculs intermédiaires et aller de la première ligne directement 
à la troisième. 

Multiplication par des sommes algébriques. Les règles pour multiplier par plusieurs sommes 
algébriques s’obtiennent par l’application répétée de la distributivité, en tenant compte de la 
règle des signes (Figure). 

(a-\-b) (c + d) = a(c + d) + b(c -\-d) 
—ac-\- ad-\- bc+bd 


— ~ On multiplie des sommes algébriques en multipliant tous 
les termes d’une somme par tous les termes de l’autre 

° et en additionnant les produits ainsi obtenus. 

— 1.5-1 Illustration de la multiplication de deux binômes 

si a, b, c, d sont positif (a+b) (c-\-d)=ac-\-ad-\-bc-\-bd 

Dans les exemples qui suivent, on a des sommes de plusieurs termes; quand on a plus de 
deux facteurs on procède pas à pas. 

Exemples: 1. (lu—3v) (4w-f-5v) 2. (2s—3t) (5r—ls-\-2t) 

= 28 u * 2 +35 uv - 12 uv -15u 2 =1 Ors - 1 4s 2 +4st - 1 5rt d- 21 st - 6t 2 

=28 u 2 +23 uv -\5v 2 . =1 Ors - 15 rt -1 4s 2 +25^ - 6 1 2 . 

3. (u-\-lv) (3 u-\-v) (9 u—6v) (2u—v) 

=(3 u 2 + 22uv + lv 2 ) (18w 2 — 2\uv-\-6v 2 ) 

= 54m 4 + 333u 2 v - 3 18 m V - 1 5uv 2 +42u 4 . 

Factorisation. On peut utiliser la distributivité a(b-\-c)=ab-\-ac de la gauche vers la droite 
ainsi que dans l’autre sens, on obtient alors un produit; ce procédé est appelé factorisation. 
Il est toujours applicable quand plusieurs termes d’une somme ont un facteur en commun; 
ce facteur peut être mis en évidence dans une étape intermédiaire; la transformation en produit 
de sommes algébriques se fait donc habituellement en plusieurs étapes. 

Exemples: 

1. 44p —77#-F99r=ll • 4 p —11 • lq-\-\ \ • 9r =11 (4/7 — lq-\-9r). 

2. 54m 2 ô 2 c 3 + \8a 2 b 2 c 2 — 36a 2 b 2 c 2 =\8a 2 b 2 c 2 (3ac-\-b — 2). 

3. 18 am — 24nm -|- 1 5an — 20bn=6m(3a — 4b)+5n(3a — 4b)=(3a — 4b) (6m-[-Sri). 


a+b 


ad 


bd 


bc 
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Identités binomiales. Un cas particulier important de la multiplication de sommes algébri¬ 
ques est ce qu’on appelle les identités remarquables du deuxième degré ou identités binomiales. 
Par exemple ( a+b) ( a+b)=a 2 +ab+ab+b 2 =a 2 +2ab-\-b 2 . , . 


Identités binomiales 


0 a+b) 2 =a 2 +2ab+b 2 
(i a — b) 2 —a 2 — 2 ab -f- b 2 
(i a+b ) (a—b)—a 2 — b 2 


En fait, l’identité (a—b) 2 =a 2 — 2ab+b 2 est superflue 
puisqu’il suffit de remplacer b par —b dans l’identité 
(a+b) 2 ~=a 2 -\-b 2 +2ab (voir aussi la Figure). 

En utilisant ces formules, le carré d’une somme al¬ 
gébrique se calcule aisément et on peut factoriser 
une somme. Dans les deux cas on a besoin de s’ai¬ 
der du calcul mental. 



Exemples: 


1. (7uv—5vw) 2 —49u 2 v 2 — 70uv 2 w-\-25v 2 w 2 . 

2. (5 m+Va/i) (5m — 1 / 2 «) = 25/w 2 — x / 4 « 2 . 

3. 1,96r 2 + 1 Ars -f-0,25 J 2 = ( 1,4r+0,5.y) 2 . 

4. 1 6a 2 — 56ab H- 49b 2 — 64c 2 = (4a — 7b) 2 — 64c 2 = (4a — lb-\- 8c) (4 û-76-8c). 

5. 394 X 406 = (400 — 6) (400+6) = 160000-36= 159964. 

G. 204 2 = (200 + 4) 2 = 40000 H 1600 +16=41616. 

7. 47 2 — 43 2 = (47 H- 43) (47-43)=90x4=360. 


1.5-2 Illustration de (a—b) 2 = a* — 2ab+b 2 


Identités de degré plus élevé ; formule du binôme. Comme pour (a -\-b) 2 , il existe des formules 
du binôme pour des exposants plus grands que 2. 


(a -f b) 2 = a 2 -b 2 ab -F b 2 , 

(i a + bf =a 3 + 3 a 2 b H- 3 ab 2 -f- 6 3 , 

(a+ b) A = a 4 + 4 a 2 b + 6a 2 b 2 -f 4 abl* + b *, 

(a-i-6) 6 =a B + 5a 4 ^ + 10aV-|- 10fl 2 6 3 -j-5a6 4 -|-6 6 , 
etc. 

Si un terme du binôme est remplacé par son opposé, alors toutes les puissances impaires de 
ce terme ont un signe négatif; par exemple (a—by=cr' — 3a 2 b-\-3ab 2 — b 2 . On voit que l’exposant 
de a décroît, alors que celui de b croit, lorsqu’on va de la gauche vers la droite dans la for¬ 
mule développée. La somme des deux exposants d’un terme quelconque de ( a+b) n est toujours 
égale à n. Les facteurs qui se trouvent devant les variables s’appellent coefficients du binôme 


et on les note 



(lire n, k). Ils ont pour valeur: 


n\ n(n— 1) (n — 2) • \n — k -f1) n(n— 1) (« — 2) • • •(«— k+l) _ n\ 
k) 1 • 2 • 3 • -k k\ ~ (n-k)\k\ * 


On pose = 1 = Alors * a ^ ormu ^ e du binôme généralisée s’écrit simplement 

au moyen du symbole de sommation (voir Chapitre 18). 


Formule du binôme 

(a+b) n = È ( " k ) a"- k b k 



= ( o) a "+(l ) a "” 16 + ( 2 ) 0 "” 2 * 2 ■+- 

+ (n-l ) ahl, - 1 + (n) bn 


Si on prend n=6, k—4 on obtient le cinquième terme du développement de (a+by, soit: 


Triangle de Pascal. Ce triangle (Figure) permet de déterminer les coefficients du binôme sans 
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connaître la notation ( ^ On écrit les coefficients sur une ligne d’un triangle, comme sur la 
figure; on commence par (a-\-b)° 1 , puis (a+b) 1 =a+Z>; ensuite on utilise l’équation (a+b) n+1 = 


7 

7 7 

7 2 7 

13 3 7 

7 4 6 4 7 

1 5 10 10 5 1 

6 15 20 15 6 


(a + b)° 
(a+b) 1 
(a+b) 2 
(a+b) 3 
(ct+b)* 
(a+b) 5 


n*A 2 1 

1 3 3 

7 * 6 4 7 H 

7 5 10 10 5 7 

7 (0*67 s 7 6 15 20 15 6 £ 


f 


1.5-3 Triangle de Pascal 


=(a-\-b) n («+/>). Ainsi les nombres d’une ligne s’obtiennent en additionnant les deux nombres 
adjacents de la ligne précédente; par exemple ^ 4 ^ = ^ ^ ^ + ^ ^ ^ =10+5=15. Plus généra¬ 
lement, on a la relation ^ ^ ^ ) = (I+!) puisquc 

/ n \ + ( n \ = — — — 

\kj \k-\-\ J (n — k)\k\ 

(fl+1)! /fl+l\ 

(n — k )! (A:-|-1 )! U+l/' 


+ (n—k— I)!(7fc+1)! 

n\[(k-\- l)+(#f— k)] . (ii+1)! 

(n-k)\(k+\)\ 


Division. On doit distinguer: la division par un nombre, par un monôme, ou par une somme 
algébrique. 

Division par un monôme. En remplaçant (l par l/c dans la distributivité (a\b)d ad-\-bd 
on obtient 


(a-\-b) : c—a : c+/> : c 

En remarquant que la barre de fraction peut être considérée comme un symbole de division, 
on a la règle de division d’une somme par un nombre. Les sommes algébriques sont divisées 
terme à terme en tenant compte de la règle des signes. 


Exemple : (28 m 2 n — 63 m 2 n 2 + 84////r) : Imn = 4m—9mn + 12 n . 


Division par une somme algébrique. Souvent, les problèmes qui nécessitent des divisions par 
une somme algébrique sont résolus par une factorisation ou à l’aide des formules du binôme, 
qui permettent de simplifier le diviseur et le dividende. 


Exemple: (0,54 fg — 0,3 eh — 0,45///+0,36c#) : (0,2c+0,3/) 

= (0,36c# — 0,3c/z +0,54/* — 0,45//;) : (0,2c+0,3/) 

= [0,2c( 1,8# — 1,5//)+0,3/( 1,8# — 1,5//)] : (0,2c+0,3/) 

=[(1,8#— 1,5//) (0,2c+0,3/)] : (0,2c+0,3/) = 1,8# — 1,5//. 

Parfois une telle transformation n’est pas possible; c’est le cas lorsque la division n’est pas 
exacte. On doit alors utiliser la méthode de la division généralisée. 

Division généralisée. Cette méthode est une généralisation de la division ordinaire. On pro¬ 
cède, même si l’on n’écrit pas toutes les étapes intermédiaires, comme dans l’exemple 286 : 22=13. 
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Exemple: 

286 : 22 

=(200+80+6) : (20+2) = 10+3 
-( 200 + 20 ) 

0 60+6 
-(60+6) 

0 


Exemple: 

1 3a 2 x + 3x? — ax 2 +10m 3 : (2a+3x) = 5a z —ax -\ x 2 
\0cr 2 4-l3a 2 x— ârjc 2 -+• 3JC 3 2aA-3x 
-(Uk? + 15a*x) _ _Z_ 

0 —2a 2 x—ax 2 +3x* 5a 2 — ax+x 2 

-(-2a 2 x-3ax 2 ) 

0 +2ma: 2 +3a: 3 

—(2ax 2 +3x 2 ) 

0+0 


Pour diviser des sommes algébriques, on procède comme dans l’exemple 1, mais il faut ordon¬ 
ner le diviseur et le dividende de la même manière. On n’est pas obligé de reporter à chaque 
étape le reste total, mais il ne faut pas oublier de termes. On remarque que (a 2 — b 2 ) est divi¬ 
sible par (a—b); de même pour tout 
entier naturel n, (a" —b") est divisible par Exemple: 

(a —b). Par contre la division de (« a n — b n ) 
par (a + b) n’est exacte que pour n pair. 


a 2 

- (ci 2 — a 2 b) 


-b 2 


a—b 


a 2 -\-ab-\-b 2 


(. a"-b ") : (a-b) 

=m" _ 1 +û" -2 />+tf M ~ 3 6 2 +-f ab n ~ 2 -\-b n ~ l 

V--/ 

n termes 


a 2 b 

-( a 2 b-ab 2 ) 

ab 2 — b 2 
-(ab 2 -b 2 ) 

0 

(û 3 — b 2 ) : (a—h)=a 2 ~\-ab-\-b 2 . 


Division avec reste. Lorsque la division donne un reste, la méthode est inchangée. On pro¬ 
cède par analogie avec 47 : 5=9+2/5 

Exemple: 

x 4 —x 2 — 5 x 2 — 40 x +7 x 2 + 3 x +9 quotient: x 2 — 4 x —2 

— ( x 4 + 3 x 3 +9* 2 ) x 2 — 4 x — 2 reste : 2*+25 

—4JC 3 —14a: 2 — 40jc +7~ 

— ( — 4a: 3 — \ 2 x 2 — 36*) 

— 2a: 2 -4a: +7 
-(-2a: 2 -6a:-18) 

2a:+25 


Fractions rationnelles 

Equivalence et simplification. Multiplier et diviser le numérateur et le dénominateur d’un 
nombre rationnel par un même nombre sont des transformations qui s’effectuent sur la re¬ 
présentation en fraction du nombre rationnel; ces transformations sont encore possibles avec 
des fractions contenant des variables. 

Si on multiplie le numérateur et le dénominateur par un même facteur on a a/b=(a • k)l(b ■ k)\ 
de même 5m/9n=(3x 5m)/(3x9n) 15////27// et ll(3a+3b)=Ç7a-lb)l(3a 2 -3b 2 ) |on a multiplié 

par (a-b)]. 

Simplifications. On divise le numérateur et le dénominateur par une même expression; par 
exemple bcd\22de=3c\\\c. Pour simplifier, on utilise beaucoup la factorisation, et principa¬ 
lement les formules du binôme. 

15m 2 — 24uv _ 3m(5m —8v) _ 5 m— 8v 
12 m 2 12m 2 4m 

Evidemment, on peut effectuer mentalement la factorisation du dénominateur et du numé¬ 
rateur, ainsi que la simplification; par exemple (/; 4 — l)/(3 /? 2 + 3)=(p 2 —1)/3. 

Addition et soustraction. Additionner et soustraire des fractions qui ont des dénominateurs 
égaux ne présentent aucun problème lorsqu’on a des variables; m/c+/>/c=(m+ 6 )/c. 

„ , 7/+5À: 5/—4/c li+5k-(5i-4k) 

Exemple: - 3 ^=-- 

= -■ ^ ^ fl — — - = (observer les parenthèses). 

3/r 3k l 
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Ici encore on peut supprimer les résultats intermédiaires lorsqu’on est suffisamment habile; 
on doit faire tout particulièrement attention aux signes et aux symboles d’opérations lorsqu’on 
soustrait des fractions. 

Fractions ayant des dénominateurs inégaux. On peut multiplier les numérateurs et les déno¬ 
minateurs par des facteurs égaux de telle sorte que les fractions obtenues aient des dénomi¬ 
nateurs égaux; on choisit généralement le plus petit dénominateur commun, c’est à dire le plus 
petit dénominateur qui contient tous les facteurs des différents dénominateurs; souvent on 
l’obtient mentalement, sans rien écrire. 


4 • 2y+2 • 5x—3(y+2x) 

12 z 

8 y -f 1 0x—3y—6x 4x +5 y 

12z 12z 

1 [ 3a [ 2b 4(a—b)A-3a+2b la—2b 

a—b a—b a—b a—b 

Si les dénominateurs sont plus compliqués, il est préférable de déterminer le ppcm des dénomi¬ 
nateurs par écrit. 

Détermination du plus petit dénominateur commun. Dans le problème 

3 2 u —v 6 u —5v 

12m— 18v 36 m 2 —81 v 2 1 8m 2 | 24mv+18v 2 


2y 5x y-\-2x 

Exemples: 1. -- h - -, — 

3 z 6z 4 z 


2. 4+ 


3 a 


2b 


a — b b — a 


on détermine le ppcm, comme pour les fractions ordinaires, en décomposant chaque dénomi¬ 
nateur en facteurs irréductibles. 


12m— 18v=2 • 3 • (2u — 3v) 

36m 2 —81 v 2 = 3 2 • (2u—3v) (2m+3v) 
8u 2 -\-24uv-\~ I8v 2 2 • (2 m-|-3v) 2 

ppcm 2 • 3 2 • (2m —3v) (2m-|-3v) 2 

Par exemple dans le problème précédent 


3 • (2m-|-3v) 2 
2 *(2mH-3v) 

3 2 • (2m—3v) 


3 2 (2m+3v) 2 —:2(2m+3v) (2m—v)-|-3 2 (2m—3v) (6m—5v) 

18(2m—3v)(2m-|-3v) 2 

on simplifie une telle fraction en contractant le numérateur, et en divisant, numérateur et dé¬ 
nominateur par les facteurs communs. 

Multiplication et division. Puisque pour les opérations du second type sur les fractions la 
détermination du ppcm n’est pas nécessaire, ces opérations sont plus faciles à généraliser que 
les opérations du premier ordre. Pour la multiplication et la division, on doit faire toutes les 
simplifications possibles avant d’effecteur les opérations. 

Multiplication. Pour la multiplication de fractions on a (a/b) • (c/d)—(a • c)l(b • d). 


Exemples: 1. 

2 . 


32r 2 25p 

35 q ’ 24r 
7 P 

1 5m — 25 n 


32r 2 • 25 p 
: 35# • 24 r 

(6m— 10//) 


4 r • 5 p 20 pr 

“ ÏÎTÏ ~ ~2Îv' 

14 p 

— - après simplification par (3m — 5n) 


Division. On peut généraliser la division comme étant la multiplication par l’inverse du di¬ 
viseur, (a/b) : (c]d)=(a • d)l(b • c). 


Exemples: 1. ~ : ^ = 


Imn 

~6k 


14 m • 6k 


4_ 

3kn 


3. 95e 4 /*V 2 : 


9 k 2 • Imn 
38 eTs* 95e*f 'g 2 ■ 3h 


2 . 


18^—18/ 

u 


:(i2s 2 — 12/ 2 ) = 


2 u(s-\-t) 


3 h 


38e 2 f 3 g* 


15 e 2 h 

2g 2 ' 


Fraction de fractions. On parle de fraction de fractions quand le numérateur ou le dénomi¬ 
nateur d’une fraction contient des fractions. 

4 * 
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a 

y 

3 b 


V-L+A 

m 1 mn n* 


— +9 

X 


— + 
m 


Exemple: 


V 

w 2 


m/i 


+ 

n 2 


n 2 +2mn+m 2 


On transforme une fraction de fractions 
avec variables comme une fraction de 


3 3 

m n 

( m 2 + 2mn 4- n 2 )mn 


m 2 /i 2 (3m+3/i) 


3/i+3m 

mn 

m+n 

3mn 


fractions de nombres: on considère la barre de fraction principale comme un symbole de 
division. 


Unicité de la décomposition des nombres entiers naturels en facteurs premiers. On utilise 
les variables pour démontrer que des propriétés mathématiques sont valables pour tous les 
nombres qui appartiennent à un certain ensemble. Par exemple, on va montrer que tout entier 
naturel a une décomposition en facteurs premiers, unique à l’ordre près. On utilise l’algorithme 
d’Euclidc: soient 13013 et 390 ou plus généralement deux nombres a et b; on divise le plus 
grand par le plus petit, puis le petit par le reste r, et chaque reste par le reste suivant; il ré¬ 
sulte du Chapitre Théorie Elémentaire des Nombres , que 13, et plus généralement r„, sont le 
plus grand diviseur commun (pgcd) de, (13013, 390) et (a, b ); les restes r t sont à chaque fois 
plus petits d'au moins 1 , que le diviseur; aussi au bout d’un nombre fini d’opérations on aura 
un reste r n+1 nul. Quand on regarde les équations de la dernière à la première, on voit que r n 
est un diviseur de r n - x puis de r„_ 2 etc— et donc de a et b; donc r n est un diviseur commun 
de a et b. A partir de l’équation r x =a — hq lt on déduit que tout commun diviseur de a et b 
divise r lf puis r 2 etc.... et donc que tout diviseur commun de a et b divise r„. Donc r„ est 
le plus grand diviseur commun; on écrit pgcd (a, b)=r rt . 


13013-390- 33 + 143, a=b q x +r lt 

390 — 143- 2+104, b=r x - q 2 +r 2 > 

143 = 104- 1+ 39, r x =r 2 q 2 -\-r 2t 

104- 39- 2+ 26, . 

39= 26- 1+ 13, 'V-2='*«- 1 ’</„+'*«, 

26— 13- 2+ 0, r n _ x —r n • <7 n+1 +0. 

En utilisant l’avant dernière équation on a pgcd (a, b)=r n = r„_ 2 — r n - x q n \ puis en remplaçant 
/•„_! par r„_ 3 — r n ^ 2 q„^ x et r n . 2 par r„_ 4 — r n _ 2 q n _ 2 etc. ... on obtient deux entiers naturels x et y 
tels que pgcd (a, b)=r n —ax — by. En particulier si a et b sont premiers entre eux alors pgcd 
( a , b)=r n =\=ax — by. Cela conduit au théorème suivant: 


Si deux nombres a et b sont premiers entre eux et si b divise ac , alors b divise c. 


Par hypothèse il existe un entier naturel k tel que ac=kb ; de plus pgcd (a, />)— 1 donc 1— ax — 
—by; si on multiplie par c cette dernière égalité on obtient c=acx — bcy=kbx — bcy=b{kx — cy); 
donc b divise c. 


Corollaire: si le produit ab est divisible par un nombre premier p, alors un des facteurs au 
moins , a ou b , est divisible par p. 

Maintenant nous allons montrer l’unicité de la décomposition d’un entier naturel en facteurs 
premiers: soient /v// 2 ••• P,=Q\<h ’ ' <h=n deux décompositions de n; p x divise le produit 
q x -q 2 • • • q„ donc p x divise l’un des facteurs premiers q t ; mais ceci n’est possible que s’ils sont 
égaux. Par une numérotation adéquate des q lt on peut supposer que Pi=q v On recommence le 
même raisonnement pour p 2 * • -p r =^ 2 * * 'Q* et on montre que p 2 =q 2 . On répète le procédé et on 
obtient que r—s et que Pi=q t pour tout /. 

Remarques historiques. Aux premiers temps des activités mathématiques, les théorèmes et les for¬ 
mules étaient exprimés en mots et non pas avec des symboles. Pour simplifier et clarifier, on utilisait 
des abréviations pour désigner les objets mathématiques qui intervenaient souvent. Par exemple, 
les Grecs notaient les points, les droites, les surfaces par des lettres. Diophante d’Alexandrie 
utilisait généralement une lettre pour les nombres inconnus. On doit remarquer que les Grecs 
utilisaient toujours des lettres pour les chiffres. 

Le développement des mathématiques chez les Arabes et les Hindous concerne principale¬ 
ment la théorie des équations. C’est pourquoi nous n’en parlons pas ici (voir Chap. 4). En 
mathématiques élémentaires on parle souvent d’algèbre quand on manipule des variables numériques. 

Les lettres et les variables furent utilisées systématiquement pour la première fois par Leo¬ 
nard de Pise (1180-1228). 11 utilisait également la barre de fraction; mais les symboles d’opé¬ 
rations lui étaient inconnus. Le véritable promoteur de l’utilisation des variables est François 
Viete (latinisé Vieta, 1540-1603) qui vivait à la cour Royale en tant que magistrat. 
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René Descartes (latinisé Cartesius, 1596-1650) insista également sur l’importance des varia¬ 
bles. On lui doit la notation actuelle des puissances. 

Les symboles d’opérations + et — apparurent pour la première fois en 1489 dans le livre d’a¬ 
rithmétique de Johannes Widhann de Eger. En 1631 William Oughtred introduisit le symbole 
X pour la multiplication. Le point pour la multiplication et le double point pour la division 
furent induits par Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716); le signe d’égalité est dû à Robert 
Recorde (1557) (voir Chapitre 4). 


2. Opérations d’ordre supérieur 
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Vaddition, la soustraction , la multiplication et la division sont les quatre opérations de base. 
Lorsqu’on additionne plusieurs fois le même terme, on arrive à une nouvelle opération arith¬ 
métique qui est la multiplication. De même, lorsqu’on multiplie plusieurs fois le même fac¬ 
teur on obtient une nouvelle opération: l'élévation à une puissance ou exponentiation. Comme 
pour l’addition ou la multiplication, on peut inverser cette opération. Mais cette fois on obtient 
deux opérations inverses, très différentes des opérations initiales : l'extraction de racines et le 
calcul du logarithme. 


2.1. Calculs avec des puissances et des racines 

Remarques historiques. Les puissances étaient déjà connues dans l’antiquité. On les utilisait 
dans les calculs géométriques, dans les équations du second degré. Les Babyloniens avaient 
des tables de carrés et de puissances. Ils savaient résoudre les problèmes d’intérêts com¬ 
posés au moyen des puissances de 2. Dans les “Eléments” d’EucuDE d’Alexandrie (4ème 
siècle av. J.C.) on trouve la formule de {a-\~b) 2 , ce qui est étonnant pour l’époque. La notion 
de puissances est due au mathématicien Grec Hippocrates de Chios (5ème siècle av. J.C.). 
Par la suite elles furent beaucoup utilisées par Platon (427-347 av. J.C.). Au début seules les 
puissances secondes existaient. On croit que Bombelli de Bologne (16ème siècle) fut le premier 
à utiliser le mot potenza (latin potentia , puissance, possibilité, faculté). Il l’utilisa également pour 
parler du carré d’une inconnue. La signification actuelle de la notion de puissance est récente. 
Notre notation des puissances est due principalement à René Descartes (1596-1650). Il ne 
l’utilisait que pour des exposants entiers plus grands que 2. Il écrivait a-a le carré du nom¬ 
bre a. Les puissances avec des exposants fractionnaires sont connues depuis très longtemps. 
Nicolas Oresme (1323-1382) publia plusieurs théorèmes sur les calculs avec des puissances frac¬ 
tionnaires. 

Comme les puissances, les racines étaient connues dans l’antiquité. Ainsi, les Babyloniens avaient 
des tables des racines carrées rationnelles. Les racines carrées irrationnelles étaient calculées 
approximativement par la méthode de la moyenne arithmético-géométrique. On utilisait la for¬ 
mule y/(a 2 +b)~ a-\- b/(2a). Les Grecs savaient que les racines carrées des nombres 2, 3, ..., 17 
à l'exception de 4, 9 et 16 étaient irrationnelles. Les démonstrations de Pirrationnalité de ces 
racines sont attribuées à Hippasos de Metapontum (environ 450 av. J.C.) ou à Theodoros de 
Cyrène (environ 430 av. J.C.) Dans les “Eléments” cPEuclide les opérations du second ordre 
sont appliquées aux calculs des racines. f 

Au Moyen Age, les calculs avec les racines furent rigoureusement développés. Dès le 9ème 
siècle, les Hindous savaient qu’une équation du second degré admet deux racines, qu’un nombre 
positif admet deux racines carrées. Ils savaient également que la racine d’un nombre négatif 
ne peut pas être réelle. Ils savaient enfin calculer de façon approchée les racines carrées et 
cubiques. 

Michel Stifel (1487-1567) étudia l’extraction numérique des racines, jusqu’à la racine septième. 

Il étendit la théorie de Pirrationnalité de y/(a-\-y/b) aux expressions de la forme y/(a-\- y/b). 
Graduellement le symbole racine prit sa forme actuelle (dérivée de la lettre r pour racine). Chri¬ 
stophe Rudolf (16ème siècle) utilisait les symboles suivants: y/ pour y, y/y/y/ pour y/ etc.... 
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Il fut egalement démontré que l’on pouvait représenter les racines comme des puissances avec 
des exposants fractionnaires. 


Puissances 


Notion de puissance. Il arrive souvent que l’on ait à ajouter des quantités égales; par exem¬ 
ple: 3x7 + 3x7 + 3x7 + 3x7. Cette somme de termes égaux s’écrit comme produit 4x3x7. 
De même, on a souvent à multiplier des quantités égales. Ici, encore, on introduit une notation 
pour abréger l’écriture. Par exemple, en géométrie l’aire d’un carré de côté a est égal à a fois 
le côté a soit A=aXa=a 2 (lire puissance seconde de a , ou a à la puissance 2, ou a au carré). 
De même on obtient pour le volume du cube de côté a : V=aXaXa=d A . Plus généralement 
pour tout entier positif n : 


Puissance 


aXaX • • -Xa=a" 
n facteurs a \ n> 0, entier 


(on lit : n leme puissance de a, ou a à la puissance n ). 


Ici a est la base et n l'exposant. Ainsi la n teme puissance d’un nombre est une expression 
abrégée pour un produit de n nombres tous égaux entre eux; on pose alors a l =a. Exemple 
2 5 =2X 2x2x2x2=32. On dit que 2 est élevé à la puissance cinq , l’opération s’appelle expo¬ 
nentiation, c’est la multiplication répétée d’un même nombre. Puisque l’exponentiation est 
construite à partir d’une opération arithmétique du second ordre, on dit que c’est une opéra¬ 
tion d’un ordre plus élévé, elle est du troisième ordre. 

Puisque 0x0=0, on a plus généralement 0"=0 pour //>0. De même 1x1 = 1, etI"= 1 pour 
n> 0 . Dans l’exponentiation la base et l’exposant ne peuvent pas être interchangés. Par exemple 
2 3 = 8 # 3 2 = 9 . En fait a h =b a si a b, et si a=2 et b= 4 ou a =4 et />= 2 (car 2 4 = 4 2 = 16), ce 
sont les seuls cas. 

On distingue les puissances paires et les puissances impaires , suivant que l’exposant est pair 
(divisible par 2) ou impair. Ainsi, 6 4 , c 10 , a 2 " sont des puissances paires alors que 6 7 , c 13 et 
a 2 " -1 sont des puissances impaires. 


Exemples: Les puissances interviennent dans beaucoup de formules et lois des Mathémati¬ 
ques, des Sciences et de la Technologie; par exemple en Géométrie 4m*l3 représente le volume 
d’une sphère de rayon /*; (s 2 /4)\/3 est l’aire d’un triangle équilatéral de côté s. En Physique 
gt 2 /2 est la loi reliant le temps et la distance dans une chûte libre. Pour le calcul des intérêts 
composés, on a la formule bx(r n —0/0*—0 pour une annuité. 

Les puissances de 10 sont très importantes. On les utilise pour avoir l'ordre de grandeur d’un 
nombre (estimations grossières, emplacement de la virgule, etc.) ou pour écrire des nombres très petits 
ou très grands. Par exemple 100=10x10 10 2 , 1000 10X 10X 10= 10 3 , un million 10° etc.... 

1291 000 peut s’écrire 1,291x10° ou encore 1291 • 10 3 . Les unités de mesure utilisent également 
la notation des puissances; par exemple mr (mètre carré), cm 3 (centimètre cube), m/s 2 
(mètre par seconde carré) etc.... 

Les puissances dont la base est entre 0 et 1 décroissent lorsque l’exposant augmente, 
par exemple: (l/2) 2 >(l/2) 3 >(l/2)' 1 ... Par contre si la base est plus grande que 1, les puissances 
augmentent avec l’exposant, 2 2 <2 3 <2 4 . .. Elles grandissent très vite. Le problème qui suit se 
trouve dans le plus vieux livre d’arithmétique connu, attribué à Ahmes (1700 av. J.C.): 

7 personnes ont chacune 7 chats, chaque chat mange 7 souris, chaque souris mange 7 épis 
de blé, chaque épi de blé peut produire 7 mesures. Combien de mesures cela fait-il? Solution: 
7 6 ou 16807 mesures. 

Signe des puissances. Puisqu’on peut multiplier des nombres négatifs la base d’une puissance 
entière peut-être négative. En utilisant la règle des signes on obtient par exemple, (—3) 4 = 
=(—3)X(—3)X(—3)X(—3) = -|-81 ou (—5) 3 =(—5)X (—5)X (—5)=—125. On voit que le pro¬ 
duit de deux nombres négatifs est positif, celui de trois nombres négatifs est négatif, celui de 
quatre est positif etc.... Si le nombre de signes moins est pair, alors la puissance est positive, 
par contre si le nombre de signes moins est impair, la puissance est négative. L’exposant indique 
le nombre de facteurs (égaux entre eux). 

La puissance entière d'une base négative a une valeur positive si l'exposant est pair ; si 
l'exposant est impair elle est négative. 

Par exemple, prenons comme base (—1), on obtient pour tout nombre entier positif n: 
(+1)"= + 1, ( 1 ) 2m = T* 1, (_l)2«-i=—l. 
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Multiplication et division des puissances. Soient des puissances qui ont des bases et des expo¬ 
sants distincts. Leur produit ou leur quotient ne se simplifie pas; par exemple a*c?lx 7 . 

Puissances ayant des exposants égaux. Si on élève un produit à une puissance, par exemple, 
( ab ) n , on obtient n facteurs (a b), soit 2n facteurs: n facteurs a alternés avec n facteurs b. 
Puisque la multiplication est une opération commutative, on peut réarranger le produit pour le 
mettre sous la forme d’un produit de n facteurs a suivis de n facteurs b. 


Exemples: 1. (2xyz) 5 =2 5 x 5 y 5 z 5 =32x 5 y !i z ô . 

2. (3a) 3 —3a • 3a-3a=3 • 3 • 3 • a • a • a • =3 3 o 3 =27o 3 . 

3. 2 8 • 5 7 =2 • 2 7 • 5 7 =2 • (2 • 5) 7 =2 • 10 7 =20 000 000. 


(a • b) n =a n • b n 


Première propriété des puissances. On élève un produit à une puissance en élevant chaque facteur 
à la même puissance et en multipliant les termes ainsi obtenus. Réciproquement, le produit de 
deux puissances ayant le même exposant est égal au produit des deux bases élevé à la puissance 
correspondant à l’exposant commun. 

De même, une puissance (a/b) n dont la base est une fraction est obtenue en multipliant n 
facteurs égaux a/b; c’est donc une fraction dont le numérateur est égal au produit de n facteurs 
a et le dénominateur au produit de n facteurs b soit a n jb n . 


Exemples: 


! (L\ % - L.L.L-LL1-*-™. 

A 6/ 6 6 6 6-6-6 6 3 216* 

/5*\ 3 5V 125 x 3 
\2a ) 2 3 o 3 8a 3 ‘ 

1?4 l7 4 , /i 7 y 1 / 1 V4 1 

J '34 5 _ 34 -34 4 ~34 \34/ ~ 34 \2"/ "~34-2 4 


1 

544' 


(a/b) H =a n lb n 


On élève une fraction (un quotient ) à une puissance , en élevant le numérateur (le dividende) 
et le dénominateur (le diviseur) à cette même puissance et en divisant les puissances ainsi obte¬ 
nues. Réciproquement , le quotient de deux puissances ayant le même exposant s'obtient en divi¬ 
sant les bases puis en élevant le quotient ainsi calculé à la puissance correspondant à Pexpo¬ 
sant commun. 


Puissances ayant des bases égales. Par définition d’une puissance, le produit de deux puissan¬ 
ces a m et a" de même base a , est le produit de m + n facteurs égaux à a. On a donc la 
(/nH-/i)ième puissance de a. 


Exemples: 1. 3 4 ■ 3 2 =(3 • 3 • 3 • 3 •) • (3 • 3)=3 • 3 • 3 • 3 • 3 • 3 -=3 4+2 = 3 B . 

2. 5 6a*b • 98a 7 //» • 14a 2 6 3 ;=2 3 • 7 • a b b • 2 • 7 2 • a 7 A 6 • 2 • 7 ■ a 2 b 3 

— 23+1+1. 7 l+2+1^5+7+2^1+5+8 — 25. 7 4 a 14£9 


a m ■ a n =a m+n 


Deuxième propriété des puissances : On multiplie des puissances ayant la même base en élevant 
la base à la puissance donnée par la somme des exposants. 


Division. Puisque le résultat d’une division peut être considérée comme une fraction dont 
le numérateur est le dividende et le dénominateur le diviseur, le quotient de la puissance a m 
par la puissance a n est la fraction dont le numérateur est le produit de m facteurs a et le dé¬ 
nominateur le produit de n facteurs a. Si n est plus petit que m , on simplifie n fois par a, on 
obtient un dénominateur égal à 1 et un numérateur égal à a m ~ n . Si, par contre m est plus petit 
que n , alors le numérateur devient 1 et le dénominateur a"~ m . Si les deux exposants sont égaux, 
le numérateur et le dénominateur sont égaux à 1 après simplification. 


1111 

7.7 .<7 .<7. <7 

Exemples: 1. 7 6 : 7 4 = — „ =7°- 4 =7 2 =49. 

1111 

2 n» • il»— AÂÀ - 1 - 1 - 1 

14 1+- 14. -11-11 11 6 -’ 11 2 121* 

1 1 1 


a m 

—- =a m ~" si m >n 
a" 


a m 1 

— = si n>m 
a" a n ~ m 


a m 

—- =1 si n=m 
a" 
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Quand on compare les résultats obtenus pour le produit et la division de deux puissances 
ayant des bases égales, on n’est pas satisfait. Pour le produit on a la somme des exposants , 
tandis que la division mène aux exposants m—n ou n—m suivant les cas, et même parfois au 
nombre I qui a première vue n’a rien à voir avec les puissances. Puisque la division est l’opé¬ 
ration inverse de la multiplication, on aimerait que le résultat soit déterminé dans tous les cas 
par la différence m — n , si m est l’exposant du numérateur et n celui du dénominateur. Ceci 
conduit à la troisième propriété des puissances. 


Troisième propriété des puissances. Pour effecteur la division de deux puissances ayant des 
bases égales on élève la base à la puissance correspondant à la différence des exposants. 


Le principe d'extension fut formulé en 1867 par Hankel. En accord avec ce principe, on 
essaie de conserver les règles de calcul sur les puissances tout en étendant la notion de 
puissance à des objets mathématiques qui lui sont liés. La différence m—n des exposants qui 
intervient dans la troisième propriété des puissances, n’a de sens que dans le premier cas m>n. 
Si en utilisant le principe d’extension cette propriété reste vraie pour m=n et pour m<n , alors 
des exposants négatifs ou nuis interviennent. La définition de puissance utilisée jusqu’ici n’a 
plus de sens. Aussi on étend la notion de puissance par les deux définitions suivantes. 


Extension de la notion de 
puissance 


a°=l pour a 7^0 
a~"=l/a" pour a^O, n> 0 


Alors a m : a" a m ~" est toujours vraie, cette égalité est en acccord avec les résultats antérieurs. 
On a: 

1. pour m>n la définition d’origine de a m ~ n 

2. pour m=n a m ~ n =a°= 1 

3. pour m<n la nouvelle définition a m ~ n =a~ (n ~ m) = \fa n ~ m 


Exemples: 1. a 3 : a 5 =d i ~ 5 =a~ 2 =\la 2 . 


2. 25 ■ (2.)"’ • (2/if • 5-» • =5 2 ~ 3 • a" ■ a- ^-‘-">=5-* • a» • x"=x"/5. 

3. 27a 1 /) 4 • 56a 2 /)" 3 • 42a- 2 /) 3 

= 3 3 • a 4 /) 4 • 7 • 2 3 • a 2 /)- 3 • 7 ■ 2 ■ 3 • a~V =2 4 • 3 4 • 7V/> 4 = (2 2 • 3 2 • 7a 2 /» 2 ) 2 . 

4 . Quelle est l’énergie en kWh (1 kWh = 3,6 10 3 g cm 2 s -2 ) qui correspond à une perte de mas¬ 
se de 2mg? On utilise la formule E=mc 2 (E énergie, m masse, c vitesse de la lumières 3 • 10 10 
cm/s). 


On obtient 


2-10~ 3 • (3 • 10 10 ) 2 
3,6 • 10 13 


kWh 


2 • 9 • KH • 10 20 

3,6- 10 13 


kWh-5 • 10 4 kWh. 


Aussi, si 2 mg d’une substance se transforment totalement en énérgie, l’énérgie libérée est 
50000 kWh. 


Les puissances qui ont des exposants négatifs sont souvent utilisés pour les unités de mesure 
en base 10. Par exemple ms -1 = m/s est l’unité de vitesse mètre par seconde, gcm~ 3 = g/cm 3 
gramme par centimètre cube est une unité de densité etc.... On utilise des puissances néga¬ 
tives de 10 parce qu’elles donnent une meilleure représentation des très petits nombres; par 
exemple la charge électrique élémentaire e— 1,602 • 10~ 10 C, ou la dimension du diamètre de l’ato¬ 
me d’hydrogène d 1,06 10~ H cm. Pour donner une idée approximative de la taille de l’atome 
on peut dire que l’atome d’hydrogème est au ballon de football ce que le ballon de football 
est à la Terre. 

Exponentiation d’un puissance. Pour calculer (a w, ) M en accord avec la définition d’origine, on 
forme le produit de n facteurs égaux a m , qui sont déjà le produit de m facteurs égaux à a. 
On multiplie ensemble mXn facteurs a . Ce raisonnement tient encore pour m facteurs l/a" ou 
n facteurs l/a"\ Ainsi les entiers m et n peuvent être négatifs. 


Quatrième propriété des puissances. L’exponentiation d’une puissance s’effectue 
en élévant la base à la puissance correspondant au produit des exposants. 


Puisque l’ordre des facteurs peut être changé, il en est de même des exposants. Ainsi on peut 
factoriser l’exposant d’une puissance et l’ordre des facteurs n’a pas d’importance. 
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Exemples: 1 . (2 2 ) 4 =(2 4 ) 2 = 16 2 =256. 

0 (—9 _ (— l ) 6 (3 2 û 2 /> 3 ) 5 3 10 a 10 6 16 _ 3 W 11 

^ (-6a 2 Z>) 4 (—l) 4 (2 • 3a 2 Z>) 4 ~ 2 4 • 3W “ 2 4 ‘ 

3. Le plus grand entier que l’on peut écrire au moyen de trois chiffres en n’utilisant que 
l’addition, la multiplication et l’exponentiation est 9 (î)9) , car 9-i-9-j-9<9x9x9<999<99 9 < 
<(9 9 ) 9 <9 99 <9 (90) =9 387420489 . Pour écrire ce nombre dans le système décimal, on aurait besoin 
d’une bande de papier s’étendant, environ, de Londres à Stockholm. On pourrait remplir 33 
livres de 800 pages avec 14000 chiffres par page. 


Tables des carrés et des cubes 

Carrés. Dans une table de carrés, on trouve dans la colonne munie de l’en-tête 0, les carrés 
des nombres de 1,0 à 9,9 (qui se trouvent dans la colonne d'entrée , celle qui est le plus à gau¬ 
che); par exemple 6,4 2 =40,96. Les colonnes suivantes, qui ont pour en-tête 1, 2, ..., 9, con¬ 
tiennent les carrés de tous les nom¬ 
bres de trois chiffres arrondis à 
quatre chiffres significatifs (Figure). 

Donc les carrés des nombres qui 
se terminent par 1 sont dans la 
colonne notée 1, par 2 dans la 
colonne 2 etc.... Ainsi le carré 
de 6,44 se trouve à l’intersection 
de la ligne 6,4 avec la colonne 
4 : (6,44) 2 ~41,47 valeur approchée 
avec quatre chiffres significatifs, 
alors que la vraie valeur est 41,4736. 

Cela donne en même temps les car¬ 
rés des nombres 64,4; 644; 0,644; 

0,0644 etc_ avec la même pré¬ 

cision; puisqu’une estimation gros¬ 
sière montre que 64,4 2 doit se trou¬ 
ver entre 60 2 = 3600 et 70 2 4900, 
on a (64,4) 2 ~4147 avec quatre 
chiffres significatifs. De même 
(0,644) 2 se trouve entre 0,6 2 —0,36 et 0,7 2 0,49 et la table permet de dire que (0,644) 2 ~ 
0,4147. De la même façon on obtient 453 2 ~ 205200 (exactement 205209) ou 0,00908 2 ~ 
0,00008245 (exactement 0,0000824464). 


CUBES 



2.1-1 Recherche du carré de 6,44. (6,44) 2 -41,47 


X 

1,0 

1,1 

t,2 

1.3 

1.4 

1.5 

0 

12 3 

4 5 6 

7 8 9 

1,000 

1,331 

1,728 

2,197 

2,744 

3.375 

1,030 1,061 1,093 
1.368 1,405 1*443 
1*772 1,816 1,661 
2,248 2*300 2*353 
2*803 2,863 2,924 

MM Mil Mtt 

1*125 1,15$ 1,191 
1,482 1*521 1*561 
1,907 1*953 2,000 
2,406 2*460 2*515 
2*986 3,049 3*112 

3*652 3*724 3*796 

1,225 1,260 1,291 
1,602 1,643 1,66! 
2,046 2,097 2,14) 
2,571 2,628 2,664 
3,177 3,242 3,30» 

3,670 3.944 4,02t 


4,1/3 4,252 4,331 

5,000 5*08$ 5,178 
5,930 6*029 6,128 
6*968 7*078 7,189 

4.411 4,492 4.574 l .4,742 4.827 

5,268 5,359 5,45S 5840 5,735 

8,230 6,332 6,43$ :f45 6,751 

7,301 7,415 7.SA Mil 7,881 



2.1-3 Carré ayant une 
surface double de celle 
d’un carré donné 


2.1-2 Recherche 
de 1,57 3 —3,870 


Si la base du carré cherché a quatre chiffres , alors on divise la différence d , des carrés des 
nombres de trois chiffres voisins, également entre les dix intervalles correspondant aux qua¬ 
trièmes chiffres possibles 0, 1, 2, 3, 4, .5, 6, 7, 8, 9, 10. Par exemple, la table permet d’affirmer 
que 6,447 2 se trouve entre 6,440 2 ~41,47 et 6,450 2 ~41,60; la différence d est 0,13, on la répartit 
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entre les dix intervalles, on attribue à chacun 0,13 : 10=0,013; puisque 6,447 a pour quatrième 
chiffre 7 il lui correspond 7x0,013=0,091. Généralement, pour une différence d et pour z unités 
à la quatrième place de la base, la contribution de ce quatrième chiffre est c=dXz/ 10 unités. 
La correction c de la valeur approchée de la table est 0,09; ainsi on obtient 6,447 2 =41,47+0,09 = 
41,56. Puisque la correction s’obtient par proportionalité on parle d'interpolation linéaire. 
Alors que la courbe des carrés est une parabole, on utilise pour évaluer la correction un seg¬ 
ment de droite, corde de la parabole ci-dessus, qui joint les points correspondant aux carrés 6,44 2 
et 6,45 2 . Plus la différence entre deux valeurs de la table est petite, plus l’erreur commise 
lorsqu’on utilise la valeur trouvée par interpolation est petite. Pour 7,607 on obtient successi¬ 
vement 7,60 2 =57,76; 7,61 2 = 57,91 ; d=\5 \ c=</Xz/10=15X 7/10 = 10,5 ~ 10, donc 7,607 2 ~ 57,86. 
Les tables de cubes se présentent de façon semblable (Figure). 

Racines 

La notion de racine. Les Grecs connaissaient le problème suivant: trouver la longueur du 
côté d’un carré dont on connaît la surface. Il est facile de voir que si la surface est un carré x 2 
alors la longueur du côté est x , par exemple 4 m 2 , 9 m 2 , 16 m 2 conduisent à des côtés de 
longueur 2 m, 3 m, 4 m. Si xf = 3 2 m 2 ou si *§=0,5 2 m 2 on obtient x x =3 m ou ^=0,5 m. 
Dans le cas général, quand l’aire est un réel positif arbitraire, les grecs ne connaissaient pas 
de solution. Dans le dialogue ‘Menon’ de Platon, Socrate explique en utilisant des 
arguments géométriques que la diagonale d’un carré de côté 1 est elle-même le côté d’un 
carré de surface 2 (Figure). Aujourd’hui, Menon résumerait la partie géométrique du dialogue 
en disant que le côté x du carré d’aire 2 a pour longueur x=y/2. Ici le symbole y/2 (lire 
racine carrée de 2) signifie que lorsqu’on multiplie le nombre x par lui-même (élévation au carré) 
on obtient la valeur 2. Trouver la valeur numérique exacte de ce nombre x est un problème 
qui n’est résolu que dans des cas exceptionnels; par exemple y/9 3 car 3 2 =9; ^0,0144=0,12 
car 0,12 2 =0,0144. 


La racine carrée x=y/a d'un nombre réel a positif ou nul est y par définition , le nombre po¬ 
sitif ou nul x dont le carré est a : x 2 —a. 

De même, le problème des mathématiciens grecs: trouver la côté d’un cube dont le volume 
est le double du cube de côté 1 conduit à la racine troisième ou cubique. Maintenant on ex- 

3 

primerait le problème ainsi: le coté e d’un cube de volume 2 est le nombre e= y 2 (lire: racine 
cubique de 2) qui a pour puissance troisième 2 \&—2. Trouver la valeur exacte d’une racine 

cubique est rare; par exemple y8=2 car 2 :, = 8, ou yO,125=0,5 car 0,5 3 = 0,125. De même 

3 

que les assertions x=y/a et x 2 =a y x>0 ou e= y/a et e*=a sont équivalentes, si 0 alors 

n 

a—y/b et a n =b y a> 0 sont, par définition, des assertions équivalentes. 

n 

Définition: la racine n-ième a—y/b d'un réel b positif ou nul , est un nombre réel a positif 
ou nul dont la puissance n-ième , a", vaut b: a n —b. 

L’extraction de racines est une opération inverse de l’exponentiation. Le nombre b dont on 
extrait la racine correspond à la puissance dont la valeur a est la base de la puissance et l’ex- 

n 

posant est n. Le symbole y s’appelle signe radical , et n est l'indice du radical. Puisque 1"=1 

n n 1 

pour tout entier positif //, on a y 1 = 1; de même 0°=0, /i>0, donc y0=0. On pose y/a=a. 

n 

L’équation x 2 =4 a deux solutions: Xi= -f-2 et x 2 = —2; car x 2 =xl=4. La racine y/b—x est 
uniquement déterminée. Pour n pair, les deux solutions de x n —b diffèrent uniquement par leur 
signe. L’équation jc®=— 8 a pour solution x— — 2. Puisque dans la définition le nombre sous 

3 3 

le signe radical doit être positif ou nul, on pose *=—y(—(—8))=—y 8. Pour n impair et 

n 

b< 0 une solution de l’équation x n —b est x= —y(— b). On utilise fréquemment la notation 
3 

jc= y /—8 pour la solution de x?= —8, il est alors sous entendu que, pour n impair, la racine 
Az-ième d’un nombre négatif est l’opposé de la racine w-ième de sa valeur absolue. Tant qu’on 
reste dans l'ensemble des nombres positifs , l’extraction de racines et l’exponentiation sont des 
opérations inverses l’une de l’autre. 

Opérations sur les racines. Dans la pratique, les racines carrées et cubiques interviennent sou¬ 
vent. Dans la suite, on ne considérera que ces racines. Parmi les différentes méthodes de calcul. 
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on choisit, pour un problème donné, celle qui conduit à un résultat suffisamment précis avec 
un minimum d’opérations. 

Méthodes numériques. Dès le 16-ième siècle, Stifel indique des méthodes numériques pour 
extraire des racines jusqu’à la racine septième. Aujourd’hui on utilise les logarithmes. Aussi il 
suffit d’expliquer la méthode pour les racines carrés. 

Voici d’abord quelques remarques sur le nombre de chiffres. Le carré d’un nombre de 2 
chiffres comme 21 ou 85 a 3 ou 4 chiffres. Généralement, le carré d'un nombre de n chiffres 
a 2n —1 ou 2 n chiffres. Puisque l’extraction de racines est une opération inverse de l’exponen¬ 
tiation, la racine carrée d'un nombre de 2n-\ ou 2n chiffres a n chiffres. Par exemple ^441=21 
et -\/l225 85. 11 est facile de déterminer le nombre de chiffres d’une racine. A partir de la 
virgule, on sépare les chiffres du nombre sous le radical, par groupes de deux, dans les deux 
directions. Alors le nombre de chiffres de la racine avant et après la virgule est égal au nombre 
de groupes avant et après la virgule. Par exemple <\/39 9006, 9899=631,07; il y a trois chiffres 
avant et deux après la virgule de la racine. ^ 

Considérons 441, on sait que la racine doit avoir deux chiffres, elle est donc de la forme 
a-\-b , où a est un multiple de 10. Donc441 =(a-\-b) 2 =a 2 -\-2ab~\~b 2 soit encore441 =a 2 -\-(2a-\-b)b. 
On utilise ceci pour calculer la racine carrée; on soustrait du radical d’abord a 2 puis le second 
terme (2 a-\-b)b : 


^441 20 - 1 - 1=21 
0 = 20 , 6=1, a+b = 21 


441 

—a 2 —400 

41 

—(2a +6)6 — 41 
0 


21 


Chercher la racine d’un nombre de plus de deux chiffres s’effectue de la même façon. 


— a 2 

— (2 a + 6)6 


— (2 a + 26 + c)c 


y' 57 45,64 = 70 

1 5 -f 0,8=75,8 

— 49 00 a 

6 c a -J- 6 + c 

8 45 


— 1 25 


1 20,64 


— 1 20,64 



0 


Formules approchées. Les formules d’approximations mentionnées ici étaient connues et uti¬ 
lisées dans l’aptiquité. On en verra d’autres au Chapitre 21. 

Si a est très grand par rapport à 6, alors dans les expressions (a+bl(2a)) 2 =a 2 -\-b-\-b 2 l(4a 2 ) 
et (a+bl(3a 2 )) 2 =a 3 +b+b 2 l(3cr') \-b 2 /(27a n ) les termes qui ont des puissances de a au dénomi¬ 
nateur sont très petits et même négligeables. Cela conduit aux formules approchéées suivantes 
pour les racines carrées et cubiques. 



Exemples: 1. \/35='\/(36 —1)~6—1/12=5,917; la valeur exacte est 5,91608. .. 

2. 730000 = y'(729000 | 1000)~ 90 +1000/(3X90 2 )=90,041 ; la valeur exacte est 90,0411... 


Extractions de racines par d'autres méthodes. Souvent on extrait les racines au moyen d’une 
règle à calcul ou d’une table de logarithmes car les calculs à effectuer sont assez faciles. L’ex¬ 
traction de racines au moyen des logarithmes a l’avantage de permettre de calculer des racines 
ayant des exposants arbitraires, le travail s’effectue rapidement et sans beaucoup d’efforts. 
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Pour extraire graphiquement des racines on utilise le graphe de la fonction puissance y n =x. 
Quand on a dessiné une courbe suffisamment précise ou si la précision demandée est assez 
faible, alors les points qui se trouvent entre ceux qui ont été utilisés pour construire le graphe, 
permettent de déterminer, pour une valeur positive donnée x de l’ordonnée, la valeur appro- 

n 

priée y=y/x de l’abscisse qui est la valeur de la racine /i-ième. 



Les nomogrammes fou abaques) sont souvent utilisés. Par exemple on peut représenter la 
relation qui existe entre la hauteur /, le diamètre d et le volume V d’un cylindre à l’aide d'un 
nomogramme (Figure 2.1-4). 


Exemple: Quel est le diamètre d’un cylindre de 20 cm de long et de volume 160 cm 3 ? 
Sur l’échelle des volumes on note le point 160 cm 3 et sur la droite des longeurs le point 20 cm. 
On joint les deux points par une ligne droite qui coupe la droite centrale au diamètre cherché. 
Dans cet exemple le diamètre est 3,2 cm. De même un cylindre de 900 cm 3 et de diamètre 
8 cm a pour lbngeur 18 cm. 


On peut également représenter graphiquement la moyenne géométrique et s’en servir comme 
nomogramme (Figure 2.1-5). 

Extraction de racines au moyen de tables. Une table de carrés contient les carrés arrondis à quatre 
chiffres significatifs. D’après la définition de la racine carrée, on peut les considérer comme 
des racines carrées. La suite des chiffres de la racine carrée d’un nombre provient des chiffres 
du début de la ligne de ce nombre et du chiffre qui se trouve au début de la colonne dans la¬ 
quelle se situe le dit nombre. Par exemple -\/76,39 = 8,74; ^0,1136=0,337 ;\/2777=52,7; \/2,403 
= 1,55 (Figure). 

Si le nombre dont on cherche la racine se trouve entre deux de la table, on a la différence d 
entre les deux carrés qui l’encadrent et la correction c. D’autre part la correction c, quand on cherche 
les carrés, vaut d X z\ 10, donc z=10 X c/d est le quatrième chiffre significatif de la racine cher¬ 
chée. Par exemple ^56,90 se trouve entre \/56,85 et -\/57,00 et a une valeur comprise entre 
7,54 et 7,55. La différence d entre les deux carrés est d= 15 et la correction c vaut 5; donc 
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le quatrième chiffre z = 50/15~3. 

Le résultat cherché est ^56,90= 

7,543. De même on trouve 
-v/15,78-3,972 et ^6666-81,64. 

Dans une table de racines, la 
lecture et l’interpolation s’effec¬ 
tuent comme dans une table de 
carrés. Le nombre dont on cher¬ 
che la racine se trouve dans la 
colonne d’entrée et la racine cor¬ 
respondante est au milieu de la 
table. 

Exemple: -\/55,3 = 7,437 

Tout ce qui a été dit pour les 
racines carrées est valable pour 
les racines cubiques. 

Exceptés les cas exceptionnels 
où le radical est un carré ou 
une puissance /î-ième, toutes les 
racines carrées ou w-ièmes sont 
des nombres irrationnels (voir 
Chapitre 3). 

Racines en tant que puissances fractionnaires 

L’extraction de racines peut être considérée comme l’opération inverse de l’exponentiation. 
On élève une certaine puissance à la puissance n , n entier naturel positif, en la multipliant n 
fois par elle-même. Puisque la division est l’opération inverse de la multiplication, l’énoncé suivant 
est en accord avec le principe d’extension. 



2.1-6 Recherche de la racine carrée de 2,403; 
«v/2,403 =1,55 


On extrait la racine //-ième d’une puissance en divisant l’exposant par n. 



Ceci définit un nouveau nombre a m,n qui satisfait a mln =y/a m si a est un réel positif et si m 
et n sont des entiers naturels positifs. En accord avec la définition de la racine «-ième, on a (a m,n ) n = 
—a n \ La représentation de a mln est indépendante du représentant de la fraction m/n. Soient m , //, 

n n 

m\ ri tels que mln=m'/n', on élève y/a m à la puissance (m‘ • /i)ièmc et on obtient (ya m ) m ' n = 
=[( y/a m ) n ] m> =[a m ] m ’ — a m ' m . De même ( '\/a m ') mn ' = [(y/a m ') n '] m = [û m '] m = a m ' m . Donc 

n n' n n' 

(ya m ) m ' n =(y/a m ') mn \ mais mri=mn donc y/a m = y a m '. 

On déduit de cette égalité les relations suivantes. 



Exemples: 1. ^/(24* 4 ) = ^/(2 3 • 3 • • jc) = J/2 3 • y'* 3 • %/(3x) = 2x y/Qx). 




3. 

y 64 


4. 


yV—* 2 ) 


= (* 2 —a 2 )~ 1 ' 2 . 


5. V'9= y/3 2 =-y/3. 0. l/a^a™. 7.- 


1 


= (14a)- 3 '’. 


V 04a) 3 
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8. • V(12a6 2 ) • Zj(\6ab) = -^(2 • 3 2 • 2 2 • 3 • 2 4 • a 4 * 1 ) 

= -v/2 6 • 2 • 3 2 • a 4 6 4 )=2 2 • 3 1 • a 1 • 6 1 • ^/(2ab)=\2ab^/(2ab). 


*-y-£-'-yT-T-yT--y 

-yt(-f)^]=l/w=^ 

y 5a -i / 1 2 2 b 2 c 2 • 5a -i / 

246 2 c 1/ 246 2 c 1/ 


il 

2 


22. 12 bc 


12c • 5a 


= y/(30ac>. 


22. (-y/16) 3 = ^(16) 3 = ^(2 4 ) 3 = ^2 12 = 2 12 ' 4 = 2 3 = 8. 

25. [y/(a 2 u)] 9 — [(« 2 u) 1/6 J 9 — « 2 * 0/tt • v* l0 =n 2 • u 1 * 1 / 2 == /î 3 ü • v 1 ^ 2 = a 3 v • y/t>. 

"• j/(“+ sér) - f 22 ^ = j/£n - « y-îér - 

pour a=3, «=2 ceci signifie y/[3-f-(3/8)] “ 3 a/( 3/8) et pour 
a=2, «=5 ceci signifie y/[2-}-(2/31)]=2y/(2/31). 

15 . V(V32)=[( 25 ) 1,2 ] 1/5 =2 6,10 =2 ,/2 =v / 2. 

26. V(« 5 ‘ V a6 )=[ a6 ( a5 ) 1/4 ] 1,3 =« 5/Î • a 5/12 =a 6,3+5/l2 =a 25/12 =a 2+1/12 =a 2 • y'a. 

y [3y(3V3)]=[3 • (3 • 3i/*)i/*]i/*=3i/* • 3 1/4 • 31 / 8 = 31 / 2 + 1 / 4 + 1 / 8 =3 7/ 8 =^ 37 ^ 
25. y/a 2 :(y/a) 3 =a 2/3 : a 3/2 =a 2/3-3/2 =a“ 5/6 =1/y/a 5 . 

5 0, 30 

29. -y/" 2 * V" 6ï= " (2,6)x ' fl( 6?<1 ) )t =a( 2/r ') )t +( r ' /<, M =a( :,7/;,0 ) I =a( l l ,,:l0 ) )t =a x • V« 7 *- 


2 

20. a) VV 


2 /5 , ,2 10 10» 100, 10* 

V a/io = |/ v 10 = V 10 = v 10 = ,00,01 ’ b > v i°—io 0. 


,0001 


Rationnalisation du dénominateur. Les racines de nombres entiers bu rationnels sont, en 
général, des nombres irrationnels, ils peuvent être représentés par des fractions décimales non 
périodiques. On essaie d’éviter de diviser par des racines, c’est à dire qu’on évite d’utiliser des 
fractions qui ont pour dénominateur une racine d’un nombre rationnel. Pour cela on peut tou¬ 
jours multiplier le numérateur et le dénominateur par un même nombre de telle sorte que le 

n 

dénominateur devienne rationnel. Si le dénominateur est ya m —a mln y avec a rationnel, on multi¬ 
plie par a m : a m/,, =a m ( 1 ~ 1/ ' , )=a m ("“ 1 ) /rt . Cela donne a m qui est rationnel. Par exemple le numé¬ 
rateur et le dénominateur de la fraction l/y//? doivent être multipliés par /?( 3-1 ) /3 =p 2/3 . 


Exemples: 1. - = 

v> 


i -p Vi _ _p^_ __ ± 3 , t _l _ i V2 

p 113 -p™ “ p p Vp - V 2 V 2 W 2 



Un dénominateur de la forme y/a —\Jb devient rationnel, a et b étant des nombres rationnels, 
lorsqu’on le multiplie par y/a+y/6. On obtient alors a — b. 


Exemple : 


V 3 

(V 3 — y/2) 


^ 3+ V 2 > , 3 -p^ -, W 6 

(V3-V2) (\/3+V2) 2—2 


Puissances avec des exposants irrationnels. En partant de la définition d’une puissance en 
tant que produit de n facteurs égaux, n étant un nombre entier naturel, on a obtenu en accord 
avec le principe d’extension, d’abord des exposants négatifs, puis des exposants rationnels. Il est 
possible de faire un pas de plus et d’admettre des exposants irrationnels. Soit a un tel exposant 
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positif irrationnel. Le problème est de définir pour une base b donnée, a peut être représenté 
comme une fraction décimale infinie non périodique , c’est à dire a = a i a 1 a 2 a z ...a i ... ce qui signifie, 

oi = a -\~afi 10-{-a 2 /\00-^~ • • ~\~a^ ÎO^-J- • * *. 

Ici a est un nombre entier, les a t sont des chiffres compris entre 0 et 9, a L indique le nombre 
de dixièmes, a 2 le nombre de centièmes etc... Les chiffres de la fraction décimale ne sont pas tous 
nuis à partir d’un certain rang, ils ne se répètent pas régulièrement dans une période. Par exemple 
si a = \/2= 1,41421356... on a alors «=1, a x = 4, a 2 = 1, a 3 = 4, a A = 2, a 5 = 1, a r> = 3, a 7 = 5, 
ag = 6 ... Si on tronque la somme après le terme a t /10' on obtient une approximation a, qui 
diffère de a de moins que 1/10' . On peut montrer que lorsque a, se rapproche de a, pour 
toute base positive b les nombres ù«<, qui sont des puissances avec des exposants rationnels, de¬ 
viennent de plus en plus proches d’un certain nombre, qui par définition, est noté b a . 

Pour un exposant négatif a, on applique les mêmes arguments au dénominateur de la fraction 
l//> _a qui a un exposant positif. On peut montrer qu’avec ces définitions les propriétés des puis¬ 
sances restent valables polir tous les exposants réels. 


2.2. Calculs avec les logarithmes 

Il y a 150 ans, certain poètes considéraient la table de logarithmes comme l’essence profonde 
des mathématiques. “Les logarithmes sont aux mathématiques ce que sont les mathématiques 
aux sciences” (Novalis). De nos jours la table de logarithmes a été détrônée par la règle à calcul 
et les machines à calculer. 

Propriétés des logarithmes et systèmes logarithmiques 

Multiplication au moyen des puissances. Si on dresse une liste des exposants /, les puissances 
p, et de leurs valeurs n pour une base donnée (2 par exemple) on peut facilement trouver le 
produit et le quotient de ces valeurs n au moyen des exposants. Par exemple 4 X 8=2 2 X 2 3 = 

2 2+3 = 32 ou 16/64=2 4 : 2°=2 -2 = l/4. En tenant compte des propriétés des puissances, si on 
utilise la table ci-dessous, on n’a besoin de calculer que 2+3 = 5 ou 
4 — 5 = —2. Au lieu d’élever à une puissance il suffit de multiplier: 
4 3 = (2 2 ) 3 =2® = 64; de même au lieu d’extraire des racines on divise : 

4 

Y(l/16)=2“ 4/4 = 1/2. Toutes les opérations arithmétiques se ramènent 
à des operations d'ordre inférieur si, au lieu de calculer les puissances qui 
interviennent dans un problème, on utilise les exposants correspondants. 
Un inconvénient de cette méthode apparaît pour les nombres qui se 
trouvent entre deux puissances entières de la base, auquel cas on ne 

100 

connaît pas l’exposant. Il suffit de calculer y/2 , pour connaître toutes 
les puissances de 2 d’exposants compris entre 0,01 et 1 ; par exemple 
100 

•y 2 1,006956, 2°* 02 =(2 0 * 01 ) 2 = 1,0 1 39 60 ou encore 2 0 * 1 = (2°- 01 ) 10 = 

1,071773. On obtient également les puissances d’exposants plus 
grands que 1; par exemple 2 1,01 =2 1+(M)1 =2 X 2 0,01 = 2,0 1 39 1 2 ou 
2 3 'i=2 3+0 * 1 =8 X 1,071773 = 8,574184. Toutes les puissances de 2 dont 
l’exposant est rationnel mais non entier, sont des nombres irrationnels. On peut trouver un 
exposant a tel que 2« soit un nombre arbitraire donné (voir les remarques historiques). 

Il est facile de montrer que pour toute base b> 1 et tout nombre positif x, il existe un expo¬ 
sant / tel que b l =x. Pour des exposants suffisamment grands, les puissances de b> 1 dépas¬ 
sent tout nombre réel x>i donné. Pour des exposants négatifs suffisamment grands les puis¬ 
sances de b>\ sont plus petites que tout nombre réel donné 0<x<l. Donc il existe un entier 
a tel que b a <ix<b a +1 . Si 0 on divise l’intervalle compris entre a et a-\- 1 en 10 parties égales de 
longueur 1/10, on trouve alors un entier a compris entre 0 et 9 tel que b a+a i ,10 <,x<b a+a i ,10+lll °. 
Si on continue le processus pour l’intervalle correspondant aux exposants de b , on touve 
pour le plus petit exposant une fraction décimale a —a,a x a 2 ...a ( ... =a+a 1 /10+tf 2 /10 2 -|- 
-|- • • •+a i /10'-|- • • •; elle peut être finie, dans ce cas x=b a t, où a t =a y aia 2 > ■ ■«, est un nombre 
rationnel. Sinon les a, deviennent de plus en plus proches d’un nombre réel a tel que ba—x. 
Numériquement on peut calculer ces exposants l=a par des séries. On les appelle logarithmes 
de base b pour le nombre x et on note /=log b x. Par définition la base b doit être plus grande 
que 1 et le nombre x doit être positif. Si a< 0 on fait un raisonnement semblable, on cherche a x 
tel que b~ x-a+Vio+i/io) < x<b~ t avec a l entier compris entre 0 et 9. Le nombre a = — ( — a+ 
a 1 l\0-\-a 2 l 100 • • •) sera le logarithme de x dans la base b. Tous les logarithmes d’une base 
b donnée forment le système logarithmique de base b. 


/ 

P 

n 

-4 

2~ 4 

1/16 

-3 

2" 3 

1/8 

-2 

2- 2 

1/4 

-1 

2" 1 

1/2 

0 

2° 

+ 1 

1 

2 1 

2 

2 

2 a 

4 

3 

2 3 

+8 

4 

2 4 

16 

5 

2 5 

32 

6 

2 6 

64 
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Les logarithmes que l’on a considérés jusqu’à présent sont ceux de base 2. On a les résultats 
suivants: 


—1/2 4 = (1/16); 


log.. 

2=1, 

car 2 1 = 

2 

; 

log 2 

4 = 2, 

car 2 

2 = 4; 

log 2 

32 = f 

> , car 2 5 

= 

32 ; log 2 (1/16) 

= - 

4 , car 2 

logo 

1,006 956 

0,01 , 

car 

2 

0,01 _ 

1,006 956 

; 


log 2 

1,071 773 

0,1 , 

car 

2 

0,1 _ 

1,071 773 

9 


Iog 2 

8,574 184 

3,1 , 

car 

2 

3,1 _ 

8,574 184 

; 


logo 

(4*8) = 

log., 4 +log 

2 8 = 


2 + 3 = 

5 = log 2 

32 ; 


IOg 2 

(16 : 64) 

= log 2 16- 

-log ; 

o\ 

II 

4^ 

— 6= —2 

= Iog 2 

1/4 ; 

log 2 

4 :l =3 • log 2 4 3- 

il 

2 1 

s 

log 2 

64 ; 



log-. 

Và 

1 , 1 

4 082 Ï6 = 

1 

4 

(- 

-4)= — 

1 =Iog 2 

1 

2* 



Les relations ci dessus sont valables pour toutes bases, car elles ne traduisent que les pro¬ 
priétés des exposants des puissances. La suite des puissances ...» b~ 3 , b ~ 2 , b~ l y 1, b 1 , b 2 y lr \... 
conduit à Jog„ h 2 2, log„ b* = 3, log,, b n =n, log,, b= 1, log,, 1=0, log ft (1/Z>)= — 1, log,, 
(1 jb") - —n. On remarque que le logarithme de 1 est toujours nul. A cause de leur grande uti¬ 
lisation, les règles de calcul avec les logarithmes sont énoncés séparément. 


base 

nombre 

compris 

entre 

logarithmes 

compris 

entre 

b> 1 

1...6 

0... 1 


b...b 2 

1... 2 


b". . ./Z" 1 

«... n +1 


-4 

0 — 1 


1 ^ 1 

/Â 11 /v 

— n + 1 - n 


log fc (njn 2 )^ log„ n x — log„ // 2 


Soient /=log„ (njn 2 ) y h log„ a/„ / 2 =log ft 
b l =b l i _, « ce qui signifie que /=/ r —/ 2 . 


Première propriété des logarithmes : Le logarithme 
d’un produit est égal à la somme des logarithmes 
des facteurs. 


log„ (//jl - n 2 ) log,, n t + logft n 2 


Soient /=log ft (//xX/7 2 ), / x = logft n ly / 2 - log,, // 2 . 
On a donc b l = n x Xn 2 , b l i—n ly /> , a=« 2 donc 
ce qui signifie que /=/ 1 -f-/ 2 . 

Deuxième propriété des logarithmes: Le logarithme 
d’un quotient est égal à la différence des logarithmes 
du dividende et du diviseur. 

rto. Par définition on a b^njn. îy b l i=n ly b 1 * // 2 donc 


Exemple: log 3 l/l7=log ; , 1 — log 3 17 = — log 3 17. 

Troisième propriété des logarithmes : Le logarithme d’une puissance est 
égal au logarithme de la base multipliée par l’exposant. 

Soient /=log,, p r et ! v log,, p. Par définition on a b l =p r et b l i=p , donc b 1 =(b l i) r =b rl i ce 
qui signifie que / =r/ 1 . 


log* (p r )=r log,,/; 


5*x 2 

Exemples: 1. log,, =3 log ft 5 + 2 log„ x— 4 log,, 6. 
6 * 


2. log{, b r —v logft b—Y' 1 =#*. 


logft V>v-( 1/0 log/>w 


Quatrième propriété des logarithmes : Le logarithme d’une racine est 
égal au logarithme du nombre dont on cherche la racine divisé par 
l’exposant. 


Soient / log„ yV / r log,, >*\ Par définition on a b'=y/w et /»'> = w donc b , = w 1,r =b (Vr} '>, 
ce qui signifie que l—(Mr)Xl v 


Exemples: log,, 


fi 


= V 3 (logft ^ 5 —logft * 2 )= 6 / 3 logft </ — 2 / 3 logft .9. 
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Systèmes logarithmiques. Parmi tous les systèmes logarithmiques possibles (6>1), on en uti¬ 
lise généralement deux: les logarithmes népériens et les logarithmes décimaux . Les mathématiques 
théoriques utilisent presque exclusivement les logarithmes népériens. Ils ont pour base le nombre 
transcendant e , qui est défini comme la limite de lim (1 + 1 AO". On peut également définir e 
par des séries infinies n ~* co 


^=2,718 281 8... 


e = lim / 

,+ iY 

«—►00 \ 

n) 




2! 


1 _ 

3! 


Les puissances de e avec des exposants variables constituent la fonction exponentielle e x > qui 
intervient dans la description des événements dont la croissance ou la décroissance est propor¬ 
tionnelle à une quantité existant à un moment donné. Par exemple la croissance d’une forêt 
ou d’une population, la perte de radioactivité d’un élément. Les premiers logarithmes, calculés 
par les mathématiciens du 16-ième et 17-ième siècle, étaient les logarithmes de base e. Au lieu 
de log c , on utilise souvent les notations In et Log: log c jc=ln x =Log x. Les séries permettent 
de calculer les valeurs des logarithmes népériens. Les logarithmes décimaux ont pour base 10, 
ils furent calculés pour la première fois par Briggs. Us sont très souvent utilisés dans les ap¬ 
plications pratiques, et on les note lg ou log au lieu de log 10 . 

La notation lg jc=log 10 *, utilisée dans ce livre, est recom¬ 
mandée, elle devient de plus en plus usuelle. L’avantage des 
logarithmes décimaux repose sur le fait que leur base est la 
même que celle du système numérique. Les valeurs des lo¬ 
garithmes décimaux des puissances de 10 sont des entiers rela¬ 
tifs (voir la table). Il suffit donc de calculer les logarithmes 
décimaux des nombres compris entre 1 et 10. Par exemple 
lorsqu’on a lg 2,37=0,3747, on obtient immédiatement les 
logarithmes décimaux des nombres 23,7; 2370; 0,237; 0,00237 
etc. ... c’est à dire de tous les nombres produit de 2,37 
par une puissance de 10 (voir la table). 


Logarithmes obtenus à partir de lg 2,37=0,3747 


nombre 

conversion 

logarithme 

caracté¬ 

ristique 

23,7 

= 10-2,37 

lg 10-1 lg 2,37 

lg 23,7 =1,3747 

l 

2 370 

= 10* • 2,37 

IglO' + lg 2,37 

lg 2370 =3,3747 

3 

0,237 

= 1/10 2,37 

lg l/10+lg 2,37 

lg 0,237 -0,3747—1 

-1 

0,002 37 

= 1/10*-2,37 

lg I/I0 3 +Ig 2,37 

lg 0,002 37=0,3747—3 

— 3 


nombre 

logarithme 

1/10* =io-* 

—3 

1/100=10" 2 

—2 

1/10 = îo- 1 

—1 

1 

0 

10 

1 

100 

2 

1000 

3 


Les chiffres significatifs 3747 que l’on doit calculer pour un logarithme s’appellent mantisse 
et le nombre entier qui se trouve devant la virgule s’appelle caractéristique. Cette caractéris¬ 
tique vaut 0 pour un nombre compris entre 1 et 10 exclu. Elle vaut 1 pour les nombres y 
tels que 10<^<100. Plus généralement, elle vaut n —1 pour les nombres qui ont n chiffres de¬ 
vant la virgule. Si le nombre est une fraction décimale plus petite que un, alors la caractéris¬ 
tique est négative et elle indique de combien on doit pousser la virgule vers la droite pour 
obtenir un nombre qui n’a qu’un chiffre devant la virgule. 

Pour les logarithmes de base b y il suffit de calculer les valeurs pour les nombres compris 
entre 1 et b , elles donnent les mantisses. Pour les nombres y tels que b<,y<b 2 la caractéristique 
est 1, etc.... Pour les logarithmes décimaux, la caractéristique d’un nombre se voit immé¬ 
diatement puisque le nombre est écrit dans le système numérique décimal. 

Passage d'un système logarithmique à un autre. Puisque l’on connaît les logarithmes népé¬ 
riens en les calculant à partir de séries et puisqu’on a besoin dans les calculs pratiques des 
logarithmes décimaux, il est nécessaire de savoir passer d’un système logarithmique à un autre. 
Supposons que l’on connaisse /„ log„ n et que l’on cherche l b Iog„ n. Soit b le loga¬ 

rithme de la base b du nouveau système dans la base a du système connu. En notation expo¬ 
nentielle on obtient les trois équations suivantes : 

a l a=n ; b l b=n; a l *>=b 


On élève la troisième équation à la puissance / 6 -ième, on a alors 
a} a l b—b l b=n=a l a, donc a*a l b=a l « soit encore l a Xl b —l a . 


Passage d’un système logarithmique à un autre 


log a b • log/, /i=log a n 


5 Mathématiques 
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Si on suppose connus les logarithmes népériens, on a a=e et si 6 = 10 on obtient InlO • \gn=\nn. 
Les logarithmes décimaux proviennent des logarithmes népériens par une simple multiplication 
par la constante 1/ln 10=Âf 10 , que l’on appelle module des logarithmes de base 10. 



Si d’autre part, on doit calculer des logarithmes népériens à partir d’une table de logarithmes 
décimaux, on doit utiliser la règle de passage d’un système logarithmique à un autre avec 0 = 10 , 
b=e ; on obtient 1g eX In w = lg n. On voit immédiatement en posant n= 10 que lg e=M 10 . En 
effet In /z=lg w/lg e, donc ln 10=1 /lg e soit lg e= 1/ln 10=Af 10 . 

Opérations inverses. L’addition et la multiplication ont chacune une opération inverse, respec¬ 
tivement la soustraction et la division. De 1 y 1 -M 2 =.y on obtient s x =s — s 2 ou s 2 =s — s v De même 
/iX/ 2 p donne /i=/?// 2 ou / 2 =W/i- Mais si on veut calculer à partir d’une puissance r q =p 
la base r ou l’exposant q deux opérations interviennent. La base apparaît comme la raci- 

q 

ne r=\/p y et /’ exposant comme le logarithme q= log r p. En remplaçant r ou q dans r q =p parles 

q 

expressions ci-dessus on obtient soit (y/pY~p t c’est à dire la définition de la racine soit l’é¬ 
quation r log r p —p qui est la définition du logarithme. 

La racine , en tant qu’inverse de l’exponentiation, autorise un exposant rationnel. Si q—t/s , où 
/ et s sont des entiers premiers entre eux, alors r t,s conduit immédiatement à r t =p s donc 

r 

r =^p\ Si q prend une valeur irrationnelle a, alors la racine s’interprète comme une puis¬ 
sance avec un exposant réel r p lla . Pour calculer la puissance p ou la racine r lorsque l’ex¬ 

posant est réel on utilise les logarithmes. Soit p=r a y on prend les logarithmes décimaux des 
deux membres de l’égalité lg p=a lg r alors on a p— 10“ ïÿr ou r=10( ,fli, ) /a . 

Les logarithmes de nombres autres que des puissances de la base b avec des exposants ra¬ 
tionnels sont irrationnels. Par exemple, si lg 2= t/s était un nombre rationnel avec t et .y entiers 
premiers entre eux tels que s>t , alors 10 r/ *=2 soit 10 r =2\ Après simplification on obtient 
5< == 2*- f ce qui est en contradiction avec le théorème de factorisation unique des entiers en 
facteurs premiers. 

Application des logarithmes. Au sujet de l’invention des logarithmes Laplace disait: “L’inven¬ 
tion des logarithmes permet d’effectuer en quelques jours des calculs qui prenaient plusieurs 
mois. De ce fait cela double la vie des calculateurs’*. 

L’intérêt des logarithmes ne se limite pas à la grande simplification des calculs. La notion 
de logarithme est un outil de travail dans de nombreuses branches des mathématiques; par 
exemple en calcul différentiel et intégral, pour les équations différentielles, en analyse com¬ 
plexe, dans la théorie du potentiel et dans la théorie analytique des nombres. 

En thermodynamique , l’entropie S d’un corps ou d’un ensemble de corps est directement pro¬ 
portionnelle au logarithme népérien de la probabilité thermodynamique W\ c’est à dire que 
S=k • ln W, où k est la constante de Planck-Boltzmann (£ = 1,380 10 -16 erg/dg). 

En astronomie la magnitude (éclat) m d’une étoile est mesurée non par l’énergie / frappant 
l’oeil, mais par son logarithme. On a m —/w 0 =—2,5 lg(/// 0 ), où / 0 est l’énergie de radiation pour 
la magnitude m 0 et / pour m. 

Exemple: Si la magnitude absolue du soleil est M 0 =-f-4,7 et si celle de l’étoile Rigel dans 
la constellation Orion est M = — 5,8 on obtient—5,8—4,7=—2,5 lg (/// 0 ) soit 10,5/2,5=4,20=lg 
(7// 0 ) donc I/Iq— 16000. L’étoile Rigel rayonne, par seconde, environ 16000 fois plus d’énergie 
que le soleil. 

Cette loi peut être considérée comme un cas particulier de la loi de Weber-Fechner qui dit 
que l’importance d’une perception est proportionnelle au logarithme népérien du stimulus. 
En d’autres termes on ne perçoit pas la différence de deux stimuli mais leur rapport. 

En biologie on peut utiliser la formule des intérêts composés b n —b(\-\-p/ 100)" pour calculer, 
par exemple, le nombre d’années nécessaires pour obtenir un certain accroissement du volume 
du bois dans une forêt; b et b u sont les volumes au début et à la fin de la période en question, 
p est la vitesse annuelle de pousse en pourcentage. La formule est valable, en général, pour une 
croissance organique dont la vitesse est donnée en pourcentage annuel. Par exemple, dans 
l’étude des substances radioactives on a trouvé que parmi n noyaux présents à un moment don¬ 
né, Xn noyaux se désintègrent par unité de temps, À étant un nombre compris entre 0 et 1. 
On a l’équation différentielle d n/dt= — foi. On peut intégrer cette équation en séparant les 
variables, d’où 6n/n= — Mt donc In («///„) =— fo y soit n=n 0 e~^ t . La constante n 0 est le nombre de 













2.2. Calculs évec les logarithmes 67 


noyaux présents à l’instant /=0. L’instant T auquel la moitié des noyaux se sont désintégrés 
est appelé demi-vie , il est déterminé par ln(l/2)=— XT donc r=(ln 2)/A. 

Mesure des hauteurs au moyen d'un baromètre. La différence de niveau entre deux emplace¬ 
ments est donnée par la formule suivante: /j-// 0 = 18400(lg Z> 0 -Ig b) où h est l’altitude en 
mètres et b la pression atmosphérique en millimètres de mercure lue sur le baromètre; h 0 et b 0 
sont en général relatifs à un emplacement de référence. 

Exemple: A quelle altitude se trouve un avion qui est environné par une pression atmosphé¬ 
rique 5 = 740 mm de mercure tandis qu’au niveau de la mer on a la pression 5 0 =760 mm de 
mercure. Puisque 1g 6 0 =2,8808 et lg b= 2,8692 on obtient approximativement 5=18400x 
0,0116=213,4 m. 


Pratique des calculs logarithmiques 


En pratique, les logarithmes décimaux sont de la plus grande importance. Il suffit de re¬ 
garder ce système, puisqu’il existe une relation simple pour passer d’un système logarithmique 
simple à un autre. 

On a vu, précédemment, que les tables de logarithmes ne devaient contenir que les valeurs 
des logarithmes des nombres compris entre 1 et 10. Tous les autres nombres se représentent, 
dans le système décimal, comme des produits de ces nombres et de puissances de 10. 

L’exposant de cette puissance est un entier, qui pour les nombres plus grands que 10 est 
positif et qui pour les nombres plus petits que 1 est négatif. On l’appelle caractéristique. La 
caractéristique est nulle pour les nombres compris entre 1 et 10 exclu. Les logarithmes des 
nombres x tels que 1 <jc< 10 sont des nombres décimaux compris entre 0 et 1. La suite de 
leurs chiffres après la virgule est appelée mantisse. 

Tables logarithmiques. Suivant le nombre de chiffres qui approchent les valeurs irrationnelles 
des logarithmes, on parle de tables de logarithmes à 4, 5 ou 7 décimales. On utilise rarement 
des logarithmes avec plus de chiffres. La colonne la plus à gauche ou colonne d'entrée con- 


930 

848 

853 

858 

862 

867 

872 

876 

881 

886 

890 

931 

895 

900 

904 

909 

914 

918 

923 

928 

932 

937 

932 

942 

946 

951 

956 

960 

965 

970 

974 

979 

984 

933 

988 

993 

997 

*002 

*007 

*011 

*016 

♦021 

*025 

*030 

934 

97 035 

039 

044 

049 

053 

058 

063 

067 

072 

077 

935 

081 

086 

090 

095 

100 

104 

109 

114 

118 

123 

936 

128 

132 

137 

142 

146 

151 

155 

160 

165 

169 

937 

174 

179 

183 

168 

192 

197 

202 

206 

211 

216 


2.2-1 Lignes allant de 930 à 937 dans la colonne d’entrée d’une table 
de logarithmes à 5 décimales 




2.2-2 Recherche de la mantisse de log 5,728; 2.2-3 Interpolation graphique pour la mantisse 

on trouve 0,7580. de log 5,728=0,7580 

tient les 2, 3 ou 4 premiers chiffres du nombre, c’est à dire les chiffres des nombres de 10 à 99 
(4-décimales) de 100 à 999 (5-décimales) ou de 1000 à 9999 (7-décimales). Après chaque nombre 

5* 
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de la colonne d’entrée se trouve les 10 mantisses des nombres dont le 3-ième, 4-ième ou 5-ième 
chiffre a une valeur comprise entre 0 et 9. Dans les tables à 5 décimales, beaucoup de man¬ 
tisses ont leurs deux premiers chiffres égaux. Par exemple lg 9,333=0,97002, ..., Ig 9,340=0,97035 ; 
... ; Ig 9,549=0,97996 il en est ainsi pour 217 mantisses! Pour éviter ces répétitions inutiles on 
place ces deux chiffres communs dans une colonne séparée au niveau de la 1ère ligne dont toutes 
les mantisses commencent par ces deux chiffres; par exemple (Figure) à droite de 934. Les 
chiffres 002 jusqu’à 030 de la ligne précédente correspondent à des mantisses qui commencent par 
97 et non pas par 96. Ces chiffres sont précédés par un astérisque: *002, ...,*030 (Figure) ou 
par un quelconque caractère gras. De même dans les tables à 7 décimales on extrait les 3 
premiers chiffres des mantisses. 

Les derniers chiffres z des nombres sont calculés, comme d’habitude, par interpolation linéaire 
(voir Carrés). Les différences d des mantisses voisines sont divisées en 10 parties égales r//10, le 
produit zXd/\0=c donne la correction que l’on doit faire sur la mantisse. Par exemple, lg 5,728 
se trouve entre 0,7574 et 0,7582 (Figure). La différence d est 0,7582—0,7574=0,0008. Le dernier 
chiffre de 5,728 est *=8, donc la correction que l’on effectue sur la mantisse est c—zXd\ 10= 

8x8/10=6,4^6 unités pour la quatrième décimale donc lg 5,728=0,7574+0,0006=0,7580 
(Figure). Dans une table à 4 décimales lg 5,7283 a cette même valeur mais dans une table à 5 
décimales la valeur de ce logarithme se trouve entre les valeurs lg 5,728=0,75800 et lg 5,729 = 
=0,75806 donc d=6, z = 3 et c=0,6x3 = l,8 et donc lg 5,7283=0,75802. On obtient le même 
résultat pour lg 5,728342, on ne peut pas tenir compte des chiffres 4 et 2 quand on travaille 
avec une table à 5 décimales. Si on utilise une table à 7 décimales (Figure) on obtient lg 5,7283 = 
0,7580258 et lg 5,7284=0,7580333; la différence des mantisses donne d=15 donc pour le chiffre 
4 on a la correction c 4 30, le chiffre 2 a une contribution de 0,2 et on a la correction 
c 0t2 1,5 donc pour 42 on doit effectuer une correction c=31,5~32. La valeur de lg 5,728342 

est donc 0,7580290. 


28 

768 0080 0106 0182 0258 0383 0400 0485 0561 0687 0712 

29 

0788 0864 0940 1016 1091 1167 1243 1819 1895 1470 

80 

1546 1622 1698 1774 1849 1925 2001 2077 2168 2228 

5781 

2304 2880 2456 2531 2607 2688 2759 2835 2910 2986 

m 82 

8062 8138 8218 8289 8365 8441 8516 8592 866&J744I 


2.2-4 Les lignes d’une table de logarithmes à 7 décimales dont la colonne d’entrée 
varie de 5728 à 5732 


Si on connaît le logarithme d’un nombre que l’on cherche, alors on trouve dans la table 
la différence d , on en déduit la correction c et donc le dernier chiffre significatif z du nombre 
recherché est obtenu à partir de z 10 Xc/d. 


75 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 


7,5 

15,0 

22.5 
30,0 

37.5 
45.0 

52.5 
60,0 

67.5 


Exemple 1 : lg /i 1 =0,5412 se trouve entre 0,5403 et 0,5416 donc 
n x est compris entre 3,47 et 3,48. Ici d— 13, c—9 et z=90/13~7, 
donc a7 4 = 3,477. 

Exemple 2: lg rt 2 =0,50 00() se trouve entre lg 3,162=0,49996 et 
lg 3,163=0,50010; ici </=14, c=4 et z=40/14~3 donc n 2 = 3,1623. 

Exemple S: lg « 3 =0,240 9357 se trouve entre lg.1,7415=0,2409235 
et lg 1,7416=0,2409484. La table des répartitions proportionnelles 
de d= 249 pour c= 122 donne comme sixième chiffre 4 car 4x24,9= 
=99,6 et puisque 122—99,6=22,4 le septième chiffre vaut 9 ainsi 
« 3 = 1,741549. 


249 


2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 


24,9 

49,8 

74,7 

99,6 

124,5 

149,4 

174,3 

199,2 

224,1 


Caractéristiques négatives. On indique souvent des caractéristiques négatives en plaçant une 
barre (pour le signe moins) au dessus du nombre qui se trouve devant la virgule, au lieu de 
la mettre devant. Par exemple, lg 2=0,3010 d’où lg l/2=lg 1—lg 2=—-0,3010; ce nombre peut 
s’écrire comme 0,6990 —1 = 1,6990. Une autre méthode qui est parfois utilisée dans les tables 
de logarithmes de fonctions trigonométriques évite les caractéristiques négatives en utilisant 
une caractéristique de —10 placée derrière le logarithme. Dans cette notation lg 0,5=0,6990—1 
=9,6990—10 et la table indique seulement 9,6990. 


Exemple 1: lg 0,723=0,8591—1 = 1,8591 =9,8591—10 noté 9,8591. 
Exemple 2: lg 0,00723=0,8591—3=3,8591=7,8591—10 noté 7,8591. 
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Exemple 3: On veut calculer n= 


lg 2 
lg 1,03 


Une table à 4 décimales donne lg 2—0,3010 el 


lg 1,03=0,0128. Pour trouver le quotient n= Q Q^g on ut 'hse les logarithmes: 

lg * = lg 0,3010—lg 0,0128=(0,4786—1) — (0,1072—2)=0,3714+1 = 1,3714. Le nombre corres¬ 
pondant à ce logarithme est n~ 23,52. En utilisant la notation avec la barre les calculs s’écri¬ 


vent ainsi: lg «=1,4786 — 2,1072=1,3714. 

Exemple 4: Pour calculer la valeur de ln 2 on utilise la formule de passage des logarithmes 
décimaux aux logarithmes népériens, ln 2 (lg 2)/(lg e) 0,3010/M 10 =0,3010/0,4343. On prend 
les logarithmes, on obtient: lg (ln 2) = lg0,3010—lg 0,4343 = 1,4786—1,6378= 1,8408. Le nombre 


ayant ce logarithme est ln 2=0,6931. 


Graphe de la fonction ,y=lg x. Les tables donnent les valeurs y de la fonction pour tout 
nombre réel positif x. En représentant ces valeurs dans un système de coordonnées cartésien¬ 
nes on obtient le graphe de la fonction y =lg x (Figure). Il rencontre l’axe des x au point 
,y=lg 1=0. Lorsque x décroit de 1 vers 0, la courbe descend rapidement et lorsque 
jc->0 elle s’approche asymptotiquement de la partie négative de l’axe des y. 



2.2-5 Graphe de la 
fonction y=log x 


Lorsque x croît de 1 à 10 la fonction croit de façon monotone de 0 à 1. Puisque 6ylâx= 
= l/(;tln 10) — M 10 /a: 0,4343/a:, l’angle a de la tangente à la courbe avec l’axe des x est petit. 
En effet tg a=d^/dA: décroît de 0,4343 pour x=\ à 0,04343 pour a:=10. Puisque la caractéris¬ 
tique des nombres compris entre 10 et 100 est 1, la fonction croît dans cet intervalle de la 
même quantité Ay 1, pour une longueur 9 fois plus grande. Le même raisonnement s’applique 
à l’intervalle qui va de x 1000 à x= 10000. On se rend compte que dans ces régions, la cour¬ 
be est presque rectiligne ce qui justifie l’interpolation linéaire dans ce cas. Les valeurs données 
directement se trouvent pour une table à 4 décimales entre 100 et 1000 et pour une table à 7 
décimales entre 10 000 et 100 000. 

Etude de quelques exemples. Les expressions numériques qui suivent sont construites de diffé¬ 
rentes manières. Si elle contiennent uniquement des opérations arithmétiques d’ordre élevé, on 
les calcule entièrement par logarithmes , c’est à dire que le seul nombre obtenu à partir de 
son logarithme est le résultat final. Mais si les expressions contiennent des sommes ou des diffé¬ 
rences, on doit effectuer des- calculs intermédiaires pour calculer les termes d’une somme puis 
leur somme. Il peut arriver que l’on ait à prendre le logarithme d'un nombre négatif. Mais les 
logarithmes des nombres négatifs n’existent pas dans le corps des réels. Aussi on utilise la 
méthode suivante, tout particulièrement pour les calculs trigonométriques: on indique par le 
symbole n (négatif) ou p (positif) l’opération que l’on doit effectuer sur le nombre. Les règles 
habituelles des signes pour la multiplication se trouvent modifiées ainsi: (+)•(—)=(—) devient 
p-\-n=n et (—) •(—)=(+) devient n+n=p etc. 

La caractéristique et la mantisse sont déterminées différemment, mais pour avoir la valeur du 
logarithme il faut connaître ces deux nombres. Les opérations effectuées sur le logarithme 
s’appliquent également aux chiffres de la caractéristique et de la mantisse. Par exemple, si le 
logarithme d’un nombre x vaut 5,6, lg a: =5,6, alors la moitié du logarithme vaut 2,8 ainsi 
1/2 lg *=lg y*=2,8; de même 3 lg Ar=lg r* = 16,8. 

On doit faire très attention quand on applique ces règles aux logarithmes de nombres réels 
positifs plus petits que un. Ces logarithmes sont négatifs , et leur notation diffère de la notation 
usuelle. Sur la droite numérique, au lieu d’aller directement vers la gauche du zéro au nombre 
cherché, on se déplace en zig-zag, on va d’abord jusqu’à un entier négatif, puis on revient vers 
la droite jusqu’au nombre (Figure). Par exemple -0,35= -1+0,65 ou -1,62= —2+0,38. 
C’est l’existence des puissances de 10 dans le développement décimal du nombre en question 
qui justifie cette procédure. Cela conduit à différentes représentations pour un même nombre; 
par exemple -0,35= -2 + 1,65=—10+9,65 ou —1,62=—5+3,38=—20+18,38 etc. ... 
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Dans ces deux exemples les mantisses sont 65 et 38. 

Les caractéristiques, consistent en deux entiers: un qui est positif ou nul et l’autre, en général 
séparé du reste, qui est négatif. Dans les exemples précédents elles sont égales à: (0,...—1) = 
(I,...—2)=(9,...—10) et (0,...—2)=(3,...—5)=(18,...—20). La multiplication, la division et 
l’exponentiation de nombres, c’est à dire l’addition, la soustraction et la multiplication de leurs 
logarithmes, ne présentent pas de difficulté, si on garde à l’esprit qu’en examinant un nombre on 
part de l’entier négatif inférieur. Pour extraire des racines, c’est à dire diviser des logarithmes, 
on doit rendre la caractéristique divisible par l’exposant de telle sorte qu’après la division 
elle soit encore entière, ce que l’on peut toujours faire. 


2.2-6 Logarithmes avec des 
caractéristiques négatives 



On peut faire les mêmes remarques à propos de l’autre notation des valeurs négatives des 
logarithmes: au lieu de 0 ,...—k on écrit /c,... et on effectue normalement les opérations arith¬ 
métiques usuelles en gardant à l’esprit que k remplace — k. 


Exemple 1: x—y/ 100, 
lg *= 1 /a lg lOa-Vs • 2= 2 / 3 =0,6667, 
jc=4,642. 


Exemple 2: *=\/0,2, 
lgx= 1 / 2 lg0,2 = , / 2 (0,3010- 1) 
rsVaO.3010 — 2)=0,6505 — 
mais lgjc = V 2 (9,3010— 10) 
19,3010 — 20) 

= 9,6505 — 10, 
a - =0,4472. 


Exemple 3: xy/[\ — (0,927) 6 ] 
lg 0,927 =1,9671, 

5 lg 0,927 =1,8355, 

(0,927) 5 =0,6847 
I — 0,6847 =0,3153, 
lg 0,3153 = 1,4987, 

V 3 lg 0,3153 = 1,8327, 
*=^0,3153=0,6807. 


Exemple 4 : x= 


160,6 


0,2856 


0,006 998 


lg JC=lg «+lg 6-|-lg c. 

Dans les schémas détaillés les nombres N 
sont séparés de leurs logarithmes lg par une 
ligne verticale 


N 


160,6- 


6=0,2856 — 
c=0,006998 - 


n • Ai • /» 


lg 


2,2057 - 
0,4558 - 
0,8450 


3 5065- 


+ 


Exemple 5 : x 


0,075 35 


6,459 


a 

lg *=lg« — lg6 


a 


N 

ig 

0,075 35 —► 

0,8771 —2 

6,459 - * 

0,8101 

jc=0,01 1 67-4— 

0,0670 —2 


Exemple 


lg* lg a 


56,07 


992,6 


0 

ig/> 


0 


N 

lg 

56 07 * 

3 7488_2 

992’,6 - 

2,9967 

*=0,056 51-4 — 

■ 0,7521 —2 


Exemple 7: x 

lg *=lg a — lg h 
N 



0 ' 0 ' 0> 0,002 934 


0,000 089 98- 


jt=32,62 ■*— 
Exemple 8; *= 

lg *=5 • lg a 
N 


lg 


1,4675 —4 
0,9541 —5 


0,5134 -H 
1,5134 


0,07440 


«=0,074 40- 




lg 


0,8716—2 


4,3580 


3TI 




























































2.2. Calculs avec les logarithmes 


71 


Exemple 9: x= 


16,24 


Exemple 10 :x=y/ 


0,009 028 


= 0 * 

lg* =n\ga 
lg(lg*) =Ign + Ig(Igtf) 


lg x 


=V0 = @ 1/5 
=Vs le a 


N 

Ig 

ig 

N 

lg 

16,24 —^ 

TC - 

1,21106 —> 

0,0830 • + 

0,4971 

0,009 028 -*• 

2,9556 5 

*=6353-*- 

-3,803< - 

0,5801 T 

jc-0,3900^ - 

0,5911 —1 


i :5 


Exemple 11: 


6 

1/ 

■ | 89,49 :! ’ 5 • V [0,006 006 

6 

1 = 1/ 

rm M VE 1 

V 

[0,000 010 01 1 2 |3 601 0(X)| 4 

J y 



lg JC = 1 / 6 [3,5 1g0+ 1 / 2 lg[6]-21g 0 
jc=0,017 74 


■lg0] 


N 

lg 

opération 

lg 

89 49 * 

1 9517 

- T 5 te. 

a oiin 

0,006 006 — -► 

1*7786 4 

: 2 -► 

0,OJ1U -s. 

0,8893 —2 ) 

a 3 - 6 \Jb 



5,72037,7203 -12- 

0 000 010 01 _ 

0 0004 _ S _ 

. o . > 

0 0008 l0 

\J V/ 1 \J V/ I - ^ 

3 601 000 -» 

6,5564 

• 4 -► 

W,V/l/v/0 — 1 \J 

26,2256 J 

c ï. d i 



16,2264 -^—►1 6,2264 

0,017 74 ^- 

0,2490 —2 - 

:6-* - 

1,4939 12 


Exemple 12: x = 


\/[2934 J • 

1,843 1 2 

— 

11,55 • 32,92 • 

0,8844 


1 4,321 1 3 


V[079428 1 • [Ô,OIOl6| 



0 2 

— 

EHZJ'H A \ ~ 

B 



|./T • VM 


0 


- — 354,8. 


N 


N 


Ig 


operation 


lg 


□ 

E 


2934 

1,843 


3,4675 

0,2655 


: 3 
•2 


1,1558 

0,5310 


+48,62 


A +- 

□ 

E 

□ 


1,6868 


11,55 — 
32,94 - 
0,8844 


1,0626 - 

1,5177 
0,9467 —1 


—336,50 «J B\ 


■2,5270 


-287,88 


□-a 

□ 

□ 

G 

S 

* 


•2,4592/; 


4,321 — 
0,9428 - 
0,01036 


•0,6356 - 

1,9744 —2 
0,0153 —2 


- 2,4592/; - 


1,9068 - 

0,9872 —1 
0,0153 —2 Ÿ 


0,9093 —1 


-354,8 


2,5499/; 


.(0,9093—1) p 
(1,5499+1)/;* 
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Remarques historiques. L’origine du calcul logarithmique est un exemple des relations existant 
entre le développement de la Société et celui des Mathématiques. La découverte de la route 
maritime des Indes est liée étroitement à une période florissante de l’astronomie, de la naviga¬ 
tion et de la trigonométrie. Les mathématiques étaient indispensables aux navigateurs. Avec l’essor 
du commerce, les méthodes de calcul prenaient une grande importance, particulièrement à cette 
époque le calcul des intérêts composés. Dans ces deux domaines il y avait une demande extraor¬ 
dinaire pour les calculateurs de profession: il suffit de s’imaginer le nombre de calculs dont a 
eu besoin l’astronome Johannes Kepler (1571-1630) pour vérifier ses fameuses lois. On cherchait 
des méthodes de simplification et en particulier des relations entre les suites numériques arith¬ 
métiques et géométriques qui permettraient de remplacer la multiplication par l’addition. 

Les mathématiciens Paul Wittich (1555-1587) et Christophe Clavius (1537-1612) proposaient 
dans leur livre “de Astrolabio ” qui parut en 1593 de ramener la multiplication de deux nombres 

a et b inférieurs à 1 à une addition en les considérant comme des valeurs de fonctions trigono- 

métriques, a sin a et b =cos /?. En effet: 

sin (a -f p)= sin a cos p -f sin p cos a 

et sin (a — /?) = sin a cos p — sin P cos a 


et donc a • b sin a • cos p — 


sin (a-Vp) -f sin (a — P) 
2 


Ainsi pour a =0,61566 et b 0,93969, on obtenait a = 38°, p 20° et donc cH-/? = 58°, a —/?= 18° 
et a -6 l /2(0,84805-1-0,30902) V 2 X 1,15707 et 0,61566 x 0,93969=0,57854. 

Le mathématicien Simon Stevin (1548-1620) qui fut intendant général de l’armée hollandaise 
plaida la cause de la notation positionnelle Hindo-Arabe et en particulier de la notation décimale 
pour les fractions. 11 travailla sur des tables de calcul d’intérêts composés, travail qui fut conti¬ 
nué et publié par Jost Bürgi (1552-1632) à Prague en 1620 sous le nom r/’ “ Arithmetische und 
geometrische Progresstabuln ”. Il partait du nombre 1,0001 l 1-1/10 000, dont les puissances sont 
aisées à calculer puisque dans le langage des mathématiques modernes, seul un nombre restreint 
de termes du développement polynomial suffisent pour la précision de 10 chiffres postulée par 
Bürgi. La lOOOOièmc puissance de ce nombre (1-|-1/10000 ) 10000 est 2,71846 qui est proche du 
nombre e=2,7182818... [défini comme la limite lim (I -j- \/n) n ]. Les exposants divisés par 10000 sont 

n—> OO 

donc peu différents des logarithmes népériens des puissances de 1,001 considérés. Ces tables pré¬ 
sentaient en entrée les logarithmes et donnaient les nombres eux-mêmes ( tables antilogarithmiques). 

Même le célèbre mathématicien Jon Napier (ou Neper), huitième seigneur de Mcrchiston (1550- 
1617), n’a qu’en partie atteint le but qu’il se fixait dans son ouvrage “ Mirifici logarithmorum canonis 
descriptio”, publié en 1614. La fonction qu’il avait choisie était, en notation moderne, y=go~ x,q 
où #=1000000. Pour la somme x x 1 -\-x 2 cette fonction donne y =ge~ x i ,q , Q~ x d q =y 1 y 2 lg. En 
collaboration avec Henry Briggs (1556-1630), Professeur de Mathématiques à Londres, qui admi¬ 
rait Napier, il se décida pour la fonction y 10*. Après la mort de Napier, Briggs continua les 
calculs et son “ Arithmetica logarithmica ” parue en 1624 contenait les logarithmes à 14 chiffres 
des nombres compris entre 1 et 20 000 et entre 90 000 et 100 000. Les logarithmes qui man¬ 
quaient furent calculés par les géomètres Ezechicl de Decker et Adrian Vlacq qui, les premiers, 
publièrent une table de logarithmes complète (1627). 

Pour convertir une table antilogarithmique en une table logarithmique Briggs utilisait les 
relations entre une progression arithmétique et la progression géométrique associée, dans laquelle 
à la moyenne arithmétique de deux nombres a x et a 2 , (< a x | a 2 )/ 2 , correspond la moyenne géomé¬ 
trique \/(#i# 2 ), des quantités correspondantes. Par exemple dans la suite des puissances de 3, au 

! 2 3 4 nombre 2,5 (2-f3)/2 correspond le nombre y^(9 • 27)=9y^3 car 3 (2l3)/2 

3 9 27 81 !.. =\/( 32 ' 3:, ) = \/( 9 ' 27 )- 


En choissant la base 10 et en appelant I, les termes de la progression arithmétique (i.e. les logarith¬ 
mes) et n, les puissances de 10 correspondantes, on obtient successivement pour les intervalles 
respectifs 0</,< 1 et l<n,<10: 

-0,5 rt^V'O = 3,162 277... 

=0,75 « 2 = V("i ' *0) = 5,623 413 ... 

=0,625 n 3 = vVi • n a ) 4,216 964 ... 

=0,687 5 "i = \/(»2 ' «a) -=4,869 674... 

=0,718 75 «5=À/(«2'« 4 ) 5,232 991... 

n e — \/(n t ■ m 5 ) = 5,048 065 ... 

//, = V ("4 ' n a) 4,958 067... 

n s y/(//,; ■ n 7 ) 5,002 865 ... 


/i=v*c0+0 

4=7 2 (/i+D 
/=,=7A+4) 

U= x kik+l 3 ) 

/f,—V'>(4 l 
U= x k(U+U) =0,703 125 
/ 7 = 1 /ï(/4+/e) =0,695 312 5 
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Les huit étapes indiquées ci-dessus conduisent à 1g 5,002865=0,69921875 et la méthode montre 
comment il est possible, par des extractions successives de racines carrées, de calculer la valeur 
de lg 5 avec une précision arbitrairement élévée. 


La règle à calcul logarithmique 


Remarques historiques. Dès la deuxième décade du 17ème siècle, Edmund Gunter (1561 “1626) 
avait mentionné le principe de calculs logarithmiques le long d’une règle graduée. La multiplica¬ 
tion et la division se faisait alors par addition et soustraction de longueurs que l’on reportait 
au moyen d’un compas. Peu de temps après, William Oughtred (1574-1660) utilisa deux règles 
de Gunter glissant l’une contre l’autre: cette méthode rendait le compas inutile. Ses règles étaient 
soit droites soit circulaires. Vers le milieu du 17 èmc siècle Edmund Wingate (1593-1656) et Seth 
Partridge utilisèrent une réglette coulissant entre les parties d’un support fixe et gradué: c’est 
à dire un instrument semblable à la règle à calcul telle que nous la connaissons aujourd’hui. 
Celle-ci acquit sa forme définitive au cours du 19 è mc siècle. La production industrielle en série 
de règles à calcul intervint vers la fin du 19ème siècle et peu après apparurent les règles desti¬ 
nées à des usages spéciaux comme celles des éléctriciens ou des négociants. 



Structure d’une règle à calcul. L’exposé qui suit fait référence à un système de règle à calcul 
couramment utilisé par les scientifiques et les ingénieurs. D’autres systèmes se présentent avec 
de légères différences et nécessitent des modifications mineures de la technique d’utilisation. En 
règle générale la longueur d’une règle est 25 cm. règle 

réglette * 


|l|lÿl lll)ljl[ lfl lllip^ lili|il 


qïjnifipiT]WÏÏ 


curseur 


2.2-7 La règle à calcul 
logarithmique 


La règle à calcul comprend trois parties: la règle proprement dite, la réglette et le curseur. La 
règle comporte les graduations A, D et K (et souvent d’autres graduations). La réglette coulisse 
dans des rainures, sa face avant comporte les graduations C, R, B et son autre face des gradua¬ 
tions correspondant aux fonctions trigonométriques. Le curseur, comportant un ou trois traits 
verticaux, coulisse le long de la règle au dessus de la réglette. On utilise généralement le trait 
central, les autres servant à calculer des aires de cercles ou des volumes de cylindres. 
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100 2.2-8 Graduation linéaire au dessus et 


graduation logarithmique en dessous 


Les échelles. Les graduations de la règle à calcul proviennent de la fonction y =lg x. Les nombres 
y sont représentés par des traits dont la distance à l’origine est proportionnelle à leurs logarith¬ 
mes. Les échelles de base , C et D, contiennent les nombres de 1 à 10: la distance à l’origine d’un 
point de ces graduations s’obtient en multipliant la longueur de la règle (250 mm) par le logarithme 
correspondant. Par exemple, la distance entre les points 1 et 2 est 250xlg 2=75,3 mm. La réparti¬ 
tion des nombres sur la graduation n’est pas uniforme (Figure): plus les nombres sont grands, 
plus les traits qui les représentent sont rapprochés. 

Les échelles A et B sont aussi logarithmiques. Elles comprennent deux parties de longueurs égales 
graduées de 1 à 10: la distance entre ces nombres est la moitié de celle des échelles C ou D: il 
en résulte qu’un segment de longueur Ig n sur l’échelle D correspond à un segment de longueur 
2 lg /i = lg 7 î 2 sur l’échelle B. Les nombres des échelles A et B sont donc les carrés des nom¬ 
bres correspondants des échelles C et D. 
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De la même manière, l'échelle K, divisée en trois parties de même longueur, représente les cubes 
des nombres de l’échelle D. 

L'échelle L, souvent au bas de la règle, ou au milieu de la face arrière de la réglette, n’est pas 
logarithmique et donne directement la mantisse du logarithme du nombre au dessus. 

L'échelle R contient les inverses des nombres de l’échelle D. C’est la même graduation logarith¬ 
mique mais retournée de la droite 
vers la gauche; elle donne ainsi, 
pour chaque nombre x de l’échelle 
D, son inverse 1/jt. 

Lecture et positionnement. On 
peut lire des nombres de trois 

chiffres sur une règle à calcul. Les 
deux premiers sont écrits en clair 
et ne présentent donc pas de diffi¬ 
culté, le troisième chiffre, par 

contre se lit différement, puisqu’à 
une graduation non uniforme cor¬ 
respond des divisions inégales. 

Si l’on examine l’échelle D, on y distingue trois parties: la première, de 1,00 à 2,00, est telle 
qu’entre deux divisions clairement indiquées on trouve 9 traits: 1,00 est ainsi suivi de 1,01, 1,02 
etc... Chaque division comprend donc dix subdivisions (Figure). 

Dans la seconde partie, de 2 à 4, la division comprend cinq subdivisions : entre deux nombres 
écrits en clair il y a 4 traits verticaux dont la distance correspond ainsi à deux unités du troi¬ 
sième chiffre. Par exemple, 2,00 est suivi de 2,02, 2,04 etc... Puisque la distance entre deux 

nombres décroît vers la droite, dans la troisième partie, entre 4 et 10, seule une division en 
deux parties est possible, ce qui correspond à cinq unités du troisième chiffre. 

La lecture et le positionnement de la réglette s’effectuent à l’aide du trait central du curseur , 
que l’on place exactement sur le nombre choisi, ou calculé. On verra les détails des opérations dans 
la suite. Si le positionnement se trouve entre deux traits, on doit interpoler. 



2.2-9 Les différentes graduations d’une règle à calcul 



Exemple 1. Pour calculer 2x 1,5 
on place le 1 de la réglette (échelle 

C) devant le 2 de la règle (échelle 

D) et sous 1,5 sur la réglette on 
lit le produit 3 sur la règle. 


Calculs à la règle. De même que tout calçul logarithmique implique la détermination de la carac¬ 
téristique, ainsi tout calcul à la règle nécessite 
une estimation grossière ou un calcul approché 
en puissances de 10, de manière à déterminer le 
nombre de chiffres avant la virgule. Un calcul 
grossier est préférable, car il donne non seule¬ 
ment l’ordre de grandeur du résultat, mais il 
permet de contrôler le résultat. Les opérations 
effectuées par la règle à calcul sont les ad¬ 
ditions et les soustractions géométriques de 
segments. En utilisant les échelles A, B ou K 
on peut doubler ou tripler des segments ou 
bien les diviser en deux ou trois parties égales. 
Voici quelques exemples. 

Multiplication. Fondée sur la relation 
lg (ci b)=\g r/-|-lg b, la multiplication s’effec¬ 
tue sur la règle à calcul comme la somme de 
deux segments de longueurs res¬ 
pectives lg a et lg b. On place 
l’origine 1 de l’échelle C de la ré¬ 
glette, au point a de l’échelle D de 
la règle, puis on place le curseur 
sur le point b de l’échelle C ce 
qui permet de lire juste en dessous 
le produit a • b sur l’échelle D 
(Figure). 


1 lg b b 


1 lg a a a-b 

|_ (g a + lg b _J 

lg a - lg b 1 lg b b 

—P— ■ " I " 

I '0° °' b I 

2.2-10 Illustration de la multiplication et de la 
division 


2.2-11 Exemple de multiplication au moyen de la 
règle à calcul: 2x 1,5 = 3 
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Exemple 2. Pour calculer 2,85x4,55 on estime grossièrement le résultat à 3x4 = 12, ce 

qui permet de voir immédiatement que le résultat ne pourra pas être lu sur l’échelle D. On 

procède donc ainsi: on repère 2,84 sur l’échelle D et on fait glisser la réglette de telle sorte 
que son extrémité 10 soit en face de 2,84. On place alors le curseur sur le point 4,55 de la 
réglette et on lit au dessous sur la règle le résultat: 2,84x4,55 = 12,9. 

L’explication de cette méthode tient dans le fait que si l’on réalise la multiplication sur les 
parties gauches des échelles A et B, le résultat est lu sur la partie droite de A. 

Pour effectuer une multiplication, on place le 1 ou le 10 de la réglette en face de l’un des 
facteurs et on lit le résultat sur la règle en face de l’autre facteur. 

Division. La relation de base est 1g (a/6) = lg a —1g b y ce qui revient sur la règle à calcul, à 
soustraire le segment de longueur 1g b du segment 1g a. Au dessus du point a de l’échelle D 

on place le point b de l’échelle C de la réglette, et on lit le résultat a/b sur l’échelle D en face 

de l’une des extrémités 1 ou 10 de la réglette. 

Exemple 1: Pour calculer 88,5 : 0,515 
une grossière approximation donne 90 : 
0,5=180. Au dessus de 88,5 sur D on 
place le point 0,515 de C et sous l’ex¬ 
trémité 1 de C on trouve le quotient 
88,5 : 0,515= 172. 

Exemple 2: Pour calculer 19,2 : 89 un 
calcul grossier donne 20 : 100 0,2. On 
procède de même que précédemment 
mais c’est en dessous de l’extrémité 10 
de la réglette qu’on lit le quotient 19,2 : 
89=0,216 (Figure). 

Pour effectuer une division sur la règle 
à calcul, le diviseur pris sur la réglette 
est placé en face du quotient lu sur la 
règle et le résultat est lu sur la règle en 
face du 1 ou du 10 de la réglette. 

Pour effectuer des calculs de la forme (a t Xa 2 X ■ ■ •)l(b 1 Xb 2 X • • •) on effectue alternativement 
les multiplications et les divisions pour optimiser le nombre de déplacements de la réglette. 
Ainsi pour calculer des proportions de la forme y=(aXc)/b , on divise d’abord a par b et on 
multiplie le résultat par c ce qui ne nécessite qu’un positionnement de la réglette, tandis que 
la multiplication de a et c suivie de la division du résultat par b nécessite deux positionnements 
de la règle. Toutefois, il arrive qu’en calculant y selon la méthode proposée plus haut (lors de 
la multiplication a/bxc) le point c soit en dehors des limites de la règle ce qui implique un 
deuxième déplacement de la réglette e< donc une légère imprécision supplémentaire. Il vaut donc 
mieux calculer de telles expressions sur les échelles des carrées. 

Calculs sur /’ échelle des inverses R. L’échelle R donne les inverses des nombres de l’échelle C: 
ainsi, au dessus-de 4 sur C on trouve 0,25 sur R. Cette échelle, peut être utilisée pour les 
multiplications et divisions. Etant donné que aXb=a : b~ l y pour multiplier a et b on peut diviser 
a par l’inverse de b. 

Exemple: Pour calculer 4,8X3,6 un calcul grossier donne 5x3 = 15; au dessus de 4,8 sur D 
on place 3,6 sur R et sous l’extrémité 1 de la réglette on lit sur D le résultat 4,8x3,6=17,28. 

Carrés et racines carrées. Ainsi, qu’il a été dit plus haut, les échelles A et B correspondent 
aux carrés des échelles D et C. Pour trouver le carré d’un nombre a , il suffît donc de placer 
le trait du curseur sur le nombre a de l’échelle D et de lire directement le nombre a 2 sur l’échelle 
A (Figure). Pour extraire une racine carrée, on inverse la méthode: on place le curseur sur le 
nombre b de l’échelle A et on lit directement sa racine yjb sur D. On doit alors faire atten¬ 
tion au choix de la valeur correspondant à b sur l’échelle A: 

^/25 = 5 choix de la valeur correspondant à 2,5 entre 10 et 100. 

^250= 15,81 choix de la valeur correspondant à 2,5 entre 1 et 10 car 
V / 250= V / (2,5X 100) = 10xV2,5. 
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On se place directement sur l'ensemble des nombres compris entre 1 et 100; pour les autres on 
les ramène entre 1 et 100 en les multipliant, ou divisant, par la puissance de 100 appropriée. 



lecture 


positionnement 


( (b/a) 2 ^ 

| J*(b/a) 2 



y | 

^1 

\1 

\1 | 

a i 


'a i(l+(b/a) 2 ) 




2.2-14 Positions de la règle à calcul 
pour calculer y/ [ 1 -\-(b/a) 2 ] 


2.2-13 Exemple d’élévation au carré: 

4,5 2 = 20,25 

Cubes et racines cubiques. On trouve sur l’échelle K les cubes des nombres de l’échelle D. 
Le calcul des cubes et des racines cubiques est semblable à celui des carrées et des racines carrées. 

Calcul de c y/(a 2 +b 2 ). De telles expressions sont fréquemment calculées. On peut toujours 
supposer a>b et on calcule alors c comme la valeur de a—\/[\ -{-(b/a) 2 ]. en procédant ainsi: 

On calcule b\a au moyen des échelles C et D, on lit directement (b/a) 2 sur l’échelle des carrés, 
puis on additionne 1 mentalement; on positionne sur 1 +(b/a) 2 de l’échelle des carrées, on 
lit y/[ \ -\-(b/a) 2 ] sur l’échelle D, enfin on obtient le résultat en multipliant par a. Tout ceci est 
illustré par la figure. 

Echelles trigonométriques exponentielles et échelle de Pythagore. En général, le dos de la ré¬ 
glette contient d’autres échelles une échelle des sinus et tangentes pour les petits angles de 34,5' 
à 6° pour lesquels on considère les valeurs du sinus et de la tangente comme égales; une échelle 
des sinus pour les angles de 5° 45' à 90°; une échelle des tangentes qui sert à calculer les tan¬ 
gentes et les eolangentes: elle va de gauche à droite pour les angles de 5° 45' à 45° et dans 
l’autre direction pour ceux de 45° à 84° 15'; P échelle de Pythagore , donnant les valeurs de 
y/(\ —je 2 ), sert à calculer les cosinus. Les échelles exponentielles, surtout utiles dans des calculs 
spécialisés, nécessiteraient des explications plus poussées qu’il ne semble pas opportun de déve¬ 
lopper dans cet ouvrage dont le propos est d’exposer dans cette partie uniquement les prin¬ 
cipes de base de la règle à calcul. 

Précision des calculs. Le domaine d’application de la règle à calcul n’est limité que par la 
précision des résultats obtenus. Avec une règle de 25 cm, on évalue l’erreur de lecture à envi¬ 
ron 0,1%, erreur qui est doublée si la règle ne mesure que 12,5 cm de long. Au cours d’un 
calcul, plusieurs déplacements de la réglette ou du curseur augmentent l’erreur moyenne selon 
la loi de Gauss sur la propagation des erreurs. Pour quatre positionnement, cette erreur atteint 
0,2%. Même lors de calculs simples il est conseillé de faire plusieurs fois les calculs et de 
prendre la moyenne des résultats obtenus. 

Disques à calcul. Ce sont des instruments dans lesquels le support des échelles logarithmiques 
n’est plus une droite mais un cercle. Les roues à calcul ont leurs échelles gravées sur les faces 
de disques concentriques glissant l’un contre l’autre. Cette forme de règle à calcul présente 
l’avantage d’avoir, pour des dimensions semblables, des échelles comparativement plus longues 
et de diminuer le risque d’un déplacement accidentel de la réglette puisque le frottement de la 
réglette contre la règle est toujours maximal. Il en résulte une meilleure précision. 

Afin d’augmenter encore la précision, les échelles des tables à calcul sont divisées en plu¬ 
sieurs parties disposées parallèlement les unes aux autres. Ces parties dans les cylindres à calcul 
sont réparties le long de la surface d’un cylindre. Il existe de tels cylindres construits de ma¬ 
nière à donner la même précision que les calculs faits au moyen des tables de logarithmes à cinq 
chiffres. 

On trouve de nos jours toutes sortes de règles à calcul spécialisées dans le calcul de for¬ 
mules particulières à des domaines aussi variés que l’électronique, l’hydraulique, la construc¬ 
tion en béton, la topographie, la navigation ou l’optique. Il faut cependant reconnaître que du 
fait de l’apparition de calculateurs de poche , à bon marché, aux performances de plus en plus 
élevées, la règle à calcul a perdu une grande partie de son intérêt pratique. 
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3. Développement du système numérique 


3.1. 

Les nombres entiers naturels N.. 

77 

3.4. 

Les nombres entiers relatifs Z .. 

. 81 

3.2. 

Les nombres rationnels absolus. 


3.5. 

Les nombres réels R . 

. 82 


Les fractions. 

79 

3.6. 

Les fractions continues . 

. 83 

3.3. 

Les nombres rationnels Q . 

80 

3.7. 

Les nombres complexes C . 

. 85 

Il 

n’y a pas de domaine où l’homme 

ne soit 

pas confronté à des calculs simples. Les 

nom- 


bres qu’on utilise ainsi sont des moyens de comprendre et de dominer d’une manière quantita¬ 
tive le monde. Mais les énoncés de portée générale ne peuvent s’ appuyer sur des opérations 
arithmétiques que lorsque sont connues les lois qui régissent ces calculs. Toute l’expérience 
accumulée des millions d’applications que connut l’histoire de l’humanité réside dans les règles 
qui régissent les calculs et dont l’ensemble peut être réduit à quelques axiomes et concepts fonda¬ 
mentaux. Les bases de cet ensemble déductif de règles de construction du système numérique 
sont la théorie des ensembles et la logique mathématique. De là, se déduisent les entiers naturels, 
puis les autres ensembles de nombres. 


3.1. Les nombres entiers naturels N 

Les entiers naturels om pour origine la fusion des nombres cardinaux , qui permettent de com¬ 
pter, et des nombres ordinaux , qui permettent de ranger dans un certain ordre. Dans ce qui 
suit il ne sera fait aucune distinction entre les cardinaux et les ordinaux. 

Les axiomes de Pcano. Dès 1891 Pcano montra que toutes les propriétés des nombres entiers 
naturels pouvaient être déduites de cinq axiomes, qui depuis portent son nom. 


Système 
d’axiomes 
de Pcano 


1. 0 est un nombre. 

2. Tout nombre n possède un et un seul successeur ri. 

3. 0 n’est le successeur d’aucun nombre. 

4. Des nombres distincts ont des successeurs distincts. 

5. Si un ensemble de nombres entiers naturels contient 0 et contient aussi le suc¬ 
cesseur de tout élément lui appartenant, alors cet ensemble est l’ensemble de tous 
les entiers naturels. 


Selon ces axiomes tout entier naturel différent de 0 peut être décrit comme un successeur et 
donc comme le succcscur d’un successeur etc. ... d’un successeur de 0. Mais au lieu de la 
notation 0, 0', 0", ...,()("),... on utilise simplement le système positionnel à base 10 et on écrit 
0, I, 2, .... De plus l’axiome 5 donne la justification de la méthode d'induction mathématique 
(raisonnement par récurrence). 

L’induction mathématique. Cette méthode est utilisée pour démontrer qu’une proposition P(n) con¬ 
cernant les entiers naturels est vraie pour tout entier n. Par exemple P(n) : 1 +2+4+- f-2” 2 n+1 — 1 

est vraie quel que soit n. Le raisonnement par induction consiste à considérer l’ensemble M des 
entiers naturels n pour lesquels P(ri) est vraie. Si l’on peut montrer que 1) 0 appartient à M 
c’est à dire que la proposition P( 0) est vraie (base de l'induction) et que 2) si n e M alors 
ri g M c’est à dire que la validité de P(n) (hypothèse de Vinduction) implique celle de P(ri), 
alors selon le cinquième axiome de Pcano, M doit être égal à l’ensemble de tous les entiers na¬ 
turels et P(n) est donc vraie pour tous les entiers naturels. Dans l’exemple proposé P( 0) est 
évidemment vraie: 1=2—1 et si on suppose la proposition vrai pour n on en déduit que 

14-2+4 +-|-2 W +2' H1 2" +1 — 1 + 2 W+1 = 2 n+1 (l + l)— 1 2 W+2 —1, en d’autres termes que 

P(n-\- 1) est vraie. lien résulte que la proposition est vraie pour tous les entiers naturels. 

L’induction mathématique ne sert pas seulement à prouver comme précédemment, la validité 
de théorèmes, clic permet de définir et de construire des objets mathématiques de manière 
récurrente (pas à pas), chaque étape utilisant les résultats de la précédente. Dedekind a montré 
dans son “théorème de justification’’ qu’une telle méthode ne peut entrainer de contradictions 
logiques. 

Operations sur les entiers naturels N- L'addition est définie par m+0=0+/w= m et (m +«')— 

■(m + ri)’ et la multiplication par awx0=0Xw= 0 et mXri =mX n-\-m. Ces définitions récurrentes 
déterminent de manière unique l’addition et la multiplication. Par récurrence on en déduit les 
propriétés des opérations d’addition et de multiplication. 
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Commutativité 

a+6=6+a a-6=6 a 

Associativité 

(fl+6) + c=fl+(6+c) (a • 6) • c=a • (6 ■ c) 

Distributivité 

a • (6+c)=a • 6+a • c 


La démonstration de l’associativité de l’addition, par exemple, s’expose ainsi: la propriété 
est vraie pour c=0 car (fl+6)+0 = fl+6 et fl+(6+0) = fl+6; si on suppose l’associativité vraie 
pour c tu c’est à dire (a+6)+/i a ] (b \-n) il suffit de vérifier qu’elle est aussi vraie pour 
c=/f + l; on a (fl+6) +«' = [(a+6)+/ï]' = [a + (6+/*)]' = a + (6+a)' = fl+(6+/T) et d’après le 
cinquième axiome de Peano l’associativité est donc vraie pour tous les entiers naturels. 

Les opérations portant sur plus de deux termes sont définies par récurrence; par exemple 

fli+fl 2 +-|-fl„=(fl 1 +fl 2 +-+fl„ ou bien fljXfl 2 X • • -Xa„ (fljXflaX • • •X0„_ 1 )Xfl ll . On 

peut aussi démontrer par récurrence que dans toute somme ou tout produit on peut arbitraire¬ 
ment ajouter ou ôter des parenthèses. 

Soustraction et division. Elles sont définies comme les opérations inverses respectives de l’ad¬ 
dition et de la multiplication: si, deux nombres a et b étant donnés, il existe un nombre x tel 
que a-\-x b alors x b — a est la différence de b et a et x est déterminé de manière unique. 
De même si pour des nombres fl+0 et b il existe y tel que aXy b alors y est unique et c’est 
le quotient y b\a des nombres b et a. Bien sûr, pour des nombres quelconques a et 6, les 
nombres x et y peuvent ne pas exister comme le montrent les exemples suivant 3+*=2 et 3x y=2. 

La soustraction et la division ne sont pas toujours réalisables dans l’ensemble des entiers naturels. 

C’est le désir de lever ces restrictions qui a donné naissance à d’autres ensembles de nombres, 

Exponentiation. Etant donnés des nombres a^ 0 et //, l’élévation de a à la puissance n> soit fl" est 
une fois de plus définie par récurrence: a 0 1 et a n ’—a n Xa. Les lois usuelles de l’exponentia¬ 
tion (Chapitre 2) sont valables pour la multiplication et l’exponentiation de puissances ainsi que 
pour la division pourvu que le quotient existe. L’exponentiation n’est ni commutative, ni asso¬ 
ciative comme le montrent les exemples: 3 2 =9 mais 2 :l -8, (3 2 ) 3 =9 3 ==729 mais 3 (s3) = 3 H 6561. 

Racines et logarithmes. Si pour des nombres a et n (/I-/-0, 1) il existe un nombre b tel que 

6”=fl on l’appelle racine w ième de a et l’on écrit b y/a. Si pour les nombres a^O et b il 
existe un nombre n tel que a n b alors n est appelé te logarithme en base a de b et on le note 

3 

w = log„6; ainsi 5= y 125 et 6 = log 2 64. 

Résumé des opérations arithmétiques 

Premier ordre: addition et soustraction comme opération inverse. 

Second ordre: multiplication et division comme opération inverse. 

Troisième ordre: exponentiation et ses opérations inverses: extraction de racines et logarithmes. 

La relation x est successeur de x fournit immédiatement un ordre entre deux nombres adja¬ 
cents noté x >x. Pour des nombres quelconques a et b la relation a> 6 ou b<a est vraie si, 
par définition, il existe un nombre entier naturel c^O tel que a 6+c. On peut montrer que 
celte relation est une relation d'ordre strict (voir Chapitre 14). Elle satisfait la monotonie de 
l'addition et de la multiplication ainsi que l'axiome d'Archimède. 


Monotonie de l’addition et de la multiplication: Si a>b alors quels que soient c et d=/- 0, 
fl+c>6+c et aXd>bXd. 


Axiome d’Archimède: Quels que soit a> 0 et 6, il existe toujours un nombre n tel que 
aXn>b. 

On peut monter également que pour deux entiers naturels distincts a et b quelconques on a 
soit a>6 soit 6>a, ce qui signifie que la relation > sur l’ensemble des entiers naturels est une 
relation d'ordre total. 

En ce qui concerne les calculs avec des nombres naturels, les règles usuelles s’appliquent tou¬ 
jours; dans les exemples suivants, on suppose que toutes les opérations peuvent être réalisées: 

a+(6—c)=(a+6)— c=a-\-b—c- a— c+6, (a-c) : (b • c)=a : b, 

fl— (6+c)=(fl—6) —c a—b—c a—c—b, (h — c) : a—(b : fl)—(c : fl), 

a —(b — c)=(a— 6)+c fl—6 +c=a+c— b. 

Des propriétés de la relation d’ordre on peut déduire que si a> 1 la suite des puissances a n 
est strictement croissante et que les racines ou les logarithmes, s'ils existent, sont déterminés 
de manière unique. 
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3.2. Les nombres rationnels absolus. Les fractions 


Les opérations de partage et de mesure nécessitent des nombres sur lesquels on puisse non 
seulement réaliser toutes les opérations arithmétiques existant sur les nombres entiers naturels, 
mais aussi effectuer toute division sans restriction. Le principe d'extension postule que les 
lois qui s’appliquent sur un ensemble de nombres demeurent vraies dans une extension de cet 
ensemble. 

Construction de l’extension des entiers naturels. On considère l’ensemble de toutes les paires 
ordonnées (m, n) d’entiers naturels m et n=£0 et on écrit chaque paire sous la forme fraction¬ 
naire min. On définit sur cet ensemble une relation d’équivalence, c’est à dire qu’on définit 
l’égalité de deux paires ou fractions par la relation: mjn=p\q si et seulement si m • q=n • p. 
Par exemple, les paires 3/1 et 6/2 sont égales car 3X2=6x1. Cette relation d’équivalence per¬ 
met de définir sur l’ensemble considéré des classes d’équivalence en rangeant dans une même 
classe toutes les fractions égales. On obtient ainsi des classes comme {3/1, 6/2, 9/3, ..., 150/50, 
...}. Toute fraction appartient à une classe et une seule. On appelle ces classes les nombres 
rationnels absolus. Chacun de ces nombres rationnels absolus peut être représenté par une des 
fractions qui lui appartiennent. Ainsi le nombre rationnel a { 2/3, 4/6, ..., 18/27, ...} peut 
être représenté aussi bien par 2/3 ou 4/6 que par 30/45. La représentation le plus couramment 
admise est par une fraction dont le numérateur et le dénominateur n’ont pas de diviseur com¬ 
mun autre que 1. Ainsi dans l’exemple précédent on écrit a={2/3}. Les accolades servent à 
distinguer le nombre rationnel absolu de son représentant. 

Opérations arithmétiques et ordre. Les opérations arithmétiques ainsi que l’ordre qui s’appli¬ 
quent aux nombres rationnels absolus ont été définis par analogie avec les règles usuelles con¬ 
cernant les fractions de manière que l’extension précédemment définie satisfasse les règles usuelles 
du calcul pratique. Les définitions des opérations du premier et du second ordre pour deux 
rationnels absolus a={m/n} et p {p/q} sont donc: 

a+ P= {(mq+np)lnq) y par exemple, {2/3} +{ 10/7} ={(2 • 7 + 3 • 10)/3 • 7}={44/21}, 
a —/? = {{mq-np)lnq} y s’il existe c’est à dire si mXq>pXn. 
a • (I = { (mp)l(nq )}, par exemple {3/5} • {20/9}={(3 • 20)/(5 • 9)}= {60/45}= {4/3}, 
aip — {(wq)l(np)}, (/>#0), par exemple, {3/5}/{7/1}={(3 • l)/(5 • 7)}={3/35}. 

Cette dernière règle montre que la division, excepté par 0={0/</}, peut toujours être réalisée. 
On peut vérifier que la soustraction et la division sont bien les opérations inverses de l’addi¬ 
tion et de la multiplication. La soustraction, elle, ne peut pas toujours être réalisée. On définit 
par récurrence des opérations sur plus de deux nombres. 

L'ordre est induit par analogie avec l’égalité: a>p si et seulement si m q>n - p ainsi {8/9}> 
{11/14} car 8x14=112>99=9x 11. 

Toutes ces définitions n’ont de sens, bien sûr, que si elles sont indépendantes du choix des 
représentants de a et p. Cela peut se démontrer et en voici la démonstration en ce qui con¬ 
cerne l’ordre. 

Hypothèse: a={m/n}>p={plq} c’est à dire que mq>np. Soient {mjnj et {pilq x } d’autres 
représentants des nombres a et p, donc mjn^m/n et Pilq x plq. 

Conclusion: Alors { fthl f h}>{Pilqi)‘ C’est à dire que m 1 q l >n l p 1 . 

Démonstration: En multipliant les deux membres de l’hypothèse mq>np par n l q l on obtient 
mqntf^npntfi. Or,-par hypothèse, m x n mn x et p x q pq x ,on obtient donc après substitution m 1 nqq 1 > 
nn x p x q , ce qui après division des deux membres par nq donne le résultat cherché m 1 q 1 >n 1 p 1 . 


La relation d'ordre définie sur l'ensemble des nombres rationnels absolus est totale et elle sa¬ 
tisfait l'axiome d'Archimède. 

On peut donc représenter cet ensemble, en conservant la relation d’ordre, par des points sur 
une demi-droite. Les images des nombres rationnels absolus sur cette demi-droite sont denses , 
c’est à dire qu’entre deux points si rapprochés soient-ils on peut toujours en trouver un troi¬ 
sième: par exemple entre a et p il y a toujours (a \-p)/2. 

Les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité des opérations ainsi que toutes 
les règles énoncées pour les nombres entiers naturels demeurent valables pour les nombres ra¬ 
tionnels absolus. Voici la démonstration de PaSsociativité de la multiplication. Soient a ={/??///}, 
P={pl<l} et y={r/s}. On a alors [a ■ p\ ■ y = {(mp)l(nq)} ■ {r/s}={(mpr)l(nqs)} = {mln} -{(pr)Kqs)} 
=a ■ [p ■ y]. 

Nombres rationnels absolus et entiers naturels. Comme toute extension d’un ensemble, l’en¬ 
semble des nombres rationnels absolus contient un sous-ensemble équivalent à l’ensemble des 


80 3. Développement du système numérique 


entiers naturels: c’est le sous-ensemble qui contient tous les nombres rationnels absolus de la 
forme {m/\}. En effet ce sous-ensemble est stable pour l’addition et la multiplication c’est à 
dire que l’addition ou la multiplication de deux tels nombres en engendre un troisième: 
{k/\ } -|- {//1 }={(/c + /)/l} et {k /\} • {//1 }={kl/\ }. De plus l’ordre est tel que {k/\}>{l/\} si et 
seulement si k>l. Il en résulte que si l’on fait correspondre à tout nombre rationnel absolu de 
la forme {m/l} 1’ entier naturel m, les calculs sur les uns ou les autres nombres sont identiques. 
On dit que: 

Dans rensemble des nombres rationnels absolus , le sous-ensemble des nombres de la forme 
{m/l} est isomorphe à /’ensemble des nombres entiers naturels vis à vis des opérations et de 
l'ordre qui y sont définis. 

A partir de maintenant, il est possible de confondre, par abus de langage, les nombres {k/ 1} 
et k et de les traiter comme des nombres entiers naturels, car ils satisfont aux axiomes de Pea- 
no. De plus, en ce qui concerne les autres nombres rationnels absolus, il est permis de sup¬ 
primer les accolades et donc d’écrire m/n au lieu de {m/n}. 11 ne peut y avoir de confusion 
regrettable puisque les mêmes règles de calcul s’appliquent tant aux fractions qu’aux nombres 
rationnels absolus. Pourtant il existe une différence fondamentale: les fractions 3/7 et 6/14 ne 
sont pas identiques car leurs numérateurs et dénominateurs diffèrent, tandis que les nombres 
rationnels absolus 3/7 et 6/14 sont identiques. Une telle simplification motive le choix des 
définitions des opérations arithmétiques et de l’ordre: elles ont été choisies de manière à faire 
apparaître l’isomorphisme mentionné plus haut. Cela correspond au principe (ou mieux postulat ) 
d’extension de Hankel qui consiste à définir les opérations et l’ordre dans une extension 
d’un ensemble de telle sorte que les lois qui régissent l’ensemble de départ demeurent 
valides autant que possible dans l’extension. Contrairement au principe de récurrence 
qui est une méthode de démonstration, le principe de Hankel ne postule que ce qui serait 
nécessaire à une extension d’un ensemble de nombres et ne constitue en aucune manière une 
démonstration. On peut désormais affirmer que: 

L'ensemble des nombres rationnels absolus est une extension de l'ensemble des nombres entiers 
naturels. Il est composé des entiers naturels et des fractions. 

Operations du troisième ordre. L’élévation à une puissance y=a p où p est un entier naturel 

// 

ne pose pas de problème de définition II en résulte que, pour y donné, les nombres a=\/y 
et p log a y sont bien définis par y a p pourvu qu’ils existent. Mais si p est un rationnel absolu: 

s 

P r/s on définit alors y ~a p connue y \/a r . Si de tels nombres existent dans l’ensemble des 
nombres rationnels absolus, ils sont alors déterminés de manière unique. 

Exemples: 1. Pour a=2/3 et 0 = 3, y=a /, «(2/3) 3 = (2/3)-(2/3)-(2/3)=8/27. 

Si y =8/27 et p=3 alors a—\/y=2l 3 et si y=8/27 et a=2/3 alors/?=log a y=log 2/3 (8/27) = 3. 

2. Pour et=9/16 et 0=1/2 y = a"=(9/16)^= y'(9/16)=3/4. Si y=3/4et 0=1/2 alors a=\/y= 
-\/(3/4)=9/16 car (9/16) 1/2 = 3/4a-si y=3/4 et a=9/16 alors /?=log a y=log 0/10 (3/4)=l/2. 

3. Pour a—2 et p— 1/2 on devrait avoir y—a p ~^j2 mais ce nombre n’est pas un rationnel 
comme il sera démontré plus loin. 
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Pour pouvoir effectuer, sans restriction, la soustraction sur l’ensemble des nombres rationnels 
absolus, on introduit sur l’ensemble des paires ordonnées (voir Chapitre 14) de rationnels une 
relation d’équivalence définie ainsi: (a, p) = (a\ p') si et seulement si a-\-P' —a -\-p. Par exemple 
(12/5, 3/5)=(5/2, 7/10) car 12/5+7/10 5/2-13/5. Les classes d’équivalence de l’ensemble des 
nombres rationnels absolus pour cette relation d’équivalence sont appelées nombres rationnels 
et sont notées pour l’instant {(a, P)}. Pour de tels nombres, les opérations arithmétiques sont 
définies de telle manière qu’elles soient indépendantes des représentants des classes choisies et 
que la soustraction soit toujours possible. Les démonstrations des relations de l’arithmétique (voir 
Chapitre 1) reposent sur le fait que ces relations sont vérifiées par les nombres rationnels absolus. 

Nombres signés. Pour éviter la lourdeur de la notation {(a, p)}, on observe qu’une paire 
(a, P) peut s’écrire (/H-y, P) si a>p , si a<p sous la forme (a, a-\-y) et si a=p sous la forme 
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(a, a). Par exemple: (2, l/2)=(l/2+3/2, 1/2); (3/4, 1)=(3/4, 3/4+1/4); (2/5,4/10)=(2/5, 2/5). 

On introduit alors cette nouvelle notation: 

f( + y) lorsque a=/? + y par exemple (2, 1/2)=(+3/2) 

<5= |(— y) lorsque a + y=/? par exemple (3/4, 1)=(—1/4) 

(. 0 lorsque a = f par exemple (2/5, 4/10)=(0). 

Que cette notation soit indépendante du représentant choisi provient de l’égalité de la différence 
des deux arguments pour des paires égales. Les signes plus et moins sont appelés le signe du 
nombre. Ils ne doivent pas être confondus avec les symboles de l’addition et de la soustraction. 
Les nombres a=( + y) sont dits positifs tandis que les nombres /?=(— y) sont négatifs; y est 
la valeur absolue de a ou [f ce qui s’écrit y=|a|, y— \f}\. On remarque que y est un nombre 
rationnel absolu. On peut définir un ordre sur les nombres rationnels. 

{ lorsque a positif, positif et |a|>|/3|, exemple ( + 7/3)>(+5/6) 
lorsque a positif, f négatif, exemple (+1/100)>(—10) 

lorsque a négatif, f négatif et |a|<|/?|, exemple (—2/3)>(—1). 

Cette définition d’un ordre est compatible avec la relation d’équivalence et satisfait la condition 
de transitivité. La monotonie de l’addition est préservée ainsi que celle de la multiplication par 
un facteur positif. Mais l’ordre est renversé lors de la multiplication des deux membres de l’iné¬ 
galité par un même nombre négatif; par exemple: 

(+5)>(—2) entraîne ( + 5)-|-(— 1 )>(—2) + (— 1 ) et ( + 5)X(+3/4)>(—2)x( + 3/4) 
mais (+5) X (— 1 )< (—2) X (— 1 ). 

L’axiome d’Archimède, modifié en conséquence, s’applique de la même manière que pour les 
nombres rationnels absolus. 

Rationnels et rationnels absolus. L’ensemble des nombres rationnels contient un sous-ensemble 
qui est isomorphe à celui des rationnels absolus: en faisant correspondre à tout rationnel po¬ 
sitif (+y) sa valeur absolue y, on obtient une application bijcctive qui conserve les opérations 
arithmétiques ainsi que l’ordre naturel; par exemple (+y) * (+<$)=(+y * ô). 

L'ensemble des nombres rationnels positifs est isomorphe à celui des nombres rationnels absolus , 
vis à vis des opérations arithmétiques et de l'ordre naturel. 

Etant donné que (+a)+(— f}) -( + a)—(+/?) on peut encore simplifier les notations en sup¬ 
primant le signe +; par exemple (+3/4)+(—2/5)=(+3/4)—(+2/5) 3/4—2/5. 

L’élévation à une puissance, y=a p pour « positif est défini comme ci-dc^sous; ce qui 
n’a de sens que si \a\ ft existe dans l’ensemble des nombres rationnels absolus. Les nombres 

ii 

y y et log a y n’existent que pour certains nombres rationnels positifs, et correspondent alors 
aux définitions mentionnées pour les nombres rationnels absolus. 

L'ensemble des nombres rationnels est une extension de l'ensem¬ 
ble des nombres rationnels absolus. On peut y effectuer sans restric¬ 
tion les opérations du premier et du second ordre , mais pas celles 
du troisième ordre. 


f|a| l/n quand f>0 
a p <1 quand /?=0 

11/|oe|/5| l/?l , quand f<0 


3.4. Les nombres entiers relatifs Z 

Au lieu de construire directement à partir des nombres entiers naturels, l’ensemble des nom¬ 
bres rationnels absolus, puis celui des rationnels ainsi qu’il a été fait précédemment, on aurait 
pu suivre un autre raisonnement (voir Chapitre 1). L’ensemble des entiers relatifs 0, + 1, +2, 
... est d’abord construit à partir de paires ordonnées d’entiers naturels, classées par la rela¬ 
tion d’égalité des différences des deux nombres composant les paires, puis on construit 
l’ensemble des nombres rationnels à partir de paires d’entiers relatifs classés par égalité des 
quotients. L’ensemble des entiers relatifs positifs est isomorphe à celui des entiers naturels. 
L’ ensemble des rationnels contient, à son tour, un sous-ensemble isomorphe à celui des entiers 
relatifs, le sous-ensemble des rationnels de la forme + k. Nous pouvons donc dresser la dia¬ 
gramme des extensions. 



6 Mathématiques 














82 3. Développement du système numérique 


3.5. Les nombres réels R 


Comme les nombres rationnels absolus sur la demi-droite des nombres , les nombres rationnels 
sont denses sur la droite entière. Mais ils ne remplissent pas toute la droite comme le montre 
le raisonnement suivant. Si à chaque segment 5 on associe sa longueur «, nombre positif, alors 
on peut construire, par une suite de triangles rectangles (Figure) les segments s l9 s 2 , .y 3 , a 4 ... 

auxquels correspondent les nombres a l9 a 2 , « 3 , « 4 ,-Si a 4 =l on obtient, par le théorème de 

Pythagore «1=2, «1=3, «1=4,... ce qui donne « 2 =-\/2, « 3 =V 3 » • • •. Ces nombres 

correspondent, sur la droite des nombres aux 
points obtenus en appliquant sur cette droite les 
segments correspondants s lt s 2 . .v 3 , - à partir 

de l’origine. Mais les nombres a 2 =\/2 et a 3 = 

\/3 ne sont pas rationnels. En effet si a 2 =^\/2 
était rationnel on pourrait écrire a 2 =r/s où r et 
s sont premiers entre eux et on aurait donc a§ = 

2 =r 2 /s 2 ; ceci est impossible car si r et s sont 
premiers entre eux, il en est de même de r 2 et 
s 2 et la fraction r 2 /s 2 ne peut être réduite à un 
entier que si s=l, ce qui entraîne la relation 
r 2 = 2 impossible en nombres entiers. De la mê¬ 
me manière on démontre que a 3 et « 5 ne sont 
pas rationnels alors que « 4 ou « n2 ne conduisent 
pas à une impossibilité car r 2 =4etr 2 =w 2 sont 
résolubles en nombres entiers. 

De même, au périmètre d’un cercle dont le 
diamètre d est rationnel doit correspondre la 
longueur nxd ci Johann Heinrich Lambert 
( 1728-1777) a montré que cette longueur n’était 
pas rationnelle. 

Si l’on doit mesurer la longueur de tout seg¬ 
ment, alors un nouvel ensemble de nombres est 
nécessaire, ensemble qui serait une extension des 
nombres rationnels. Ce nouvel ensemble ne 
peut plus être construit, comme précédemment, par paires ordonnées classées selon une relation 
d’équivalence. Mais sa construction peut être suggérée par une analyse théorique du procédé 
de mesure de segments. Pour mesurer un segment avec précision, en fonction d’un segment 
unité e y on utilise successivement les segments e , el 10, e/lOO, ... etc. Chaque division supplé¬ 
mentaire du segment unité contribue à l’apport d’une décimale supplémentaire au nombre 
mesurant le segment. Un nombre décimal ne représente un rationnel que lorsque son dévelop¬ 
pement décimal est fini ou cyclique, ce qui n’est pas le cas en général. 

Les nombres dont le développement décimal est infini forment l'ensemble des nombres réels. 

Ces nombres réels comprennent aussi les rationnels. On peut substituer à tout développement 
décimal fini un développement infini ne comprenant que le chiffre 9 à partir d’un certain rang; 
par exemple 7,58 7,57999. . . 

Approximation par des nombres rationnels. Tout nombre réel peut être approché avec une 
précision arbitraire par des nombres rationnels. Cela est utilisé implicitement dans toute mesure, 
où le nombre mesuré est limité en pratique après un fini nombre de décimales; par exemple 
si le tiers d’un segment de 16 m est donné avec la précision de 0,1 mm = 10 4 m alors quatre 
décimales suffisent, et on approche le nombre 5 + 1/3 par 5,3333. 

Un nombre décimal est complètement déterminé si sa partie entière, c’est à dire le nombre 
relatif qui précède la virgule, est connue et si l’on peut donner une règle permettant de con¬ 
struire successivement chaque décimale. Par exemple pour déterminer « 2 =\/2 on utilise le pro¬ 
cédé suivant: 



a 1 <*2 <*3 ^ a 5 a 6 a 7 a 9 

3.5-1 Construction des segments s lt j 2 ,...et 
des points «,, « 2 ... sur la droite des nombres 


I <a 2 < 2, 

1,4 <« 2 < 1,5, 
1,41 <« 2 <1,42, 
1,414<«2< 1,415, 


l 2 <2<2 2 
car 1,4 2 <2<1,5 2 
1,41 2 < 2< 1,42 2 
1,414 2 <2< 1,415 2 , etc. 


Il en résulte que a 2 =\/2 est contenu dans la suite infinie des intervalles dont les extrémités 
rationnelles sont ( 1 ; 2), (1,4; 1,5), (1,41; 1,42) etc. ... intervalles qui sont emboîtes les uns dans 
les autres c’est à dire que les extrémités de gauche croissent strictement tandis que celles de 
droite décroissent, les longueurs des intervalles devenant arbitrairement petites. Le nombre réel 
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a 2 =v / ^ cst déterminé de manière unique par une telle suite de segments emboîtés. Tous les 
nombres réels peuvent être donnés de la même manière avec une précision quelconque. 

Ordre et opérations arithmétiques. Les réels peuvent être ordonnés par un ordre lexicogra- 
pliiqite: un nombre décimal positif a= 0 , 0 ^^... est par définition plus grand qu’un autre 
nombre décimal positif P^b^bJ ) 3 ..., si a>b ou, dans le cas où a=b , si la première dé¬ 
cimale a t qui est différente de b, est plus grande que b h Par exemple 3,78634>3,78629. Si 
on ordonne les nombres réels négatifs par symétrie, les propriétés de transitivité et d’antisy¬ 
métrie vérifiées par la relation ainsi définie, ainsi que le fait que deux nombres sont toujours 
comparables, en font une relation d’ordre total Sur l’ensemble des réels. Les réels peuvent être 
représentés, avec conservation de l’ordre, par les points d’une droite, la droite des nombres 
réels, et ce d’une manière bijcctivc c’est à dire sans “trou”. Les opérations arithmétiques du 
premier et second ordre portant sur des réels définis par des segments emboîtés sont le prolon¬ 
gement de celles portant sur les extrémités rationnelles des segments. Par exemple on con¬ 
sidère la division, les autres opérations étant définies de même. Etant donnés deux réels po¬ 
sitifs a et p=£Q définis par les segments emboîtés respectifs (a,, a\) et (b h b\) on cherche à con¬ 
struire a/p. Puisque et que !/£,< !//?< l//>, on a a l lb' t <aip<a' i lb l \ les intervalles 

(a ( /b h Oi/bi) forment une suite de segments emboîtés qui définissent le nombre a/p. En effet 
les extrémités inférieurs forment une suite bornée croissante tandis que les extrémités a l ( jb l for¬ 
ment une suite bornée décroissante et la longueur /„ du n iàn 1C intervalle vaut: 




!(«;,- "„) /yl A,)l 

M.l 




Les facteurs b'„ et a„ intervenant dans le numérateur étant bornés et les facteurs entre paren¬ 
thèses pouvant être arbitrairement petits pour n suffisamment grand le numérateur peut être 
aussi petit que l’on veut tandis que p étant différent de zéro le dénominateur admet une borne 
inférieure positive pour n suffisamment grand. La longueur des segments peut donc être rendue 
arbitrairement petite et ce sont donc bien des segments emboîtés. On note a/p le nombre réel 
défini par ces segments. Si a ou p ou les deux sont négatifs le même raisonnement, modifié 
de manière appropriée, permet de définir de même a/p. 

Pour définir les puissances a ft (a>0) on considère les intervalles (a t h L^'i h, )‘ Ils forment encore 
une suite de segments emboîtés, mais en général les extrémités de ces segments ne sont plus 
rationnels. Ce problème est résolu par le théorème, non démontré ici, qui affirme que l’ensem¬ 
ble des réels est complet . 

Une suite quelconque (/;„ p ,) d’intervalles emboîtes d’extrémités réelles définit un réel, et un seul, 

p tel que p l <p<p\ pour tout /. 

La suite des intervalles {(«/’', a\ b i)} définit donc un réel unique que l’on note aP. 

Les opérations arithmétiques ainsi définies suivent les mêmes lois que celles qui agissent sur 
l’ensemble des rationnels. 

L'ensemble des nombres réels est une extension de celui des nombres rationnels. Il contient 
en particulier toutes les racines des nombres positifs. 

La construction des nombres réels ne pouvait qu’être esquissée ici; il faut mentionner que, en 
toute rigueur, il serait nécessaire de définir une relation d’équivalence entre les suites d’inter¬ 
valles emboîtés et considérer les classes correspondantes. Cette méthode, menée avec soin, est 
une authentique méthode de construction de nombres réels. 

Autres méthodes de construction. Eudoxus (environ 408-355 av. J.C.) peut être considéré 
comme un précurseur de la théorie des nombres réels. Ses idées, fondées sur la géométrie, furent 
reprises par Karl Weierstrass (1815-1897) et Richard Dedekind (1831-1916) et développées à 
l’aide des méthodes arithmétiques et analytiques modernes. La méthode des intervalles emboîtés 
revient à Weierstrass tandis que Dedekind introduisit les nombres réels par des coupures de 
l’ensemble des rationnels. Gcorg Cantor (1845-1918), quant à lui, les construisit au moyen 
des suites de Cauchy. 

Les ensembles obtenus par ces diverses méthodes se correspondent par des isomorphismes 
avec préservation de l’ordre: on peut considérer qu'il n'existe qu'un seul et unique ensemble de 
nombres réels. 


3.6. Les fractions continues 


Fractions continues d’ordre //. Soient /> 0 , b l9 b 2 , ..., b n des entiers relatifs tels que b k > 0 si 

6 * 
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k> 0. La fraction continue d’ordre n ayant b 0 pour terme initial et les b l9 b 2 , b n comme 
dénominateurs est définie par l’expression suivante et on la note [ b 0 ; b l9 b 2 , b n ]. 


V+1 


/V 


'lbo + 


l lb n . 


Exemple: n— 3; b 0 = 2; b x — 3, 6 2 = 1» ^3=4 
-[2; 3, 1, 4]-43/19 
2 +!/[ 3 + l/( 1 +1/ 4 )]. 


Fraction approchée. Si a est une fraction continue d’ordre «, on appelle fraction approchée 
de a d’ordre k (k<n) la fraction continue d’ordre k s’arrêtant au k &me dénominateur. Par 
définition, une fraction continue peut s’écrire sous la forme d’une fraction ordinaire. On ob¬ 
tient donc 

[bol M VI l//>i (bo^+DIb^AJB^ 

[b 0 \ b l9 b 2 ] b {) | 1/0!-1-1//; 2 ) (WvHH b 0 )l(/ h b 2 \ [) AJB 2 , 

00 ; ^ b l9 b 3 ] =b 0 I 1 /[/;, -I-1 /0o I 1 //>:,)] 

=(WV^+0+W+^+l)/(^^+l)+«-4a/^ 

où tous les /t f et les sont des entiers. Par exemple, la fraction continue [2; 3, 1,4,2, 1,2] a 
pour seconde fraction approchée [2; 3,1] qui vaut 2+1/(3 T1 ) =9/4 avec A 2 9 et B 2 4. 

Si on définit, par souci de compatibilité, A {) /> 0 , A^-l, /f_ 2 =() et B () 1, B L 0, B_ 2 - 1, on 
peut par induction mathématique établir pour A k et B k les formules de récurrence: 


Formules de récurrence 


A k — b k A k i~\~A k B k — b k B k .~i~\ B k ~ 2 


Exemple : 
par définition 


k 

K 

A k 

B k 


—2 

0 

1 


—10 1 2 
— 2 3 1 




4 

2 


95 

42 


5 

1 


138 

61 


2 quantités données 
quantités calculées. 


L’exemple [2; 3, 1, 4, 2, 1, 2] montre que pour calculer A k , ou B ki on multiplie la valeur b k 
au dessus de A k par la quantité à gauche A k t déjà calculée et on ajoute au résultat la quan¬ 
tité encore à gauche A k _ 2 . Ainsi aux endroits indiqués par des flèches sur la figure on calcule 
sucessivcmcnt 0-| 1x2 2 et 7 | 9x4 —43. Cette méthode donne les fractions approchées 
AJB l 7/3 2,33; A,/B, 9/4 2,25; AJB 2 43/19-2,2631 ; AJB A = 95/42 2,2619; AJB rt 138/61 
2,2623; AJB 6 371/164 2,262195 [2; 3, 1, 4, 2, I, 2]. 

Si l’on compare les dernières fractions obtenues on comprend que l’appellation de fraction 
approchée est parfaitement justifiée. 


Les fractions approchées tendent progressivement vers la fraction qu'elles approchent ,• alter¬ 
nativement à droite et à gauche , avec une précision croissante. 


Tout nombre rationnel peut s’exprimer sous forme d’une fraction continue. 


Exemple. Soit 964/437 la fraction considérée; on obtient r 964/437—2-|-90/437 que l’on écrit 
r /? 0 + i//'i avec b 0 [r], partie entière de #*, c’est à dire l’entier le plus grand inférieur ou égal 
à r. On recommence avec r t d’où r t 437/90 4T77/90 ^4 l/r 2 et on continue ainsi jusqu’à ce 
que /*„ soit entier et constitue ainsi le dernier dénominateur b„ de la fraction considérée. 
L’exemple choisi donne ainsi: 

,=964/437 2 +1 4 + , 

/ 5 +«/ | ,, 

r [2; 4, 1, 5, 1, 12] 1 1 1 l / 12 , 


L’exemple 1/2 0 Tl/ 2 0 |-1 /[ 1 T (1/ 1 )] soit [0; 2] — [0; 1, 1] montre que le dévelop¬ 

pement d’une fraction continue n’est pas unique. L’unicité peut être établie, néanmoins, en posant la 
condition b n > 1, condition qui peut toujours être réalisée car [/>„; b l9 b 2 , b in 1] est égal à 0 O ; b l9 b 2y ..., 
/>„ 1 1]. Le développement en fraction continue permet d’approcher un nombre rationnel, dont 
le numérateur et le dénominateur sont peu faciles à manier, par d’autres fractions dont le nu¬ 
mérateur et le dénominateur sont plus petits, ce qui peut éventuellement faciliter la solution 
de certains problèmes. 

Fractions continues infinies. On utilise les fractions continues ayant un nombre infini de dé¬ 
nominateurs pour représenter les nombres réels. Leur maniement est identique à celui des frac- 
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tions continues finies. L’approximation d’un réel est meilleure par des fractions continues que 
par des nombres décimaux. Inversement tout réel peut être représenté par une fraction continue 
finie ou infinie, et en fait 

Le développement d'un réel en fraction continue est fini si et seulement si le nombre est ra¬ 
tionnel. 


Ici aussi, les fractions approchées tendent vers le nombre réel, alternativement à droite et à 
gauche avec une précision croissante. 


Exemple: Soit a \J2 un rcel à développer en fraction continue. La notation [a] désigne le 
plus grand entier inférieur ou égal à «. 

On obtient: 1. a ~ b 0 + (a — [a]), b 0 [a], a — [a] =1 /a x ; 

2. cti=bx H-(a! — [aj), Ai—laJ, ai—[aj = l/a 2 ; 

3. a 2 = b 2 b(a 2 — [« 2 !)» 6 2 =[a 2 ], a 2 —[aj = l /a 3 ; 


Si on utilise l’inégalité l<-\/2<2 on obtient: 

1. « =1 -f(\/2 — 1), 6 0 =i, V 2 - 1 = ^/ai> «i=(V 2 + , )/[(V 2 —(V 2 ~i or-V 2 +i; 

2. a 1 =2+(\/2 — 1), 6i=2, ^/2—\=lla z> a 2 =^/2+l; 

3. a 2 —2+(\/2 — 1), l H 2, V 2 — !==!/« 3 , «a=V 2 U 

on obtient ainsi la fraction continue périodique [1; 2, 2, 2, ...] représentant le réel a—y/ 2. 


On peut alors calculer les fractions approchées par la méthode donnant A k et B k : 


k 

b k 

A 

B k 


— 2—101 
— 1 2 

0 113 

I 0 12 


2 3 4 5 6 

2 2 2 2 2 

7 17 41 99 239 

5 12 29 70 169 


on obtient ainsi, par exemple AJB 6 = 239/169= 1,414201 alors que ^ 2 — 1,414214 .... 

Les fractions approchées convergent vers \/2. 

Ce n’est pas un hasard si la fraction continue obtenue dans le développement de ^/2 est 
périodique. En effet de telles fractions continues apparaissent toujours dans le développement 
des nombres appelés irrationnels quadratiques , ou nombres quadratiques , c’est à dire les nombres 
de la forme (a+b'sjDfic où a , bf- 0, c^0 et D sont des entiers (/>> 1 n’étant pas un carré). 
Lagrange montra que le développement d’un nombre quadratique en fraction continue est 
toujours périodique. Inversement, Euler avait déjà montré qu’un développement périodique 
représente un nombre quadratique. 


3.7. Les nombres complexes C 

Si 011 peut sur l’ensemble des réels effectuer sans restriction les opérations du premier et 
second ordre, ce n’est pas le cas des opérations du troisième ordre. Par exemple la puissance 

n 2 

a lln — y a n’existe pas si a est négatif et n pair: y—4 n’est pas un nombre réel. Pourtant 
de telles racines de nombres négatifs sont parfois utiles comme, par exemple, dans la formule 
de Cardan qui donne les solutions d’une équation du troisième degré (voir Chapitre 4), dans 
le cas dit “d’irréductibilité” lorsque les racines sont réelles et distinctes. Pour pallier à cette 
insuffisance on construit une nouvelle extension de l’ensemble des nombres réels. 

Construction des nombres complexes. On considère, selon la méthode rencontrée plusieurs 
fois au cours de ce chapitre, l’ensemble des paires ordonnées («, b) de nombres réels. On mu¬ 
nit cet ensemble d’une relation d’équivalence qui ici n’est que la simple identité: («, b) est équi¬ 
valent à ( à , b') si et seulement si a=a et b b'. Chaque classe d’équivalence contient donc une 
et une seule paire, ce qui permet de confondre la classe {(#, b)} et l’unique paire (a, b) qu’elle 
contient. 
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Chaque classe d’équivalence, ou chaque paire de réels, est appelée nombre complexe. On dé¬ 
finit les opérations arithmétiques du premier et du second ordre par les relations: 

Si z x =(a ly b x ) y z 2 =(a 2y b 2 ) alors 

z x ±z 2 (^i=b^2» z i z 2 = ( fl i û, 2 — b x b 2> a x b 2 -^-b x a^) y 


*i 


/ a x a 2 -Vb x b 2 
V a\+b\ 


V2-V1 \ 

4-i-^i /’ 


z 2 7 ^(^) 0 ). 


Il est facile de vérifier que, d’une part, la soustraction et la division sont les opérations inver¬ 
ses de l’addition et de la multiplication et que, d’autre part, les propriétés de commutativité, 
d’associativité et de distributivité sont vérifiées pour l’addition et la multiplication. Par exemple 
on vérifie la propriété de distributivité comme suit: soient les nombres complexes z t =(a h b t ) 
pour /' variant de 1 à 3, on a alors 

b x ) (a 2 +a 3y b 2 -\-b 3 ) 

{a Y a 2 + a x a 3 —b x b 2 —b x b 3y a x b 2 + a x b 3 + b x a 2 + b x a 3 ) ; 
d’autre part z x z 2 +z x z 3 \a x a 2 — b x b 2y a x b 2 -\-b x a 2 )-\-{a x a 3 — b x b 3y a x b 3 -\-b x a 3 ) 

=ia x a 2 —b x b 2 + a x a 3 —b x b 3i a x b 2 + b x a 2 + a x b 3 + b x a 3 ). 


Les deux expressions étant identiques, z 1 (z 2 +z 3 )=z 1 z 2 -hz 1 z 3 . 

De plus, toutes les lois concernant les opérations sur les nombres réels sont encore valables 
pour les nombres complexes, à l’exception des relations qui font intervenir la relation d’ordre 
“plus grand que”. L’ensemble C des nombres complexes peut être ordonné totalement de 
plusieurs manières; par exemple par comparaison des modules puis, en cas d’égalité, par com¬ 
paraison des arguments, mais il a été prouvé qu’il n’existe sur C aucune relation d’ordre total 
compatible avec l’addition et la multiplication. 

Nombres complexes et réels. Comme toute extension, l’ensemble des complexes contient un 
sous-ensemble isomorphe à l’ensemble des réels. C’est l’ensemble des nombres de la forme 
(a, 0), pour lesquels on a (a y 0)+(fl', 0 ) = (a-\ a', 0) et ( a , 0) • (a • 0) (aa' y 0). On peut donc 
écrire simplement a au lieu de ( a y 0). Les nombres de la forme (0, b) sont appelés nombres 
imaginaires purs. En particulier le nombre (0, 1) noté i est Vanité des imaginaires purs. Puisque 
l’on peut à présent supprimer, sans risque d’erreur, les parenthèses intervenant dans les opé¬ 
rations arithmétiques, on peut écrire (0, b) ( b y 0)X(0, l)= 6 i et (a y b)=(a y 0)+(0, b) a-\-bi. 


De plus iX i=(0, l)X(0, !)=(—!, 0)=—1. 


Unité imaginaire pure 


=— 1 


Tout nombre complexe peut s'écrire comme la somme d'un nombre réel et d'un imaginaire 
pur: z a-\-bi. Les nombres réels a et b sont appelés respectivement partie réelle et partie ima¬ 
ginaire de z. 


Représentation géométrique des nombres complexes. On définit dans le plan un système carté¬ 
sien d’axes rectangulaires et on note les réels sur l’axe des x et les imaginaires purs sur l’axe 
des y en prenant i comme unité. Le nombre complexe z ~a-\ \b peut être ainsi représenté par 

—► 

le point Z dont les coordonnées sont (a, b) y ou par le vecteur Z joignant l’origine à ce point. 
La correspondance nombre complexe-point du plan ou nombre complexe-vecteur est bijective. 




3.7-1 Addition des nombres 3.7-2 Module et Argument 
complexes d’un nombre complexe 


Formules de transformation 

a—r cos <p 

ça 

<5 

II 

r >0 réel 

b=r sin 9 1 

cos (p=a/r y 

sin (p=bjr 

z=a~Yb\ 

z=r( cos (p -| - i 

sin (p) 



3.7-3 Multiplication des nombres 
complexes 
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A la somme z=z 1 +z 2 , correspond la somme vectorielle Z=Z 1 +Z 2 , effectuée par la règle du 
parallélogramme (Figure). 

Pour donner une interprétation géométrique du produit, on représente le nombre complexe 
z=a-\-\b par son module r (longueur du vecteur Z) et son argument y qui est l’angle que fait 

le vecteur Z avec Taxe des réels positifs (Figure). Il faut remarquer que cp n’est déterminé 
qu’à un multiple de 2 n près et qu’il est mesuré dans le sens trigonométrique, c’est à dire dans 
le sens inverse des aiguilles d’une montre. 

Le produit z 1 z 2 =r 1 (cos <Pi+i sin <p 1 )Xr 2 (cos (p 2 - 1-i sin <p 2 ) peut être transformé, en utilisant 
les propriétés des sinus et cosinus, en z 1 z 2 =r 1 r 2 (cos [g^+çj+i sin [<Pi+<p 2 ]). Cela conduit à 
l’interprétation géométrique suivante de la multiplication : le triangle formé par les points 
0, Z 2 , Zj, Z 2 est semblable au triangle formé par les points 0, +1, Z x car l’angle est com¬ 
mun aux deux triangles et les côtés adjacents sont dans le même rapport: r x r 2 \r 2 =r 1 : 1. Ceci 
donne une construction simple du produit. 

Puissances et racines. On définit z", pour un entier naturel n y comme d’habitude par z° = l, 
z » \ i=z n • z. En faisant un raisonnement par récur- 


Formule de Moivre 


z n =r n (cos n<p +i sin tup). 


rence et en utilisant les propriétés de l’addition 
on en déduit l’importante formule de Moivre 
Pour n= —1, la formule donne z -1 = /* -1 (cos(— q >)-\-i sin (— (p)) soit z -1 =r“ 1 (cos cp —i sin (p) 
et par récurrence: z~ n =r~ n (cos (ncp )—i sin {tup)). 

n 

On note yz un complexe w dont la /i-ième puissance vaut z, c’est à dire une solution de 
l’équation w n —z. Si on écrit w sous la forme ç(cos ?/;+i sin xp) alors w” -z=r(cos (p -\-\sin (p) y 

n 

donc en utilisant la formule de Moivre: Q n ~r y Q=y/r y xp^=(pln-\-k ■ 2jt/n y soit w 

n 

yr[cos((pln+k -2jiln )~\-i sin (tp/n+k • In/n)]. Si w n’est pas nul, on obtient ainsi n solutions distinctes 

n 

pour k =0, 1,.../!—1. Dans l’ensemble des nombres complexes, le symbole yz n’est pas restreint 
à une seule valeur: il correspond en fait à n valeurs distinctes. La théorie des surfaces de 
Riemann (voir Chapitre 23) montre comment s’accomoder de ce fait. En particulier, lorsque z 
est réel et positif, il existe une valeur dite principale qui est la seule racine n-ième réelle po¬ 
sitive. Les extractions de racines peuvent être réalisées sans restriction sur l’ensemble des nom¬ 


bres complexes. Parmi les n valeurs de ÿ/z il y 

4 

Exemple: Pour obtenir les valeurs de y—1 on pose: 
z = 1 [cos(180°+A: -360°)+i sin (180° |-A: • 360°)] 
w=\ [cos(180°/4 l-Â: • 90°) + i sin (180°/4+A: • 90°)] 
k =0 donne h> 0 =cos 45° -j- i sin 45°, 
k = 1 donne u^cos 135°4-i sin 135°, 
k—2 donne w> 2 =cos 225°+i sin 225°, 
k = 3 donne »v 3 =cos 315°-j-i sin 315°. 

Pour k—4 on a ip 4 —405°=360°+45° donc 
w 4 = w 0 y w 6 =Wi, ... (Fig.). 


a r lln (cos içp[n )-|-i sin (tp/n)). 




& 

3.7-5 Les valeurs complexes de \/(+l) 
(racines 5-ième de l’unité) 


3.7-4 Valeurs complexes de \/(— 1) 


Exemple: Pour obtenir les valeurs de y+lon pose: 
z 1 [cos (k • 2n)-\-\ sin(A: -2 n)] y 
w— I [cos 2knl5-\- \ sin 2 kn\ 5], 
k—Q donne la valeur principale »v 0 = + l, 
k 1 donne vv^cos 72° + i sin 72°, 
k 2 donne w> 2 ^cos 144°+isin 144°, 
k— 3 donne >v 3 =cos 216°+ sin 216°, 
k=A donne w 4 =cos 288°+i sin 288°, 
pour k = 5 on a^5=360°, et donc — ... 

(Figure). 
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Les racines n-ièmes de l'unité sont représentées dans le plan complexe par des points qui 
appartiennent à la circonférence du cercle unité et la divisent en n parties égales. 

Pour un nombre rationnel a, la puissance z“ est définie selon la définition correspondante 
des puissances des nombres rationnels. Si a est positif et (i=r/s où r et s sont des entiers po- 

s. 

sitifs, alors z a est égal à yz r ; si « est négatif on définit z a comme l/z _a . Le théorème fon¬ 
damental de l’algèbre classique a été démontré, de plusieurs manières, par Gauss: 

L’ensemble des nombres complexes est algébriquement clos; cela signifie que toute équation 
algébrique à coefficients complexes a au moins une solution dans cet ensemble. 

Remarques historiques sur Pcnsemblc des complexes. Les racines des nombres négatifs furent 
utilisées au milieu du 17 èmc siècle et furent connues depuis sous le nom de nombre imaginaires. 
L’ouvrage de base au 17 ème siècle était un livre de Raphaël Bombelli qui datait de 1572 et qui 
contenait une importante théorie des nombres imaginaires purs. Plus tard, la théorie- des nombres 
complexes progressa sous l’influence de Jean Bernouilli (1667-1748), Léonard Euler (1707- 
1783) et surtout Cari Friedrich Gauss (1777-1818). La représentation des nombres complexes 
dans le plan revient à Caspard Wessel (1745-1818) et Jean Robert Argand (1768-1822); elle 
devint largement utilisée sous l’autorité de Gauss (le plan gaussien). Les nombres complexes 
sont à la base de la théorie des fonctions de variable complexe , ou Analyse Complexe. 
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4.1. Le concept d’équation 


Remarques historiques 

De même que les nombres, les équations appartiennent aux premiers résultats mathématiques 
obtenus par les hommes. On les trouve dans les plus vieux documents mathématiques écrits, 
par exemple, dans les textes cunéiformes des anciens babyloniens, qui remontent aussi loin que 
le troisième millénaire avant Jésus-Christ, et dans les vieux papyrus égyptiens du Moyen Empire, 
en 1800 avant Jésus-Christ. 

En accord avec la structure de la société babylonienne les questions de partage d’héritage 
étaient du plus haut intérêt. Le fils aîné recevait toujours la plus grande part, le second plus 
que le troisième, et ainsi de suite. Voici un problème de partage du même genre: 

10 frères doivent se partager 1+2/3 mines d’argent. 

Un frère s’est battu avec ses frères (au sujet de sa part d’héritage). Ce qu’il a pris, je ne 
le sais. La part du huitième est six sicles. Frère après frère, combien a-t-il pris? 

Une mine est une ancienne unité de mesure orientale, égale à 60 “sicles”. Le problème se 
résoud à l’aide d’une progression arithmétique; le plus jeune frère reçoit (2+48/60) sicles, et à 
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chaque fois le suivant reçoit (1+36/60) sicles de plus; Famé reçoit (17 + 12/60) sicles, et les 10 
tous ensemble 100 sicles ou 1 mine 2/3. 

Alors que dans le problème babylonien l’inconnue est décrite assez clairement, dans le papy¬ 
rus égyptien elle est notée par l’hiéroglyphe “h” qui représente un amas, une collection. De 
tels calculs de h arrivent plutôt fréquemment; ils correspondent à nos équations linéaires. Une 
comparaison entre le texte égyptien du papyrus de Moscou et la notation moderne éclaircit ce 
point: 


Traduction littérale 

Notation moderne 

Forme de calcul d’une collection, compté 1 fois 1/2 avec 4; 10 est 
atteint. Quel est le nom de la collection? 

3jc/2+4= 10 

Vous calculez le montant de 10 sur 4; 6 apparaît 

10—4=6 

Vous calculez avec 1V a pour trouver 1 ; 2/3 apparaît 

1 : 3/2=2/3 

Vous calculez 2/3 de 6; 4 apparaît 

6-2/3=4 

Regardez: 4 est le nombre. Vous avez fait un calcul correct. 

x=4 


Avant qu’un langage symbolique al¬ 
gébrique n’ait été développé, les équa¬ 
tions devaient être écrites avec mots. 

Même François Viete (appelé usuel¬ 
lement Vieta 1540-1603), dont les 
mérites furent grands dans le do¬ 
maine de l’algèbre, exprima le signe 
“être égal” à l’aide du verbe latin 
aequare. Le signe d’égalité d’usage 
courant de nos jours fut proposé 
par Robert Recorde (1510-1558), 
physicien de la Cour Royal, mais un 
temps considérable passa avant qu’il 
ne soit généralement accepté. Il fit 
cette proposition dans un manuel 
d’algèbre, écrit sous forme de dia¬ 
logue, sous le titre “La pierre à 
aiguiser de Wittc” et motiva ce choix 
en disant (Fig. 4.1.1.) “Je fixerai 
comme je le fais souvent en travail¬ 
lant, une paire de traits parallèles, 
ou de lignes jumelles de même 

longueur, ainsi: = — =, car deux choses identiques ne peuvent être plus égales” 


|botobrit,fo; cal îc altcrattô oUjMtiont/ÿ uilll wo> 
pounDca fetoc crâpleB.blcaufc tbc «traction oftqetr 
roote«,tnaie tbc mojc aptlp bee tujougbte. flnbto a» 
u oi Dr tbc tebioufe répétition or tbcfe tuoo;ûca : is t* 
quallr to : 3 tuilt fette as J boe oftrti m luoo;kc Me,a 
paire ofparallelee.oî Œemotoe Unes or one tengtbr, 
t bus:===-=-.bieaufe noe.2. tbptiges.tan be moarc 
cquolle. flnû no in marhe tbere nombtrs. 

I —•==>. I o 2.^. 

—1 — I —^ I ?.ÿ. 

4.1-1 Extrait de “Whetstone ofWitte’’de R. Recorde, 
1557. Première apparition du signe égalité. Au dessus 
de la formule on lit la motivation du choix de ce symbole. 



Equations. Ensemble de solutions 

On part d’un ensemble défini de nombres, le domaine fondamental , et de variables auxquelles 
les éléments de l’ensemble fondamental ou de l’un de ses sous-ensembles, le domaine de va¬ 
riation , peuvent être substitués. 

Pour spécifier le domaine fondamental et le domaine de variation, on note N l’ensemble 
des nombres entiers naturels, Z l’ensemble des nombres entiers, Q l’ensemble des nombres ra¬ 
tionnels, R l’ensemble des nombres réels et C l’ensemble des nombres complexes. Dans la suite, 
sauf précision contraire, le domaine de définition est égal à R. Le concept d’équation peut être 
expliqué par référence au concept d ’expression qui est défini par induction (voir Chapitre 15). 

Expressions. Tous les nombres et toutes les variables sont des expressions. Les sommes, diffé¬ 
rences, produits et quotients de deux expressions sont aussi des expressions. Les exponentielles 
et les extractions de racines d’expressions sont aussi des expressions. La division par zéro est 
exclue; pour le moment, dans l’exponentielle et l’extraction de racines, l’exposant est un nombre 
entier positif et le radicand positif. 
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Exemples d’expressions: 5; 4/7; a\ 4x; b-h 7; 5(a-j-b); (4x+3)ly; * 4 /2; V a - 
Le concept d’expression peut être étendu de façon à inclure, par exemple, sin x, log fl x , e*. 

On dit que l’expression E 1 est équivalente à l’expression E 2 si elles prennent la même valeur 
pour toute valeur prise par des variables dans le domaine donné de variation; par exemple, 
4a-\~5a et 9 a sont des expressions équivalentes sur l’ensemble R des nombres réels, tandis que 
les expressions ( x 2 -\-x)/x et x-\~\ ne sont pas équivalentes, car (x 2 -\-x)/x n’est pas défini pour 
x 0, alors que x -1-1 prend la valeur 1 pour *=0. Les deux expressions sont équivalentes sur 
l’ensemble de tous les nombres réels autres que zéro. 

Les faits suivants sont évidents: 

1. Toute expresion E est équivalente à elle-même. 

2. Si E 1 est équivalente à ^2» alors Eq est équivalente à E } . 

3. Si E t est équivalente à E 2 , et E 2 à £ 3 , alors E x est équivalente à Zs 3 . 

Le domaine de définition d'une expression , mettant en jeu 
une variable, est l’ensemble de tous les nombres du domaine 
de variation pour lesquels l’expression prend une valeur du 
domaine de variation; par exemple, le domaine de définition 
de l’expression {4a— 5)/3 est l’ensemble de tous les nombres 
réels, alors que celui de x/{x — 3) contient tous les nombres 
réels, autres que 3. Le domaine de définition d’expressions 
comprenant plusieurs variables est défini de façon analogue. 

Equations. Si deux expressions E 1 et E 2 sont reliées entre 
elles par le symbole égalité, une équation E 1 ~E 2 apparaît. 

Ici E 1 est appellé le membre de gauche , et E 2 celui de droite , 
de l’équation. 

Le domaine de définition d'une équation est l’intersection 
des domaines de définition de toutes les expressions contenant 
les variables qui interviennent (Fig.). 

Une équation dont les expressions ne contiennent pas de variables est une proposition au sens 
de la logique mathématique, qui peut être vraie ou fausse; par exemple 3+2=5 et 3 (5+2) = 
20 |-1 sont des propositions vraies, alors que 2+3-4=15 est fausse. Mais si les expressions' 
contiennent des variables, alors l’équation est un prédicat , par exemple, les équations 3* = — 12 , 
4a \ 3b I ou jc 2 =(6.x:+24)/3. Le prédicat ne devient une proposition, qui peut être vraie ou 
fausse, qu’après que les nombres du domaine de définition de l’équation aient été substitués 
aux variables. 

Solutions. Tout nombre, appartenant au domaine de définition d’une équation à une variable, 
qui substitué à la variable transforme l’équation en une propriété vraie, est appellé solution 
de l’équation, et l’on dit que le nombre satisfait à l’équation ou permet de résoudre l’équation. 
Si une équation contient 2, 3, ... ou n variables, alors la solution est un couple, un triplet, ... 
ou un /î-uplet de nombres possédant les propriétés suivantes: si les variables sont remplacées 
en respectant l’ordre par les éléments des couples, des triplets, ..., ou des «-uplets, alors l’équa¬ 
tion se transforme en une proposition vraie. 

Exemples: 1. L’équation 3 jc = — 12 est satisfaite par le nombre —4, car 3 • ( — 4)= — 12 est 
une proposition vraie. Puisqu’il n’y a pas d’autres solutions, —4 est la solution de l’équation. 

2. L’équation 4a-\-3b=\\ est satisfaite, par exemple, par le couple (2, 1) car il est vrai que 
4 -2+3- 1 — 11. Cependant il existe d’autres solutions, une infinité en fait, et (2, 1) est une 
solution de l’équation parmi d’autres. 

3. L’équation x 2 ={6x\ 24)/3 admet les nombres —2 et +4 comme solutions, car ( — 2 ) 2 = 
=[6 • ( — 2)+24]/3 et (+4) 2 =(6 • 4 + 24)/3 sont des propositions vraies. Il n’existe pas d’autres 
solutions. 

4. Si le domaine de variation de l’équation jc 2 =2 est l’ensemble des nombres rationnels Q, 
alors l’équation n’admet pas de solution, car il n’existe pas de nombre rationnel dont le carré 
est égal à 2 . 

Ensemble solution. L’ensemble de toutes les solutions d’une équation appartenant à son do¬ 
maine de définition est appellé l'ensemble solution S de l’équation. Une équation est dite réso¬ 
luble ou insoluble selon que S est, ou n’est pas, l’ensemble vide 0. 


domaine fondamental 



4.1-2 Domaine de définition D 
d’une équation à une variable, 
comme intersection des domai¬ 
nes de définition D, des exprès- 
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Equations résolubles 


Equations insolubles 


lx— — 28 pour xeZ ; S={ — 4} 
a 2 =9 pour jceR; S={ — 3,+3} 

4a 2 = 1 pour ûeQ; 5=jy; 

2a-(-* = 3a pour agC; 5=0 



4a 2 =1 pour a g Z; £--=0 
3a:=3a: 1-1 pour agC; 5=0 


7a= — 28 pour a G N; 5=0 
a 2 = — 9 pour a g R; 5=0 


Une équation consistante à une variable est dite universellement soluble si tous les éléments 
du domaine de définition sont des solutions; par exemple, 2a-!-a = 3a est universellement va¬ 
lable dans l’ensemble des nombres complexes. Une équation résoluble à n variables est dite uni¬ 
versellement soluble si tout /j-uplel ordonné de nombres appartenant au domaine donné de 
variation, est solution de l’équation. Par exemple, (a-\-b) 2 cr\-2ab\-b 2 pour a , b g R, est une 
équation universellement soluble, car elle est satisfaite par tout couple ( a , b) de nombres réels. 
Toute transformation d’une équation en équation équivalente implique l’existence d’une chaîne 
d’équâtions universellement solubles, par exemple la transformation (4ür-f- la) • 2 =1 \ci • 2=22a 
est une équivalence sur l’ensemble des nombres réels R. Mais la transformation: 


a 2 — \6a\64 a— 1 (a— 8) 2 (a— 1) a —8 

5a—5 ’ a 2 —64 ~ 5(a— 1 ) ' (a T 8)(«—8) ~ 5(a + 8) 


n’est une équivalence que sur l’ensemble des nombres réels dont on a exclu les nombres ±8, 
1, car ces nombres n’appartiennent pas au domaine de définition des expressions introduites. 

Equations avec paramètres. Une équation à plusieurs variables, par exemple 2a-\-b 5 où 
a, b e R peut être interprétée de deux façons: 

En premier lieu, les deux variables peuvent être considérées comme étant de la même impor¬ 
tance et l’on peut déterminer tous les couples (a , b) de nombres satisfaisant à l’équation. Alors 
(2, 1), (1/2, 4), ( — 5, 15) sont trois solutions dans l’infinité de solutions de l’équation. 

En second lieu, on peut particulariser l’une des variables et considérer les autres comme 
auxiliaires, comme paramètre. Alors l’on détermine les solutions de l’équation en fonction du 
paramètre; une solution est une expression contenant le paramètre, qui satisfait l’équation pour 
toute valeur possible du paramètre. Dans l’exemple ci-dessus, si a est la variable et b le para¬ 
mètre, alors a (5— b)/ 2, et (5— b)/2 est l’expression de la solution de l’équation donnée, car 
2 • (5— Z>)/2T6 5 est une proposition vraie pour tout b g R. Si b est la variable et a le paramètre, 
alors b — 5 —2 a y et 5—2 a est l’expression de la solution, car 2a h(5 — 2a) 5 est vrai pour tout 
a g R. 

Dans une équation à plusieurs variables, il faut toujours préciser quelles sont les vraies va¬ 
riables et quels sont les paramètres. Par exemple, si dans l’équation 3a — 2y 5a-\-\ les vraies 
variables sont a et y> alors que a est considérée comme un paramètre, on parle d’équation 
en a et y. 

Si une équation de n variables ne contient aucun paramètre et seulement de vraies variables, 
alors la solution de l’équation est un /z-uplet ordonné de nombres appartenant à leurs domaines 
respectifs de variation. S’il y a m variables vraies (0 </?j<//) et si les autres sont des paramètres, 
alors une solution est un /i-uplct ordonné d’expressions qui en général dépendent des paramètres. 

Equations algébriques. Les variables et les éléments du domaine de variation d’une équation 
algébrique ne sont soumises qu’aux opérations de l’algèbre élémentaire ou rationnelle; addition, 
soustraction, multiplication et division. Exemples d’équations algébriques en a: a 2 — 5a 2 — 8a H- 
-1-12=0; 4(x+à) 2 (x — b) c/x. Une équation telle que 9a— 7 4 \/(5a —31) peut aussi être rangée 
sous la rubrique des équations algébriques. 

Rien sûr, ici, à la fois les coefficients et les solutions peuvent être des nombres transcendants, 
comme dans l’équation ^a 2 —5=12, qui est algébrique en a. L’équation sin 2 a —(1/2) sin a— 
— 1/2 0 n’est pas algébrique en a, mais en étendant convenablement le concept peut-être con¬ 
sidéré comme algébrique en sin a. 


à une variable 


Equations algébriques 

à plusieurs variables 


linéaire 
a -b 5 = 12 
3a — 4 — 27 


non linéaire 

a 2 = 27 
a 2 +3a—4 = 0 


linéaire 
x+y+z = 4 
4û+3ù —6 = 0 


non linéaire 
(a+4) 2 +^ 2 = 16 


a 2 T z 2 = ÿ 3 
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Forme générale d’une équation algébrique à une variable. Le domaine fondamental de la va¬ 
riable x est pris aussi grand que possible, l’ensemble C des nombres complexes. Les a h i= 1, 
2 , peuvent être des paramètres réels ou complexes; a 0 est appelé terme constant (de degré 

zéro). L’exposant de la variable le plus élévé est appelé le degré de Véquation. Si a n ^ 0, 
alors le degré de l’équation est n. Si plusieurs variables interviennent dans l’équation, alors, 
pour chaque terme, on additionne les exposants des variables et on appelle le maximum 
obtenu: degré de l’équation. Par exemple, l’équation (1/6 )a: 5 +4x— 6=0 est de degré 5, et ici 
a 5 = l/16, a x =a 3 =a 2 0, a x = 4, a 0 = — 6 ; l’équation x 2 y — xy-\-3x=\ est de degré 3. 


Forme générale d’une équation 

a n x n + ff,,-!*" -1 H- ... H- a x x + a Q = 0, x e C; a t e C, 

algébrique de degré // 

/ = 1, 2,...., n; a n 4 = 0 


Forme normale. Une équation algébrique de degré n à une variable, dont le plus haut coeffi¬ 
cient a n 1, est dite monique ou sous forme normale. Ceci peut être obtenu à partir de la forme 
générale par division de l’équation par a„f0. 

Equations transcendantes. Toutes les équations avec des variables non algébriques sont appel¬ 
les transcendantes. Parmi elles se trouvent les équations exponentielles, logarithmiques et tri- 
gonométriques. Pour les résoudre, les méthodes requises transcendent les moyens de l’algèbre 
-quod algebrae vires transcendit- a dit Euler. On utilise fréquemment pour les résoudre des 
méthodes graphiques ou d’approximation (voir Chapitre 10 - Equations trigonométriques). 

Equations équivalentes 

Deux équations à plusieurs variables sont dites équivalentes si elles ont les mêmes domaines 
de définition et les mêmes ensembles de solutions. Sinon les équations sont dites non équiva¬ 
lentes. 

Exemples: 1. Les équations 4*H-2=10 et 6x — 12 sont équivalentes sur l’ensemble R des 
nombres réels, car l’ensemble de solution de chacune ne contient que le nombre 2 . 

2. Les équations a 2 9 et * 3 =27 sont non équivalentes sur l’ensemble Z des entiers rela¬ 
tifs, car l’ensemble solution de la première équation contient T-3 et —3, alors que celui de 
la seconde ne contient que -b3. Cependant sur N ensemble des entiers naturels ces équations 
sont équivalentes, car alors l’ensemble de solutions de chacune d’elles ne contient que le nom¬ 
bre 3. 

L’exemple 2 montre que la notion d’“équations équivalentes” n’a de sens que pour des do¬ 
maines donnés de variations ou des domaines de définition qui en résultent, et ceci est vrai 

de même pour les équations consistentes, inconsistentes et universellement valables. Par rapport 
à des domaines de définition égaux, à la fois les équations universellement valables, et les équa¬ 
tions inconsistentes sont toujours équivalentes. 

Propriétés des équations équivalentes: 

1. Réflexivité: Toute équation est équivalente à elle-même. 

2. Symétrie : Si une équation est équivalente à une autre, alors cette dernière est équivalente à 

la première. 

3. Transitivité : Si une équation est équivalente à une seconde et la seconde à une troisième, alors 

la première est équivalente à la troisième. 

Par conséquent, l’équivalence d’équations est une relation d’équivalence (voir Chapitre 14). 

Tranformations équivalentes. Parmi les transformations des équations à plusieurs variables, 
l’on distingue les transformations équivalentes des non équivalentes. Si une équation (1) est 
transformée de telle sorte que l’équation résultante ( 2 ) est équivalente à ( 1 ), alors l’on dit que 
( 2 ) est déduite de ( 1 ) par une transformation équivalente. 

Si S x et S 2 sont les ensembles de solutions des équations (1) et (2), alors une transformation 
équivalente est caractérisée par le fait que S x S 2 . Dans tous les autres cas on dit que la 
transformation est non équivalente. Il en est ainsi, en particulier, quand S x aS 2 , c’est à dire, 
quand la transformation introduit des solutions additionnelles, ou quand S x ^>S 2y c’est à dire 
quand certaines solutions ont disparu dans la transformation. Dans le cas où S x a.S 2> les solu¬ 
tions de ( 2 ) qui ne sont pas solutions de ( 1 ) peuvent être éliminées par vérification de ( 1 ). 

Exemples: 1. La transformation de (1) 4x = 20 ; xeN h (2)x=5; xeN est une transforma¬ 
tion équivalente, puisque S X =S 2 ^={ 5}. 

2. La transformation de l’équation (1) x=6; x e Z en (2) x(x \-2)=6{x-\-2)\x e Z n’est pas 
équivalente; dans ce cas S x ={6}; S 2 *={ — 2; 6 }; d’où S x czS 2 . 

3. Si l’on passe de (1) x*=x 2 -\-l2x; x e Z, à (2)x 2 ~x-\-\2\ xeZ en divisant par x y on a 
Si={ —3, 0, 4}, S 2 —{ -3, 4}; d’où S X =>S 2 ; c’est à dire que la transformation est non équivalente. 
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Les transformations conduisant à une perte de solutions ont lieu, par exemple, lorsque Ton 
divise une équation par une expression contenant une variable, ou lorsqu’on extrait une ra¬ 
cine d’une équation. Lorsque, dans la résolution d’une équation, Ton procède à des transforma¬ 
tions non équivalentes, il faut procéder à des recherches additionelles pour déterminer les so¬ 
lutions que l’on peut avoir abandonnées ou introduites qui ne sont pas solutions de l’équation 
initiale. De telles complications peuvent être évitées si l’on ne s’en tient qu’à des transforma¬ 
tions équivalentes. Ainsi il est très important de savoir parmi les transformations d’équations 
lesquelles sont équivalentes. Les théorèmes suivants, pour lesquels le domaine de définition est 
R, donnent quelques indications pertinentes. 

Proposition 1 : Une équation E l = E 2 est équivalente à une équation E y — E 2 lorsque les 
expressions E y et E y sont, aussi bien que E 2 et E 2 , équivalentes. 

D’après cette proposition l’on peut, en particulier, contracter les termes, diviser les fractions 
par des nombres, ou simplifier les parenthèses; par exemple les équations 4a: +7-*-2*+15 = 8*— 
—6jc-1-13—3a: et 2jc+22= — a:+13 sont équivalentes puisque S l =S 2 ={ — 3}. 


Proposition 2 : Une équation E x = E 2 est équivalente à E 2 = E l9 c’est à dire que en interver¬ 
tissant les deux membres d’une équation on obtient une équation équivalente. 

Proposition 3 : Si on ajoute (ou soustrait) aux deux membres d’une équation E l — E 2 la même 
expression £+ définie sur l’ensemble du domaine de définition de E x — ^2 > alors l’équation E t + 
+ E 2 — E 2 + E 2 (ou E y — E 2 — E 2 — E 2 ) est équivalente à l’équation initiale. 

Exemple: (1) 8a: — 29 4*1-31 | +(29 — 4a - ) I E y — E 2 | +£3 

8a: - 29 + (29 -4a:) = 4a:+31 +(29 -4a:) | £i+£ 3 = E 2 + E 2 

(2) 4a: = 60 

D’après le théorème 3 les équations 8a: — 29=4*+31 et Ax 60 sont équivalentes. En fait, 
5 1 =5 2 ={15}. 

Exemple qui montre la nécessité de faire attention au domaine de Zs 3 : 

(I) x—A [ * Tandis que l’ensemble solution de (1) estSi={4}, 

a:— 4 celui de (2) est S 2 =0 ,car 1 /(jc —4) n’est pas défini pour 
11 le nombre 4. Par conséquent, puisque les équa- 

'2' x ~'~ X ___A 4 ~ x A fions (0 et (2) sont non équivalentes. 


Proposition 4 : Si 011 multiplie (ou divise) les deux membres de l’équation E t = E 2 par la meme 
expression E 3 ,. définie sur l’ensemble du domaine de définition de E 1 = E t et différente de zéro, 
alors l’équation E x - E 2 — E.» • E z (ou E JE 2 — EJE 3 ) est équivalente à l’équation initiale. 

Exemple: (1) 6a = — 3 | : 6 I E y E 2 | : E 2 

6a 16 = —3/6 | EJEz^EJEz 

(2) a == —1/2 

L’équation 6 a =—3 et «.= — 1/2 sont équivalentes d’après la proposition 4. En fait, S y S 2 
= {—1/2}. Par contre, la transformation de 


à 


^«+4 «+4 

(2) 0=-4 


est une transformation non équivalente, 

• (0+4) 

car l’expression (0 + 4) prend la valeur 0 
poui* 0 =— 4. Puisque 5, 0 et S 2 -- { —4}, (1) et 

(2) ne sont pas des transformations équivalentes. 


Les propositions ci-dessus doivent être démontrées, ce qui est, cependant, omis ici. Il n’e¬ 
xiste pas de théorème général d’équivalence lors d’élévation à une puissance ou d’extraction 
de racines, car ces opérations peuvent conduire à des équations non équivalentes, comme le 
montre l’exemple suivant : 


Exemple: (1) 1+jc 

(I+a:) 2 
1 +2a:+a: 2 
(2) x 2 -\- 3a:=0 


—•y/Q— x) | élever au Sur l’ensemble R des nombres réels, les 

= (,*/(! — jc )) 2 carré équations (1) et (2) ne sont pas équiva- 

= \ _ x lentes, car ici >S 1 ={0} et *S' 2 ={ — 3, 0}, 

= 0 soit -Si + Sg. Le nombre —3 est solution 

de (2) mais pas de (1). 
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Résolution d’équations. Résoudre une équation signifie chercher toutes les solutions dans des 
domaines de variation donnés, ou en d’autres termes, donner l'ensemble solution dont les élé¬ 
ments peuvent être des nombres, des couples de nombres, des w-uplets de nombres, des expres¬ 
sions contenant des paramètres, ou des «-uplets de telles expressions. 

Dans des .cas particuliers, la résolution d’une équation peut être accomplie par tâtonnements, 
dans la cas des équations les plus simples par lecture directe des solutions, et en général par 
la mise en place d’une méthode systématique de recherche ou une résolution algorithmique. De 
telles méthodes de résolution et algorithmes consistent dans la plupart des cas à procéder à 
des transformations équivalentes successives de l’équation donnée, jusqu’à ce qu’apparaisse fina¬ 
lement une équation dont les solutions sont directement lisibles. 

Solutions modèles pour une équation linéaire à une variable, par utilisation des théorèmes 
d’équivalence. 

Le but des transformations est d’obtenir une équation tellement simple que ses solutions puis¬ 
sent être lues directement. 


jlx — 2—5a: = -4*-| 3*+3-8 

'.2x — 2 = -jc-5 

)2x — 2+2+* —* — 5 + 2-1-jc 


r 

= —3 

p*/3 

= -3/3 

V* 

= -l 


Proposition 1 
| +2+jc 
Proposition 3 

Proposition 1 

I 

Proposition 4 
Proposition l 


Ceci est une chaîne d’équations équi¬ 
valents. Puisque l’équivalence est tran¬ 
sitive, la dernière équation jc= — 1 est 
équivalente à l’équation initiale. Le 
nombre — 1 est de façon évidente la 
seule solution de l’équation *= — 1 et 
ainsi la seule solution de l’équation 
initiale. L’ensemble solution de toute 
équation de la chaîne est S={ — 1}. 


Vérification. Lorsqu’ une équation à plusieurs variables est résolue, il est nécessaire de véri¬ 
fier si l’ensemble solution est déterminé correctement. Si toutes les transformations sont équi¬ 
valentes, le but de la vérification est de repérer les erreurs de calcul et de s’assurer que les 
solutions appartiennent au domaine de définition; si des transformations non équivalentes ont 
elles aussi été utilisées, alors la vérification indique si des solutions additionnelles sont apparues; 
elle ne permet pas de dire si des solutions de l’équation initiale ont été perdues. 

La vérification doit être faite dans l’équation initiale. Dans la première partie de la vérifi¬ 
cation l’on remplace toutes les variables par les nombres qui ont été déterminés comme solu¬ 
tions; par exemple, dans le modèle ci-dessous: 


7 - (— 1) —2 —5 • (— 1) — 4 * (— l)-|-3 1-3 • (— 1) —8 

— 7 — 2+5 =4+3 —3 —8 

-4 = —4 


Ceci est une affirmation vraie et confirme l’exactitude des calculs. Dans la deuxième partie 
de la vérification il faut s’assurer que les nombres trouvés appartiennent au domaine de défi¬ 
nition, dans le cas présent R. Puisque — 1 e R est une affirmation vraie, l’ensemble solution est, 
de fait, S={ - 1}. 

Si l’on suppose que le domaine de variation est différent, par exemple, que * g N alors la 
première partie de la vérification a lieu comme ci-dessus, mais dans la deuxième partie l’on 
arrive à —I N, de telle sorte que l’ensemble solution est 5=0. 


Solution de problèmes 

Les problèmes concernés se rapportent soit à une situation mathématique exprimée en langage 
naturel, soit à une situation pratique, d’un domaine d’application, par exemple, les sciences 
naturelles, la technologie ou l’économie. Ceci peut se traduire par des équations à plusieurs 
variables; par exemple le texte “Si l’on ajoute 7 à trois fois un entier naturel, le résultat est 
le même que si l’on soustrait ce nombre de 13” conduit à l’équation : 3*+7=13 —*; *eN, 
en introduisant la variable * à la place de l’entier cherché. 

En général la “traduction” d’un problème conduit à une équation entre quantités et varia¬ 
bles représentant les quantités cherchées, et de là à une équation entre nombres et variables re¬ 
présentant les nombres cherchés. 

Exemple: Un sapin de 9 mètres de haut se rompt à 4 mètres du sol. A quelle distance 
du pied de l’arbre l’extrémité heurte-t-elle le sol? Pour résoudre de tels problèmes verbaux 
le schéma suivant est recommandé: 
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4.1-3 Sapin cassé 


1. Fixer la variable , si possible sur un croquis (Fig.). 

L’extrémité de l’arbre heurte le sol à x mètres du pied de l’arbre. 

2. Mise en équation(s) et détermination des domaines de variation. 
Equation (4 mètres) 2 -H* mètre) 2 = (5 mètres) 2 avec des quantités, ou 
avec des nombres et des variables représentant les nombres cherchés 
4 2 -|-jc 2 =5 2 avec x e R et x>0. 

3. Résolution de(s) Véquation{s) 
x: 2 =25—16=9, d’où x x =3 et x 2 = — 3. 

4. Vérification par référence au sens du texte. 

D’après le texte ou d’après le domaine de variation résultant, il est évi¬ 
dent que seule * 1 =3 convient, et est en fait la solution du problème 
exprimé de façon littéraire. 

5. Réponse 

L’extrémité de l’arbre heurte le sol à 3 mètres du pied de l’arbre. 


4.2. Equations linéaires 


Dans une équation linéaire ou du premier degré, toutes les variables ne figurent qu’à la 
puissance 1; par exemple, 5 jc— 2=8, 3fl-|-26=4, 4u-\-5v-\-3w —1=0 sont des équations linéaires 
à une, deux et trois variables, respectivement. L’équation (x+4) (*+3)=(;t-bl)Cx:-|-7) pour 
x: e R, bien que non linéaire, est équivalente à une équation linéaire, car elle pcut| être réduite 
sous la forme x —5=0 pour x e R par multiplication et simplification. Cependant, l’équation 
(x-j-4) ( x -p 3) = 6 pour x e R est équivalente à l’équation non linéaire x*-\-lx -|- 6= 0; jceR. 
De même des équations avec des fractions rationnelles et des équations avec des racines peuvent 
être équivalentes à des équations linéaires. 


Equations linéaires à une variable 


Forme générale 


ax-\-b—0 


a; e R; a , b e R 


Dans la forme générale, x est la variable, a et b des paramètres réels. On appelle ax le terme 
linéaire et b le terme constant. Le cas a = 0 est inclus dans la discussion, bien que dans la 
suite ce cas sera exclu, car une équation ax-\-b=0 dans laquelle a 0 n’est pas à strictement 
parler, linéaire. A l’aide de transformations équivalentes, toute équation linéaire à une variable 
peut être mise sous forme générale. Dans la résolution de l’équation ax-\-b 0 on distingue 
trois cas. 


Différents cas 

I. aï0 
b quelconque 

II. o=0 

6^=0 

o o 

il II 

53 O 

Solution 

ax-\-b=0 1 —b 

ax = — b \ : a 
x =— b/a 

0. *+&=() I —b 

0 • x —— b 

O O 

H ^ 

6 

o o 

Nombre de solutions 

1 seule 

aucune 

une infinité 

de l’ensemble- 
solution 

CO 

II 

T 

O 

isr 

5=0 

5= R 

Vérification 

1. a{ — bla)-\-b=Q 

—b+b =0 

vraie 

2. —b/a e R 
car a, b e R 
et aïo 

Puisque 0 • jc= 0 
pour tout x eR, 
mais b4 =0, aucun 
nombre réel ne sa¬ 
tisfait l’équation 

Le produit de tout 
nombre réel par zéro 
est zéro, d’où tout 
nombre réel est 
solution 


Lorsque le domaine de variation est modifié, il est, bien sûr, tout à fait possible que x——bja 
ne soit pas une solution ou soit une solution universellement valable. Par exemple, l’équation 
5 jc+ 10 0; pour x e R admet l’ensemble solution 5={ — 2}; mais si le domaine de variation est 
N, alors l’ensemble solution est vide: 5=0, car —2<£ N. Finalement, si le domaine de varia¬ 
tion est {—2}, alors le seul élément du domaine de variation est aussi la solution unique de 
l’équation, qui est ainsi universellement valable. 
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Exemple 1: Equations linéaires sans paramètres. 

4a/3 +1 /2—a=—3/2+2a/3 + 5/2 ; a e Q 
a/3+ 1/2 = 2a/3 + l I —1/2—2a/3 

--fl/3 =1/2 I : (-1/3) 

a =—3/2 

Vérification: 1. (4/3) • (—3/2)+1/2—(—3/2)=—3/2+(2/3) (—3/2)+5/2 2. —3/2 e Q vrai 

—2-H/2 H- 3/2 =—3/2—1 +5/2 

0 =0 vrai 

L’ensemble solution est alors: £={—3/2}. 

Exemple 2: Equation à une variable *e R, avec les paramètres a, 6e R qui conduit aune 
équation linéaire en jc. 

(jc +a) 2 —( x — b) 2 — 2a (a+ b) 

jc 2 +2ajc+a 2 — x 2 + 2bx — b 2 =2a 2 +2a6 | — a 2 -Yb 2 

2ax\2bx =a 2 -\-2ab-Yb 2 

2x(a-\-b) (a+6) 2 | : 2(a+6) 

Il faut ici distinguer plusieurs cas. 

1° cas: Si (a+6)+=0, la division conduit à Jc=(a+6)/2, de telle sorte que S={(a+b)l 2} 
Vérification: 1. [(a Y b)/2-Y a] 2 —[(a+6)/2—6] 2 =2a(a+6) 

[(3 a +6)/2] 2 — [(a —6)/2] 2 =2 a 2 +2 ab 
[9 a 2 -h 6qb + b 2 — a 2 | 2 ab —6 2 ]/4=2 a 2 | 2 ab 
2 a 2 +2 ab = 2a 2 +2 ab 

Ceci est vrai quel que soient les nombres réels a et b. 

2. (a-| b)/2 e R, car a , 6 e R. 

2° Si a+6=0, alors b —a, l’équation donnée est (jc+a) 2 —(jc+a) 2 =2a(a — a). 

Elle est équivalente à 0 • a' 0 et admet l’ensemble solution S= R. 

Vérification: (x-\-a) 2 —C*+a) 2 0 est vrai pour tout nombre réel et toute valeur du paramètre 
a e R. 


Dans les équations rationnelles, au moins l’une des variables apparaît au moins une fois dans 
le dénominateur de la fraction. 


2 3 5 

Exemple 3: ■ + , « = — 

x—2 jc -H 2 jc 

Pour tous les nombres réels x différents de +2 et 0 la multiplication par le plus petit com¬ 
mun dénominateur x{x —2) (jc I 2) est une transformation équivalente et conduit à une équa¬ 
tion linéaire. 

2jc(jc+2)+3jc(jc—2)= 5(jc—2) (jc+2) 

2jc 2 +4a-+3jc 2 — 6x 5jc 2 —20 I —5jc 2 

—2jc = —20 | : (—2) 

jc = 10 

La vérification doit être faite dans l’équation initiale. 

■ 2,3 5 

L jq ~2 "I" |q_| 2 = 75 2. Il est vrai que 10 e R et 10^ + 2, 10^0 est vrai 

2/8 + 3/12 = J/2 

1/2 1/2 vrai 


L’ensemble solution est alors 5={10}. 


Exemple 4: L’équation rationnelle contient le paramètre a: 
jc+2 a , jc—2 a 4 a 2 

2a—x ' 2a Y x 4a 2 —x 2 


(x-Y2a) (.*+2a) — (2a — jc) (2a —jc) 4a 2 
jc 2 + 4ajc + 4 a 2 — 4 a 2 + 4 ax — jc 2 = 4 a 2 

8ax = 4 a 2 

1° cas : afO 
jc= a/2 
S={a/ 2} 

La vérification montre 

que cette solution est correcte. 


• (2a—*) (2a+ x) jc+2 a, xf= — 2a 


2° cas: a=0 

x/(—x)-Yxlx=0l(—x 2 ) | •(— x 2 ) I 

+x 2 — x 2 =0 
0 • jc 2 =0 

Tous les nombres réels autres que 
0 sont solutions de cette équation. 


JC+=0 


Dans les équations avec des racines , au moins l’une des variables intervient au moins une 
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fois le radicand d’une racine. Dans les cas les plus simples, l’élévation à une puissance élimine 
les racines, mais il faut remarquer que cela peut être une transformation non équivalente qui 
introduit des solutions additionnelles. 


Exemple 5: y (jc- f- 2)=3 est une équation avec une racine équivalente à une équation linéaire, 
y (jc+ 2) = 3 élever à la puissance 3 
jc+2 =27 -2 

* =25 3 = 3 vrai 

S ={25} 2. 25 e R vrai 

Exemple 6: Si plusieurs racines interviennent, l’une d’entre elles peut être isolée avant l’élé¬ 
vation à une puissance. 

14=■ \/(x - 4)+\/ ( x -f 24) 
y(jc-4) = 14-\/(x:+24) | élévation au carré 
*-4 = 196 —28V C*+24)+*+24 
28 V(*^-1-24)=224 

V0H-24)= 8 
*-1-24= 64 
*= 40 
£={40} 


Vérification : 

1. ^/(25+2) = 3 
3 = 3 


Vérification : 

1. 14=V(40-4)-lV(40-|-24) 
14=6+8 

14=14 vrai 

2. 40 e R vrai 


Des équations rationnelles et avec des racines qui se réduisent à des équations quadratiques 
se trouvent dans les sections appropriées. Les exemples suivants de problèmes appliqués , qui 
dans tous les cas conduisent à des équations linéaires à une variable, doivent être considérés 
comme modèles de types apparaissant fréquemment. 


Exemple 7: Problème de mélange. Dans un fourneau Siemens-Martin, 20 tonnes d’acier con¬ 
tenant 0,5% de carbone sont mélangées à 5 t. de fonte en gueuse contenant 5% de car¬ 
bone. Quel est le pourcentage de carbone du mélange? 

Soit x% le carbone contenu dans le mélange, c’est à dire que 25 t. de mélange contien¬ 
nent 25 -a:/ 100 t. de carbone. Les 20 t. d’acier contiennent 20 0,5/100 t. et les 5 t. de fonte 
en gueuse 5-5/100 t. de carbone. Puisque la somme du carbone contenu dans les parties 
doit être égale au carbone total contenu, on obtient l’équation 25 • 0,5/100+5 ■ 5/100 = 
25 • jc/100, qui indique que le carbone contenu dans le mélange est 1,4%. 

Exemple 8: Problème de distribution. Trois excavateurs remuent ensemble 31 000 m 3 de terre 
par jour. Le deuxième bulldozer remue 1 000 m 3 de plus que le troisième, et le premier 
4 000 m 3 de moins que deux fois le volume remué par le second. Quel est le volume de 
terre remué chaque jour par chacun des trois bulldozers? Si le troisième bulldozer remue 
x m 3 de terre, alors le second en remue (*+1 000) m 3 , et le premier remue [2(jc+1 000) — 
4 000] m 3 . Ensemble les trois bulldozers remuent: 31 000 m 3 = {;t+(jc+l 000)+2 [(jc+1 000)- 
4 000]}m 3 Le calcul conduit à *S={8 000} ; ce qui veut dire que le troisième bulldozer remue 
8 000 m 3 , le deuxième 9 000 m 3 , et le premier 14 000 m 3 , et les trois ensemble 31 000 m 3 
comme prévu. 

Exemple 9: Problème simple de mouvement. Un train de 250 mètres de long passe sous un 
tunnel de 200 mètres de long à une vitesse de 50 km à l’heure. Quel temps lui faut-il pour 
passer à travers le tunnel? Soit x secondes le temps passé entre l’entrée de la locomotive 
dans le tunnel et la sortie du dernier wagon. Pendant ce temps le dernier wagon parcourt 


50 • 1 000 

60 ~ 6Ô ~ * x k m ’ ma ‘ s cec * représente la longueur du tunnel plus la longueur du train. 


200+250 = 


50 • 1 000 
60-60 




Le passage prend 32,4 secondes. 


£={32,4} 


Exemple 10: Problème de mouvement plus compliqué. Une péniche descendant la rivière at¬ 
teint sa destination en deux heures. Pour remonter le fleure, sur la même distance et avec le 
même moteur, il lui faut trois heures. Sa vitesse sur l’eau calme est de 250 mètres à la mi¬ 
nute. Quelle est la vitesse de l’eau en mouvement? Soit x mètres par minute la vitesse du 
courant; alors le bateau à vapeur descend la rivière à la vitesse de (250+*) mètres par mi¬ 
nute et met deux heures; mais pour remonter le courant il lui faut 180 minutes pour par¬ 
courir la même distance à (250— x) mètres par minute. Ainsi l’équation est: (250+*) • 120 = 
(250—*)- 180. La vitesse de l’eau est de 50 mètres par minute. 


7 Mathématiques 
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Equations linéaires à deux variables 

L'ensemble solution d’une équation linéaire à deux variables, par exemple 4*+3.y—10=0 
avec x e R, comprend tous les couples ordonnés de nombres réels ( x 9 y) qui par substitution 
transforment l’équation en une proposition vraie; par exemple (1, 2) est une solution, car 
4* 1 • +3-2—10=0 est une proposition vraie. (0, 10/3) et (+3, —2/3) sont de même des solu¬ 
tions. Si l’on postule que x et y doivent être des entiers naturels, alors les solutions sont des 
couples d’entiers naturels satisfaisant les équations; d’autres domaines de variation pour x et y 
peuvent être aussi préconisés. 

Systèmes de deux équations linéaires. L’algèbre linéaire fournit des méthodes de résolution 
pour m équations linéaires à n inconnues. Toute solution d’un tel système est un «-uplet ordon¬ 
né de nombres. Ici seul le cas w=/i=2 est traité en détail (pour m et n arbitraires voir 
Chapitre 17). Toute solution d’un tel système d’équations est un couple ordonné ( x , y) de nombres. 


Forme générale d’un sys¬ 

(1) a,JH- b l y=c i 

Variables jc, ;eR 

tème d’équations linéaires 

(2) a.,x \ h 2 y -=c 2 

paramètres a u a 2 , b lt b 2i c lf c 2 e R 


Résolution d’un système linéaires de deux équations. Résoudre un système linéaire de 2 équa¬ 
tions à deux variables consiste à déterminer tous les couples ordonnés (x, y) qui satisfont si¬ 
multanément la première et la deuxième équation; en d’autres termes, il faut déterminer l’inter¬ 
section S des ensembles solutions S 1 et S 2 des deux équations. Ici les seuls cas possibles sont 
les trois suivants: 

1. S=S 1 nS 2 ={(a 1 b)}. Le système d’équations a une solution unique. 

2. S 0; les équations du système sont incompatibles ou contradictoires. 

3. S=S 1 nS 2 = z S 1 ou S 2 ; le système d’équations n’a pas de solution unique; il a une infinité de 
solutions. 

Ce dernier cas n’intervient que si et seulement si les deux équations sont linéairement dépen¬ 
dantes, c’est à dire, si l’une des équations est égale à l’autre équation multipliée par un nombre 
réel. Parmi les méthodes élémentaires disponibles pour la résolution numérique des systèmes 
linéaires de deux équations à deux variables, on trouve les méthodes de substitution, d’égali¬ 
sation et d’addition. Elles ont toutes pour but d’éliminer l’une des variables, de telle sorte qu’il 
ne reste que deux équations linéaires à une variable à résoudre. Dans la méthode par substitu¬ 
tion l’une des équations est résolue par rapport à l’une des variables, et l’expression obtenue 
est substituée dans l’autre équation. 

Exemple 1: ( 1) xA-y= — 3 -► x+(2x+6) = — 3 

(2) — 2x\-y=6 —► y— 2x+6 - 3a: +9= 0 

y est éliminée; x= — 3 

y=2 ■ (—3)+6 

y—0 y est calculé 

La vérification doit être faite dans les deux équations initiales: 

1. (1) — 3+0= — 3 vrai 2. — 3eR vrai et 0 g R vrai 

(2) 0—2 • (— 3)=6 vrai 

Le couple de nombres (—3, 0) est la seule solution du système d’équations linéaires. L’ensem¬ 
ble solution est 5={(—3, 0)}. 

Dans la méthode d'égalisation les deux équations sont résolues par rapport à la même va¬ 
riable, et les expressions ainsi obtenues sont égalisées; ainsi la méthode repose sur la transi¬ 
tivité de l’équivalence des expressions. 


Exemple 2: 


*=10 

L’ensemble solution est 5={(10, 3)} 



—► *=4+2 y | 

— *=(35-5^)/2 J 

4+2^=(35 —5^)/2, ici, * est éliminé 

y= 3 


La méthode d'addition. En multipliant chaque équation par un nombre qui convient, on peut 
toujours faire en sorte que les coefficients de l’une des deux variables dans les deux équations 
soient des nombres opposés. En additionnant les deux équations l’une des variables est éliminée. 
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Exemple 3: 

(1) 12*- 8y—4 

(2) 18*-15.y=3 


• 3 

- «.(O 

36*—24jy= 12 

(-2) 

-► (2') 

-36 +30y=—6 


12*-8-^=4 
*= I 

L’ensemble solution est S— {(1, 1)}. 


0 • *H -6y~6 

y -1 


Le choix de la méthode la plus appropriée à un cas particulier résulte de l’expérience. 

Pour résumer la résolution d’un système linéaire de deux équations à deux inconnues * et y , 
l’on distingue deux cas principaux: I. Pour a l =a 2 =b 2 =b 1 =0 dans le cas c 1 ==c 2 =0, tout couple 
arbitraire de nombres réels est une solution du système. Si, cependant, l’un des nombres ou c 2 
est différent de zéro, alors il n’existe pas de solution. 


(1) a x x \ b x y c x 

(2) a 2 x\b 2 y^c 2 


xe R, ye R 


II. Si au moins l’un des coefficients a ly a 2y ^i» b 2 est différent de zéro, alors il existe trois cas 
possibles. 


Equations 

Premier cas 

Deuxième cas 

Troisième cas 


Linéairement indé¬ 
pendantes 

Par exemple: 

(1) 4*-h y 12 

(2) *+2^=10 

Linéairement dépen¬ 
dantes 

Par exemple: 

(1) 4*-hy =12 

(2) 8* 12^=24 

Incompatibles 

Par exemple: 

(1) 4x-\-y —12 

(2) 4* T.y= 10 

Nombre de 
solutions 

Une seule 
(2, 4) 

Une infinité, par 
exemple, (1, 8), 

(2, 4), (3, 0), 

(4, -4) ••• 

Aucune 

Ensemble solution 

5={(2, 4)> 

S={(x, y) | 4x+y~ 12} 

5=0 

Représentation 

graphique 

Deux droites 
sécantes; un point 
d'intersection. 

Deux droites qui 
coincident; une 
infinité de points 
communs. 

Deux droites parallèles 
distinctes; aucun point 
commun. 


Exemple 4: 

(1) 4^(10*-3)-5*(8^ | 7)-bl65=0 

(2) 9*(4.y - 7)+ 3y(5 - 1 2x) =-114 


(1) —35*— \2y= — 165 

(2') — 63* -1-15>» = — 114 


(1") — 175*—60y= — 825 
(2") -252*+60^ =-456 


multiplication et regroupement 

méthode d'addition 
— 35 • 3— I2y= -165 
J”—5. 


: (-427) 


— 427jr= — I 281 
*=3 

La vérification confirme la correction du calcul. Ici 5={(3, 5)}. 

Exemple 5: Les équations sont données sous forme rationnelle. Les dénominateurs doivent 
être différents de zéro. L’ensemble solution est 5= {(3,2)}. 

, x±y± 1 _ 3 , . AT-y+1 _ f~~ ^(î-) x+y =5 I 

K> x+y-\ 2’ K, x+y+\' 3 -- (2') 2*-4><=-2 


Exemple 6: les variables sont * et y y 
alors que a et b sont des paramètres 
réels. L’ensemble solution est S— 
{(a+b, a-b)}. 


+ 


(1) x-\-y=2a 

(2) x-y=2b 


2x=2a+2b 

x—a+b 


2y-=2a-2b 
y—a—b 
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Exemple 7: La deuxième équation est 
un multiple de la première; ainsi tout 
couple ordonné satisfaisant la première 
équation satisfait aussi la seconde. Il exi¬ 
ste une infinité de solutions. 

Exemple 8: Les équations sont incom¬ 
patibles. Il n’y a pas de solution. 5=0. 


(1) u-2«/3=l 

(2) 6v-6 =4 n 


’(l') 3i> —2/i=3 
(2') 6v — 4/i=6 


(1) 4a-f-3Z>=7 - ^(V) 4a-\-3b=7 

(2) 4(<z—2)= —3/> - ►(2') 4a+3b=S 


Problèmes appliques conduisant à un système d’équations linéaires. 

Exemple 9: Problème de distribution. Un réservoir d’eau peut être rempli avec un robinet 
d’eau chaude et un robinet d’eau froide. Si on ouvre le robinet d’eau chaude trois minutes, 
et celui d’eau froide une minute, 50 litres coulent. Mais si le robinet chaud est ouvert une 
minute et le robinet froid deux minutes, alors 40 litres coulent. Combien de litres d’eau 
coulent à travers chaque robinet en une minute? Pour introduire les variables l’on suppose 
que le robinet d’eau chaude fournit x litres par minute et le robinet d’eau froide y litres 
par minute; ainsi l’on obtient le système d’équations suivant et la solu¬ 
tion: le robinet d’eau chaude fournit 12 litres par minute, et le robinet (0 3* Ky=50 
d’eau froide 14 litres par minute. (2) *-b2y=40 

Exemple 10: Problème de mélange. Pour empêcher l’eau du système de refroidissement d’une 
voiture de geler, on ajoute au début de l’hiver un antigel de densité 1,135, la densité de 
l’eau du réservoir est égale à 1. Si le mélange a une densité de 1,027, on obtient une prote¬ 
ction contre le gel jusqu’à —10° C. Combien de litres d’antigel, et combien de litres d’eau 
faut-il mélanger de façon à obtenir 100 litres de ce mélange? 

Pour introduire les variables on suppose que le volume d’antigel 
d’eau de y litres. On obtient ainsi le système d’équations et de là 
la solution; un mélange 20 litres d’antigel avec 80 litres d’eau pour 
obtenir le mélange désiré. 


est de x litres et celui 
x+y= 100 

1,1 35jcH- y= 1,027* 100 


Solution graphiques d’équations linéaires et de systèmes d’équations 

Lors d’une résolution graphique des équations on établit une correspondance point par point 
entre les solutions et certains ensembles de points. En représentant ces ensembles de points 
dans un système de coordonnées on obtient les solutions approximatives des équations. Le 
système de coordonnées utilisé ici est (cartésien) orthonormé. 

Solution graphique d’une équation linéaires à une variable. Pour résoudre graphiquement 
l’équation ax+b 0, a=£0, on se reporte à la fonction définie par l’équation y=ax \-b t a^0. 
Son graphe est une droite (voir le Chapitre 5). La valeur qui annule la fonction, c’est à dire, 
l’abscisse du point d’intersection de la droite avec Taxe des jc, est la solution de l’équation donnée. 


Exemple 1: De l’équation 2x— 6=0 on passe à la fonction définie par l’équation y=2x—6. 
Son graphe est une droite qui coupe l’axe des x au point P=(3, 0). D’où 3 est la solution 
de l’équation 2x — 6=0 (Fig.). 


Solution graphique des systèmes linéaires de deux équations à deux inconnues. Les ensembles 
solutions de ces deux équations sont représentés graphiquement, et leur intersection est dé- 



4.2-1 Solution gra¬ 
phique de l’cqua- 
tion 2jc— 6 = 0 



4.2-2 Solution graphique 
du système d’équations 
4x—y =2, x—2y — —3 




4.2-3 Systèmes d’équations linéaires : 

a) sans solution 

b) avec une infinité de solutions 
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terminée. Dans ce but, on interprète les équations données comme des équations fonctionnel¬ 
les et on trace les graphes de ces fonctions. En général, ce sont des droites. Les coordonnées 
de tous les points de la première droite, et seulement eux, satisfont la première équation, et 
ceux de la deuxième droite, et seulement eux, la deuxième équation. A partir du graphe, on 
détermine tous les points qui se trouvent à la fois sur la première et la deuxième droite, c’est 
à dire, à leur intersection. Aux coordonnées de chacun de ces points correspond une et une 
seule solution du système d’équations. Selon la position relative de ces droites, on obtient exac¬ 
tement un, aucun ou une infinité de points communs, c’est à dire que le système d’équations 
a une solution unique, pas de solutions ou une infinité de solutions. 


Exemple 2: Pour résoudre graphiquement le système d’équations 
on représente les graphes des fonctions associées à ces équations. 
Le point d’intersection P—{ 1, 2) conduit à (1, 2) comme seule so¬ 
lution du système d’équations (Fig.). 

Exemble 3: Dans la solution graphique du système d’équations 
on trace deux droites qui coincident. Par conséquent, les coordonnées 
de tout point de la droite donnée par — x + y — 2 forment une 
solution du système (Fig.). 


(1) 4x—y=2 I 

(2) x-2y=-j 


(1) +.y =21 

(2) -3jc+3^=6| 


La représentation graphique des équations (1) ^+3a:=-|-3 et (2) y+ 3jc= — 2 conduit à deux 
droites parallèles, c’est à dire, qu’il n’y a pas de point d’intersection, et ainsi à l’ensemble 
solution 5=0. 


4.3. Equations du second degré 


Dans une équation quadratique, ou équation du second degré, à une variable, cette va¬ 
riable intervient au moins une fois au second degré et jamais à une puissance plus élevée; par 
exemple, 2x 2 -\ 5x \6—x est une équation quadratique en x et ar a 2 / 2-|-6 est une équation 
quadratique en a. L’équation rationnelle 3/(w —2) + 8/(w-|- 3)=2, après multiplication des deux 
membres par le plus petit commun dénominateur (u —2) (//-|-3) et réarrangement, conduit à 
une équation quadratique, soit lu 2 —9 u —5 0. Si différentes variables interviennent dans une 
équation et si la somme des exposants d’au moins un terme est égale à deux, mais jamais plus 
élevée, l’équation est aussi appclléc quadratique; par exemple, x 2 +y 2 =4 et jr y=const. sont des 
équations quadratiques à deux variables. 

Le traitement suivant concerne les équations quadratiques à une variable. 


Forme générale de l’équation quadratique en x 


Ax 2 -\-Bx |-C=0 


xe R; A , Æ, Ce R; AAO 


Ici, x est la variable, et A, B , C sont des paramètres réels. Le terme Ax 2 est appelé le terme 
quadratique , Bx le terme linéaire et C le terme constant. A / O est nécessaire, puisque sinon l’équa¬ 
tion serait linéaire. 

Si l’on divise la forme générale Ax 2 -\ Bx -| C=0 des deux côtés par A AO, l’on obtient l’équa¬ 
tion équivalente x 2 +(B/A)x-l-C/A=0. L’abréviation BlA=p et C/A=q conduit à la forme nor¬ 
male. 


Forme normale de l’équation quadratique 


x 2 +px -\ q =0 


xe R, />, </eR 


Elle est caractérisée par le fait que le coefficient du terme quadratique est +1. Si tous les ter¬ 
mes interviennent réellement, c’est à dire si, pAO et qA 0, on parle d'équation quadratique mixte 
sous forme normale. 


I. />= 0; <7=0 

II. p— 0; q A~ 0 

III. p* 0 ; q—0 

IV. pA 0; <7^0 

jc 2 =0 

o 

II 

!&• 

et 

H 

o 

il 

Cl 

* 

x 2 -\-px+q=0 

équation quadra¬ 
tique pure sans 
terme constant 

équation quadra¬ 
tique pure 

équation quadrati¬ 
que mixte sans 
terme constant 

équation quadra¬ 
tique mixte 

cas spéciaux 
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Solution numérique des équations quadratiques 


I. Solution d’une équation quadratique pure sans terme constant. L’équation x 2 =0 ou jc*jc=0 
ne peut avoir que la solution x l =x 2 = 0, c’est à dire que l’ensemble solution 5={0}, puisque 
pour jc§0 on a jr>0 et vice versa. 

II. Solution d’une équation quadratique pure. Pour q>0 l’cquation x 2 ~hg=0 avec qe R ne 
peut avoir une solution xeR , car dans ce cas l’expression du membre de gauche satisfait tou¬ 
jours jc 2 -|-< 7 > 0 . 

Pour q<0 y (-<7)>0, l’expression x 2 ~Yq peut être écrite au moyen de la formule binomiale 
a 2 — b 2 =(a — b) (a-j-b ), comme produit de deux expressions linéaires en x : x 2 -\-q=x 2 — (%/ — q) 2 
- (x-y/-q) (x-\ ~y~q). Par conséquent, l’équation (x-^-q) (x~\~\/-q)^ 0 est équivalente 
à l’équation donnée. Puisque le produit E 1 • E 2 de deux expressions E 1 et É 2 n’est nul que si et 
seulement si Zq 0 ou E 2 = 0, il découle de l’équation équivalente que jc— -y/ —qr=0 ou x-\-^—q 

0. Ainsi la solution de l’équation quadratique pure est réduite à celle de deux équations 
linéaires. De la première équation on tire x x -q, et de la seconde x 2 -\/-q. Ainsi l’équa¬ 
tion donnée a deux solutions x x et x 2 \ on l’exprime à l’aide de la formule solution combinée 
x lt2 =±\/ — <7- L’ensemble solution S est la réunion des ensembles solutions des deux équations 
linéaires, c’est à dire, £ {y/ — q, — y /—<?}. 

Vérification: 1. — q) 2 \ q=^0 2. fo^ — q est réel lorsque <7<0 

-q-Yq 0 

0=0 vrai 

Mais si l’on choisit pour domaine de variation l’ensemble C des nombres complexes, alors 
pour q>0 y il existe deux solutions imaginaires qui ne diffèrent que par le signe et qui peuvent 
être obtenues formellement de la même façon, en décomposant l’expression x 2 ~\ q en (x-Yy/ — q) 
(x-^-q). 


Equations 

quadratiques 

pures 

;c 2 -| q 0 
qE R 

formule 

solution 

*i ,2 r Y'sf-q 

xe R 

q< 0; solutions réelles 


q>0\ pas de solutions 
réelles 




xec 

q>0\ solutions imaginaires 


Exemples: 

1 . jc 2 —4=0; jcgR 

•*1.2 =±V 4 

-*i.2 =±2; •!>={—2, +2} 

Vérification: I. (±2) 2 -4 0 

4-4=0 vrai 
2. -|-2eR vrai 

—2g R vrai Vérification: 


2. jc 2 1 1 44 0 
^2 = ±V-144 

Pour jreR, il n’y a pas de solution car 
144 $ R; d’où 5=0. 

Pour x G C, on a jcj 2 = J-12i et 
S={ — 12i, + 12i} 

1. (± 12i) 2 | 144=0 

— 144 | 144=0 vrai 

2. ± 12i G C vrai 


III. Solution d’une équation quadratique mixte sans terme constant. Mettre x en facteur trans¬ 
forme l’équation x 2 I px 0 en l’équation équivalente x(x~Yp) 0. De là il s’ensuit que jc=0 
et x-\ p 0. La première de ces deux équations linéaires n’admet que la solution jc x =0, la deu¬ 
xième x 2 =—p. D’où l’équation quadratique mixte sans terme constant admet toujours deux so¬ 
lutions réelles dont l’une est zéro; l’ensemble solution est 5={0, — p }. 

Vérification: 0 2 +p -0 0 vrai pour tout /?gR 
(-Z>) 2 -! />(—P)=0 vrai pour tout /;GR. 


Equation quadratique mixte 
sans terme constant 

x 2 A-px=0 \ pf 0 

jcG R 
peR 

•s={0. -p} 


Vérification : 

pour x x ; 7 0 — 2 0 0 vrai et OgR vrai 
pour x 2 : 7- (2/7) 2 —2 * 2/7=0 
4/7 —4/7=0 vrai et 2/7 G R 


Exemple: lx 2 — 2x =0 
x(lx — 2)=0 
jc(jc-2/7) =0 


5={0, 2/7} 


vrai 
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IV. Solution d’une équation quadratique mixte x 2 -\-px-\ q=0. L’idée consiste à transformer 
l’expression x 2 -\-px en un carré parfait par adjonction d’un terme adéquat et à réduire l’équa¬ 
tion à une équation quadratique pure; le terme supplémentaire introduit est le carré (p/2) 2 de 
la moitié du coefficient du terme linéaire px de la forme normale. Pour procéder à une trans¬ 
formation équivalente de l’équation donnée il faut ajouter (p/2) 2 —(p/2) 2 . Par exemple, dans 
l’équation x 2 +2x — 5=0, p=2 et (p/2) 2 = l. En ajoutant 1 — 1 l’équation devient * 2 +2 jc+ 1 — 5 
— 1=0 ou (jc-H) 2 — 6=0, c’est à dire une équation quadratique pure en (jc+ 1), et à partir de 
ces solutions on déduit celles de l’équation donnée. De on t * re JC i»2 = ~ l=t\/^* 

Méthode de résolution: x 2 -\-px-\-q =0, | +(p/2) 2 - (p/2) 2 

terme supplément: x 1 \ px +(p/2) 2 - (p/2) 2 |- q =0, 

équation quadratique: (*+ (p/2)) 2 - [(p/2) 2 - q\ =0 

ses solutions: (x -j-p/2) lî2 = ^z\/[(pl2) 2 — q], 

formule des solutions: x lt2 = -p/2±'\/[(p/2) 2 -^]. 

Vérification: 1. {-p/2 T VKW2) 2 -?]} 2 +p{ -pl2±y/[(pl2) 2 -q\}-\ <7=0, 

p/2) 2 dbp\/[(p/2) 2 - q] h(p/2) 2 - q-p 2 /2±p^/[(pl2) 2 - q] + q =0, 

p 2 /4 -f-p 2 /4 q p2/2 ~\~q =0, 

0=0 vrai 

2. -pl2±\/[(pl2) 2 -q]e C vrai 


Equation quadra¬ 
tique mixte 

x' 2 +px+q=0 
p , </e R 

jcec 


Solutions 

*i.«= -pl2±\Z[(pl2) 2 -q] 




I 

D> 0 


Discriminant 

D=(p/ 2 ) 2 -</ 

XE R 

11 

Z >=0 

1 

II 

H 

II 

H 




III 

D <0 

pas de solutions réelles 


La formule solution contient aussi les solutions des cas spéciaux, comme on peut le vérifier 
en remplaçant p ou q ou les deux par zéro. Elle est applicable lorsque l’équation est donnée 
sous forme normale. 


Discriminant. La nature des solutions de l’équation quadratique est évidemment déterminée 
par le radicand D = (p/2 ) 2 —q de la racine de la formule solution. On l’appelle discriminant . 
Si p et q sont des paramètres réels et si l’on revient à l’ensemble R comme domaine de va¬ 
riation, on doit distinguer trois cas: I avec deux solution distinctes, II avec deux solutions con¬ 
fondues et III sans solution réelle. 

Si le domaine de variation retenu est l’ensemble C des nombres complexes, il existe deux so¬ 
lutions complexes conjuguées dans le cas D< 0. Si l’on retient comme domaine de variation un 
sous-ensemble de l’ensemble des nombres réels, l’ensemble solution peut être différent. 


Exemple 1: 

jc 2 -|- 4a: —5=0; xeR 

* 1i2 =-2±V(2*+5) 
x 1 *=-2±y/9 
•*i>2 == — 3 

*! = ! 


Il existe deux solutions réelles distinctes, 
car —5 7 ^ N. 

Exemple 2: 

2x 2 — 16x-f-36=0; xE R 
* 2 —8*+18=0 

x li2 =4±^/(\6-\S) 

*i,2=4±'v/ -2 


Vérification : 
pour x x : 
l 2 +4-1-5=0 

1+4-5 =0 vrai | 1ER vrai 

pour * 2 : 

( — 5 ) 2 1 4( — 5) — 5=0 

25 — 20—5=0 vrai | —5e R vrai 

Mais si on choisit, par exemple, xE N, alors S={1}, 

Vérification : 

2(4±iV2) 2 - 16(4 üV2) + 36 =0 

2(16±8i v / 2-2)-64=Fl6iv / 2-f-36 =0 
32±16iV2-4-64=Fl6iV2+36 =0 

0=0 vrai 


S=0; il n’y a pas de solutions réelles, car y' — 2 ÿ R. Mais si l’on choisit xE C, alors il existe 
deux solutions complexes distinctes, S={ 4+f\/2, 4 — ^2}. 

Exemple 3: L’équation ;c 2 — 14 at+ 49=0 avec jceR admet deux solutions réelles confondues ; 
S—{1} comme le montre la vérification. 
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Exemple 4: L’équation rationnelle ^^ ^ pour xeR est transformée, 

après multiplication par le plus petit commun dénominateur 10- (jc+ 1) • ( x —2) pour x^—\ 
et x^Zy en l’équation quadratique équivalente 9x 2 —39x+12=0. L’ensemble solution de 
l’équation rationnelle est £={1/3, 4}. 

Exemple 5 : Vérification : 

y'[*+2+^(2*+ 7)]=4 | élévation au carré pour x x : y/[2\ -\-2-\-y/{2 • 21 -f7)]=4, 

*+2-bV( 2 *-t-7) =16 V 30 , = 4 faux 

y/ (2a: -L7) = 14— x | élévation au carré pour x 2 : -\/[9+2+\A 2 ’ 9-b7)]=4, 

2*+7 196—28* b* 2 , 4=4 vrai 

x 2 —30^4-189 =0, 

= 21 , 

* 2 =9. 

L’élévation au carré est ici une transformation non équivalente. Comme l’a montré la vérifi- 
vation, seule * 2 =9 est une solution de l’équation initiale; d’où £={9}. 

Toute équation comportant des racines carrées ne conduit pas à une équation quadratique. 
Il est toujours possible de se débarrasser de toutes les racines par élévation à des puissances 

3 

avec des exposants entiers, par exemple l’ensemble solution de l’équation y (*-|-7) 2 — 
\/(*+7)=6 pour xeR est £={ —15, 20}. 


Problèmes appliques conduisant à des équations quadratiques. 


Exemple 1: Sondeur sonore. Un sondeur sonore est utilisé pour mesurer la profondeur du 
fond de la mer. L’émission de sons part de A y le récepteur est en B (Fig.). La largeur 
du bateau est de 16 mètres. Le son se propage dans l’eau à la vitesse de 1 510 mètres/se¬ 
conde. Pendant le temps consacré à la mesure on suppose que le bateau ne bouge pas. Quelle 
est la profondeur de l’eau correspondant à une différence de temps de 0,1 seconde? 

Soit x la profondeur de l’eau. La distance parcourue par l’écho jusqu’au fond de la mer 
est de (1510 -0,1 )/2 mètres. D’après le théorème de Pythagore on a: 
x 2 [(1510 0,1 )/2] 2 —8 2 


jc 2 = 5636,25 

*i, 2 = ± y/ 5636,25 ^ ± 75,1 

La profondeur de l’eau est approximativement de 75 mètres. 
La valeur négative n’a pas de sens en physique. 

Exemple 2: Test de résistance. Lors du test de résistance 
d’un matériau par la méthode de pression développée par 
Brinell, l’impact h d’une petite bille d’acier de- diamètre 
connu d^2r dans le matériau à tester est calculé à partir 
du diamètre <5=2 q de l’impression circulaire (Fig.). 
Quelle est la profondeur de l’impact h quand le diamètre de 
la sphère est </=2r=10 mm et le diamètre de l’impact 
sphérique est ô — 2q 6 mm? 

Soit h (en mm) la profondeur de l’impact. D’après le 
théorème de Pythagore on a r 2 =(r— h) 2 +Q 2 ou h 2 —2/7/-f 
Tg 2 =0. Des deux solutions h^-r^y/ir 2 —{? 2 ) seule h 2 
—r — y/(r 2 — q 2 ) est utilisable, car pour des profondeurs 
//>/* l’impact sphérique a toujours le rayon Q ~r et la 
méthode n’est pas applicable. En substituant à r et q les 
quantités données on obtient h = \ mm. 



Exemple 3: Problème stéréométrique. Une sphère creuse a pour masse M— 72,900 * kg. 
L’épaisseur de sa paroi est w —6 cm. (Fig.). Quels sont son rayon interne r et externe R 
quand la densité g=7,8 g par cm cubiques? Si la longueur du rayon interne est de x 
cm, celle du rayon externe est /?=(jc+»v). La masse de la sphère creuse est A/=(4 ti/ 3) 
(/? 3 —/* 3 )g, soit, dans ce cas Af=(4jr/3) [(*4 -h>) 3 —jc 3 ]^. Ceci conduit à l’équation quadratique 
x 2 -\-wx-\-w 2 /3 — MI(4jiqw)=0 avec les solutions ^, 2 =— wl2±:y/[MI(4QWJi) —h> 2 /12]. Ici seul 
x x — — w/2 ~\-y/[MI(4jiQw) — w 2 / 12] est solution du problème. Les rayons cherchés sont R=5 y 52 
cm et r=3,16 cm. 
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4.3-2 Le test de Brinell 



4.3-3 Section d’une sphère creuse 


Solution graphique d’équations quadratiques 


Parabole standard en déplacement parallèle. Les zéros de la fonction quadratique y = x 2 + 
+px-\-q ou y=(x-\-pl2) 2 + ( q — p 2 l 4) sont les solutions de l’équation quadratique x 2 +px-\- 
+<7=0. Le graphe de cette fonction est une parabole standard qui a été soumise à un déplace¬ 
ment parallèle dans la direction de l’axe des x de longueur —p/2 et dans la direction de l’axe des y 
de longueur —/>= -\~{q — p 2 \ 4), dont le sommet V(x sy y s ) a pour coordonnées * s =— p/2 ; y s =q — p 2 / 4. 

Selon la position du sommet la parabole standard coupe l’axe des x en deux points 0> s <0), 
ou lui est tangent (+ v =0), ou n’a pas de point commun avec lui (+ v >0); par conséquent l’équa¬ 
tion quadratique a deux solutions réelles distinctes, confondues, ou aucune. 


Intersection d’une parabole et d’une droite. L’équation donnée x 2 -\~px-\-q—0 sous la forme 
x 2 =—px—q est interprétée comme une condition pour que les fonctions définies par les équa¬ 
tions y x 2 et y=—px—q donnent la même ordonnée y pour certaines abscisses x. Géométri¬ 
quement ceci correspond au?: points d’intersection des graphes de ces fonctions. Les abscis¬ 
ses des points d’intersection sont les solutions des équations. Pour y=x 2 le graphe est la para¬ 
bole standard, pour y=—px—q une droite. Selon que cette droite coupe, est tangente à la pa¬ 
rabole, ou sans point commun avec elle, on obtient deux, une ou zéro solutions réelles à l’équation. 



4.3-4 Racines d’une équation quadratique comme abs¬ 
cisses des points d’intersection de l’axe des x avec une 
parabole standard sujette à un déplacement parallèle 



quadratique avec une parabole standard fixée 


Exemple 1: x 2 —x-2—0 
On étudie la fonction définie par l’équation 
y=x 2 — x —2. Le graphe est la parabole stan¬ 
dard translatée de sommet ^(1/2, —2,25). 
Ici j> 5 <0. La parabole coupe l’axe des x pour 
*i=—1 et * 2 =2 (Fig.). 


On transforme l’équation en * 2 =*+2. Les 
abscisses des points d’intersection de la para¬ 
bole standard d’équation y=x 2 et de la droite 
d’équation .y=*+2sont x t =—1 et * a =2(Fig.). 
L’équation x 2 — x —2=0 a deux solutions réel¬ 
les distinctes. Son ensemble solution est S= 
={— 1 . 2 }. 
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Exemple 2: x 2 — 2at-|- 1 =0 On transforme l’équation en x 2 —2x — 1. La 

On utilise la fonction d’équation y=x 2 — 2jc+ 1 parabole standard d’équation y=x 2 et la droi- 
dont le graphe est là parabole standard trans- te d’équation y=2x — 1 sont tangentes. L’ab¬ 
latée de sommet K 2 (l, 0). Ici >>,=0. La pa- scisse du point de contact est ^=^ 2 =1 (Fig.), 
rabole est tangente à l’axe des x en x 1 =x 2 =\ 

(Fig.). 

L’équation jc 2 — 2jc+ 1 =0 a deux solutions réelles confondues. L’ensemble solution est 5={ 1}. 

Exemple 3: * 2 +x-f-2=0 L’équation transformée est jc 2 =— x — 2. La 

La fonction d’équation y=x 2 -\-x+2 a pour droite d’équation y— — x — 2 ne coupe pas la 
graphe la parabole standard translatée de som- parabole standard d’équation y—x 2 (Fig.), 
met F 3 ( — 1/2, l 3 / 4 ). D’où >>*>0. La parabole 
ne coupe pas l’axe des x (Fig.). 

L’équation x 2 +jf+2=0 n’a pas de solutions réelles. L’ensemble solution est 5=0. 


Remarques historiques 

Des raisons pratiques, en particulier, des problèmes de mesure (théorème de Pythagore) con¬ 
duisirent très tôt aux équations quadratiques. De nombreux problèmes de ce type datant des 
mathématiques babyloniennes nous sont parvenues sur des tablettes cunéiformes. Même les sy¬ 
stèmes d’équations quadratiques à plusieurs variables y figuraient. Un problème datant de 2000 
ans av. J. C. environ transcrit en notation moderne est: x 2 —29y4-210=0; d’une date légère¬ 
ment plus récente on trouve, par exemple, le système x 2 +y 2 = 1000, y= 2jc/3—10. 

Les mathématiciens grecs traitaient les problèmes algébriques de façon géométrique, c’est à 
dire, par construction. Puisque une racine carrée peut toujours être construite à l’aide de la 
règle et du compas, les mathématiciens grecs étaient capables de traiter tous les types d’équations 
quadratiques à solutions réelles. La description de ces méthodes se trouve dans le livre X des “Elé¬ 
ments” d’Euclide (300 av. J. C. environ) qui dans son contenu remonte à Theaitetus (410? 
—368 av. J. C.). L’ingénieur et mathématicien hellénistique Héron d’Alexandrie (100 ap. J. C.) 
reprit la tradition babylonienne, et de l’ancienne Egypte, du traitement numériquç des équa¬ 
tions quadratiques, qui utilise des méthodes approximatives d’extraction des racines carrées. 
Des traces de cette approche peuvent déjà être retrouvées dans les écrits d’ARCHiMEDE (278?- 
212 av. J. C.). Les mathématiciens hindous , surtout Bhaskara ( né en 1114 ap. J. C.) décou¬ 
vrirent que les racines arrivent par paires. Leurs méthodes firent leur chemin en Europe, grâce 
aux scientifiques écrivant en Arabe qui leur servirent d’intermédiaires, et leur firent faire eux- 
mêmes des progrès. 


4.4. Equations de degré trois et quatre 

En général, plus le degré d’une équation algébrique est élevé, plus elle est difficile à résoudre. 
Ainsi, un grand nombre de méthodes de résolutions graphiques et approximatives ont été dé¬ 
veloppées dans le but pratique de trouver des solutions numériques, qui permettent de calculer 
des solutions jusqu’à un nombre arbitraire de décimales après la virgule. 


L’équation du 3ème degré 


Forme générale d’une 

Ax*-\-Bx*+Cx+D=0 

xec 

équation cubique 

A^0 

A, B, C, DeR 


Dans la forme générale d’une équation cubique ou équation du troisième degré x est la va¬ 
riable pour laquelle l’ensemble C des nombres complexes a été retenu comme domaine fon¬ 
damental. A, B, C et D sont des paramètres réels. Ax 3 est appellé le terme cubique , Bx 2 le 
terme quadratique , Cx le terme linéaire et D le terme constant. En divisant les deux membres 
par A- j=0 et posant B/A=r y CjA=s , D//f = t on obtient la forme normale équivalente xr'-\-rx 2 + 
-j-£x-l-/=0. 


Forme normale d’une 

jt 3 +rx 2 +.s.x:+/=0 

xec 

équation cubique 


r, s y tE R 


Résolution. Cas spéciaux. Sur l’ensemble des nombres complexes toute équation cubique admet 
trois solutions, dont certaines peuvent coïncider. Puisque tout polynôme de degré impair admet 
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au moins une solution réelle, l’une des solutions est toujours réelle. Les deux autres sont soit 
réelles soit imaginaires conjuguées. Si x x est une racine réelle, alors (voir Chapitre 5), la fonction 
cubique peut être décomposée en un produit de facteur linéaire (jc — x x ) et d’un polynôme de degré 
deux. Puisque un produit ne s’annule que si et seulement si l’un des facteurs s’annule, les deux 
autres solutions des équations cubiques sont les solutions de l’équation quadratique résultante. 

D’apres le théorème de Viète le produit x 1 ■ x 2 * * 3 des trois solutions est égal à l’opposé du 
terme constant (—/). D’où, si l’on sait que l’équation donnée a des solutions entières, alors une 
solution Xi peut être trouvée comme facteur de (—/) par tâtonnements. Exemple l’équation cu¬ 
bique * 3 —5* 2 —8x -1-12=0 admet la solution x^-fl et peut être décomposée en (*—1) (x 2 — 4* — 
— 12): 0. Puisque l’équation quadratique admet les solutions— 2 et -|-6, l’ensemble solution de 
l’équation cubique donnée est S {— 2, -|-i, -|-6}. 

L’équation cubique x l -\-rx 2 \~sx O dans laquelle le terme constant t est nul, se réduit par 
factorisation à l’équation équivalente *(* 2 H-r*-|-.y) = 0. En plus de la solution réelle ^ 0 les 
deux autres solutions de l’équation cubique donnée sont les solutions de l’équation quadrati¬ 
que x 2 -\-rx-\-s^0. 

3 

Lorsque r=0, j=0, Yéquation cubique pure est * 3 -|-/=0. Elle admet les trois solutions x x \/ — t y 

3 3 

x 2 <o 2 y —/ et x 3 =m 3 \/—/, ou a> 2 =(—H-i\/3)/2 et a) 3 =( —1—i -\/3)/2 sont les racines 
cubiques complexes de l’unité. 

Si de plus, /=0, c’est à dire que * 3 =0, alors x x =^x 2 —* 3 —0 est l’unique solution, car pour 
*=j=0, on a aussi jc’ + O, et vice versa. 

Formule de Cardan. Cette formule, pour calculer les racines d’une équation cubique, est 
obtenue en deux étapes. D’abord, la forme normale x?+rx 2 +sx +/=0 est transformée, par la 
substitution x=y —(r/3), en la forme réduite dans laquelle il n’y a pas de terme quadratique : 


Forme réduite de l’équation cubique 


y*+py+q =0 


On utilise ici les abréviations p s —r 2 /3, <7=2/* 3 /27— sr/3+t; par exemple, la réduction de 
a- 3 —9.x: 2 + 33*—65 0 conduit à .y 3 -|-6.y—20 0. 

Ensuite, la solution requise y est partagée en deux parties u et v , qui seront déterminées sé¬ 
parément. On suppose que y=u-\-v et on obtient (//-f- vf + p(u+v)+q=---■ 0 ou 1/ 3 bv 3 +^-|-(w+o) 
(3uv+p)=0. On obtient alors une équation à deux variables u et v. Alors, on peut ajouter une 
condition complémentaire pour lier u et v. On la choisit de telle sorte que le facteur 3 uv-\-p y 
et donc le dernier produit disparaisse; 3uv-\-p=0. Ceci conduit au système d’équations dont les 
variables sont u et v. 




ip+i?——q 

élévation au carré 

u* +2m 3 u 3 +v*=^ 2 

uv= — p/3 

quatre fois le 

4/r V 3 ==—4(/;/3) 3 


nombre élevé à 
la puissance 3 

Le système d’équation obtenu conduit à 


(w 3 —w 3 ) 2 q 2 +■4( pf3f 
w 3 —u®= ±'\/[p 2 +4(pl3f] 
ir K \-v 2 =—q 




u*=-ql2±y/[{ql2Y+(pm et ^=-q/2 T VK*/2) 2 +(p/3) 3 ]. 

En échangeant les signes supérieurs avec les signes inférieurs dans les racines, // 3 se transforme 
en v 3 ; mais lorsque u et v sont interchangés, les équations iP+iP+q 0 et uv= — pl 3 restent 
inchangées. Alors il est suffisant de ne considérer que l’un des couples de signes, le plus élevé 
par exemple. Chaque racine cubique d’un nombre complexe a 3 valeurs; en plus de la solu¬ 
tion x x on trouve les solutions a) 2 x x et a> 3 Xi où a> 2 et a> 3 sont les racines cubiques complexes de 
l’unité. Par conséquent, on obtient pour // et v les solutions 

«i=V{-?/2+V[fo/2) 2 +(W3m, W 2 =" 1<«2> ih =u i w a> 

«i=V'{—9/2—Vt(ï/2) a +(p/3) 3 ]}, ti 2 =« 1 £o 2 , v 3 =u 1 «) 3 . 

Pour y= u r \-vj on obtiendrait 9 solutions (/ 1, 2, 3 ; y = 1, 2, 3) de l’équation cubique. Mais le 

nombre de solutions se réduit aux trois suivantes; y x =Ui-\-v ly y^u^-Vv^ y 3 =u 3 +v 2y car la con¬ 
dition complémentaire u t Vj= — pl 3 n’est satisfaite que par u t v l9 u 2 v 3 , et u 3 v 2y puisque co 2 o) 3 — 
=(—l/2-|-(i/2)\/3) (—1/2—(i/2)\/3): 1/44 3/4=1. Sous l’hypothèse que le radicand delà racine 
carré est non-négatif, (<//2) 2 +(/;/3) 3 >0, la solution y x est réelle, alors que y 2 et y 3 sont comple¬ 
xes conjuguées, comme le montre le calcul : 
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y 2 =u 1 a) 2 +v 1 (o 2 =— (//i+vO/2 +[(«!— Vj)/!] • i^/3 
y 3 =u 1 œ a +v 1 co 2 =—(u 1 -\ vi)l2—[(u 1 —v 1 )l2\ • i\/3 


Forme réduite de 

Formule de Cardan 

l’équation cubique 
f -\-py+q =0 

*=aW -9/2 4 Vb*/4+P :, /27]} -!+{ — q/2 — yV/4 +p :, /27]} 


Exemple: y 3 —15^—126=0. L’équation est sous forme réduite. Ici p =—15 et q =—126. La 
substitution dans la formule de Cardan donne : 

>>i= \/[63 + -\/(63 2 —5 3 )] + — y/ (63 2 —5 3 )] = ^125+^1 =5 + 1=6, 

y ^~—[(5 + l)/2]+[(5—1)/2] • i\/3 =—3+2i y/3 y 
^=-[(5+ 0/2]—[(5—1)/2] • i V3=~3-2i V3. 
d’où 5={ 6, —3+2i V3, —3—2i ^3}. 

Cas irréductible, solution trigonométriquc. La solution de l’équation cubique devient parti¬ 
culièrement difficile quand le radicand (<//2) 2 +(/?/3) 3 de la racine carré est négatif. Alors il faut 
extraire la racine cubique de nombres complexes. D’autre part une équation cubique a toujours 
au moins une solution réelle. Pendant longtemps au \5 C et 16 e siècles les mathématiciens ne 
réussirent pas à fournir la solution réelle et appelèrent ce cas, qu’ils ne pouvaient résoudre par 
leurs propres moyens, non réductible, un casus ireducibilis. Vieta réussit à trouver la solution, 
autour de 1600, à l’aide de la trigonométrie. 11 résulta en définitive de ce cas apparemment si 
compliqué que les trois solutions étaient réelles. 

Puisque (q/2) 2 -\-{p/3) 3 <0 on doit avoir p< 0; en posant p =— p\ p est positif et l’équation 
réduite y*+py+q = 0 se transforme en y 3 — p'y+q 0, où p' 3 / 27— q 2 / 4>0. Le radicand de la 
racine cubique de u l ou v x est alors : 

—<?/2±\/ (— P z /21 +<? 2 /4)=— q/2±y/ — (p 3 /27 —tf 2 /4) =—^/2±i yj (p' 3 /27—^ 2 /4). 

Cette valeur complexe peut être écrite sous forme trigonométrique: — q\2 ± i -\Z(p ,3 /21- — q 2 / 4) 

/•(cosç)+i sin <p), où 

r=V(p' 3 /27), cos < P ~q!2l^{p 3 l21\ sin tp y/(p 3 l21-q 2 IA)ly/(p 3 l21). 

3 

D’après la formule de Moivrc on obtient pour u t ou v x : yr( cos 99/3 + i sin 99 /3) 

3 . 3 

et ainsi: yi=u 1 -\-v l —\/r [cos 99/3 + i sin 99 / 3 +cos (pl 3—i sin 99 / 3 ] =2y/• cos (p/3. 

Puisque d’après la périodicité de la fonction cosinus l’angle peut aussi avoir la valeur +360° 
ou +720°, les deux autres solutions sont: 


y 2 =2\Jr • cos ( 99 /3 + 120°) et y 2 2\/r • cos ( 99/3 I 240 w ). 


Equation 

cubique 

Ax 3 I Bx 2 \ Cx I -D--0 

xreC; A t /i, C, De R; Ai^O 

Forme 

normale 

x 3 +r* 2 +$*+/=0 

r-B/A', s=C/A; t=D/A 

Forme 

réduite 

y*+py+q =0 

p=s—r*l3 
q = 2r'/27 — r.v/3-|-/ 

Formule 
de Cardan 

( < 7/2) 2 +(p/3) 3 >0 
un solution réelle et deux com¬ 
plexes conjuguées 
to/2) 2 +(p/3) 3 0 

Trois solutions réelles dont deux 
coïncident 

«i=V'[-9/2+V(9 2 /4+P 3 /27)] 

«i=V'I-9/2-v / (9 2 /4+P 3 /27)] 

y 1 =u 1 +v 1 

y-i> 3 =—(.u l +v l )/2 

±[(«i — Wj)/2] • i \/3 

Casus 

irreducibilis 

(ql2Y+(pm 3 <0 

Trois solutions réelles distinctes 

r=V'(-P 3 /27) 

cos 93 =—(<?/2) / y'(—[) '121) 

3 

^x=2yr cos 99/3 
y 2 ~2\/r cos ( 99/3 +120°) 
yn =2 \/r cos ( 99 / 3 +240°) 
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Exemple 1: Dans l’équation y 3 —981^—11340=0 les conditions du casus irreducibilis sont 
satisfaites, et l’on obtient r=\/327 3 , cos cp = 5670/\/327 3 . La calcul logarithmique conduit à 
la valeur (approximative) <p= 16° 30', d’où (pl 3=5° 30'. 

Par approximation logarithmique des formules pour y u y 2 , y 3 on trouve 7^36, y 2 ^s —21, 
y —15. La vérification montre que l’égalité vaut. Ainsi £={—21,—15,36}. 

Exemple 2: La section axiale d’un entonnoir en verre normalisé est 
un triangle équilatéral (Fig.). Quelle est la largeur cl de l’entonnoir 
si son volume est V—165 cm 3 ? Puisque la largeur cl est l’un des 
côtés de la section axiale, la hauteur de l’entonnoir est /i=(J/2)y / 3 
et le rayon de la base est r=d\ 2. D’après la formule du volume 
du cône ^=(1/3) nr 2 • /? il s’ensuit que: 765 cm 3 =(l/3)ji • (*//2) 2 • 

(dl2)y/3 ou d 3 = 765 • 24 /(tt\/ 3) cm 3 . 

Sur les trois valeurs de d seule la valeur réelle est significative. 

On obtient 15 cm pour la largeur de l’entonnoir. 

Solution graphique d’une équation cubique. De l’équation cubi¬ 
que Ax?-\ Bx 2 -\-Cx-\ Z)=0, on passe à la fonction du troisième 
degré définie par l’équation y=Ax?+Bx 2 +Cx+D. Le graphe 
de la fonction coupe l’axe des x aux points dont les abscisses fournissent les solutions de l’équa¬ 
tion cubique. On obtient des solutions approximatives, qui peuvent être améliorées autant qu’il 
est nécessaire, par exemple, par la méthode de Newton. Une fois trouvée une solution graphi¬ 
que x lt il faut diviser le polynôme cubique donné par le facteur linéaire ( x —JCj), de façon à 
trouver une équation quadratique qui puisse être résolue facilement. 



4.4-1 Entonnoir en 
verre normalisé 


Exemple: De l’équation 8* 3 —20 jc 2 —2*-b5=0 l’on passe 
à la fonction définie par l’équation y= 8.x 3 —20* 2 —2*+5 
(Fig.). Son graphe peut être construit à partir du tableau: 


* ... 

—2 

—1 0 

1 2 

3 ... 

y • •• 

—135 

—21 5 

—9 —15 

35 ... 


avec une approximation tellement bonne que l’on s’attend à 
trouver les zéros pour x x = — 1/2, jc 2 ^= + 1/2, * 3 =+5/2. Ici 
le choix d’unités différentes sur l’axe des y et sur l’axe des 
x n’.nfluence pas la position des zéros. Incidemment, le 
tableau montre, même avant que le graphe ne soit tracé, par 
le changement des signes des ordonnées, que les zéros doivent 
se trouver entre — 1 et 0, entre 0 et 1, et entre 2 et 3. 

Par substitution des valeurs dans l’équation on trouve que 
les zéros prévus sont, en fait, solutions. Mais il serait suffisant 
de vérifier pour * 2 =l/2, par exemple, et après la division 
polynômiale (8.x 3 —20* 2 — 2*+5):(* — l/2)=8* 2 —16* — 10, de 
résoudre l’équation quadratique 8* 2 — 16* — 10=0 dont les 
solutions sont *i, 3 =l +3/2. Ceci est une vérification des solu¬ 
tions obtenues graphiquement. Ici 5={ — 1/2, +1/2, -F5/2}. 

Remarques historiques. Les équations cubiques simples apparaissent déjà dans les anciennes 
mathématiques grecques, hindoues et arabes. Puisque les mathématiciens grecs traitaient les pro¬ 
blèmes d’algèbre par les méthodes géométriques, ils avaient à faire face à des difficultés fon¬ 
damentales dans le traitement des équations cubiques. 

L’ingénieur et mathématicien grec Hf.ron d’Alexandrie (100 ans environ après Jesus-Christ) fit 
faire un bond important au traitement des équations cubiques. En revenant aux vieilles métho¬ 
des d’approximation babyloniennes et égyptiennes pour l’extraction numérique des racines il 
réussit à résoudre les équations cubiques pures. Le progrès réel dans le traitement numérique 
et l’algébrisation commençante des étapes de calcul est due aux mathématiciens hindous et 
surtout arabes. Ils pouvaient résoudre numériquement tous les types d’équations quadratiques 
et les plus simples équations cubiques, mais il ne réussirent pas à résoudre l’équation générale. 
Les mathématiciens européens suivirent immédiatement les traces des Arabes, même dans le 
traitement numérique des équations. Mais Luca Pacioli (1445-1514), dont les mérites dans le 



4.4-2 Solution graphique de 
l’équation cubique: 
8* 3 -20jc 2 -2jc + 5 = 0 
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développement de l’algèbre furent très grands, pensait qu’il était impossible de trouver une for¬ 
mule pour la solution algébrique de l’équation générale du troisième degré. 

Ceci fut fait autour de 1500 par Maître Scipione del Ferro de Bologne (1465-1526) mais 
resta non publié. De façon presque indépendante, Niccolo Tartaglia (1500-1557) mathématicien 
et ingénieur ballistique, trouva la formule, qui de nos jours est connue sous le nom de Cardan, 
et acquit une renommée considérable en l’appliquant brillamment dans des tournois publics de 
résolution de problèmes qui étaient coutumiers à l’époque. L’ambitieux professeur Jerome Car¬ 
dan (1501-1576) de Venise, qui ne réussit pas à trouver la formule de résolution, l’obtint en 
1539 de Tartaglia après des années de pression intense, mais il dut jurer solennellement à 
Tartaglia de le traiter comme une sorte de secret professionnel. Cependant, Cardan rom¬ 
pit sa promesse et inclut le résultat dans son “Artis magnac sive de regulis algevraicis” (c’est 
à dire, du Grand Art des Règles de l’Algèbre) de 1545. Et puisque la formule fut imprimée 
la première fois sous le nom de Cardan, elle devint connue sous le nom de formule de Car¬ 
dan. Même les protestations de Tartaglia, qui dégénérèrent en une violente querelle, ne ser¬ 
virent à rien. Incidemment, la méthode bien connue de la suspension universelle, par exemple, 
du compas d’un bateau, porte aussi à tort le nom de Cardan: elle était utilisée bien longtemps 
avant lui. 


Les équations 4cmc degré 


Equation générale 

Ax' + Bx" + Cx 1 -|- Dx+E 0 

*ec 

du quatrième degré 

A + 0 

À, B , C, D t Ee R 


Il existe aussi une formule générale de solution pour l’équation générale du quatrième degré. 
Cependant, elle est beaucoup plus compliquée que celle de l’équation cubique et elle est alors 
difficilement utilisée pour la détermination numérique des solutions. D’où seulement une 
esquisse de la méthode, sans détails de calcul est donnée ici. A partir de la substitution 
x y — a/4 on obtient de la forme normale x* T ax 2 + bx 2 T ex |- cl= 0 réquation réduite y*-\-py 2j r 
qy-\-r 0 avec de nouveaux coefficients /?, q, r. 

Les quatre solutions y l9 y 2 , y 3 , y 4 avec 2y 1 =y/z 1 4-y/z 2 4ry/z 3 ; 2y 2 y/z^y/z 2 —V z :i» 2 L:t 
V z i4-y/z 2 — y/ z 3 ; 2)\ ■— y/ z r — y/z 2 ~hy/z 3 

peuvent être obtenues à partir des trois solutions z l9 z 2 , z 3 de la résolvante cubique de l’équa¬ 
tion quartique donnée: 

z 3 -F 2 pz 2 (p 2 —4 r)z — q 2 0. 

Une condition complémentaire est que le produit des trois solutions z x z 2 z 3 q 2 doit toujours 
être positif. Les trois cas suivants peuvent arriver pour les solutions de l’équation quartique 
dans le domaine des nombres complexes: 


solutions z lt z 2 , z 3 de la cubique résolvante 

solutions y lt y 2> y 3f y 4 de l’équation quartique 

toutes réelles et positives 

quatre valeurs réelles 

une positive, deux négatives 

deux couples de valeurs complexes conjuguées 

une réelle, deux conjuguées complexes 

deux valeurs réelles et un couple de valeurs 
complexes conjuguées 


L’équation biquadratique. Un cas spécial d’équation quartique se produit fréquemment et se 
traite facilement. Il se distingue par le fait que la variable x n’intervient qu’avec des degrés 
pairs. L’équation devient alors une équation quadratique en x 2 : d’où son nom. Pour y = x 2 on 
obtient y 2 -\-py+q 0. On résout l’équation quadratique en y. On obtient les solutions de l’équa¬ 
tion biquadratique en résolvant ensuite l’équation x 2 =y. 

Exemple : x* — 29* 2 -f 100 = 0 

Tl == 25, y 2 =4; x x — T5, * 2 =— 5, x 3 =2 y * 4 =— 2; 

£={—5, —2, +2, +5} 

Remarque historique. La formule de résolution de l’équation quartique générale fut décou¬ 
verte par L. Ferrari (1522-1565), un pupille et collaborateur de Cardan. La formule fut re¬ 
prise par Cardan dans son “Ars Magna”. 
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4.5. Théorèmes généraux 


Théorème fondamental de l’algèbre. La proposition qui, dans le domaine des nombres comple¬ 
xes, affirme que toute équation de degré n a toujours n solutions avait déjà été faite par 
Girard (1595-1632). Des tentatives de démonstrations furent faites ultérieurement par Descar¬ 
tes, Jean d’ALEMBERT et autres, mais il fallut attendre Gauss en 1799 pour avoir une preuve 
rigoureuse, complète, qui fut l’objet principal de sa thèse. Plus tard Gauss prouva à l’aide d’au¬ 
tres démonstrations indépendantes qu’une équation algébrique admet toujours une solution. 

Théorème fondamental de l’algèbre : Toute équation de degré n 

-f a„==0, 

pour laquelle les «, (/ = 1, 2,..., n ) sont des nombres réels ou complexes, admet au moins une 
solution dans l’ensemble des nombres complexes. 

Factorisation. Si une solution de l’équation x"-\-a x x n ~ l -\ a 2 x n ~' i + - {-a n _ x x-\-a n 0, dont l’exi¬ 

stence est garantie par le théorème fondamental, est notée x x et si l’on soustrait l’équation 
Jc ï+« 1 J '1" 1 +«8^ï“ a H“- \~ a n-i x i 4Ai *- 0 obtenue à partir de la solution donnée par la substi¬ 

tution de x x à x , on obtient (x n —x^)-\~a x (x nl — \~a n -i (*— x 1 )=0. Chaque terme con¬ 
tient-le facteur (*—a^), car il s’ensuit par factorisation que (x atj) • [jc" _1 + 0. 

L’expression entre crochets du membre de gauche est un polynôme de degré n —1. D’après le 
théorème fondamental il admet aussi une solution. Si on la note x 2 , alors le facteur (x— x 2 ) 

peut être séparé. On obtient (x — x x ) (xr—x 2 ) [x" _2 +-|-tf n _ 2 ] 0. Si on continué la méthode, 

on obtient finalement, la représentation factorisée. 


Représentation factorisée 

x " -I- a L x "~ l -|--h a n -yX + a n 

x e C 

de l’équation de degré n 

= (*“*l) (*“* 2 ) (*“*„) 0 



Nombre de solutions. Un théorème important découle immédiatement de la représentation 
factorisée: une équation de degré n à une variable a exactement n solutions. Ceci n’implique 
pas que toutes les solutions soient distinctes. 

Si une solution apparaît 2, 3, .. .,/c fois, on parle d’une solution ou racine double, triple,..., 
/c-uple. Si les coefficients de l’équation sont réels et si l’équation a une solution complexe a-j-ib, 
alors le nombre complexe conjugué a—ib est aussi solution de l’équation. 


Théorème des racines de 
Viète. Si on multiplie le mem¬ 
bre de droite de la représen¬ 
tation factorisée et l’ordonne, 
par puissances égales de x , une 
comparaison de coefficients 
conduit au théorème des ra¬ 
cines de Viète. 


On a de plus le théorème suivant: 

Si une équation de degré n à coefficients entiers sous sa forme normale a une solution entière , 
celle-ci est un diviseur du terme constant. 

Pour les équations quadratiques et cubiques le théorème des racines de Vieta prend la forme 
suivante : 


Théorème des 

* i +* 2 1 

* * + *„ 



racines de 

* 1 * 2 + * 1 * 3 + * 2*3 + 

- 1 

*2 

Viète 

* 1 * 2*3 + * 1 * 2*4 + ' ' 


“ a :\ 


* 1 * 2*3 • 

*« 


=(—1)X 


x 2 -\-px-\-q=0 



x 3 -\-rx 2 -\-sx-\-t 0 

*i+* 2 +* a — — r 

* l +*2 = —p 


* 1*2 + * 2 * 3 +* 3*1 = S 


* 1*2 =Q 



* 1 * 2*3 =~t 


Résolution par radicaux. Le théorème fondamental de l’algèbre garantit l’existence des 
racines de l’équation x n -\-a 1 x"~ 1 -\-a 2 x n ~ , *-{- • • ■ ( a n ^ x x -bû«=0 pour tous les degrés. Pour n= 2, 3, 4 
une formule générale de la solution peut être écrite. Pour /*= 3 elle consiste en une succession 

de racines, l’une contenue dans l’autre; la solution est du type y(a-| -<\/b); pour n= 4, elle est 
du type \/{a-\- -\/[ôH-\/( c + \A0]}* Par un radical on entend une expression formée par surim- 
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position de racines dont les exposants sont entiers positifs. En utilisant cette notion on peut 
dire: 

Les équations algébriques jusqu'au quatrième degré sont résolubles avec des radicaux. 

Evidemment il existe une famille, infinie de radicaux, et l’on peut penser que d’une manière 
ou d’une autre les solutions d’une équation du cinquième degré pourraient être obtenues par 
combinaison de racines surimposées. Mais ce n’est pas le cas. Au contraire: il est impossible 
pour n >4 de résoudre l’équation algébrique générale de degré n avec des radicaux. 

Remarques historiques. Après que les formules des solutions de l’équation cubique et quarti- 
quc aient été trouvées pendant la Renaissance, les mathématiciens des 17ème et 18ème siècles 
cherchèrent avec une grande ténacité la formule des solutions des équations de degré cinq et 
plus. En fait, quelques mathématiciens, dont Tschirnhaus (1651-1708) croyaient avoir démon¬ 
tré la possibilité d’utiliser une solution avec des radicaux. 

Mais graduellement on reconnut qu’une solution par radicaux, de l’équation générale avec 
des degrés plus élevés, pouvait être impossible; cette opinion fut exprimée par Lagrange 
et Gauss. Après une tentative de démonstration, comportant des lacunes, par Ruffini, Neils 
Henrik Abel (1802-1829), un génie mathématique brillant qui mourut jeune de tuberculose, 
arriva à démontrer que l’équation générale de degré 5, et de là aussi les équations de degré 
plus élevés, ne sont pas résolubles à l’aide de radicaux. L’une des raisons de la difficulté à 
comprendre que les équations de degré plus élevées n’étaient pas résolubles était due au fait 
que certaines équations spéciales de degré plus élevé peuvent très bien se résoudre avec des ra¬ 
dicaux. Une récapitulation précise et complète de toutes les équations de tous les degrés qui 
sont résolubles avec des radicaux est donnée dans la théorie de Galois. Evariste Galois (1811— 
1832) démarra à partir des résultats obtenus par Gauss sur le problème de cyclotomie (divi¬ 
sion du cercle). C’était un homme de génie et un fervent républicain. Comme Pouchkine dans la 
Russie Tsaristc il fut blessé mortellement dans un duel dans lequel son adversaire était peut-être 
un agent provocateur. 

Dans la théorie de Galois un groupe est assigné à chaque équation; sa structure donne une 
information sur la possibilité de résoudre l’équation avec des radicaux (voir Chap. 16). 


4.6. Systèmes d’équations non linéaires 


Certains types de systèmes d’équations non linéaires interviennent plutôt fréquemment, par 
exemple en géométrie analytique ou en liaison avec les systèmes d’équations différentielles ordi¬ 
naire- On a sélectionné ici quelques cas parmi l’ensemble des systèmes d’équations non linéaires. 
Un traitement systématique n’est pas possible. Dans ce qui suit le domaine fondamental de toutes 
les variables est R. 

Une équation linéaire et une équation quadratique. Par le méthode de substitution le système 
est facile à résoudre. Cela arrive, par exemple, lorsqu’il faut déterminer les points d’intersection 
d’une conique et d’une droite. 


Exemple : 
x 2 ~\-y 2 -\-4x —1 =0 
x-\-y —1 


►*=-—. y —1 : 

*i =—3; *2=0 


- (— y — 1 ) 2 +y 2 +4(— y — 1 )— 1 =0 

— r 

y 2 — y —2=0 

>'i=2; y 2 =—1 


La vérification confirme que ces valeurs sont solutions. *S'={(—3, 2), (0, —1)}. 


Deux équations quadratiques. Ce problème apparaît lors de l’intersection de deux coniques. 
S’il n’existe pas de termes quadratiques mixtes et si dans les deux équations les coefficients cor¬ 
respondants des équations quadratiques pures sont égaux, à un terme constant près k^O, après 
multiplication par 1 \k et soustraction, les termes quadratiques disparaissent et une équation 
linéaire reste, avec l’aide de laquelle une variable peut être éliminée par substitution dans l’une 
des équations quadratiques. 
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Exemple 1: 

x 2 4~y 2 —18a:— 18y+ 112=0 -► * 2 -hy 2 —18 a:— 18y+l 12=0 I 

x 2 \2-Yy 2 !2 —1 \x-\-5y — 52=0 • 2 -► x 2 +y 2 —22a:- f 10y—104=0 | 

4x —28yH-216 =0 

y 2 — 18 y H- 80=0 Jt=7y—54 *+ - 

y 1 =10; y 2 =8 ^ = 16; x 2 =2 

La vérification confirme que S={( 2, 8), (16, 10)} est l’ensemble solution du système. 


Exemple 2: 

Méthode I. 


(. x-\-y) 2 =a+2b I 
(x — y) 2 =a —2 b | 


(1) +2 • (2) 
( 1 )— 2 ( 2 ) 


(1) jc*+ y 2 =« 

(2) jc -y -b 


x+y=±y/(a+2b) 


x—y=±i/(a— 2 b) 

yi*= ±0 /2XV<«+ 2b)- A /(a-2b)] 

x M =± ( 1 /2)[V(«+ 2b)+^{a-2b)} 
yl 2 =UI4) [a+& | 2-yV—4* 2 )] 

' r *î*=0/4) [a+^M-a—5*T2V(o 2 -4ft 2 )] 


Méthode II. 

(la) b 2 ly 2 +y 2 =a 
(2a) x—b/y 

y 4 —tf.y 2 T6 2 =0 
équation biquadrati- 
que 

rî. 2 =W2±(l/2)-v/(« 2 -46 2 ) 

^i.2=«/2=F(1/2) v / <« 2 —4ft 2 ) 


On voit que les deux méthodes conduisent au même résultat. 


Trois équations quadratiques à trois variables. Un système spécial d’équations de ce type 
résulte du problème en géométrie analytique qui consiste à trouver un cercle passant par trois 
points, par exemple / > 1 =(—8, 12), P 2 = (—4, 4), P ; ,=(9, —5). On cherche les coordonnées du 
centre C(a> b) et le rayon r du cercle. On obtient le système 

(—8— a ) 2 +( 12— b) 2 r 2 
(—4—a) 2 -b(4 —b) 2 =r 2 

(9 —a) 2 -}-(— 5—b) 2 ~r 2 

pour les variables a y b et r. En développant les carrés et soustrayant, par exemple, la deuxième 
équation de la première et la troisième de la première, »on obtient deux équations linéaires par 
rapport aux variables a et b , qui donnent les valeurs «= 16 et 6 = 19. En substituant les valeurs 
calculées pour a et b dans l’une des équations initiales on obtient une équation quadratique 
pure pour /*. La solution positive est la valeur cherchée de /*, dans le cas présent r=25. 


4.7. Inégalités algébriques 

La notion d’inégalité, ou d'inéquation comme celle d’équation, se définit au moyen du con¬ 
cept d’expression. Si deux expressions E x et E 2 sont reliées par l’un des symboles de relation > 
“plus grand que”,> “plus grand ou égal que”, < “inférieur à”, < “inférieur ou égal à”, ou =j= “iné¬ 
gal à”, alors l’on obtient l’une des inégalités E t >E 2 , E x >E 2y E X <E 2 > E x ^E 2i ou E X ^E 2 ; par exem¬ 
ple, 3x<5, a 2 >9 2<8, x-j-y>16, 1/24=1/3 sont des inégalités. Les seules inégalités qui seront trai¬ 
tées dans la suite sont de la forme E X >E 2 et E X <E 2 . 

Comme pour les équations, on distingue parmi les inégalités celles sans variables qui sont des 
propositions entre inégalités qui sont vraies ou fausses et celles qui sont des prédicats sur des 
inégalités. Par exemple, 2<8 et 1/2>1/3 sont des propositions, tandis que a 2 < 9 et x-\-y>6 
sont des prédicats. 

Ensemble solution et solution d’une inégalité. Tout nombre du domaine de définition qui par 
substitution à la variable transforme une inégalité à une variable en une proposition vraie est 
appellée solution de l’inégalité. Ici le domaine de définition d’une inégalité est défini par ana¬ 
logie à celui d’une équation. Si l’inégalité contient deux, trois, ..., n variables, alors la solu¬ 
tion est un couple, un triplet, ..., un «-uplet ordonné de nombres. L'ensemble solution S est 
l’ensemble de toutes les solutions de l’inégalité sur son domaine de définition. Par exemple, 
l’inégalité x<4 sur l’ensemble N des entiers naturels admet les solutions 0, 1, 2, 3, c’est à dire 
que S={0, 1, 2, 3}; mais pour xeZ on a S={..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3}. Pour l’inégalité 
*-|-.y<2, jfeNjeN, l’ensemble solution est S={( 0, 0), (1, 0), (0, 1)}; pour xe Z, y e Z l’en- 
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semble solution de l’inégalité contient une double infinité de solution, en particulier tous les 
couples ordonnés de nombres entiers pour lesquel x+y< 2, par exemple, (—5, 1) ou (1, —4). 

Inégalités résolubles, insolubles et universellement solubles. On parle d’inégalité résoluble, 
respectivement insoluble, selon que l’inégalité à plusieurs variables a, ou n’a pas,, de solutions 
sur son domaine de définition. 


Inégalités résolubles 


Inégalités insolubles 


x <0 pour x e Z : S—{ ...» — 3, — 2, — I} 
a 2 > 0 pour ae N :£«{!, 2, 3, 4, 5, ... } 
2jt>3* pour xe R : 5'={jc|a:G R et x<0} 
>>-f-3<.H-4 pour ye R : S=R 


x <0 pour xe N : S=0 
a 2 <0 pour ae N : S-=0 
2jc>3* pour xe N : S=0 
y-\-3<y-\-3 pour ye R : S=0 


Ici l’inégalité y-[-3<y-V4 pour >>eR est non seulement résoluble mais même universellement 
soluble puisque tout j'eR est solution. Une équation consistante à n variables est dite univer¬ 
sellement soluble si tous les w-uplets de nombres ordonnés du domaine de définition sont solu¬ 
tions de l’inégalité; par exemple, l’inégalité triangulaire |a+6|<|a|-f|i| est satisfaite par tous 
les couples de nombres réels, d’où elle est universellement valable pour aeR, be R. 

Inégalités équivalentes. Deux inégalités à plusieurs variables sont dites équivalentes si elles 
ont le même ensemble de définition et les mêmes ensembles solution; sinon les inégalités sont 
dites non équivalentes; par exemple, a: -|-4<7 et x<3 sont équivalentes sur l’ensemble N des 
entiers naturels, car l’ensemble solution des deux inégalités est 5 , 1 = {0, 1, 2}. De la même façon 
—2 û> 4 et a< —2 pour ae Z sont des inégalités équivalentes, car elles ont Sy=S 2 ={ .... —6, 
—5, — 4, —3}=5. Cependant, les inégalités >>>0 et y> — 2 sont équivalentes sur N mais non sur 
Z. Les transformations qui transforment une inégalité en une inégalité équivalente sont appcllées 
transformations équivalentes. Elles reposent sur les lois fondamentales de l’arithmétique, spécia¬ 
lement sur les propriétés de monotonie des nombres réels. 


Propositions sur les transformations équivalentes des inégalités à plusieurs variables. Les inéga¬ 
lités suivantes sont équivalentes à E 1 < È 2 : 

1. E\<E' 2 , où E\ et Ey aussi bien que E\ et E 2 sont des expressions équivalentes; 

2. E 2 >Ey\ 

3. Ey^E 2 <E 2 ±E 2 , à condition que l’expression £ 3 soit définie sur tout le domaine fondamental 
de variation; 

4. E y • E 2 <E 2 • et Ey/E 2 <E 2 /E 29 à condition que l’expression E 2 soit définie et positive sur 
tout le domaine fondamental de variation; 

5. Ey • E 2 >E 2 • Ej et Ey/E 2 >E 2 /E 2y à condition que l’expression E 3 soit définie, et négative sur 
le domaine entier de variation. 


Résolution des inégalités. Résoudre une inégalité consiste à déterminer toutes les solutions 
dans des domaines de variation donnés, en d’autres termes, à trouver les ensembles solutions. 
Comme pour les équations, pour résoudre les inégalités on procède à une suite de transforma¬ 
tions équivalentes appropriées pour arriver finalement à une inégalité si simple que son ensem¬ 
ble solution puisse être lu. Fré- 


2*-f 2-|-3*<3.x—8+4; x e R 
• 5jH-2< 3x —4 

, 5 x +2— 3x —2< 3x —4— 3x —2 


2x <—6 


2x/2< —6/2 


x <—3 

solution peut être représenté graphiquement sur une droite numérotée (Fig.). 


quemment, surtout dans les esti- 
Proposition 1 mations, on utilise la transitivité des 

| —3*—2 relations < ou >, qui permettent de 

Proposition 3 déduire de E t <E 2 et E 2 <E 2 que 

Ey<E 2 . Pour les inégalités linéaires 
Proposition 1 à une variable il existe une métho¬ 

de de résolution qui utilise les théo- 
Proposition 4 rèmes de transformation. 

| : 2 L’ensemble solution comprend tous 

Proposition 1 les nombres réels inférieur à —3: 

5={jc|a G R et x< —3}. L’ensemble 


Vérification: Pour les inégalités, contrairement aux équations, il n’est pas possible, en général, 
de vérifier l’exactitude des calculs en substituant toutes les solutions aux variables. Mais il 
est recommandé de tester des éléments particuliers de l’ensemble solution, dans l’exemple ci- 
dessus, pour —5 e R, par exemple : 
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Le test peut aussi être mis en œuvre en écrivant tous 
les éléments de S sous la forme: x=—7> — h (//>0), en sub¬ 
stituant dans l’équation donnée et vérifiant si l’inégalité 
résultante est vraie pour tous les nombres /*>0 réels. 

-3 -Z -1 0 1 2 -10 1 2 3^567 

J_ ) _i_i_ i ■ -J -1-1- 1 -1- • - o - • - • - •- 


2(—5)+2 + 3(—5)< 3(—5)—8 + 4 
—10 12—15 <—15—8-1-4 

—23 <—19 vrai 


4.7-1 Représentation graphique de l’ensemble 
solution .S={jt|jCGRet;c< — 3} 


4.7-2 Représentation graphique de l’ensemble 
solution S — {a \ a g N et a> 2} 


Exemple 1: 

25—3 a <23—2o; ae N 

25—3 a+2a—25 < 23—2 a + 2a—25 
—a <— 2 

a >2. 


L’ensemble solution comprend 

_ 25 tous l es nombres entiers supérieur 

à 2: S={a\a e N et a> 2}={3, 4, 
. (_i) 5. ... } (Fig.). 


Exemple 2: y-\~x< 4; jcG N, ye N | — x 
y <— *H-4. 


L’ensemble solution est £={(0,0), 
(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 0), (I, 1), 
(1,2), (2, 0), (2, 1), (3, ())} (Fig.). 


Si le domaine de variation de x et y est choisi égal à R, alors 
les couples de coordonnées de tous les points du demi-plan situés 
en dessous de la droite d’équation y= — x-\-4 sont solutions 
de l’inégalité. 


o • 

y+xKï 

Uï • • 



-2 +2 
j —) — 1 ■ (— 1 ■ 


7 


4.7-4 Représentation graphique de l’ensemble solution de l’inégalité 
jc 2 — 4>0; x G R 


4.7-3 Représentation de l’ensemble solution de l’inégalité *-F.k< 4 
pour jcgN, >> g N et pour x e R, y g R 


Exemple 3: 

x 2 —4 >0; xeR Un produit est positif si et seulement si les deux facteurs ont le 

(x —2)0M-2)>0 même signe. D’où 2 cas: 


Premier cas 

x —2>0 et jc+2>0 
x >2 et x >—2 
* >2 


Deuxième cas 

x — 2<0 et jH-2<0 
x <2 et x <— 2 
x <— 2 


L’ensemble solution comprend tous les nombres réels supérieurs à 2 ou inférieurs à —2 (Fig.). 


Exemple 4: x 2 —4 <0; * e R 

(x-2) (*+2)<0 


Premier cas: 

x —2<0 et *+2>0 

x <2 et x >—2 

—2 <; t <2 


Un produit de deux facteurs est négatif si et seu¬ 
lement si les deux facteurs ont des signes op¬ 
posés. D’où deux cas: 

Deuxième cas: 

x —2>0 et x-\-2<0 
x >2 et x <—2 incompatibles 


L’ensemble solution comprend donc tous les nombres réels de l’intervalle entre —2 et +2: 
S={x\xeR et —2<*<2}. 

Exemple 5: (x-\-2)/(x —1)>4; x è R. Le domaine de définition de l’inégalité est l’ensemble 
de tous les nombres réels Jt=|=L Dans les inégalités rationnelles il faut distinguer plusieurs cas: 

8 * 
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Premier cas: 



Deuxième cas: 



(x+2)/(x — 1)>4 

et 

x— 1>0 

(a: -E 2)/(a:— 1 ) >4 

et 

a—KO 

x-\-2>4(x —1) 

et 

x>\ 

a+2<4(*—1) 

et 

A<1 

a: -1- 2 >4jc—4 

et 

x>\ 

x+2<4x — 4 

et 

x<\ 

6 >3a 

et 

x>\ 

6 <3x 

et 

x< 1 

x <2 

et 

x>\ 

x >2 

et 

A<1 

5 1 = {A|AeR et \<x<2} 

incompatibles 

s 2 — 

0. 


L’ensemble solution de l’inégalité donnée est S=S 1 vS 2 =S 1 ; il comprend tous les nombres 
réels x de l’intervalle 1<jc<2. 

Exemple 6: |a+5|<2; are Z. Par définition de la valeur absolue: \a+5\=a+5 pour a+ 5>0, 
ou |ûr+5|=—(tf+5) pour a+5<0. 11 faut distinguer deux cas: 


Premier cas 


Deuxième cas 



ût-|-5<2 

et a+5>0 

— {a-\- 5)<2 

et 

a+5<0 

a <— 3 

et a > — 5 

— a — 5 <2 

et 

a <— 5 

St={-5, - 

-4} 

—a <7 

1 (-1) et 

a ^—5 



« >— 7 

et 

a <— 5 


S 2 — { 6, -5}. 

L’ensemble solution de l’inégalité initiale est S—S 1 uS 2 ={ — 6, — 5, —4} qui dans ce cas est 
facilement vérifiable par substitution. 

Exemple 7: Calculer l’erreur maximale du quotient a\b des vraies valeurs a et b de certai¬ 
nes quantités physiques à partir des valeurs mesurées a et p de ces quantités, et des erreurs 
de mesure e t et e 2 , P our a et respectivement. Soit \p\>e 2 ; par hypothèse \a —alC^ et 
| b — p\<e 2 . Alors: 

a/b—al P = (ap—ba)lbp - [p( a —a)—a(b—p))lbp 

\a/b — a/p\ = \[p(a —a)— a(b — p)]\ /|A/?| <[|/?| la—a|-Ha| \b-p\\l(\b\ \p\) 

<W*i+\a\eM\b\ \p\). 

Puisque \p\>e 2 on a \b\>\p\—e 2 >0 y d’où 
\a/b — a/p\ < [\p\ei + \a\e 2 ]l[\p\(\p\ - s 2 )] 
est l’erreur maximale du quotient. 

Inégalités spéciales. Le domaine fondamental de variation est ici l’ensemble des nombres réels. 


1. Inégalité triangulaire: Pour tous les nombres réels a et A on a |a+A|<|tf|-[-|A|. Par ré¬ 
currence on obtient: |« 1 +ûf 2 -b« 3 +-KJ < J-h |tf 2 H-k»! "I~ * v + ltfj pour n= 1, 2, 3, ..., a lt 

a 2 , ..., a n E R. 

2. De même pour tout a y be R on a ||a| — |A||<| û+A|. 

3. Pour tous les entiers naturels n on a toujours 2 n >n (démontré par récurrence). 

4. Pour tous les nombres réels a> 0, A>0 et n= 1, 2, 3, ... le théorème binomial a" |-A"< 
(a-\-b) n est toujours vrai. 

5. Inégalité de Bernouilli: (1-K)">1 +na pour les nombres naturels n>2 et le nombre 
réel a =j=0 et a> — 1. 

6. Pour tous les nombres réels a> 0, A>0 on a toujours ab<,[(a-\-b)/2] 1 2 3 4 5 6 7 8 ou y/(ab)<(a-\~b)l2 

n 

en général, pour n e N et les nombres réels a x > 0, ..., (a x a 2 • • •ür„)<(tf 1 -K 2 +-f -<*„)/«; 

en d’autres termes: la moyenne géométrique est toujours inférieure ou égale à la moyenne arith¬ 
métique. 

7. Entre la moyenne arithmétique A={a x -\-a 2 -\- ’-\-a„)/n y la moyenne géométrique G= 

n a 

= V ( a i a 2 ' ' a n ) et la moyenne harmonique H= — -——— — - —- les relations suivantes 

1 [a j I 1 la 2 | I I l@n 

ont lieu: où les a t sont des nombres réels non négatifs et n un entier naturel. 

8. Inégalité de Cauchy-Schwarz: pour tous les nombres réels a l9 a 2f ...» a n , b u A 2 , ..., /;„, 

on a (a l b 1 \-a 2 b 2 -\- -h a n b„Y < (aM-a|-|- Va*) ■ (b\-\-bl I- +b*). 
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5.1. Concepts fondamentaux 

Concept de fonction 

En accord avec une définition, que Euler donnait déjà en 1749, une fonction est souvent 
expliquée comme une quantité variable qui dépend d'une autre quantité variable. Pour de nom¬ 
breux usages, une telle définition du concept de fonction suffit. Mais au cours des développe¬ 
ments suivants des mathématiques il apparut nécessaire et utile de donner un contenu plus 
général et plus abstrait au concept de fonction. L’essentiel du concept n’est pas la dépendance 
des quantités, que l’on entend usuellement comme des nombres qui l’on peut comparer dans 
une relation “inférieure ou supérieure”, mais la correspondance elle-même, sur la base de laquelle 
certains objets sont considérés comme assignés à certains autres objets. Le concept de fonction 
est réduit à des définitions qui relèvent de la théorie des ensembles. 

Correspondances. La longueur de toute barre de métal est modifiée quand on la chauffe. Sup¬ 
posons, par exemple, que la longueur d’une barre de cuivre soit égale à / 0 = 200 unités u de 
longueur à 0°C, centimètres ou “inches”, alors que sa longueur / à t°C est donnée par /= 200 
(1+0,000016/). Par cette formule chaque valeur de t entre 0°C et 200°C correspond à une cer¬ 
taine longueur / entre 200m et 200,32m. De la même façon, à chaque quantité de marchan¬ 
dise correspond une certaine somme de monnaie, son prix de vente, et à chaque numéro de 
page de ce livre, un nombre indiquant combien de lettres sont écrites sur la page concernée. 

Les correspondances existent non seulement entre nombres, mais plus généralement entre les 
éléments a d’un ensemble A et les éléments b d’un ensemble B\ par exemple, chaque siège d’une 
représentation théâtrale correspond à un ticket d’entrée 
ou à un spectateur particulier. Ainsi, la correspondance 
est déterminée par une relation F définie sur AxB (voir 
Chapitre 14) avec un domaine de définition D(F)ç^A 
et un ensemble des valeurs R(F) ç B. Si par la relation 
F un et un seul élément b de l’ensemble des valeurs 
R(F) correspond à chaque élément a du domaine de 
définition, la relation est univoque et l’on parle de 
fonction de l’ensemble A dans l’ensemble B (Fig.). L’élé¬ 
ment b de l’ensemble de valeurs correspondant à l’élé¬ 
ment a de l'ensemble de départ est appelé image de a. 

Par conséquent la fonction F est un ensemble de cou¬ 
ples ordonnés (a, b) dont la premier élément appartient 
à l’ensemble de définition D(F) et dont le second ap¬ 
partient à l’ensemble de valeurs R(F). On dit que F 


domaine de définition valeurs 
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est une application si D(F) A ( F est définie en tout point aeA) et que F est une applica¬ 
tion surjective si de plus R(F)=B (tout point b e B est l’image d’au moins un point de A). 

L’élément y associé à l’élément x par la fonction / est souvent noté f(x) et la correspondance 
est alors écrite x->y=f(x), ou plus brièvement y=f(x). L’élément x est appelé F argument et 
l’élément correspondant y la valeur de la fonction f(x) au point x. Le domaine de définition (ou 
encore domaine) de la fonction x—>y=f(x) est noté X et l’ensemble des valeurs Y. Si / est une 
fonction de A dans B , alors de façon évidente X^A et Y^B. 

Une fonction / d’un ensemble A dans un ensemble B , est un ensemble non-vide de couples ordonnés 
(x,y)e f avec x G XçA, y e Y^Bet tel que à chaque x G X correspond exactement un y e Y» 

Représentation des fonctions 

Pour décrire une fonction il faut donner son domaine de définition et son ensemble de va¬ 
leurs et la règle de correspondance. 

Graphe. Dans le graphe d’une fonction le 
domaine de définition et celui des valeurs 
sont représentés par des diagrammes et la 
correspondance est indiquée par des flèches. 

Une seule ligne fléchée part de chaque élé¬ 
ment du domaine, mais une ou plusieurs de 
ces lignes peuvent aboutir à un élément de 
l’ensemble de valeurs. 

Tableau de valeurs. La règle de correspondance peut être aussi décrite par un tableau de 
valeurs (Fig.) plutôt qu’au moyen d’un graphe. Les éléments du domaine sont inscrits sur la 
ligne supérieure du tableau et sous chacun d’entre eux est inscrit l’élément correspondant de 
l’ensemble des valeurs. Un tableau de valeurs ne peut indiquer qu’un nombre fini de couples 
ordonnés; ce n’est pas suffisant pour décrire complètement une fonction arbitraire F. 

Explication littéraire. Si le domaine et les valeurs de la fonction ne sont pas finis ou sont 
si grands qu’il n’est plus possible de représenter le graphe par le tableau de valeurs, sur une 
feuille de papier, il est alors suffisant de donner une description exacte du domaine et des va¬ 
leurs, en même temps que la règle qui permet de trouver l’élément de l’ensemble des valeurs 
qui correspond à tout élément du domaine. Une fonction peut être entièrement définie sans uti¬ 
liser les symboles mathématiques, au moyen de phrases du langage de tous les jours, par exem¬ 
ple, une Jonction est définie si à tout match de football de première division correspond le 
quotient du nombre de tickets d'entrée et le nombre d'habitants de la localité où le match se 
joue. Cette fonction peut donner une certaine indication sur l’intérêt montré par le public pour 
les jeux collectifs. De nombreux exemples de règles de correspondances formulés entièrement 
ou partiellement sous forme littéraire peuvent être trouvés. 

Exemple 1: A chaque nombre réel x correspond soit la valeur 0 soit la valeur 1, selon 
que x est irrationnel ou rationnel. Par exemple, ^/2->0; (3/4)—>-1. 

Exemple 2: g{x) [*], où x est un nombre réel et [x] le plus grand entier inférieur ou égal 
à x. 

Diagramme. Un diagramme représente également une fonction si l’on choisit un ensemble 
de nombres de l’axe horizontal comme domaine de définition et un ensemble de nombres de 
l’axe vertical comme ensemble de valeurs; il assigne à l’argument x du domaine précisément 
la valeur de y pour laquelle le point de coordonnées x, y est un point du diagramme. Cepen¬ 
dant, n’importe quelle courbe tracée dans un système de coordonnées ne peut être considérée 
comme la représentation d’une fonction. La correspondance donnée au moyen d’une courbe 
doit être faite point par point. C’est le cas lorsque la courbe du diagramme n’est coupée qu’en 
un point au plus par des droites parallèles à l’axe vertical. 

Formule. La méthode de représentation d’une fonction la plus fréquemment utilisée en ma¬ 
thématiques est la formule. Les éléments du domaine et de l’ensemble de valeurs y sont main¬ 
tenant des nombres , ou au moins des objets mathématiques pour lesquels des règles de calcul 
convenables peuvent être données; par exemple, (1) y=lx-\-2\ (2)y=^/(x — 4); (3) y = sin jc. 
Lorsqu’aucunc information particulière sur le domaine de définition n’est donnée, on considère 
usuellement ces nombres comme appartenant à celui pour lequel la formule permet de calculer 
une valeur définie. Dans les cas (1) et (3) tous sont des nombres réels, et dans le cas 2 tous 
sont des nombres réels supérieurs ou égaux à 4. L’ensemble de valeurs est alors donné par: 
(1)— oo<>><-l-oo; (2) ()<}>< H-oo; (3) —1 <y< H. 


domaine de définition 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

valeurs 

A 

O 

O 

O 

□ 

□ 

17 


5.1-2 Tableau des valeurs d’une fonction 












5.1. Concepts fondamentaux 119 


Restriction du domaine de définition . Le domaine de définition peut, cependant, être arbi¬ 
trairement restreint, par exemple, (1)* y=lx+2 (pour — 3<x<5) ou (1)** y=lx-\-2 (pour 
— 8<;c<0), et ainsi de suite. Uensemble des valeurs est alors donné par (1)* —19 <j><37, 
et (1)** — 54<^<2. Il est essentiel ici que, selon la définition du concept de fonction, (1), (l)* 
et (1)** représentent des fonctions entièrement differentes. Puisque deux ensembles sont égaux 
lorsqu’ils ont précisément les mêmes éléments, deux fonctions / 2 et f 2 seront de la même façon 
égales si tout couple d’éléments (*, y) qui appartiennent à f lt ( x , y) G f l9 appartient aussi à 
/ 2 , (*, y) e/ 2 , et vice versa. Ce n’est pas le cas des fonctions (1), (1)* et (1)**. 

Exemple 1: Si P dénote le prix total, p le prix de 100 grammes d’une certaine marchandise 
et m sa masse en grammes, alors P=p • m/100 est la liaison entre la masse et le prix du ma¬ 
tériau. En substituant 0,72 à /?, et 100, 200, 300, ... pour m dans la formule, on obtient les 
valeurs 0,72, 1,44, 2,16, ... pour P. 

Exemple 2: Dans la formule /=/ 0 (l +0,000 016 /), de la longueur de la barre de cuivre 
quand elle est chauffée, l et t sont des symboles avec un autre sens; / représente des nombres 
du domaine des longueurs, t des nombres du domaine des températures. La formule est vala¬ 
ble lorsque t prend des valeurs entre 0°C et 100°C. 

Exemple 3: Le calcul de l’aire d’un carré se fait à l’aide de l’équation A—a 2 . Ici a repré¬ 
sente le nombre d’unités de longueur du côté et A le nombre d’unités de surface. 

En faisant abstraction du contenu spécial d’exemples individuels, on en arrive aux consta¬ 
tions suivantes: 

1. Des variables sont introduites pour représenter les éléments du domaine de définition et 
de l’ensemble des valeurs. Dans les exemples ci-dessus on les a notés m, /, a et P , /, A. En 
mathématiques on utilise souvent les symboles x et y pour noter les variables et les symboles 
/, g , etc. pour noter les fonctions. 

2. La règle de correspondance est définie à partir des variables, au moyen d’une équation. 

L’élément (.y) de l’ensemble des valeurs, correspondant à un élément (*) du domaine de défi¬ 
nition, est obtenu d’abord par substitution de la variable x dans l’équation, puis en calculant 
y. Par exemple, si la fonction est définie par l’équation y = — 2jc 2 +4jc — yj x, sur le domaine de 
définition 0<x<-I oo, alors la valeur correspondant à jc 9 est obtenue par substitution: 
y=— 2 • 9 2 -| 4 • 9-^/9 —129. De cette façon le nombre —129 correspond au nombre 9 par 

la fonction donnée. La valeur correspondant à chaque nombre du domaine de définition peut 
être trouvée de la même façon. 

Le symbole des éléments du domaine de définition est appelé la variable indépendante et celui 
des éléments de l’ensemble des valeurs de la fonction est appelé la variable dépendante. Une 
équation par laquelle la règle de correspondance définie par une fonction est donnée est appcl- 
lée équation de définition de la fonction. 

Représentation graphique. A partir de l’équation de la fonction on arrive souvent à l’aide 
d’un tableau de valeurs à une représentation intuitive de la fonction concernée. A l’aide d’un 
système de coordonnées planes (voir Chapitre 13) un point P du plan est associé à chaque cou¬ 
ple ( x , y) et l’ensemble de ces points P est appclléc le graphe de la fonction. Selon la nature 
du domaine de définition et de l’équation de la fonction, on obtient une suite de points isolés, 
de morceaux individuels de courbes ou une courbe connexe. 


Exemple: Si x est la variable indépendante du domaine de définition — l<x<+2, alors la 
fonction d’équation y=x/2 admet l’ensemble de valeurs — l/2<.y< + L Pour des valeurs parti¬ 
culières de x, les valeurs de la fonction sont consignées dans le tableau ci-joint. 


X 

-1 

-1/2 

0 

+ 1/2 

+ 1 

+ 3/2 

+2 

y 

-1/2 

-1/4 

0 

+ 1/4 

+ 1/2 

+ 3/4 

+ 1 


be du domaine — 1<jc<2 peu¬ 
vent être dessinés en premier. 
Si l’on calcule les valeurs de la 
fonction pour d’autres arguments, 
on obtient une suite de points 
encore plus dense, qui se trou¬ 
vent sur la même droite (Fig.). 

Il est d’usage de reporter les 
valeurs de la variable indépen¬ 
dante sur l’axe horizontal d’un 




5.1-3 Graphe de la fonction y=x/2 
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système de coordonnées orthonormé et celles de la variable dépendante sur l’axe vertical. 

Forme explicite. La forme y=A(x) de l’équation de la fonction, dans laquelle A(x) est une 
expression arbitraire qui ne contient, outre la variable x , que des nombres ou des éléments du 
domaine des nombres de base, est appellée forme explicite. 

Forme implicite. Par contraste, une forme implicite est caractérisée par le fait que les varia¬ 
bles apparaissent d’un côté au moins de l’équation, par exemple (1) 4x — 2y=6; (2) xy=î; 
(3) y =sin x • sin y+x 2 ; (4) x 2 +y 2 = l6; (5) x 2 +xy+y x ='\/(xy). Si l’équation définissant une 
fonction est présentée sous forme explicite, alors l’usage consiste à considérer la variable isolée 
d’un côté de l’équation comme la variable dépendante et l’autre comme variable indépendante; 
peu importe la façon dont elles sont notées: x, y; u, v ; s , / ou autres. Sous forme implicite 
le choix n’est pas toujours aussi évident. Lorsque x et y sont utilisés, il est d’usage de consi¬ 
dérer y comme la variable dépendante, mais il est souvent nécessaire d’expliquer la convention 
retenue, surtout si d’autres variables sont employées. Il est cependant aussi possible de con¬ 
sidérer les deux variables d’une équation implicite, d’importance égale. Il est important de noter 
qu’une équation sous forme implicite ne peut pas toujours être reécrite sous forme expli¬ 
cite. Dans les exemples (1) et (2) on peut le faire aisément; l’on obtient (1) y—2x —3 et (2) 
y— l/x. Les exemples (3) et (5), cependant, défient toute tentative de le faire. Dans ces deux 
exemples ni y ni x ne peuvent être isolés (voirChap. 19). L’exemple (4) montre clairement un 
fait. Il est bien connu que x 2 +y 2 = 16 est l’équation d’un cercle de rayon 4 centré à l’origine. 
Dans ce cas, à toute valeur de x correspondent deux valeurs de y qui satisfont l’équation. En 
considérant y comme la variable dépendante, la correspondance n’est pas univoque. Pour cette 
raison (4) n’est pas l’équation d’une fonction. La forme explicite y = +\/(l6 — x 2 ), d’autre part 
représente une fonction. Mais son image n’est que le demi-cercle supérieur. L’équation de la 
fonction associée au demi-cercle inférieur est y ——\/(16— x 2 ). Quelquefois des fonctions sont 
combinées sous la forme y— ±\/(l6— x) 2 . Il serait faux, cependant, de regarder cette façon 
de l’écrire comme l’équation d’une fonction multivoque ; les fonctions sont des correspondances 
univoques , par définition. 

Représentation paramétrique. Elle comprend en premier lieu deux équations explicites, chacune 
définissant une fonction. Dans les deux cas le domaine de définition est le même. Ainsi, sous 
forme générale on a t->x f\(t) et t^y—fzit). Si maintenant on affecte à chaque * 0 ~/i(/ 0 ) la 
valeur y Q =f 2 {t 0 ), on obtient une application des valeurs de f\ sur les valeurs de f 2 , qui n’a pas 
nécéssairement, évidemment, une seule valeur. 

Exemple 1: Soit x—21 et y—t/2 avec — oo</< + oo. Alors le tableau de valeurs des deux 
fonctions est: 


t 

—10 

—8 

—6 

—4 

—2 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

X 

—20 

—16 

—12 

—8 

—4 

0 

4 

8 

12 

16 

20 

y 

—5 

—4 

—3 

—2 

—1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 


Les deux premières lignes se rapportent à la fonction x=2 /, et la première et la troisième 
à la fonction y—t/2. Les valeurs de x et y correspondant aux mêmes valeurs de t déterminent 
une nouvelle correspondance, qui est décrite dans les deuxième et troisième lignes du tableau 
de valeurs. Cette nouvelle correspondance est de façon évidente bijective et est décrite par la 
nouvelle fonction définie par l’équation y= jc/ 4, comme on peut le voir rapidement sur le 
tableau des valeurs. De x=2t, il suit que t—x\2. Par substitution de l’expression x\2 à t 
dans y=tl2, on obtient y=x/ 4; le paramètre a été éliminé. 

Exemple 2: Soient jc=/ 2 et y=t\ 2, définis sur —oo</<-|-oo. Le tableau de valeur est: 


/ 

—10 

—8 

—6 

—4 

—2 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

x 

100 

64 

36 

16 

4 

0 

4 

16 

36 

64 

100 

y 

—5 

—4 

—3 

—2 

—1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 


Cependant, dans ce cas, la correspondance x->y n’est plus univoque : à chaque valeur de x 
correspondent deux valeurs de y. On peut la rendre univoque en réduisant le domaine de 
définition original à 0</<+oo par exemple. La correspondance x->y redevient une fonction 
d’équation y—y/(x/2). 

Exemple 3: Soit jc=côs / et y=2t (le domaine de définition est —oo</<+oo). La fonc¬ 
tion *=cos / est périodique. Quand des valeurs arbitraires sont choisies pour /, les mêmes 
valeurs x comprises entre —1 et -fl (—l<;c<-f-l) se répètent indéfiniment. D’autre part, 
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pour y=2t l'ensemble des valeurs est — oo<^<+oo. Si on considère maintenent la corres¬ 
pondance x^y, il est clair qu'à une valeur de x correspond une infinité de valeurs pour y. 
Une valeur particulière suffît à rendre ceci clair. On obtient x=\ pour /=0, / = ±2:rc, 
etc. Ainsi, les valeurs >>=0, y = ±4ji y ^=±8^, etc., correspondent à jc= 1. Une correspon¬ 
dance univoque n’est ainsi obtenue que par restriction du domaine initial de définition, par 
exemple 0 <t<n. La fonction ainsi définie a pour équation y=2 arccos x sur le domaine de 
définition — 1 <x< 1 et à valeurs dans 0<^<2 jï. 

Si la fonction x->y=f(x) est représentée par deux fonctions différentes de la forme x^f^t) 
et y=W), la variable t est appellée un paramètre. Au moyen d’une telle représentation para¬ 
métrique une relation implicite donnée entre x et y peut être représentée à l’aide de deux fon¬ 
ctions explicites; par exemple, x 2 -\ r y i =\ par jc=cos /, y sin t avec 0</<27t. Pour obtenir 
l’unicité, le domaine de définition de / doit être convenablement réduit. 

Fonctions composées. Si l’élément a correspond 
par l’application G à l’élément b , et si l’élément b 
correspond par une application suivante F à l’élé¬ 
ment c y alors par succession des deux applications 
F et Gy on obtient une application pour laquelle 
l’élément a correspond à l’élément c. L’applica¬ 
tion ainsi définie est appelée application produit 
(ou composée) de F et G ; ainsi, («, c)eF • G si et 
seulement si il existe un élément b et un seul, tel 
que (a, b)eG et (/>, c)eF. Pour parler clair, l’élé¬ 
ment b doit appartenir au domaine de définition 
X F de F et à l’image Y G de G (Fig.). De là il s’en¬ 
suit que F- G ne peut être formé que si et seu¬ 
lement si X F nY G ^0. De plus, l’ordre des applica¬ 
tions successives est important car, en général, 

FG^GF. Si X F y X G y X F . G sont les domaines de 
définition et Y Ff Y Cy Y F . G les domaines de valeurs de 
F, Gy F • Gy respectivement, alors F G peut être préci¬ 
sément construite quand X F n Y a ^ 0 ; X ¥ . G ^X G ; 

F f . c ç Y f . Ou plus précisément, X F . G ne contient que 
les éléments de X G dont les images par G se trouvent 

dans X F c\Y G y et Ÿ F . G ne contient que les éléments de Y F dont les antécédents par F se trouvent 
dans X F nY G . Le produit /• g des deux fonctions / et g définies par les équations y=f(x) et 
y=g(x) est souvent écrit y /fcC*)] et appcllé composition des deux fonctions g et /, dans cet 
ordre. Dans ce cas g est souvent appcllé la première fonction et / la dernière fonction de la 
fonction composée /• g. 

Exemple: Les domaines de définition et les images des fonctions g(x)=x 2 — 2 et /( x)=\/x 
sont ^=(— 00 , -l-oo), Y g =[-2y oo) et X f =lO y oo), F/ = [0, oo). La fonction composée /g 
a pour équation /[#(*)]=y (* 2 — 2) et son domaine de définition X f . u contient les éléments de X 0 
dont les valeurs par la fonction g sont dans X f n y o =[0,-|-oo). Ce sont tous les x tels que 
* 2 <2, c’est à dire l’ensemble des nombres réels R moins l’intervalle (—\/2, -\-\/2). La fon¬ 
ction composée g f est définie par l’équation glf(x)]=(^/x) 2 — 2=x—2 sur le domaine de dé¬ 
finition X f . a =lOy oo). 

Types spéciaux de fonctions 

Dans ce qui suit, les seules fonctions considérées sont celles dont le domaine de définition 
et l’image sont des sous-cnsemblcs de R. On les appelle usuellement fonctions réelles. On les 
classe dans des groupes selon certaines propriétés générales, par exemple, des fonctions mono¬ 
tones, bornées, paires, impaires ou périodiques. 

Fonctions monotones. Une fonction x->y=f(x) est dite monotone croissante sur un intervalle 
a<x<b si pour la plus grande (jc 2 ) de deux valeurs arbitraires x 1 et x 2 de l’intervalle la valeur 
de la fonction f(x 2 ) est aussi toujours la plus grande: si Xi<x 2y alors f(x 1 )<f(x 2 ). 

Exemple 1: La fonction y=2 x définie sur —oo<x<-l-oo est une fonction monotone crois¬ 
sante sur l’ensemble de définition. 

Exemple 2: La fonction ^=sin x définie sur —oo<x<-f-oo n’est monotone croissante que 
sur les intervalles — 5nl2<x< —3rc/2; — ji/2<x< +n\2\ 3tt/2<jc<5jt/ 2; etc., mais sur son 
ensemble de définition elle n’est pas monotone croissante. 



5.1-4 La fonction composée F-G des applica¬ 
tions G et F; le domaine de définition X FG 
(en jaune) est la pré-image par G de l’en¬ 
semble X F nY G (en vert); l’ensemble de va¬ 
leurs Y fg (en gris) est l’image par F de X F r^ Y u . 
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Une fonction est dite monotone décroissante sur un intervalle a<x<b si f(x 1 )>f(x 2 ) lorsque 
a<x l <x 2 <b. 

Exemple 1: La fonction y = \/x est monotone décroissante pour —oo<*<0 et pour 
0<jc<+oo et n’est pas définie pour *=0. 

Exemple 2: La fonction y=x 2 est monotone décroissante pour — oo<*<0. Pour x>0 
la fonction est monotone croissante. 

Exemple 3: La fonction y = — 3jc+ 5 est monotone décroissante sur l’ensemble de son do¬ 
maine de définition. 


Quelquefois une fonction est aussi appelée monotone dans un intervalle si x x <x 2 implique 
toujours /(*i)</(jc 2 ) [ou f(x l )>f(x 2 )]. De façon plus exacte de telles fonctions sont dites non 
décroissantes (ou non croissantes), et par contraste les fonctions déjà étudiées sont dites strictement 
monotones (croissantes ou décroissantes). 

Fonctions bornées. Une fonction x^y=f(x) est bornée sur un intervalle (ouvert ou fermé) 
s’il existe un nombre B> 0 tel que |/(jc)|<Z? pour toute valeur de x appartenant à l’intervalle. 
En particulier, si \f(x)\<B pour tout x du domaine de définition, alors x->y=f(x) est appelée 
fonction bornée. 


Exemple 1: La fonction y=: c 3 est bornée sur tout intervalle fermé. Par exemple, sur l’inter¬ 
valle 0 <jc<o, f(x)< s B à\ Cependant, ce n’est pas une fonction bornée, car sur le domaine 
de définition —oo<x<+oo on ne peut trouver aucun nombre B qui ne soit pas dépassé 
par au moins une valeur de la fonction. 

Exemple 2: La fonction y—x~ 2 est bornée sur tout intervalle de la forme a<*<+oo, avec 
a> 0. Elle n’est pas bornée pour 0 <x<b. 


Exemple 3: La fonction ^=^7(100— x 2 ) est bornée sur le domaine de définition —10<.x< + 10, 
car ly'OOO—x 2 )|<10 est toujours vrai (Fig.). 

x 2 —1 

Exemple 4: La fonction y— est bornée sur l’ensemble de définition, comme on 


peut le voir en l’écrivant sous la forme y= 1 — 


2 

* 2 +l 


Ici 



< 1 pour tout x. 


La représentation graphique d’une fonction bornée est caractérisée par le fait que le graphe 
de la fonction est inscrit entièrement entre deux droites parallèles à l’axe des x. 



5.1-5 Graphe 
de la fonction 

y=V( ioo-* 2 ) 


Fonctions paires 


y=—x 2 l2 

y=\x\ 

y=(x 2 —\)l(x 2 +\) 
y=a • x 2n 

tf=j=0, n 

y— cos x 


Fonctions impaires 

y=x> 
y=-\lx 
y=xl 2 
y=a • x 2n+1 
0 , ± 1 , ± 2 , ... 
y=sin x 



Fonctions paires et impaires. Une fonction 
x->y=f(x) est dite paire si /(— x)=f(x) pour 
tout x du domaine de définition. Une fonction 
x-+y=f(x) est dite impaire si /(—x) = — J(x) pour 
tout x du domaine de définition. 


Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport à Vaxe des y. Le graphe d’une fon¬ 
ction impaire est symétrique par rapport à l'origine (0, 0). On le superpose à lui-même par rota¬ 
tion de 180° autour de ce point (Fig.). 

Fonctions périodiques. Une fonction non constante x^y=f(x) est dite périodique s’il existe 
un nombre tf>0 tel que f(x) f(x-\-a) pour toute valeur possible de x. Il s’ensuit donc que 
f(x)=f(x-\ 2a) et f{x) f{x—a ), et plus généralement que f(x) =f{x \ na) appartiennent au domaine 
de définition de la fonction. Un tel nombre a est appcllé période , et le plus petit nombre k 
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positif pour lequel f(x)=f(x-\-k) est appellé période primitive de la fonction périodique. La re¬ 
présentation graphique de la fonction périodique est un gra¬ 
phe qui se superpose par translation dans la direction de 
l’axe des x de longueur égale à un multiple entier de la période 
(Fig.). Les fonctions périodiques les plus connues sont les 
fonctions trigonométriques. A partir d’elles on peut construire 
d’autres fonctions périodiques; par exemple, les fonctions y=b 
sin ( ax ) avec b- 1=0 et a 4=0 ont une période de 2 nia. Des fon¬ 
ctions composées, telles que y=b 1 sin (<?!*)- \-b 2 sin (< a 2 x) sont 
périodiques, lorsque le rapport a x la 2 est rationnel, c’est à 
dire si a 1 la 2 =mln i où m et n sont des entiers premiers entre 
eux. La période de la première fonction est 2 n\a x et celle de la 
deuxième est 2n\a 2 et leur rapport est : (2 nja 2 ) 

=a 2 la l ^nlm. 



5.1-7 Graphe d’une fonction 
périodique dont la période 
fondamentale est k = 2. 


Ainsi, n périodes de la première fonction correspondent exactement à m périodes de la deu¬ 
xième fonction. Par conséquent le fonction somme admet la période miln/aj n(2n/a 2 ). 

Exemple: Les périodes des fonctions 
composant la fonction somme y= 
sin (2a:)-1-2 sin (3x/2) sont n et 4tt/3 
et leur rapport est ^r/(4jr/3) — 3/4. La 
fonction donnée admet une période 
de 4 n (Fig.). 


Inverse d’une fonction 



5.1-8 Graphes des fonctions j^sin (2x), 
.V=2sin (3*/2) et y = sin (2x) 1-2 sin (3*/2) 


Fonctions inversibles. La correspon¬ 
dance univoque déterminée par une 
fonction entre les éléments du domai¬ 
ne de définition et de celui des valeurs, 
associe réciproquement à chaque élé¬ 
ment de l’ensemble des valeurs un ou 
plusieurs éléments du domaine de défi¬ 
nition. Les fonctions pour lesquelles un 
élément de l’ensemble des valeurs est 
l’image d'un seul élément du domaine 
de définition ont un intérêt particulier, 
car l’inverse de la correspondance est 
aussi univoque. A tout r de l’ensemble 
des valeurs correspond un et un seul 
élément d du domaine de définition. 

Dans ce cas l’ensemble des valeurs de 
la fonction / est le domaine de défi¬ 
nition d’une nouvelle fonction (p . Si 

la fonction donnée / détermine la correspondance d^>r=f(d), alors pour la nouvelle fonc¬ 
tion (p on a r->d—(p(r) En d’autres termes, (/*, d) e q? si et seulement si (r/, r) e /. Les fonc¬ 
tions pour lesquelles la correspondance entre le domaine X et l’ensemble de valeurs Y peut 
être inversée au sens utilisé, ici, sont appcllées fonctions inversibles. Ce sont des correspondan¬ 
ces univoques de X dans Y. Les fonctions monotones appartiennent à la classe des fonc¬ 
tions inversibles: une fonction monotone est toujours inversible. D’autre part, une fonction 
inversible ne doit pas nécessairement être 
monotone; par exemple, le domaine et l’en¬ 
semble de valeurs peuvent ne pas être des 
ensembles ordonnées, de telle sorte que la 
monotonocité n’a pas de sens. De même, 
une fonction non-monotone peut aussi être 
inversibles, par exemple si le domaine et l’en¬ 
semble de valeurs comprennent un nombre fini 
d’éléments. Un exemple est fourni par le fon¬ 
ction définie par le tableau suivant de valeurs. 




1234567890 

0246813579 


5.1-9 Graphe d’une fonction non inversible 
(à gauche) et d’une fonction inversible (à droite) 



















































































































124 5. Fonctions 


Fonction inverse. Si l’on considère l’ensemble des valeurs Y d’une fonction inversible / com¬ 
me le domaine de définition de la nouvelle fonction cp , dont l’ensemble de valeurs est le domaine 
X de /, et si l’on échange la correspondance univoque entre les ensembles X et Y définie par /, 
on obtient la fonction inverse (p de la fonction donnée /. La fonction inverse est elle-même inver¬ 
sible. En regardant d^r= f(d) et r->d=q>(r) il est facile de voir que la fonction inverse de la 
fonction inverse d’une fonction donnée / est / elle-même. Ainsi, il est justifié d’appeller / et ç> 
fonctions mutuellement inverses. 


Exemple 1: 

Fonction / 

Domaine de définition 1 2 3 4 5 


Ensemble de valeurs a b c d e 


Fonction (p inverse de / 

Domaine de définition a b c d e 


Ensemble de valeurs 1 2 3 4 5 


Si y=f(x) est l’équation de la fonction inversible, alors la même équation définit bien entendu 
la fonction inverse, seulement y doit être la variable indépendante et x la variable dépendante. 
Il est convenu, cependant, que dans une équation de définition d’une .fonction de cette forme, x 
doit toujours représenter la variable indépendante et y la variable dépendante et, chaque fois 
que c’est possible, la forme explicite de la fonction doit être donnée. On réarrange alors l’équa¬ 
tion comme suit: 

1. Dans l’équation de définition y=f(x), y est considérée comme la variable indépendante 
et x comme la variable dépendante. 

2. En notant x la variable indépendante et y la dépendante, x=f(y) est une forme implicite 
de l’équation de définition de la fonction inverse. 

3. Si l’équation peut être résolue par rapport à y , on obtient la forme explicite y=q?(x). 


Exemple 2: De l’équation y—x\2 de définition d’une fonction inversible on obtient x=y/2 
après réarrangement des variables. La résolution par rapport à y donne y=2x. 


La fonction y—x\2 

dont le domaine de définition est —l<x<2 
et l’ensemble des valeurs —l/2<.y<l 


admet la fonction inverse y=2x 
définie sur — 1/2<*<1 

à valeurs dans — l<.y<2. 


Exemple 3: De la fonction inversible définie par >'=3jf+sin x , on tire *=3.y+sin y 
par interversion des variables, qui ne peut être résolue explicitement par rapport à y. Ainsi, 
la fonction inverse doit être donnée sous forme implicite 3H-sin y —*=0. 


Graphe d’une fonction inverse. Du fait de l’unicité de la représentation graphique d’une 
fonction, toute droite parallèle à l’axe des y ne coupe le graphe qu’en un seul point. Si la fonc¬ 
tion f\x) admet une fonction inverse (p(x) et est ainsi une correspondance biunivoque, alors toute 




5.1-10 Courbe représentative de la fonction inverse 


5.1-11 Graphe de 
y=arc$in x\ la va¬ 
leur principale 
y=Arcsin x est 
dessinée en noir. 


droite parallèle à l’axe des x ne coupe aussi le graphe de la fonction qu’en 
un seul point. Cette courbe représente à la fois la correspondance x^y et 
la correspondance y->x. Du fait de l’interversion des variables dans la fon¬ 
ction inverse tout couple de nombres («, b) de la fonction / devient un 
couple (b, a) de la fonction (p. Les couples de nombres (a, b) et ( b , a) 
sont les symétriques l’un de l’autre, par rapport à la première bissectrice 
du système de coordonnées cartésien. Par conséquent le graphe de la fon¬ 
ction inverse (p est obtenu en prenant le symétrique par rapport à la pre¬ 
mière bissectrice du graphe de la fonction donnée / (Fig.). 
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Inverses de fonctions sur des intervalles particuliers. Lors de la discussion sur les fonctions 
monotones on a déjà montré que des fonctions non monotones peuvent être monotones sur 
certains intervalles du domaine de définition. Dans ces intervalles elles sont aussi inversibles. 

Exemple 1 : La fonction y=^x 2 est monotone et inversible sur l’intervalle 0<;t<-f-oo. Sur 
cet intervalle sa fonction inverse est y=y/x. Naturellement elle est aussi monotone et inver¬ 
sible sur l’intervalle —oo<x<0. Ici la fonction inverse est y— — \/x. 

Exemple 2: Le domaine de définition de ^=sin x peut être partagé en intervalles sur 
lesquels la fonction donnée est monotone. La fonction inverse est notée arcsin x , mais dans 
chaque cas l’ensemble des valeurs doit être fixé, car sinon l’intervalle de monotonie sur lequel 
la fonction inverse est construite n’est pas clairement précisé. Par exemple, si ^=sin x est 
inversé dans l’intervalle 37r/2<*<57r/2, alors la fonction inverse doit être notée: y=arcsin 
jc(37r/2<^<5jr/2). Si l’ensemble des valeurs n’est pas spécifié, alors arc sin x désigne toujours 
implicitement la valeur principale, située dans l’intervalle [— n\ 2, -f jr/2] et est notée Arcsin 
* (Fig.), 

Exemple 3: Pour les autres fonctions trigonométriques on peut de même choisir des inter¬ 
valles sur lesquelles elles sont monotones, ainsi que les fonctions circulaires qui y sont définies 
comme leurs fonctions inverses. La fonction ^=cos x> par exemple, décroît monotonement 
sur l’intervalle 0<*<-|-;7r, de y=-\r\ à y =—1 et prend ainsi toutes les valeurs de l’ensemble 
de valeurs une fois et une seule. Donc dans cet intervalle une fonction inverse existe. On la 
note ^=arccos x. Son domaine de définition est —l<x<-f-l et son ensemble de valeurs 
est 7i>y> 0. Si la fonction y=cos x est inversée sur un autre intervalle dans lequel la fonc¬ 
tion est monotone, par exemple sur 7i<x<2jty alors .y=arccos x admet pour ensemble de 
valeurs ji<y<2n. De façon à préciser de quelle fonction inverse on parle, l’ensemble des 
valeurs doit chaque fois être donné. S’il n’est pas spécifié, alors arcos x est la valeur prin¬ 
cipale , caractérisée par 0<arccos x<n> et notée Arccos x. 

On a un résultat semblable pour la fonction y=^arctg x dans l’intervalle —jt/ 2< Arctg je 
<+nl2 et pour y^arcotg x dans l’intervalle 0<Arcotg x<n (voir Chapitre 10). 
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Le concept de fonction rationnelle 

Une expression de la forme a n x n ho n -i^ n_1 + - t-a t x |-a 0 , où n est un entier naturel, les 

coefficients a r des nombres 

réels quelconques, et a„-/~ 0, Exemples de fonctions rationnelles. 1. y=Sx —3- 


est appellée un polynôme 
de degré n. 



Une fonction rationnelle 
est une fonction de la forme 
plq , où p et q sont des po¬ 
lynômes et au moins l’un 
des coefficients de q est non 
nul. 


Exemples de fonctions non rationnelles. 1. y—y/x*. 2. ,y=cos 2 x 



Pour les fonctions polynomiales, l’ensemble R des nombres réels peut être choisi comme 
ensemble de définition. Si aucune restriction n’est indiquée à- l’occasion de conditions spécia¬ 
les, R est toujours considéré comme le domaine de définition. Il en est de même pour les fon¬ 
ctions rationnelles, excepté les valeurs qui annulent de dénominateur. Il faut noter que les fon¬ 
ctions rationnelles sont continues et différentiables sur tout leur domaine de définition. 

Dans la suite, on étudie d’abord les fonctions polynomiales puis les fonctions rationnelles. 
Avant d’établir des propriétés générales, on examine d’abord certains types spéciaux de fonc¬ 
tions fréquemment utilisées. 


Fonctions linéaires 


Les fonctions y=mx. Les tableaux de valeurs des fonctions y==: c, y=x\2 et y ——4*/3 donnent 
des couples de nombres ( x , y), à partir desquels on obtient des points des graphes de ces fonc¬ 
tions dans un système de coordonnées cartésiennes (Fig.). 
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X 


-3 

—2 

—1 

0 

1 

3 

3 


y^x 


—3 

—2 

—i 

0 

1 

2 

3 


y—x/2 


- 3/2 

—1 

- 1/2 

0 

1/2 

1 

3/2 


y -4x/3 


4 

8/3 

4/3 

0 

- 4/3 

— 8/3 

—4 



Parce que le couple de valeurs (0, 0) existe dans tous les cas, la courbe passe toujours par 
l’origine des coordonnées. Les courbes sont des droites, car pour y=/nx , les coordonnées de 
points P lt P 2 , ..P arbitrairement choisis vérifient toujours y\\x x —y 2 lx 2 — • * *=ylx = m où pour 
chaque fonction m est constant (Fig.). Si P lx , P 2xi ...» P x sont les projections des points P l9 
P 2 , ..., P sur Taxe des x y alors les triangles OP A P u , OP 2 P 2x , ..., OPP x sont semblables. 


5.2-1 Graphes des fonctions 
,! y=x, y = x/ 2, y= — 4x/3; w=l, m— 1/2, /w = —4/3 




5.2-2 Le graphe de y=mx est 
une droite. 

Puisque les points P,*, • ••> P sont sur une droite, les points Pj, P 2 , ...» P doivent aussi 

se trouver sur une droite. Comme m est constant, les coordonnées correspondantes des diffé¬ 
rents points sont proportionnelles, yjx 1 yjx 2 . La grandeur de y est directement proportionnelle 
à la grandeur de x\ la constante m est le facteur île proportionnalité. Si le taux L d’un travail 
est proportionnel au temps de travail t en heures, la liaison entre les deux est représentée par 
une fonction linéaire L mt. La constante de proportionnalité représente le taux horaire. 

A partir du graphe de la fonction linéaire y=mx et du tableau de valeurs des 
fonctions particulières y= jc, y=xl2 et y =—4 jc /3 on voit que la fonction est mo¬ 
notone; pour ni positif elle est monotone croissante et pour ni négatif monotone 
décroissante. Par référence aux routes et aux chemins de fer, la constante est ap- 
pelléc la pente (Fig.). En mathématiques la pente est définie comme le rapport 

5.2-3 Signe de la différence de hauteur BC sur la distance horizontale AB (Fig.). On la donne 
d’une forte comme un rapport ou un pourcentage. Par exemple, 1 : 50, 3/150, 1/50, 2/100, 
pente 2%- 0,02 ont tous le même sens. 




5.2-5 La fonction y=mx+c 

Les fonctions y—mx |-c. Si, quel que soit x , on ajoute ou re¬ 
tranche à y nix la quantité fixe c, on translate la droite d’équa¬ 
tion y nix en une droite qui coupe l’axe des y en c (Fig.). Ainsi, 
le graphe de la fonction y=mx-\-c est une droite de pente 5.2-6 Graphes des 

m et iP ordonnée à P origine c (voir Chapitre 10. —Forme carté- fonctions y=mx 1-c 

sienne normale). 
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Pour tracer la droite, il n’est pas nécessaire de faire une translation. Le graphe de la droite 
est obtenu en plaçant l’intersection c avec l’axe des y , en traçant mentalement par ce point 
une parallèle à l’axe des x et construisant la pente par rapport à elle (Fig.). 


Représentation implicite d’une fonction linéaire. La repré¬ 
sentation graphique de Ax+By+C= 0 dans un système de 
coordonnées cartésiennes est toujours une droite (voir Cha¬ 
pitre 13) à condition que A et B ne soient pas simul¬ 
tanément nuis. De plus, Ax+By+C= 0 ne peut être expri¬ 
mée comme une fonction linéaire sous forme explicite que 
si B^f 0. Le réarrangement sous forme explicite donne alors 
y= —( A/B)x —( C/B ) ou y=mx -\ c, avec m= —( A/B) et c= 
— (C/B). Pour A= 0 et B=£0, le résultat est une fonction con¬ 
stante, dont le graphe est une droite parallèle à l’axe des x. 
Pour A t^O et B=0, l’équation ne représente pas une fonc¬ 
tion. La représentation graphique de l’équation Ax+C= 0 
est une droite parallèle à l’axe des y. 

Fonctions quadratiques 

La fonction y=x 1 . La [fonction d’équation y x 2 admet 
pour graphe la courbe connue sous le nom de parabole stan¬ 
dard (Fig.). 


Tableau de valeurs pour y=x 2 


X 

—3 

—2 

—1 

0 

1 

2 

3 

y 

9 

4 

1 

0 

1 

4 

9 


Les valeurs intermédiaires de celles du tableau de valeurs 
sont données par une table de carrés , qui n’est rien de plus 
qu’un arrangement astucieux du tableau de valeurs de la 
fonction y=x 2 . 



5.2-7 Parabole standard dont le 
graphe est celui de la fonction 

v = r 2 


Propriétés. Parce que *‘“>0 pour tout x , la courbe est toujours située au dessus de l’axe 
des x. Ainsi au domaine de définition —oo<*<+oo correspond l’ensemble de valeurs 
0<y<+oo. La parabole standard est symétrique par rapport à l’axe des y (symétrie axiale). 
Le point 0, qui est son propre symétrique, est appcllé le sommet. La courbure de la parabole 
standard, par rapport à la droite, confirme les calculs à savoir que y varie d’un montant bien 
supérieur lorsque \x\ croît uniformément. Dans le tableau les suites de différences Ax et Ay 
sont enregistrées, aussi bien que les suites des différences de Ay, notées A 2 y. On voit que Ay 
croit pour Ax constant et que seule la suite A 2 y des différences secondes est constante. 


Ax 1 I 1 1 1 1 1 1 

* ••• —2 —1 0 1 2 3 4 5 6 ••• 


y +4 +1 0 +1 +4 +9 +16 +25 +36 ••• 

Ay —3 —1 +1 +3 +5 +7 +9 +11 

A 2 y 2 2 2 2 2 2 2 

Pour une compréhension intuitive de la courbure , on peut imaginer qu’une voiture voyage 
le long de la courbe dans le sens des x croissants. Si la roue motrice doit tourner à gauche 
pour rester sur la courbe, alors on dit que la courbe a une courbure positive, et si c’est à droite, 
alors elle a une courbure négative. Ainsi, la parabole standard a partout une courbure positive. 

Les fonctions y x 2 \-px+q. En complétant le carré, c’est à dire, en introduisant le carré 
de la moitié du coefficient du terme linéaire px, la fonction donnée peut être exprimée sous la 
forme y=(x — a) 2 ±b : y=x 2 -\-px-\-q=x 2 -\-px-\-(p/ 2) 2 — (p/2) 2 -\-q=(x+p/2) 2 -{-(q—p 2 /4). En posant 
a=—p/ 2, b=(q—p 2 / 4), on obtient en fait y=(x — à) 2 +b ou (y —6)=(*— a) 2 , c’est à dire, r}=$ 2 , 
où y — b=rj et x — a £. Ceci signifie que le graphe de la fonction dans le système £, rj de 
coordonnées est aussi la parabole standard rj=£ 2 . Mais le système £, i) est transformé en systè¬ 
me x, y par la transformation linéaire*—a=f, y— b=rj, correspondant à une translation (Fig.). 
Dans le système (*, y) le sommet V de la parabole standard rj=§ 2 a pour coordonnées (a, b); 
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5.2-8 Graphes des fonctions 
y =x 2 +b 


m | «111 || 


1 1 II I U 


iifl 1 














5.2-9 Graphes des 
fonctions y=(x-a) 2 

lorsqu’on les explicite à l’aide 
des coefficients p et q de la fon¬ 
ction quadratique donnée y=x 2 - 1- 
-I -px-\q, les coordonnées du som¬ 
met sont (— pj2, q—p 2 \4) (Fig.). 


Exemple: En complétant le carré dans l’équation y=x 2 + 
-4-6*+ 11 on obtient y — (jc 2 -j- 6jc H- 9)—9-|-l 1 ou y—(x-\-2>) 2 -\-2. 
Ainsi, on peut lire directement que le graphe est une parabole 
standard translatée de sommet V (—3, 2). 


La forme quadratique générale, y Âx 2 -\-Bx (-C. Dans cette 
équation on suppose que /!=£0, sinon la fonction ne serait pas 
quadratique. Ainsi le facteur A peut être isolé : 
y=A[x 2 -\-(BIA)x-\-(C/A)]=A ■ Y. Le graphe de la fonction qua¬ 
dratique 

Y=x 2 + (B/ A)x H- C/A)^x 2 -\- px H- q 
Y=(x-\-pl2) 2 -\(q-p' 2 l4) 

=[x+BI(2A)]' 2 -\-[CIA — B 2 /(4A 2 ) où p=B/A , q-C/A , est con¬ 
nu. Les valeurs de y sont égales à la somme des valeurs 
[x-\-B/(2A)] 2 de la parabole standard dont le sommet a été trans¬ 
laté de pJ2 = — B/(2A) dans la direction des x positifs, et de 
la quantité b=q—p 2 l4=[CIA — B 2 l(4A 2 )\ de la translation dans 
la direction des y positifs. Mais l’équation y=A • Y indique que 
chacune de ces valeurs de Y doit être multipliée par le nom¬ 
bre A. Pour A> 1, toutes les ordonnées de la parabole stan¬ 
dard et aussi le segment [CjA —B 2 !{4A 2 )] sont étirées dans le 
rapport A : 1, alors que pour A compris entre 0 et 1 elles sont 
contractées dans le même rapport (Fig.). Si A prend des valeurs 
négatives, l’étirement (|/t|>l) ou la contraction (|/j|<l) est 
suivie par une symétrie par rapport à l’axe des x. 



5.2-10 Graphe de 
y = (x — a) 2 4-b obtenu par trans¬ 
lation de la parabole standard 


Exemple 1: Le graphe de la fonction y=— x 2 est le symé¬ 
trique par rapport à l’axe des x de la parabole standard. 

Exemple 2: Le graphe de la fonction y=x 2 j4 est la para¬ 
bole standard contractée dans le rapport (1/4) :1 = 1 :4. 

Exemple 3: La fonction quadratique y=3x 2 —4x—ll6, en 
mettant 3 en facteur et complétant le carré, peut être écrite sous la forme: 



5.2-11 Graphes des fonctions 
y=x 2 /2 et y— 2x 2 


y=3[x 2 — (4/3)* -J- (2/3) 2 —(4/9 +1 /18)]=3[(jc — 2/3) 2 — 1 /2], 

Donc le graphe de la fonction est une parabole standard étirée dans le rapport 3:1, dont le 
sommet V a pour coordonnées (2/3, —3/2). 
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Fonction cubiques 

La fonction y=x 3 . Dans la table des cubes on trouve 

un tableau de valeurs extensif et clair de la fonction 
y=x *; grâce à lui on obtient le graphe de la fonction, la 
cubique ou la courbe de degré trois (Fig.). 

Propriétés. La fonction croît monotonement sur son en¬ 
semble de définition —oo<*< + oo; c’est une fonction im¬ 
paire, et son graphe est ainsi symétrique par rapport à l’or- 
gine des coordonnées. Pour |*|>2/3, la cubique a une pente 
plus grande que la parabole; sa suite de différence du troi¬ 
sième ordre est constante: 

Ax •• 1 1 1 111 1 1 ••• 

* • •. _4 —3 —2 —10 1 2 3 4 - 


y -..—64 —27 —8 —1 0 1 8 27 64 - 

Ay ••• 37 19 7 117 19 37 •• • 

A 2 y ••• —18 —12 —6 0 6 12 18 

A 3 y • • • 6 6 6 6 6 6 

La courbure de la cubique est négative pour *<0 et po¬ 
sitive pour x>0 , et change de signe à l’origine. De tels points 
sont appellés points d’inflexion. Ainsi la cubique admet un 
point d'inflexion à l’origine. 

5.2-13 Graphe de la fonction 
y=x 3 -3x 2 -x+3 


Autres fonctions cubiques. De façon à étudier les graphes et 
propriétés des autres fonctions cubiques, on les considère sou¬ 
vent en relation avec la fonction y x 3 représentée dans le 
même système de coordonnées, dont le graphe est ainsi ap¬ 
pelé la cubique de comparaison ou la cubique standard. Le 
graphe de la fonction y -x 3 , par exemple, est le symétri¬ 
que par rapport à l’axe des x de la cubique standard. A la 
fonction y=kx 3 avec le facteur d’étirement /c>0 corre¬ 
spond une cubique obtenue à partir de la cubique standard 
par étirement pour k> 1 et contraction pour k<\. En dé¬ 
finitive, le graphe de la fonction y=(x~af ~\ b est obtenu 
par translation parallèle aux axes de coordonnées de la cu¬ 
bique standard, avec le nouveau centre de symétrie Z= 

(o, b). 

La fonction cubique générale y — Ax [i \ Bx 2 | Cx -|- D admet toujours trois racines dont, sous 
certaines conditions sur les coefficients, deux peuvent être complexes conjuguées. Dans le calcul 
différentiel on mQntre, de plus, que lorsqu’il existe trois racines réelles, la fonction a deux 
extrema , l’un maximum (local) et l’autre minimum (local). L’exemple montre que le graphe d’une 
telle fonction ne peut être obtenu par simples transformations de la cubique standard y =jc 3 (Fig.). 




Exemple: y=x 3 — 3x 2 — jç+3. 


Tableau des 
valeurs 


X 

—2 

—1 

—0,15 

0 

+ 1 

+2,15 

+ 3 

y 

—15 

0 

+ 3,08 

+ 3 

0 

—3,08 

0 


Fonctions puissances à exposants positifs 

Concept de fonction puissance. Une fonction y=x", où n est un nombre entier, est appelée 
une fonction puissance. Si n est positif, la fonction est un polynôme, mais si n est négatif, 
n= —v(v>0 et entier), alors la fonction peut s’exprimer sous la forme y= 1/jcv et est une fonc¬ 
tion rationnelle. 
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Les fonctions polynomiales y=x n sont paires si leur exposant n=2m est pair; elles décrois¬ 
sent monotonement pour — oo<*<0 et croissent monotoncment pour 0<*<+oo. Pour des 
exposants impairs n=2m -f- 1 les fonctions y=x n sont impaires; elles croissent partout de façon 
monotone. 


Fonctions puissances paires y=x 2m . Les courbes représentatives de ces fonctions sont symé¬ 
triques par rapport à l’axe des y , et leur courbure est positive partout (Fig.). Chacune contient 
l’origine (0, 0) et les points Q(— 1, +1) et P(-H, +1). Au voisinage du sommet (0, 0) les 
tangentes sont d’autant plus aplaties que m est plus grand, tandis que dans un voisinage parti¬ 
culier des points Q et P elles ont une pente d’autant plus importante que m est grand. A tout 
point (*i, yj de y=x 2m i on peut associer un point (jc 2 , ^ 2 ) de y=x tm * (m 2 >m 1 ) y par le calcul 
différentiel, tel que les tangentes aux deux points soient parallèles. Ces courbes sont appel- 
lées courbes d'ordre 2m (Fig.). 



5.2-14 Graphes des fonctions y=x 2m pour 
w=0, 1,2,... ; y=x° n’est pas définie pour *=0. 




5.2-15 Portions des graphes des fonctions 
y=x 2m comme courbes d’ordre 2m 


Fonctions puissances d’ordre impair y=x 2m+1 . Les courbes sont 
symétriques par rapport à l’origine. Sauf pour la première bissectri¬ 
ce tracée dans les quadrants I et III elles ont des courbures négati¬ 
ves pour toutes les valeurs négatives de leur domaine de définition 
(—oo<*<0) et des courbures positives pour les valeurs positives 
(0<*<+ 00 ) et ont ainsi un point d’inflexion à l’origine. Chacune 
de ces courbes d’ordre 2 m-\-\ contient les points (+1, -M), et (—1, 
—1), et dans le voisinage de ces points, leurs tangentes ont une 
pente d’autant plus élevée que m est grand; mais dans le voisina¬ 
ge de leur point d’inflexion commun (0, 0) les tangentes sont d’au¬ 
tant plus aplaties que m est grand (Fig.). 

5.2-16 Graphes des fonctions y= x 2m{1 pour m= 0, 1,2 


Fonctions polynomiales 

Précédemment, on a défini l’expression a n x n -\-a n ^ l x n ~ l + -où <*„#= 0, comme un po¬ 

lynôme de degré n. Un polynôme est un cas particulier de fonction rationnelle. 

Exemple: 

y =2(x 2 — l) 2 -f(jc+2) (jc 3 — 2) — 2jc- h jc 2 — 1 
— 2jc 4 — 4 a : 2 -j- 2 -1- jc 4 — 2X+2X 3 — 4 — 2x-\-x 2 — 1 ou y=3x*+2x* — 3jc 2 — \x — 3 
est un polynôme de degré 4 dont les coefficients sont a 4 =3, a 3 = 2, a 2 — — 3, — 4 , a 0 = — 3. 


Unicité de la représentation polynomiale. L’hypothèse que deux polynômes différents peuvent 
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représenter la même fonction rationnelle conduit à une contradiction. Si on suppose que les 
deux polynômes 

-+<i 1 x+ûr 0 et y^b^+b^xT- 1 -) -hV+6 0 

sont différents, on doit avoir n^m ou bien si n=m , a l ^b l pour au moins un couple de coeffi¬ 
cients. Leur différence iq n x n -\-a n . l x n ~ 1 -\ -f-a^-Mo)— (b m x m +b m _ l x m - l -\ -b b x x-[ b) peut être 

ordonnée par rapport aux puissances de x ; c’est un polynôme qui a au moins un coeffi¬ 
cient différent de zéro et dont le degré ne dépasse pas le plus grand des deux nombres n et m. 
Il représente une fonction rationnelle qui a seulement un nombre fini de zéros, inférieur ou 
égal à son degré. Comme y h et y a représentent la même fonction, leur différence doit être iden¬ 
tiquement nulle, elle doit être égale à zéro pour toute valeur de x. Cette contradiction permet de 
conclure que les deux polynômes ont le même degré, m=n, et que leurs coefficients sont égaux, 
a t =b h car cela est nécessaire pour que la différence des deux polynômes soit identiquement nulle. 

C’est en ce sens que l’on parle de l’unicité de la représentation polynomiale. La conclusion 
sur l’égalité des coefficients correspondants est souvent utilisée pour déterminer, par identifi¬ 
cation , les coefficients d’un polynôme, par exemple pour la décomposition d’une fraction ration¬ 
nelle ou pour résoudre des équations différentielles. 


Factorisation des polynômes 

Un polynôme P(x) de degré n> 1 est dit réductible s’il peut être mis sous la forme d’un produit 
de polynômes de plus bas degré. Si une telle représentation n’est pas possible, le polynôme est 
dit irréductible . Les polynômes de degré zéro sont les constantes; il sont exclus de cette clas¬ 
sification car ils ne sont ni réductibles, ni irréductibles. Les polynômes du premier degré sont 
toujours irréductibles. 

Si un polynôme P(x) de degré n est réductible, c’est à dire, si on peut l’écrire comme un 
produit P(x)=p t (x) p 2 (x ), alors les polynômes p x (x) et p 2 (x) doivent être de degré au moins égal 
à 1 et nécessairement plus petit que n. Si p t (x ) et p 2 {x) sont réductibles, on peut recommencer 
le processus; après n étapes au plus, le polynôme est factorisé en un produit P(x) =g(x)h(x)k(x) • • • 
A l’aide du théorème (non démontré ici) qu’un polynôme irréductible qui divise un produit 
de deux ou plusieurs polynômes doit diviser au moins Pun d’entre eux, on peut montrer que 
la factorisation d’un polynôme réductible est unique à l’ordre et aux facteurs constants près. 
Si P(x)=g 1 (x) h t (x) k t (x) • • • et P(jc)=/K*) h(x) k(x) ••• sont deux factorisations en polynômes 
irréductibles, alors ^(jc) doit diviser un des polynômes #(jc), h(x), .... Mais comme ils sont 
eux-même irréductibles, tfiC*) doit être égal à l’un deux à une constante multiplicative près. 
Sans perte de généralité, on peut supposer que ce polynôme est #(*). Alors ^ 1 (jc)=c 1 ^(jc). En 
divisant p(x) par #(-*:) on obtient: 

cfi^x) ki(x ) • • -=h(x) k(x) 

Le même raisonnement montre que h l (x)=c 2 h(x ), soit c^Jc^x) • • -=k(x) • • •. Ainsi, aux fac¬ 
teurs numériques constants près les deux factorisations coïncident. 

La question de savoir si un polynôme est réductible dépend essentiellement, naturellement, 
de Vensemble des nombres auquel appartiennent scs coefficients et ceux des facteurs irréductibles. 
Par exemple, 4 jc 2 — 1/4 est irréductible sur le domaine des nombres entiers, mais réductible sur les 
nombres rationnels; x 2 —2 est rationnellement irréductible mais se factorise en (jc— \/2) ( x+\/2) 
sur les nombres réels, et x 2 +4 est irréductible sur les nombres réels tandis qu’il se factorise en 
(jc-b2/) ( x —2/) sur l’ensemble des nombres complexes. Si les nombres complexes quelconques 
sont autorisés pour les coefficients du polynôme, le théorème fondamental de l’algèbre montre 
que tout polynôme de degré n peut être factorisé en un produit de n facteurs du premier degré 
(jc— a*), k— I, 2, ..., n. Les nombres a* sont les zéros de la fonction. Dans le cas des polynôme 
à coefficients réels, si l’un des nombres a k est un nombre complexe a=a-\-bi, alors le nombre 
complexe conjugué figure aussi parmi les zéros de la fonction. Le produit des deux facteurs 
du premier degré correspondants est alors (jc— a) (x —ô)=(jc —a — bi) (x — a+b\)={x — a) 2 +b 2 = 
=x 2 — 2ax+(a 2 +b 2 )> c’est à dire un polynôme du second degré à coefficients réels. Si on ras¬ 
semble de cette façon tous les couples de facteurs du premier degré complexes conjugués, alors 
sur l’ensemble des nombres réels les facteurs sont soit des facteurs du premier degré soit 
des facteurs du second degré. Lorsque les coefficients sont restreints à l’ensemble des nom¬ 
bres réels, les polynômes irréductibles sont de degré au plus égal à 2. Si on demande, de plus, 
que les coefficients du polynôme donné et de ses facteurs soient rationnels, ce théorème n’est 
plus vrai. Par exemple, la factorisation (pour les nombres réels) x 4 —5=(* 2 +\/5) (x 2 —y/5) 
n’est plus autorisée. 

9 * 
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Racines 


Un nombre a est appelé une racine de la fonction x-+y=f(x) s’il donne la valeur 0 à la fon¬ 
ction: a->/(«) =0. Ainsi, pour un polynôme / /(a)=a n a n +a n _ 1 a" _1 H-b^a-f a 0 =0. 

Sur le graphe de la fonction les racines réelles apparaissent à l’intersection avec l’axe des x . 

Si a est une racine d’un polynôme /(jc), alors f(jc) est divisible par ( x—a ); il existe alors un 
polynôme #(jc) tel que /( jc) = (x—a) g(x). 

On peut toujours diviser le polynôme f(x) par (*-a), où a est arbitraire. Dans cette division 
on obtient une fonction quotient £(*) de degré plus bas que f(x ) et le reste r doit être de degré 
moindre que (x — a) et est donc une constante: f(x)=(x—a) g(x)-\-r. Si a est une racine, alors pour 
x=a l’équation devient 0=0 • g(x)+r. Donc le reste r doit être égal à 0, la fonction f(x) est 
divisible par (x — a) sans reste et f(x)=(x— a) g(x). On peut montrer par récurrence une géné¬ 
ralisation de ce théorème: 

Soient a u a 2 , a 3 , ..., a k des racines du polynôme /(jc), alors (x —oq) (x —a 2 ) • • • (jc — a k ) est un 
facteur de f(x ), c'est à dire que f(x) peut s'écrire sous la forme /(jc)=(jc— a x ) (jc— a 2 ) • * *(jc— a k )g(x). 

Exemple: Le polynôme /(*) = jc 1 — 5jc 2 +7jc — 3 admet jc=3 comme racine. La division par 
jc — 3 donne le quotient jc 2 — 2jc-|- 1 ainsi on peut écrire /(jc) sous la forme f(x)=(x — 3) (jc 2 —2jc-fl) 
—(x—3) (jc— l) 2 . 

Un polynôme /(jc) = a„x" + <i fl _ 1 jc n_l + ... -f a L x + a 0 a au plus n racines distinctes. 

Démonstration par récurrence: 1. Pour n— 1, c’est à dire pour le polynôme ^JC-favec a x ^0 
(sinon il n’est pas du premier degré), le théorème est vrai, puisque ce polynôme a une seule 
racine x=—aja v 

2. Soit /(jc) un polynôme de degré n \ \ et a une racine de ce polynôme. D’après le théorème 
précédent, /(jc) est de la forme /( jc)=(jc —a) g( jc), où g(x) est de degré n. Le produit (jc —a) #(jc) 
s’annule que si l’un des facteurs s’annule. Le premier facteur s’annule pour x—a et par 
l’hypothèse de récurrence le deuxième facteur est nul pour au plus n valeurs de jc. Ainsi, le 
produit et par suite /(jc) est égal à zéro pour au plus n \ l valeurs distinctes de jc. Le théo¬ 
rème est démontré. 

Multiplicité des racines. Il peut arriver qu’un polynôme admettant a pour racine soit divi¬ 
sible non seulement par (jc — a) mais aussi par (jc —a) 2 , (jc — a) 3 ou une puissance de (jc —a) 
plus élevée. Si /(jc) est divisible par (jc — a) k mais non par (jc —a)* +1 , on dit que a est une racine 
multiple d'ordre k (k> 1, entier) de /(jc). 

Exemple: Le polynôme jc 4 — 9jr l -|- 27jc 2 — 31 jc H- 12 a une racine double en jc=1; il est divi¬ 
sible par (jc —l) 2 mais non par (jc —l) 2 . 

/(jc)=(jc— l) 2 (jc 2 —7jc H2)=(jc-1) 2 (jc-3) (jc-4). 



5.2-18 Graphes de fonctions au voisinage de racines 
multiples, en c. d’ordre impair, endtie d’ordre pair 


5.2-17 Graphes de fonctions au 
voisinage de racines simples 


Racines simples et multiples. Des multiplicités différentes d’une racine donnent des comporte¬ 
ments de la fonction différents au voisinage de la racine. En une racine simple la courbe a 
toujours une pente différente de zéro (positive ou négative), tandis qu’en une racine multiple 
la pente est nulle, de telle sorte que la tangente à la courbe en ce point coïncide avec l’axe 
des jc (Fig.). 
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Racines d'ordre pair et impair. Le comportement d’une courbe dépend aussi de la parité de 
l’ordre de multiplicité des racines. Soit a une racine d’ordre k de f(x). Alors /(*) peut être 
factorisé'sous la forme /(*)=(*— a) k g(x), où g(x) par continuité est différent de zéro dans un 
voisinage de a et par suite ne change pas de signe dans ce voisinage. Ainsi, il existe e>0 tel 
que £(jc) 4=0 pour tout x tel que \x— a|<e. Mais le facteur du premier degré (x — a) change de 
signe lorsque x passe de x<a à x>a (Fig.). Le polynôme /(*)=(* — a) k g(x) change donc de 
signe dans ce passage si et seulement si k est impair (Fig.). Si k est pair, /(*) garde un signe 
constant. 

Racines et factorisation. Toute fonction polynôme peut être exprimée par un produit de fac¬ 
teurs irréductibles de la forme: 

/(*)= c(x — a 1 ) r i(ar—a 2 ) r » * * (x-a k ) r k(x 2 -\-a 1 x-]-b 1 ) s i(x 2 +a 2 x-\-b 2 y 2 • • (x 2 +a t x-\-b l ) s i. 

Dans cette expression c est un polynôme de degré zéro, c’est à dire une constante, a h aj et bj 
sont des nombres réels et /*, et s, des entiers naturels. Les exposants satisfont à la condition 

k l 

n= H r r |-2 S s,. On voit immédiatement que les a sont des racines de /(*). De plus ce sont 

i =1 7=1 

les seules racines réelles. Pour toute valeur a de x autre que a u a 2 , ..., a k les facteurs (*—a,), 

/=1, ..., k y sont différents de zéro. Si un des polynômes du second degré x 2 -\-ajX-\-bj était 
égal à zéro pour *=a, il serait réductible ce qui en contradiction avec l’hypothèse. Un poly¬ 
nôme irréductible du second degré ne s’annule jamais puisqu’il a seulement deux racines com¬ 
plexes conjuguées. Comme conséquence de ceci, on a le théorème: 

Le nombre de racines réelles d'un polynôme , comptées avec leur ordre de multiplicité y est 
pair lorsque le degré du polynôme est pair et impair lorsqu'il est impair. En particulier , un 
polynôme de degré impair a au moins une racine réelle. 

Théorème de Sturm. On peut calculer, par une méthode d’approximation, par exemple celle 
de Newton, avec une précision quelconque, n’importe quelle racine d’une fonction polynôme 
si une valeur de x dans le voisinage de cette racine est connue. Descartes, Newton et Fou- 
rier ont cherché des méthodes permettant de savoir si une racine d’un polynôme se trouvait 
dans un intervalle donné du domaine de définition. Par un choix convenable de l’intervalle, on 
peut trouver des valeurs de x dans un voisinage d’une racine. 

Règle des signes de Descartes. Descartes considérait les signes des coefficients du polynôme 

f(x)=a n x n T*ViJc"- 1 -f--On suppose que a n et a 0 sont tous deux différents de zéro. 

Les autres coefficients, s’ils sont nuis, ne sont pas inclus dans la suite a„^ ly ..., a lf a 0 . Il y a 
changement de signe, lorsque deux coefficients consécutifs ont des signes différents. 

Descartes a prouvé que le nombre de racines positives d'un polynôme est égal au nombre 
de changements de signe ou en diffère d'un nombre positif pair. Le nombre de racines né¬ 
gatives est obtenu de façon similaire en comptant le nombre de changements de signe du 
polynôme /(—jc). 

Exemple: Le polynôme /(*) = x 6 —jc 4 -|-2j t 3 -)-* 2 —3*-f-2 a quatre, deux ou aucune racine posi¬ 
tive, car il y a quatre changements de signe dans la suite des coefficients. Si on considère 
/(— x)= — jc 5 —* 4 -2* 3 -b* 2 -|-3*-|-2, on voit que f(x) n’a qu’une seule racine négative car il n’y 
a qu’un changement dé signe dans la suite des coefficients de /(—*). 

Le nombre exact de racines est donné par un théorème dû à Sturm. Il commence en facto¬ 
risant le polynôme 

f(x)^ c(x— a 1 ) r i(*— « 2 ) r * ' * (*—« fc ) r *(* 2 +«i*H ù 1 ) v i(* 2 H-a 2 *Tù 2 ) s a • • *(* 2 -|-a,*+£>,)**. 

Si des facteurs irréductibles interviennent plusieurs fois, il suffit de considérer le polynôme 
<p(x)=(x-a 1 ) • • • (*-a*) • (x 2 -\-a l x-\-b l ) • • • (* 2 +<*/*-!-/>,) 

qui contient chacun des facteurs mais une seule fois ; g?(*) a alors les mêmes racines que /(*), 
mais elles sont toutes simples. 

La dérivée tp(x) obtenue en différentianl le produit est une somme de termes. Dans chaque 
terme un des facteurs irréductibles est différentié; ainsi chaque terme ne contient pas un des 
facteurs apparaissant dans la factorisation de ^(jc). La somme n’est donc divisible par aucun 
des facteurs : (p(x) et <p’(x) n’ont pas de facteur commun exceptées les constantes. Si on divise 
(p{x) par <p\x)y on obtient un polynôme q t (x) et un reste — <p 2 (*) qui-est de degré plus bas que 
q>'(x)\ (p{x)^q l {x)(p , {x)—(p 2 {x). Si on divise cp\x) par <p 2 (*), on obtient un nouveau reste — ç> 3 (*) 
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T 

= <h<P' ~ 

7>2 

<P' 

= d2 < P2 ~ 


<P* 

= <739^3 — 

% 

<P3 

= - 


<P\ 

= 45^5 - 


<Pr -2 
<Pr -1 

= q r -i<Pr- 
= q r (Pr 

1 ~<Pi 


tel que (p'(x) q 2 (x)(p 2 (x) —ç? 3 (a:). Cette procédure se termine en un 
nombre fini d’étapes; avec des notations simplifiées on a le schéma 
ci-joint. De la dernière équation on passe à la précédente et de 
proche en proche on remonte jusqu’à la première; il est évident 
que (p r est un facteur de <p r _ u de 9 9 r _ 2 , de <p r _ 3 ainsi de suite, 
et finalement de 99 ' et de 99 . Comme (p et <p' n’ont pas de facteur 
commun, cp r ne peut être qu’une constante non nulle. La suite de 
ces fonctions 99 , 99 ', 9 ? 2 , <p 3 , ..., çp r est appelée ta chaîne de Sturm. 

En remplaçant x par une valeur particulière a dans les polynômes 
de la chaîne de Sturm, on obtient une suite de nombre réels 
9 ?(«), 9 ?'(a), <p 2 (a) t . ■ 9 \{a). Si deux nombres consécutifs 9 ofa) et 99 , + 1 (tf) de cette suite ont des signes 
différents, on dit qu’il y a changement de signe. W(a) représente le nombre de changements de 
signe dans la chaîne de Sturm lorsque x a. Il est clair que le nombre W(x) de changements 
de signe ne peut être modifié que si x passe par une des racines de l’un des polynômes de la chaîne 
99 , 99 ', 99 . 2 , ..., 99 r _ 1 . Supposons d’abord que l’un des polynôme 99 ', 9 ? 2 , ...» (p r -i suivant 99 admette 
x=t; comme racine. D’après le schéma ci-dessus, on voit immédiatement que ses deux termes 
consécutifs sont non nuis et ont des signes différents. Par suite le nombre W{x) de changements 
de signe ne peut être modifié lorsque x passe par cette valeur; cela ne peut arriver que si x 
passe par une racine de 99 lui-même. Dans ce cas, en fait, W(x) décroît exactement de I, car 99 
n’a que des racines simples de telle sorte que 99 change de signe à la racine, tandis que 9 ?' est 
différent de zéro dans un voisinage de ce point et par continuité il y a un signe constant. Ceci 
prouve le théorème suivant. 


Théorème de Sturm. Si (p{x) est un polynôme n'ayant que des racines simples , si a<b et 
99(tf)z{=0, (p(b) 4=0, alors W(a) — W(b) est égal au nombre de racines du polynôme (p{x) dans l'inter¬ 
valle fermé [< a , b]. 

Afin de déterminer en utilisant ce théorème le nombre exact de racines du polynôme ç?( x) y 
on choisit pour x l et x 2 >x lf des nombres —M et M dont les valeurs absolues sont plus grandes 
que la plus grande des valeurs absolues des racines; ainsi, Af> maxflcql, |a 2 |,..., Kl), où a ly 
a 2 , ..., a k sont les racines de (p(x). 11 faut déterminer M sans connaître les racines. Ceci est 
possible, car l’estimation 

max (Kl, |a 2 |, ..., |aj)< 1+ K_ 1 | + |a„_ 2 l+ ••• +KI + KI 
est valide pour les valeurs absolues des racines du polynôme 99 (*)=.* n +a, l _ 1 .x:' ,-1 + • • On peut 
normaliser tout polynôme tel que a n - 1 = 1 en divisant par a„. Les racines ne sont pas modifiées. On 
peut alors choisir M I + K- 1 I + • • - + KI - 1 -Kl et être sûr alors que toutes les racines sont entre 
—M et -f/V/. Une démonstration de ceci nous conduirait trop loin. Cependant, ce résultat est 
plausible, si l’on considère les racines x l et x 2 (supposées réelles) de f(x ) x 2 + ax + b et les 
coefficients a et b. On sait que Xx+x^—a et x x x 2 b. 11 est alors clair que Kl et |jc 2 | ne peu¬ 
vent pas être très grands et \a\ et | 6 | simultanément très petits. En d’autres termes, les valeurs 
absolues des racines ne peuvent dépasser certaines bornes qui dépendent des valeurs absolues 
des coefficients. 


Exemple: Afin de déterminer les racines réelles du polynôme 
9 o(x)=x 6 — 2x 4 —jc+ 2, on doit calculer la chaîne de Sturm. 

Pour simplifier les calculs, on a multiplié les polynômes de la chaîne par des nombres po¬ 
sitifs; ceci ne change pas le nombre de changements de signe. On remarque que rp{x) n’a 
que des racines simples (et donc que le théorème de Sturm peut être utilisé) car la chaîne de 
Sturm se termine par un polynôme de degré zéro. 

Le tableau suivant résume les calculs pour le polynôme donné. 


chaîne de Sturm 

calcul 

schéma 

signes aux bornes de l’intervalle 

(p(x) =jr 6 — 2x‘ l - jH~ 2 



fp(~6)= - 10 360 

<p(\-6)= + 5 180 

(p'(x)=5x /l -8x'- 1— 

► 57 ? : (p -• 


<p\- 6)= -h 8 207 

9>'(+6)= + 4 751 

<p z (x) = 16jr'/5 (-4*+48/5 — 

► 4f// : 5 ç> 2 /4 - 1 

- <P =q 2 <p 2 -<pz 

^.(-6)= - 724‘»/6 

Ws( + 6)= + 705 3 / 6 

%(*) = 25a: 2 - 100* | 100 — 

- 5<^ 2 /4 : 9> 3 /25-« 


^.,(-6)= +• 1 600 

9> 3 (l-6)= + 400 

%(*)= -53*+ 76 — 

► 5397 3 /25 : (p A —* 


<Pa(- 6)= + 394 

%( 16)= - 242 

<Pa(*)= ~ 1 6 62 / 63 



^ 6 (-6)= - 16 

9>5(H-6)= - 1 6 62 / m 


Pour le polynôme q>(x)—x 6 — 2x 4 — jc+ 2, on peut prendre M égal à 1-H — 2| + | — 11H-|H-2| = 6 ; 
ainsi toutes les racines du polynôme sont entre — 6 et + 6 . Dans le tableau on a indiqué les 
valeurs de cp (— 6) y 99X — 6 ), ( p 2 (— 6 ), 99 3 ( — 6 ), ç? 4 ( — 6 ), 99 5 ( — 6 ) et 99(6), 99 ^ 6 ), 99^(6), 993(6), 994(6), 995(6). 
En comptant le nombre de changements de signe, on obtient W( — 6 )=4, JF(6)=1; le poly¬ 
nôme a exactement 4—1=3 racines réelles. 
















5.2. Polynômes et fractions rationnelles 135 


Séparation des racines. Séparer les racines signifie trouver des intervalles à l’intérieur des¬ 
quels il n’y a qu’une seule racine. En utilisant l’exemple précédent, nous allons montrer com¬ 
ment cela est possible à l’aide du théorème de Sturm. 

La substitution de jc =0 dans la chaîne de Sturm de (p(x)=x b — 2 a : 4 —x -1-2 montre que — 6 ) 
— W( 0) donne le nombre de racines entre —6 et 0. Puisque 99 ( 0 )=-1-2, (p'(0)~ —1, 992 ( 0 ) 
=— (9+ 3 / 5 ), <p 3 (0)= +100, ? 4 (0)=+76, <p 5 (0) = — (16 + 62 / 53 ), on a W+0) = 3. Comme W{— 6 ) = 
=4 on a — 6 ) —1+(0)=1; il y a donc exactement une racine entre —6 et 0. Les deux autres 
sont entre 0 et 6 . Pour les séparer, on peut à nouveau couper l’intervalle en deux et examiner 
la chaîne de Sturm pour x=3. On trouve J+(3)=l; comme J+(0)— W / (3)=2, les deux racines 
sont entre 0 et 3 et elles ne sont pas séparées. A nouveau on coupe l’intervalle en deux et on 
trouve 1,5) = 2. Donc J+(0)— W{\ y 5)=\ et W(l,5)—H+3)=l et par suite il y a exactement 
une racine dans chacun des deux intervalles [0, 1,5] et [1,5, 3]. On a ainsi séparé les trois 
racines. 

Extension du théorème de Sturm. Nous allons considérer maintenant l’hypothèse relative à 
la non multiplicité des facteurs. Pour un polynôme donné, il n’est pas toujours possible de voir 
initialement si elle est satisfaite. Malgré cela, on peut utiliser la méthode de Sturm. On déter¬ 
mine le plus grand diviseur commun à f(x) et f'(x) à l’aide de l'algorithme d'Euclide , il y a 
alors deux possibilités: 

a) si f(x) satisfait à la condition requise, alors le pgcd est une constante non nulle et le 
théorème de Sturm est immédiatement applicable. 

b) si f(x) ne satisfait pas à la condition requise, alors f(x) a des facteurs de la forme {x — a t ) r i 
ou (x 2 -i-ajX~\ bj) s J avec r,> 1 ou Sj> 1. Dans ce cas (x —a l ) r '~ 1 ou (x 2 +ajX-\ bjYr 1 est un fa¬ 
cteur de f\x) ce que l’on peut voir en appliquant les règles de différentiation d’un produit. Le 
produit de ces facteurs, avec éventuellement une constante c(c+ 0 , c+l) est le pgcd de f{x) et 
f\x). Si /( x) est divisé par ce pgcd, le quotient satifait aux hypothèses du théorème de 
Sturm et on peut lui appliquer le théorème. On n’a pas besoin d’examiner plus avant les 
racines du pgcd, car il ne peut avoir que des racines qui sont aussi racines du polynôme 
quotient. 


Le comportement à l'infini des fonctions polynomiales 


Outre les zéros, d’autres propriétés spéciales des fonctions polynomiales sont intéressantes : 
extrema, points d’inflexion, pentes aux zéros et aux points d’inflexion, entre autres. Les études 
correspondantes sont faites à l’aide du calcul infinitésimal et ne seront donc pas poussées plus 
loin pour le moment. Cependant, toutes ces études ont en commun le fait que l’on ne consi¬ 
dère qu’un intervalle du domaine de définition borné des deux côtés. La question se pose de 
savoir comment est le graphe d’une fonction polyno¬ 
miale sur un tel intervalle, quelles valeurs il peut 
prendre si |*| est supérieur au maximum des valeurs 
absolues de tous des zéros, des extrema, des points d’infle¬ 
xion, etc. ... de la fonction. La réponse à cette 
question est appellée usuellement comportement à 
l'infini. En mettant en facteur le premier terme a n x n 


de l’expression 
obtient : 

f(x) = a n x n 


f(x)=a n x n -\-a n _ 1 x"- 1 + -f-^x-j-ûo on 


1 + 


+ 


+ 


0Q \ 

a n x" ) 


Sur cette représentation on voit que pour des valeurs 
croissantes .non bornées de |*|, | f(x)\ croît aussi au 
delà de toutes limites, car l’expression entre parenthèses 
tend vers 1 dans ce cas, alors que \a n x"\ devient arbi¬ 
trairement grand. On exprime souvent symboliquement 
cette propriété sous la forme lim \f(x)\ = co. Le signe 

Ixl—>00 

de la fonction f{x) pour |x|->oo ne dépend que de 
a n x n , car l’expression entre parenthèses est certainement positive 
est une valeur suffisament grande. Les seules possibilités sont 
tableau. 


a n 

n 

x-> 

f(x)-y 

>0 

pair 

4-00 

-b CO 

— 00 

+ 00 

impair 

-I -00 

+ 00 

— 00 

— 00 

< 0 

pair 

+ 00 

— 00 

— 00 

- 00 

impair 

+ 00 

- 00 

— 00 

+ 00 


pour 

celles 


tout \x\>x py où x p 
rassemblées dans le 
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Exemple 1: La fonction y=x 4 — x 3 — x 2 — x — 2 admet les zéros réels *= — 1 et x=2. Un 
minimum de la fonction a lieu pour *^l,3et les points d’inflexion pour *^0,73 et x & — 0,23. 
Pour le comportement de la fonction à l’infini lim /(*) = + oo et lim /(*) = + oo. En détermi¬ 
ne—► + 00 X —>—00 

nant certaines valeurs de la fonction, on obtient le tableau de valeurs suivant: 


* 

—2 

- 1,6 

-1,3 

— 1 

-0,7 

—0,23 

0 

0,3 

0,73 

1 

1,3 

1,6 

2 

2,3 

3 

y 

20 

7,6 

2,6 

0 

— 1,2 

— 1,8 

—2 

—2,4 

—3,4 

—4 

—4,3 

—3,7 

0 

6,2 

40 


La fonction peut maintenant être représentée graphiquement (Fig.). 



5.2-19 Graphe de la fonction 
y = x 4 — jt 1 - x 2 — x — 2 


5.2-20 Graphe de la fonc¬ 
tion y = 0,025* 5 + 0,05jc 4 
-O.ÔJt 3 - 0,55 a: 2 
-1-2,575*-1,5 



Exemple 2: La fonction .y=0,025* 5 -|-0,05* 4 —0,6* :$ 
—0,55* 2 -f 2,575* — 1,5 admet des zéros simples pour 
* =— 5, *= — 3 et *=4 et un zéro double pour 
x— 1. Des minima locaux ont lieu pour *= — 1,53 
et *=3,16 et des maxima locaux pour *= — 4,24 
et *=1. Les points d’inflexion ont lieu pour 
*= — 3,22,*= — 0,3 et *=2,32. (Ces nombres sont 
des valeurs approchées.) Le comportement de la 
fonction à l’infini est donné par lim /(*)= + °° 

x —> Y 00 

et lim /(*)= — oo. Le tableau de valeur suivant 

X —>— 00 

sert à construire le graphe de la fonction (Fig.). 


* 

—5,3 

—5 

-4,7 

—4,23 

—3,8 

—3,22 

—3 

—2,3 

—1,53 

— 1 

-0,3 

y 

—6,4 

0 

3,6 

5,3 

4,3 

1,25 

0 

—3,25 

-4,5 

—4 

—2,3 


* 

0 

0,5 

1 

1,5 

2 

2,32 

3 

3,16 

3,7 

4 

4,3 

y 

—1,5 

—0,42 

0 

—0,45 

—1,73 

—2,9 

-4,8 

—5 

-3,2 

0 

5,6 


Fonctions puissances à exposants négatifs 

Les fonctions rationnelles les plus simples (autres que les polynomiales) I sont celles dont la 
règle de correspondance peut s’exprimer sous la forme y= 1/*” (« = 1, 2, 3, ...). On les appelle 
fonctions puissances à exposants négatifs , car on peut aussi les écrire *~" au lieu de l/* n . On 
les étudiera en premier. 

La fonction y t/x. C’est de façon évidente une fonction impaire et son graphe est ainsi sy¬ 
métrique par rapport à l’origine (Fig.). 

Tableau de valeurs de y= 1/* : 


* 

—4 

—3 

—2 

— 1 

- 1/2 

— 1/100 

1/1000 

1/50 

1/5 

1 

y 

-1/4 

-1/3 

- 1/2 

— 1 

—2 

—100 

1000 

50 

5 

1 
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5.2-21 Graphe de la fonction y=\/x 5.2-22 Graphe de la fonction y= 1 /jc 2 

Pour |jc|>1, plus \x\ devient grand, plus les ordonnées des points de la courbe sont proches 
de zéro, tandis que sur Tintervalle — 1 <jc< + 1 les ordonnées croissent au delà de toute li¬ 
mite lorsque |jc| devient de plus en plus petit. La courbe se rapproche à la fois de Taxe des x du 
côté positif et du côté négatif, ainsi que du côté positif et du côté négatif de Taxe des y , sans 
toutefois les atteindre. Les axes Ojc et Oy sont asymptotes à la courbe. Pour jc^O la fonction 
ne prend pas de valeur : la fonction y \jx n’est pas définie pour jc= 0. La courbe est com¬ 
posée de deux branches; c’est une hyperbole équilatère. 

Les fonctions ^ I/jc 2mf l . L’allure des courbes est semblable à celle de l’hyperbole y— 1/jc. 
Les fonctions sont aussi impaires. Les courbes ne sont pas définies pour x 0, ont deux bran¬ 
ches, une dans le premier et une dans le troisième quadrant, et elles passent toutes par les 

points P(l, 1) et /?(— 1, —1). Elles décroissent dans l’intervalle — 1 <jc< 0 et dans 0 <jc< + 1, avec 

une pente d’autant plus raide que m est grand, et pour |jc|>1 elles se rapprochent de l’axe des jc, 
d’autant plus vite que m est grand. Les axes 0* et 0 y sont aussi asymptotes. 

La fonction y — 1 /jc 2 . C’est une fonction paire, dont le graphe est symétrique par rapport 

à l’axe des y (Fig. 5.2-22). Pour x 0 elle n’est pas définie, et ainsi a deux branches. Les axes 
Ojc et ()y sont asymptotes du côté positif et du côté négatif. 

La fonction y— l/jc 2m . Ces courbes sont semblables à celles de y 1/jc 2 . Quant à leur pente, 
la remarque faite à l’occasion des branches des fonctions puissances à exposants impairs né¬ 
gatifs s’applique également. Les points P(l, I) et (?(—1, 1) sont communs à toutes ces courbes. 

Fonctions puissances et proportionnalité. Parce qu’il s’ensuit de y kx n que pour toutes les 
valeurs corrcspondcntcs yi/xf ^Jxf ••• y/x" k= const., on dit que la puissance n-ième de 
jc est proportionnelle à y. 

Dans la correspondance y=k/ jc, plus y est petit, plus jc est grand, et vice versa. Une telle 
relation est connue comme une proportion inverse et définie par le fait que le produit de valeurs 
correspondantes est constant, xy=k. Dans les deux cas k est appellée constante de proportion¬ 
nalité. 

En chute libre, la distance s parcourue est proportionnelle au carré du temps; la force d’at¬ 
traction F entre deux masses est inversement proportionnelle au carré de leur distance /*. Donc 
les lois correspondantes doivent avoir la forme s=kF et F=m/r 2 , où l’on peut calculer la con¬ 
stante de proportionnalité si l’on connaît un couple (s y t ) ou (r, F). 

Forme générale des fonctions rationnelles 

Comme pour les fonctions polynomiales, il existe pour les fonctions rationnelles une représen¬ 
tation qui peut être considérée comme une forme normale. 

La règle de correspondance pour chaque fonction rationnelle f{x) peut être exprimée comme le 
quotient de deux polynômes p(x) et q(x) sans facteur commun , c'est à dire x->f(x) p(x)/q(x). 

Si le polynôme du dénominateur q(x) est de degré nul, alors c f est une constante, et on 
obtient le cas particulier d’une fonction polynôme. Dans la suite on suppose que le degré de 
q(x) est au moins égal à un, de telle sorte que la fonction rationnelle étudiée n’est pas un polynôme. 
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Zéros et pôles des fonctions rationnelles 


Zéros. Une fonction rationnelle ne peut prendre la valeur zéro pour certaines valeurs de x 
que si le numérateur p(x) de la forme normale p(x)/q(x) s’annule, et que q{x) ne s’annule pas 
en même temps. Ainsi, un nombre a est une racine lorsque />(a)=0 et < 7 (a) + 0. A une fonction 
rationnelle arbitraire donnée f(x)=g(x)lh(x) dans laquelle ^(x) et h(x) sont des polynômes, il peut 
aussi arriver que pour un nombre a on ait à la fois #(a )=0 et h(a)=0. Ainsi a n’appartient pas 
au domaine de définition, car /(a) n’existe pas. La situation provient du fait que f(x) n’est pas 
exprimée sous forme normale: g(x) et h(x ) ont dans ce cas de façon évidente un facteur commun. 
Une représentation #(•*)=(■*-«)* tfiM existe donc pour g(x ), ainsi qu’une représentation ana¬ 
logue h(x)=(x—a) 1 h x (x) pour /j(x), avec des nombres entiers k , /> 1. Ainsi, g{x) et h(x) ont 
un facteur (x—a) m en commun qui peut être supprimé dans g(x)/h(x) pour tout x + a; m est 
la plus petite des deux valeurs k et /. Il y a alors trois possibilités: 1. pour k>l , lim /(x) =0, 

JC—>0t 

de telle sorte que /(x) se comporte au voisinage de a comme au voisinage d’une racine; 2 . pour 
&=/, lim /(x) = c+ 0. 3. pour k<l y lim /(x)= oo, de telle sorte que /(x) se comporte au voi- 

jic—>ot jc —>a 

sinage de a comme dans le voisinage d’un pôle (voir le paragraphe suivant). Si f(x)=p(x)/q(x) 
est déjà sous forme normale, alors la question des racines d’une fonction rationnelle se réduit 
à la recherche des racines du polynôme p(x) y et la réponse à ce problème a déjà été donnée. 


Pôles. On dit que la fonction f(x)=p(x)/q(x) admet un pôle au point x=a si ^(a)=0 et 
/>(a)4=0. Si le facteur linéaire ( x—a ) apparaît k fois dans la forme factorisée de q(x), q(x)— 
=(x — a) k < 7 i(at), on parle alors de pôle d'ordre k. Au voisinage de ce pôle la fonction /(x) peut 

être exprimée sous la forme f(x)= ■ = -z ——rr- • Si p(x) et q(x) n’ont pas 

q(x) ( x-a) k q\(x) 


de 


facteur commun, alors, ni p(x) ni q^{x) n’ont une racine au voisinage de x—a y donc leurs 
signes ne changent pas, et leur quotient admet alors une valeur bornée positive ou négative 
(non-nulle). Mais la fonction 1 /(jc— a) k croît indéfiniment quand x->a. Si l’on tend vers 
le pôle dans le sens des x croissants ( x<a ), alors (.x—a) est négatif et \j(x — a) k tend vers— oo 
pour les valeurs impaires de k et vers +oo pour les valeurs paires de k. Si l’on tend vers le 
pôle dans le sens des x décroissants (x>a), alors (x—a) est positif et ainsi î/(x —a) k tend tou¬ 
jours vers +oo. La propriété de la fonction 1 j(x—a) k n’est modifiée par le facteur pM/q^x) 
que dans la mesure où pour des valeurs négatives du facteur le signe de la fonction f(x) est 
transformé (Fig.). La droite x=a est asymptote à la fonction. 



5.2-23 Graphe d’une fonction 
avec un pôle d’ordre impair 



5.2-24 Graphe d’une fonction avec un pôle d’ordre pair 


Le comportement des fonctions rationnelles à l’infini 


Considérons la forme générale : 

f( v = p(x) = a m x m + a m - l x m - 1 + • • • +ai*+q 0 . 

X q(x) b n x n + b n _ x x n - 1 + * * • + ôiX+ôo ’ 

il faut considérer trois cas: m<n y m=n y m>n. Si le degré du polynôme du numérateur p(x) 
est supérieur ou égal au degré du polynôme du dénominateur q(x) (m>n) y la fonction f(x) 
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est dite fonction rationnelle impropre. Par division du numérateur par le dénominateur, un poly¬ 
nôme g(x) de degré ( m — n ) peut toujours être séparé : 
f(x) =p(x)/q(x ) =g(x) + r(x). 

Dans le cas m—n, g(x) est la constante ajb n . Le reste r(x) est toujours une fonction rationnelle 
propre , c’est à dire que le degré de son numérateur est inférieur à celui du dénominateur. Mais le 
comportement d’une fonction polynôme à l’infini est connu; il ne reste qu’à étudier celui de la fonc¬ 
tion rationnelle propre. Par division du numérateur et du dénominateur par x m ( m<n) on obtient: 
f( x ) = a "' + a n-il x + ‘ ' * + a 1 lx m ~ 1 H - a 0 l x m 
9 b n x"~ m + • • • + bjx” 1 - 1 + b 0 /x m • 

Lorsque |*|->oo, le numérateur tend vers la valeur a m , tandis qu’ en même temps la valeur abso¬ 
lue du dénominateur peut prendre des valeurs arbitrairement grandes; ainsi, |/(*)|->0 quand 
|*|->oo. Par conséquent l’axe des * est asymptote à la fonction /(*). Selon les signes de a m et 
b n et le degré n — m , le graphe de la fonction tend asymptotiquement vers l’axe des * par en 
dessus ou par en dessous, par valeurs positives ou négatives. Par exemple, si a m > 0, b n > 0 et 
(n—m) est impair, alors f(x) est positive lorsque *-*4-oo et négative lorsque *-* — oo. Un 
résultat similaire vaut pour le reste r(x) après que le polynôme #(*) ait été séparé de la fon¬ 
ction rationnelle impropre /(*). La fonction /(*) tend asymtotiquement vers la fonction g(x) 
lorsque |*|->oo, par en dessus si r(x) a des valeurs petites mais positives, et par en dessous 
si r(x) tend vers zéro par valeurs négatives. Le graphe de la fonction #(*) est appellé la courbe 
limite. En particulier, si m=n et g(x)=ajb n , la parallèle à l’axe des * à la distance ajb n est 
une asymptote à la fonction /(*) pour |*|->-oo. 


Exemple 1: La fonction y= 


3*—6 
jc 3 — 3*4-2 


admet une racine pour *— 2 , un pôle du premier 


ordre pour *= —2 et un pôle du second ordre pour x—\. Deux extrema locaux, tous 
les deux maxima, ont lieu pour*~ — 0,74 et *~ 2,74. Le comportement de la fonction à l’infini 
est caractérisé par lim y= 0 . Ainsi l’axe des * est asymptote à la courbe représentative de la 

l*|—> + oo 


fonction. Pour étudier le signe des valeurs prises par la fonction sur l’ensemble du domaine 
de définition, on écrit l’équation de définition de la fonction sous la forme la plus 

courante: v= 7 ^ On voit aisément que y est positif pour — oo<*<—2, négatif 
(*-l ) 2 (*+ 2 ) 

pour — 2<jc<1 et 1<jc<2, et à nouveau positif pour x>2 (Fig.). Pour avoir une représenta¬ 
tion graphique plus précise on doit écrire le tableau de valeurs : 


* 

-5 

-4 

-3 

-2,5 

- 2,2 

- 1,8 

-1,5 

-1 

-0,74 

-0,3 

0 

y 

0,2 

0,36 

0,94 

2,20 

6,15 

-7,27 

-3,36 

-2,25 

-2,14 


-2,4 

-3 


1 1 y 

i 1 


* 

0,5 

1,3 

1,5 

1,8 

2 

2,74 

3 



1 

' 1 

1 

1 


y 

-7,2 

-7,1 

-1,72 

-0,25 

0 

0,16 

0,15 



5.2-25 Graphe de la fonction y= 


3x-6 

(*— 1 ) 2 (*+ 2 ) 



Exemple 2: La fonction y=(* 2 — l)/(* 2 -bl) admet des zéros pour *= — 1 et jc=1; elle n’a 
pas de pôles. Un extremum (minimum) a lieu pour *=0 et des points d’inflexion pour 
*——0,57 et *c^0,57. En divisant on obtient y=\ — 2/(* 2 +l). La droite d’équation y= 1 est 
asymptote à la courbe, car lim y= 1. De plus, on voit aisément que le graphe de la fonction 
1 * 1 —> + 00 

est entièrement situé au dessous de l’asymptote (Fig.). 
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Tableau de variations: 


x I 0 ih0,3 ±0 y 5 

±1 ±1,5 

±2 

±3 

±5 

1 

1 

© 

00 

1 

© 

ON 

0 0,38 

0,6 

0,8 

0,92 


Exemple 3: La fonction y=(x 2 — x—2)l(2x—6) 
admet des zéros pour x— —1 et x=2, un pôle pour 
*=3, et des extrema locaux pour jc =1 (maximum) 
et x=5 (minimum). En séparant la partie polyno¬ 
miale, on obtient y=xl2 + \+4l(2x — 6 ). Ainsi, 
< y=jc/2+l est asymptote à la courbe. La courbe 
se rapproche de l’asymptote par en dessous lors¬ 
que x—> — oo et par en dessus lorsque *->-}-oo 

(Fig). 

x 2 _ x _ 2 

5.2-27 Graphe de la fonction y= — _ - - y — 


x 

-5 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

1,5 

2 

2,5 

2,8 

3,5 

4 

5 

6 

7 

y 

-1,75 

-0,83 

-0,4 

0 

0,33 

0,5 

0,42 

0 

-1,75 

-7,6 

6,75 

5 

4,5 

4,67 

5 


Exemple 4: Pour y=f(x)=(x?-\ 2)/(2x) la courbe y—x 2 /2 est la courbe limite, parce que 
(x 2 +2)/(2x)-^x 2 l2-{-\lx et lim [(r 3 + 1 )/( 2 *) —* 2 / 2 H lim (l/*)=-- 0 . 

|x|-H-oo |x|-* + oo 


Décomposition en fractions simples 

Pour intégrer une fraction rationelle /(*), il faut l’exprimer comme somme de fractions sim¬ 
ples. Sous forme normale f(x)=p(x)/q(x) y le numérateur p(x) et le dénominateur q(x) n’ont pas 
de facteur commun. Si le degré du numérateur p(x) est supérieur ou égal à celui du dénomina¬ 
teur, alors on peut faire apparaître un polynôme g(x) par division, f(x) g(x)-\-p 1 (x)/q(x). Le 

dénominateur q(x) y quant à lui, peut s’exprimer à l’aide d’un produit de facteurs linéaires, à 

un facteur constant près que l’on incorpore dans le numérateur : 

q{x)=( < x-a l ) r x(x-a 2 ) r ^ • • (x— a*) r K^-ft) S| U“Âi )* 1 * * 
où les a, sont k racines réelles d’ordre r iy les p s et Pj sont / couples de racines complexes 
conjuguées d’ordre Sj. Le produit de deux facteurs linéaires complexes conjugués est un poly¬ 
nôme réel de degré deux; (x~P) (* — p)=x 2 — (p-\-[J)x-\ pp^x 2 -\ ax-\-b\ on a posé a= — (p \-p) 
et b=pp. Alors q(x) peut être exprimé sous la forme suivante d’un produit de polynômes irré¬ 
ductibles sur l’ensemble des nombres réels : 


q(x)=(x—a 1 yi(x-a 2 ) r * * * (x—a k ) rk (x 2 -{-a l x+b i yi' • •(x 2 +a l x-\-b l ) s i. 

Les fractions propres dont le dénominateur est une puissance d’un facteur linéaire ou d’un 
polynôme irréductible du second degré sont appelées fractions simples; dans le premier cas les 
numérateurs sont des constantes A y et dans le second des polynômes du premier degré B \ Cx. 
La fonction rationnelle propre Pi(x)/q(x) peut s’exprimer sous la forme suivante: 


Décomposi¬ 
tion des frac¬ 
tions ration¬ 
nelles 


Pi(x) 

Q(x) 


An + 

^12 . _ 

. 1 

x—a x 
| ^21 

(x-aiV 

l A22 + • • 

(^-a!j r i 

. | ^2r. 

x—a 2 

(*-a 2 ) 2 

(x—a 2 ) r * 

+. 



+ Aki - 

1 An + ■■ 

, dkr k 

x-a k 

t x-a k r 

(x-a k ) rk 

i 7?ii -f C n x ! B 12 | 

\ Ci 2 x , 


x 2 +a 1 x+b 1 {x 2 j ra 1 x-\-b l ) 2 {x 2 j \-a 1 x-\b i yi 

B‘i\ I C 2 \X B 22 I ^22 X I . . . i *«» 

x 2 +a 2 x-\-b 2 (x 2 ~la 2 x-\- b 2 ) 2 (x 2 +a 2 x-\b 2 ) x * 


CnX B l2 -\~C l2 x ... « ^ ls i H~ Ci s iX 
x 2 +a,x+b l (x 2 +a l x-\-b l ) 2 ( x 2 +a l x+b l ) s i 














































5.2. Polynômes et fractions rationnelles 141 


Ici A iJt B tJ , Qj sont des constantes réelles. On peut démontrer tout de suite l’existence d’une 
telle décomposition quand les dénominateurs sont des puissances de facteurs linéaires. Soit a 
un zéro d’ordre r du dénominateur q(x), de telle sorte que q(x)=(x—a) r q x {x) où a n’est pas 
un zéro de q x {x). Si la fraction simple Al(x-a) r est séparée de la fraction rationnelle propre 
donnée p x (x)lq(x) y on obtient 

Pi(x) _ A _ = P x (x)-Ag x (x) = <P(x) 

(x—aYq^x) (x-a) r (x-a) r q x {x) (x-aYq x (x) 

Puisque ni p x (x) ni q x {x) ne s’annulent pour x=a , la constante indéterminée A peut être prise 
égale au nombre p x (a)lq x (a). Ceci assure que la fonction <b(x)=p x (x)—Aq x (x) admet un zéro pour 
x=a y d’où a) <p(x). La simplification donne : 

P x (x) _ A = <p(x) 

(x-aYq x (x) (x-aY (x-aY' 1 * 7iW 


Cette fonction est à nouveau une fonction rationnelle propre , car le degré de (p{x) est inférieur 
à celui de &(x), dont le degré est au plus égal à celui de p x (x) ou de q x (x) et dans tous 
les cas inférieur à celui de q(x)=(x—a) r q x {x). Par la même procédure une fraction simple 

<p(x) 


A x l(x —a) r_1 peut aussi être séparée à partir de la fonction 


(x-aY-'qM' 


Un résultat sem¬ 


blable a lieu pour les autres zéros réels du dénominateur q(x). 


Si l’on accepte temporairement les nombres complexes , alors les mêmes considérations sont 
valables pour les zéros p et p du dénominateur q(x). Il faut se rappeller que la substitution 
de /?, le conjugué complexe de [f dans chacune des fonctions p x (x) et q x (x) à coefficients réels , 
conduit à des valeurs complexes conjuguées: ainsi p x (P)/q x (P)=p x (P)lq x (P). D’où pour chaque 
fraction partielle A/(x—PY, apparaît aussi la fraction partielle ÂI(x—pY'> leur somme 
A(x-py+I(x-py 

— -z-_— est inchangée lorsque chaque nombre complexe est remplacé par son 

(x*-[p+p]x+ppY 

conjugué, ce qui veut dire qu’elle doit être réelle et être de la forme h(x)l(x 2 +ax-\-bYy où 
h(x) est de degré au plus .égal à r. Si son degré est supérieur à 1, alors h(x) peut être divisé 
par (x 2 +ax-{-b), ce qui donne : 

h(x)=h x (x) (x 2 -|- ax -}- b) + (Bx +C) ou 


h( x) Bx-\-C h x (x) 

(x 2 -Yax-\-bY (x 2 -\-ax+bY (x 2 -\-ax \ b) r ~ v 

Si le degré de lt x (x) est aussi supérieur à 1, on peut aussi le diviser par (jc 2 \-ax-\-b). Cette dé¬ 
composition est unique, comme on peut le voir en multipliant par (x— a A ) r A et en égalisant les 
coefficients. 

Décomposition pratique en fractions rationnelles. Il y a diverses façons de mettre en oeuvre 
en pratique la décomposition en fractions partielles d’une fonction rationnelle. On peut, par 
exemple, procéder pas à pas comme dans la démonstration donnée plus haut. Cependant, une 
autre méthode, en général plus simple est expliquée dans les exemples suivants. C’est la méthode 
des coefficients indéterminés. 


Exemple 1: La fonction y= (;y+2) 2 fi 


doit être exprimée comme somme de fractions 


partielles. D’après le théorème général on, sait que la décomposition doit être de la forme: 


2x — 1 A x A% A 3 

(x+2) 2 (x-t) ~ (x+2) 2 “*■ lc+2 + ITT’ 

Si l’on multiplie cette équation par le dénominateur (jc+2) 2 (x— 1), on obtient: 2*—1 —A x (x —l)-f 
-M 2 (x-j-2) (x —l)-M 3 (*-j-2) 2 . En supprimant les parenthèses dans cette identité et ordonnant par 
rapport aux puissances de *, on a: 2x— \=(A 2 -\-Aÿ x 2 +(A 1 +A 2 +4A 3 ) x-\-(—A 1 —2A i -\-4A. i ). 
En égalant les coefficients on obtient le système suivant d’équations pour la détermination de 
A Xi A 2f A 3 : I. A 2 +A 3 =0; II. A x +A 2 -i-4A 3 =2; III. —A X —2A 2 +4A 3 = — 1. Il admet pour solution 
unique ^=5/3, A 2 = — 1/9, A 3 = 1/9. D’où la décomposition cherchée en fractions rationnelles est: 

2jc— 1 5 11 

(jc+2) 2 (x- 1) 3(jc+2) 2 9(jc+2) + 9(x- 1)* 
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Exemple 2: La décomposition en fractions partielles de y=Pi(x)/q(x) avec p 1 (x)=x 2 ~\r5x 

y2 I ^yp jA 

et q(x)=x*-2x?+2x 2 -2x+\=(x-\) 2 {x 2 +\) démarre avec (jc _ { ÿ { fip + î) = (x-ï) 2 + 


+ 


+ 


B-\- Cx 


. En multipliant par le dénominateur commun on obtient x 2 +5x=A 1 (x 2 + 


t x -\) 1 (jc 2 +i>- 

+ 1) + A 2 (x 2 + 1)(JC— 1) + (B + Cx)(x-t) 2 et puis jc 2 + 5jc =(+ 2 + C)x*+ (A t -A 2 + B-2C) 
x 2 -h(A 2 —2B-hC) x+(A 1 — A 2 -\-B). Les coefficients A lf A 2 , B et C doivent satisfaire le système 
suivant d’équations: I. A 2 -\-C=0 ; IL A x — A 2 -^B— 2C=1; III. A 2 — 2Z?+C=5; IV. A 1 — A 2 -\- 
+B=0. On trouve que A x = 3 f A 2 =\/2 f — 5/2 et C= —1/2. D’où la décomposition requise est 


* 2 + 5jc 3 1 5+x 

x A — 2x? + 2a: 2 — 2x +1 ^ (jc — l) 2 + 2(jc —1) 2(* 2 -H)' 


5.3. Fonctions non rationnelles 


La définition des fonctions non rationnelles - connues aussi comme les fonctions irrationnelles - 
est donnée déjà par leur nom: ce sont des fonctions qui ne sont pas rationnelles. 


Fonctions racines 

La fonction y=y/x. D’après la définition de la racine carrée, la fonction y=y/x n’est dé¬ 
finie que pour des valeurs non négatives de x\ si le domaine maximal 0<*<+oo est choisi 
comme domaine de définition, alors l’ensemble des valeurs est 0<.y< + oo. Il s’ensuit aussi de 
la définition que y y/x est la fonction inverse de y=x 2 dans l’intervalle 0<x<+oo. Le graphe 
de la fonction y=yjx peut être construit à l’aide de la table des racines carrées ou par symé¬ 
trie autour de la première bissectrice de la demie parabole donnée par y=x 2 dans l’intervalle 
0<*<+oo (Fig.). La fonction inverse de y—x 2 dans l’intervalle — oo<*<0 est y=—y/x, avec 
0<jc< +oo. 


La fonction y y/x. Dans un premier temps, cette fonction n’est ainsi définie, que pour 
les valeurs non négatives de l’argument. Dans l’intervalle de définition 0<*<+oo c’est l’in¬ 
verse de la fonction y=j c 3 avec y^O et d’où jc> 0. Son graphe peut aussi être obtenu par sy¬ 
métrie par rapport à la première bissectrice de la demi cubique y=x 3 pour 0<*< +oo (Fig.). 



5.3-1 Graphes des fonctions y—y/x et 
y=x 2 comme images symétriques 



5.3-2 Graphe de la fonction inverse de y=x 3 
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D’autre part la fonction inverse de y=x 3 pour ^<0, et donc *<0, est décrite par l’équation 

3 

y=— y(—x) sur l’intervalle de définition — oo<*<0 (voir la courbe en pointillé sur la figure). 
Par conséquent deux équations sont nécessaires pour décrire explicitement la fonction inverse 
complète de la fonction y^x 3 qui doit exister car y=x 3 est une correspondance bijective. Mais 

les deux morceaux sont usuellement résumés à l’aide de la seule expression y=yx pour toutes 
les valeurs réelles de x (voir Chapitre 3). 

n 

La fonction y=y/x . Selon la définition générale d’une racine, n est supposé entier et supé¬ 
rieur à 1. Les cas n=2 et n =3 ont déjà été étudiés; l’étude pour des valeurs supérieures de 
n n’apporte rien d’essentiellement nouveau. Sur le domaine de définition 0<;t<-f-oo et sur 
l’ensemble de valeurs 0<j><-t-oo, toutes les fonctions croissent de façon monotone, mais diffè- 

n m m n 

rent les unes des autres du fait que pour n<m , y x<y x pour 0 <jc< 1 et yx<yx pour 

n 

x>\. Les fonctions y=yx sont les fonctions inverses des fonctions puissances. Si n est pair, 
y=x n est monotone croissante sur l’intervalle 0<;c<-l-oo, et par conséquent inversible sur cet 

n n 

intervalle, et la fonction inverse est y^yx; dans l’intervalle ( — oo, 0 ) les fonctions y=x n et y= —y x 
sont inverses l’une de l’autre (Fig.). Pour les valeurs impaires de n, y=x n est monotone crois¬ 
sante sur tout le domaine de définition (— oo, +oo) et admet pour fonction inverse x=y n , dont 

la forme explicite est y=yx pour 0 <jc<+oo et y=—y( — x) pour -oo<*<0 (Fig.) ou 

n 

y—yx pour toutes les valeurs réelles de x. 



5.3-3 Graphes des fonctions 
y-y/ x, y= -\/x, y=\/x et y= —y/x 



5.3-4 Graphes des fonctions 

3 3 5 5 

y=yx, y= -y(-x), y=y/x et y= -yi-x) 


La fonction exponentielle y=e x . La règle de correspondance peut être donnée au moyen 
d’une expression explicite contenant une infinité d’opérations rationnelles, à partir desquelles la 
valeur de la fonction pour chaque valeur réelle (ou complexe) de x peut être calculée avec une 
précision arbitraire par substitution dans les séries y=Q x = l -J-jc /1 ! -|-jc 2 /2 ! -Fat 3 /3 ! • • •. Pour la 

valeur particulière x—i, la valeur du nombre transcendent e=2,718 281 828 459 ... est obtenue. 
Certaines tables de logarithmes contiennent des valeurs approchées de la fonction. 


Tables de valeurs de la fonction y—e x 


X 

...—3 

—2 

—1 

0 

1/3 

1/2 

1 

2 

3 


y 

... 0,05 

0,14 

0,37 

1 

1,4 

1,65 

2,72 

7,39 

20,09 



D’après les règles des exposants, e°=l et e“*=l/e*. Parce que la fonction y=e x ne prend que 
des valeurs positives pour les valeurs positives de x et croît monotonement indéfiniment lorsque 
jc->oo, il s’ensuit que la fonction y=e~ x ne prend aussi que des valeurs positives, et que les 
valeurs de y décroissent monotonement lorsque l’argument x croît. Lorsque jc^- + oo, la courbe 
tend asymptotiquement vers l’axe des x (Fig.). 

La fonction exponentielle est souvent appelée la fonction de croissance naturelle, car de 
nombreux processus naturels sont décrits par cette fonction. Si le taux de croissance ou de 
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décroissance idN/df au temps t d’un nombre N d’objets étudiés est proportionnel au nombre 
N lui-même, de telle sorte que db dA^/d/ = A^A: où k est la constante de proportionnalité, alors 
dN/N=±k6t, ou e +kt = N. Par exemple, la croissance d’une forêt, la croissance de la popula¬ 
tion de la terre, et des déchets radioactifs reposent sur cette fonction. 



Graphes des fonctions logarithmiques et exponentielles 



Graphe des fonctions y=e* et y=e~ x 


La fonction y a*. D’après les définitions, a=e L °8 û , car le nombre Log a est la puis¬ 
sance à laquelle il faut élever e pour obtenir a. On obtient y=a x =c x L °s ", c’est à dire que 
la fonction exponentielle générale est une fonction exponentielle y = e**, dont l’intervalle de dé¬ 
finition a été étiré ou contracté uniformément par le facteur constant k Log a. L’intervalle de 
x à jc+l n’est plus alors de longueur 1 mais 1 k Log a log «/log e = 2,30259... log a 
Cette valeur est, par exemple, inférieure à 1 (k 0,693) pour a= 2 et supérieure à I (k 2,30) 
pour a 10. Si l’argument x de c* s’accroît de 1, l’argument kx de la fonction y=2 x =e x L °g 2 
ne s’accroît que de 0,693, mais celui de la fonction .y -10* e* L °e 10 s’accroît de 2,30. La fonc¬ 
tion y 2* croît plus lentement et la fonction y 10* plus vite que la fonction exponentielle e* 
(Fig.). 

En général, y a x croît moins vite que y=ç x pour l<«<e, et plus vite pour «>e. 


Tableau de valeurs des fonctions y 2* et y 10* 


y=a x =G x L°t? a 


X 

... —3 

—2 

—1 

0 

1/3 

1/2 

1 

2 

3 


yi 

... 0,125 

0,25 

0,5 

1 

1,26 

1,41 

2 

4 

8 


y 2 

... 0,001 

0,01 

0,1 

1 

2,15 

3,16 

10 

100 

1000 



Sur l’ensemble des nombres réels le logarithme n’est défini ni pour a= 0, ni pour les valeurs 
négatives de a; la fonction exponentielle générale y=a x =e x L °g fl alors n’existe que pour les va¬ 
leurs positives de la base a. Plus la base est proche de 1, plus aplatie est la courbe de la fonc¬ 
tion exponentielle; pour a— 1, la valeur de la fonction y= 1 correspond à toute valeur arbi¬ 
traire de x. La courbe est alors une droite parallèle à l’axe des x. Pour 0<«<1, y=a x =(\/a)~ x , 
de telle sorte que le graphe de y=a x est obtenu en prenant le symétrique par rapport à l’axe 
des y du graphe de y b x pour b=l/«>l. 

Les fonctions y k • «*. Selon la valeur du facteur positif k , les coordonnées de y sont éti¬ 
rées (k>\) ou contractées (£<1) dans le rapport 1 : k. On peut montrer que de cette façon 
la courbe se déduit d’elle-même par une translation parallèle à l’axe des x 0 . De k=e Lo & k i il 
s’ensuit que y=k a x =c Lo e* • e x L °8 a =e* L °8 fl+L °g k , de telle sorte qu’il y a une translation 
parallèle à l’axe des x de pas c= —Log k. 
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Fonctions logarithmiques 

La fonction y ~ log a x. Cette fonction est l’inverse de la fonction exponentielle y=a x y qui 
est, bien sûr, monotone sur l’ensemble de définition. Puisque l’ensemble de valeurs de la fonc¬ 
tion exponentielle est 0<j><-foo, la fonction logarithme ne peut être définie que pour les va¬ 
leurs positives de l’argument, et admet ainsi pour domaine de définition 0 <jc<-|-oo. y=Log x 
pour y=e x , et y=log x pour .y=10 x sont des fonctions inverses spéciales. Par conséquent, 
leurs graphes sont obtenues par symétrie des graphes de y=e x et y = 10 x par rapport à la pre¬ 
mière bissectrice (voir Fig. 5.3-6). Des informations sur y=log x et sur la règle à calcul se 
trouvent dans le Chapitre 2. 

La fonction j>=log a x k . On a y=/c log a x , et les valeurs de la fonction sont obtenues par 
multiplication par la constante k. Ses valeurs peuvent aussi être négatives car pour k=—x 
avec x >0, on obtient y=log n x~* = log a (1/**) = — log„** = — x log n *. Pour k= — 1 en particulier, 
le graphe de la fonction est obtenu par symétrie par rapport à l’axe des x du graphe de la 
fonction y=\og a x. La fonction y= — log a * = log a Jc: _1 = log a (l/jr) est l’inverse de la fonction y^=a~ x . 

La fonction ^=log u (kx). Pour les valeurs positives de la constante k , parce que y=log a (kx) = 
=log„ /H-log„ x , le graphe de cette fonction est déduit de celui de yi=log„;c par translation 
parallèle à l’axe des y de longueur d—-f\og, a k. Pour les valeurs négatives /=— k(k> 0) la fonc¬ 
tion n’est définie que pour les valeurs négatives de x , et alors, parce que lx = \kx\ les valeurs 
de la fonction sont les mêmes que celles de y = log„ (kx) avec 0<*<-|-oo. 


Fonctions trigonometriques et circulaires 


Les fonction trigonometriques (ou angulaires) et les fonctions circulaires ou arcs sont des fonc¬ 
tions irrationnelles intervenant fréquemment. Elles sont étudiées plus en détail au Chapitre 10. 


Liens entre fonctions trigonometriques et circulaires. Parce que les fonctions circulaires sont 
définies comme fonctions inverses des fonctions trigonométriques, les relations suivantes sont im¬ 
médiates: sin (arcsin x) x; cos (arccos Ar)=jc et ainsi de suite. Pour les valeurs positives de x , 
si la valeur principale est prise des deux côtés, il est aussi vrai que Arccotg x Arctg (1/a:) 
car cotg *=l/tgjc. Pour cette raison la fonction y arccotg x peut ne pas être étudiée plus à 
fond. Les relations suivantes sont d’un grand intérêt: 


sin (Arccos x)=\/(\—x 2 ), sin (Arctg *) = 

1 


cos (Arctg x) = 


VC+**)’ 


V('+* 2 ) 

X 

-, tg (Arcsin x) — --, tg (Arccos x) 


, cos (Arcsin *) \/(l— x 2 )> 

VU-* 2 ) 


Va-* 2 )’ 


Il suffit ici de démontrer la première relation, car les autres peuvent être déduites de la même 
façon. De sin 2 y-|-cos 2 y= 1 on tire sin y=±\/(\ ~ cos 2 y)* ou sin (Arccos*) : d=Va—* 2 ), pour la 
valeur principale de arcos x , 0<Arccos x <tt. Sur ce domaine de définition la fonction sinus 
n’a pas de valeurs négatives, sin (Arccos *)>0; la racine carrée ne peut donc avoir qu’un signe 
positif, et sin (Arccos *)= +V0 — * 2 ), comme dans le tableau. De même, pour la valeur prin¬ 
cipale — 7 r/ 2 <Arcsin *<+tt/2, il s’ensuit que cos (Arcsin *)= H-VO *“* 2 )> car la fonction co¬ 
sinus ne prend pas de valeurs négatives 
dans l’intervalle. En utilisant un lien en¬ 
tre les fonctions trigonométriques et la 
fonction exponentielle, découvert en 
premier par Euler, une relation entre 
les fonctions trigonométriques inverses 
et la fonction logarithme peut être 
obtenue. Ces relations sont valables 
sur Vensemble des nombres complexes. 

Des relations déduites plus haut, pour sin cp=x et la valeur principale Arcsin x=<p la pre¬ 
mière formule d’Euler devient c l<p =\x-\-'\/(\—x 2 ). En prenant le logarithme on obtient i <p = 
i Arcsin *=Log (i*-f~V0 - * 2 ))- A l’aide de calculs semblables pour les autres fonctions inverses 
on obtient les relations suivantes: 


Formules e l(p =cos y H- i sin vp 

d’Euler e -, ^=cos (p— i sin r p 


sin 99 = 


tg ç>=-i 


Ql<P_Q-i<P 


2 i 

qI<P — q~1<P 


COS (p- - - - 

cotg*=+i c , 


Arcsin x= — i Log (*H~V0 — * 2 )) Arccos *= —i Log (jt-HVa — * 2 )) 

Arctg *=-ri Log VK^+.*0/(1-*0] Arccotg x=-i Log <\/[(xi- l)/(*i + l)] 


10 Mathématiques 
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Fonctions hyperboliques 


Les correspondances définies par les équations de définition suivantes sont appellées fonctions 
hyperboliques 

1. Sinus hyperbolique: y=sh x=(q x -g~ x )I2; 2. Cosinus hyperbolique: y=ch x=(e x +ç~ x )l2; 


e x _ q-x 

3. Tangente hyperbolique : y =th x = — — — ; 


4. Cotangente hyperbolique : y=coth x= 


e*+e-* 

e*-e“* 


La fonction y=sh x. De la définition il s’ensuit que y=(e x —e _x )/2 est défini pour toutes 
les valeurs de x. La fonction admet un zéro en *=0. Si *->-J-oo, e~* devient arbitrairement 
petit. Comme, en même temps, e x croît indéfiniment, les valeurs de la fonction deviennent arbi¬ 
trairement grandes. Lorsque x->— oo, e~ x devient arbitrairement 
grand, et c* tend vers zéro, de telle sorte que la valeur de la 
fonction tend vers — oo. De l’équation de définition, il s’ensuit 
aussi sh x= — sh ( — x). Ainsi la fonction est impaire et son 
graphe est symétrique par rapport à l’origine des coordonnées; 
l’ensemble des valeurs est — oo<^<+oo (Fig.). 

La fonction ^=chjc. Cette fonction est aussi définie pour 


5.3-7 Graphes des fonctions y =sh jc et y=chx 5.3-8 Graphes des fonctions y= th* et y=coth x 




toutes les valeurs de x et son ensemble de valeurs est l<^< -|-oo, comme on peut le voir sur 
l’équation de définition de la fonction y=(ç x -\-e~ x )/2. La fonction est paire et son graphe est 
symétrique par rapport à l’axe des y (Fig.). L’allure d’une chaîne pesante ou d’une corde pen¬ 
dant sous son propre poids est donné par le graphe de la fonction y=a ch (x/a) y où a est 
une constante positive qui dépend du matériau choisi (voir Fig.). 

Les fonctions y=th x et j>=cothjc. La première de ces deux fonctions est définie pour 
toutes les valeurs de x y mais pour la deuxième il faut exclure jc = 0 . Les valeurs de y=thx 
sont bornées: —1<^< + L Par contraste, l’ensemble des valeurs de ^=coth x est — oo<^< — 1 
et -|-1 <_y< -f- oo. Les deux fonctions sont impaires (Fig.). 

Relations entre les fonctions hyperboliques. Des équations de définition on déduit les iden¬ 
tités suivantes qui sont des conséquences immédiates: 


th *=sh jc/ch jc, coth * = l/th *, ch 2 a: — sh 2 *=l 


La similarité très proche entre ces relations et celles liant les fonctions trigonométriques justifie 
l’usage des termes sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique, etc. ... La raison pour laquelle 
on parle de fonctions hyperboliques devient claire quand on envisage la troisième re¬ 
lation. En posant ch x=X et sh x=Y y cette relation devient X 2 — Y 2 = 1. C’est l’équation 
d’une hyperbole dans le plan Y y X y mais, bien sûr, seule la branche de droite est représentée 
puisque ch x>\. 

Fonctions inverses des fonctions hyperboliques 

Les fonctions hyperboliques sont inversibles. On le voit sur les graphes pour y=shA; et, 
y=thx; La fonction y =cothjc est injective. Pour j>=ch.x: on peut définir une fonction 
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inverse sur chacun des deux intervalles — oo<jc<0 et 0<jc<-t-oo sur lesquels la fonction 
est monotone. 

Fonction sinus hyperbolique inverse, y Arcsh jc. C’est la fonction inverse de y = sh x. La 
résolution en x de l’équation y (c x — e~ x )l 2 donne d’abord 2y=c x — e~ x , ou, après multiplication 
par e x , 2y e*=e 2v —1 ou e 2v —2 y e*—1=0 c’est une équation quadratique en e x . Seule la solu¬ 
tion e x =y-\-\/y 2 -\- 1 convient car y—\/(y 2 + 1) est toujours négative, alors que e v ne peut prendre 
que des valeurs positives. En passant aux logarithmes, on obtient jc=Log[y-j-\/0' 2 -|-l)]. De ' à 
on tire ^=Log [x-\-\/ (jv: 2 -L1 )] comme forme explicite de la fonction inverse; elle représente y= 
=Arcsh x. Le graphe de la fonction y= Arcsh x est le symétrique par rapport à la première 
bissectrice du graphe de la fonction définie par ^=sh x. 


Cosinus hyperboliques inverse, >>=Arcch x. Pour inverser ^=ch x on procède de la même 
façon que pour y =sh jc, par étapes jusqu’à l’équation e 2v — 2yc x + 1 =0, puis à e x ,=ydt'\/(y 2 — 1). 
Finalement on obtient les fonctions inverses .y = Log [x-\/(x 2 — 1)] sur l’intervalle — oo<jc<0, 
et y = Log [x-\-\/(x 2 —1)] sur l’intervalle 0<jc< +oo. Pour les deux le domaine de définition 
est — 1<jc<+oo, et l’ensemble des valeurs est — oo<j'<0 dans le premier cas et 0<.y<H-oo 
dans le second. La fonction inverse dont l’ensemble de valeurs est 0<^< l-oo est appelée la 
valeur principale du cosinus hyperbolique inverse, qui ainsi a la forme explicite y=Arcch jc = 
Log [x-\~y/{x 2 - 1)]. 


_ Q-X 

Tangente hyperbolique inverse, y Arcth x. De l’équation de définition de la fonction y 

e*+e -x ’ 

en multipliant d’abord le numérateur et le dénominateur par e x , on obtient y=(e 2v — l)/(e 2x -H) 
de telle sorte que ye 2x -\-y=e 2x — 1, ou .ye 2 * — e 2 *=— y — 1. En multipliant par (— l)eten regroupant 
les termes en e 2x on obtient e 2x (l— y) = \-\-y, ou e 2 * = (1 +y)l(l — y), e* = \/[(l-|-^)/(l— y)]. 
En passant aux logarithmes et en interchangeant les variables on obtient l'équation explicite 
,y=Log y/l(l+x)l(\ — jc)] ou ^=(1/2) Log [( 1 -Ea:)/(1 —a:)] pour la fonction y— Arcth x. Le 
domaine de définition est limité à — 1 <jc<+ 1, mais l’ensemble des valeurs comprend tous les 
nombres réels. 

Pour être complet, l’équation de la cotangente hyperbolique inverse, y= Arccoth jc est donnée 
ici par: (1/2) Log [(x-\-l)l(x— 1)], sur le domaine de définition -oo<jc<-1 u 1 < jc<-|- oo . 


Signification géométrique des fonctions inverses. Les fonctions inverses des fonctions trigo- 
nométriques peuvent être interprétées géométriquement comme les longueurs des arcs pour les¬ 
quels les fonctions sinus, cosinus, tangente et cotangente ont la valeur donnée x. Si cette lon- 
gueurd’arc est prise comme paramètre /, alors jc=cos t et 
.y=sin t représentent un point du cercle unité du plan jc,.y, 
parce que cos 2 H-sin 2 /= 1. De façon analogue une repré¬ 
sentation paramétrique jc=ch t et ^=sh t peut être introduite 
pour les fonctions hyperboliques. Parce que ch 2 t — sh 2 t = 1, 
le point P(x, y) est sur l’hyperbole équilatère jc 2 — y 2 = 1 
(Fig.). On peut montrer que dans ce cas le paramètre t 
représente le double de l’aire comprise entre le segment 
\OV\ de l’axe des jc, l’arc VP de l’hyperbole jusqu’au point 
P( jc 0 , ,y 0 ) et la droite joignant P à l’origine 0. A l’aide du 
calcul intégral cette aire est obtenue comme suit : 


Aire VAP =J \/(x 2 — 1) âx 


= 1 /i!*o\/(*o -| )- l /2 Log \x B +y/(xl~ 1)|. 



Aire O VP B =J VV+O ày 
0 

“V«yo VW+D+V. Log lyo+VM+DI. 


5.3-9 Signification géométrique des 
fonctions hyperboliques inverses 


De là l’aire tJ2=OVP peut être calculée de deux façons : 
10 * 
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1 . o VP = O AP- VAP= 1 l 2 x Q y 0 — VAP 

= V 2 *o\/(*o“0- 1 UVW-0 + Va Log |xb 4* V(*o-01 
= V 2 Log ko +VW-0I. 

2. O VP = OVPB-OPB 

= 1 / 2 > ; oVO'o + 0 + 1 /2 Log I+VW +1 )I - V^OVW + o=V 2 Log ko+VW + OI. 

En étudiant la fonction cosinus hyperbolique inverse on a trouvé que 1 / 2 Log |* 0 + yX*o — 01 = 
V 2 Arcch * 0 , de telle sorte que / 0 =Arcch jc 0 . D’autre part en étudiant Arcsh x on a montré 
que Va Log |j' 0 -|-\/0 ,2 o4 0l = 1 / 2 Arcsh .y 0 , de telle sorte que / 0 =Arcsh y 0 . 


5.4. Fonctions de plusieurs variables indépendantes 

Définition générale 

Soient M u Af 2 , ..., A/„, n ensembles non vides, non nécessairement distincts l’un de l’autre, 
alors on peut choisir un élément dans chaque ensemble, par exemple x t dans M ly x 2 dans Af 2 , 
..., x n dans M,„ dans l’ordre de la suite. La suite (jq, x 2 , • • •, x n ) de tous les éléments est 
appelée un «-uple. Si N est un sous-cnscmblc de «-uples, on dit qu’une fonction / qui associe 
à tout «-uple x un élément y d’un sous-ensemble F est une fonction de n variables; en général 
on écrit y=f ( x ly x 2 , ..., x n ). 


Fonctions réelles de deux variables 

Dans les fonctions suivantes le domaine de définition est constitué de couples ordonnés de 
nombres réels tandis que l’ensemble des valeurs est contenu dans l’ensemble des nombres réels. 
Sous forme générale on écrit usuellement z=f(x y y) y où z est la variable dépendante, et x et y 
les variables indépendantes. 

Représentation du domaine de définition dans le plan. Le domaine de définition d’une fonc¬ 
tion réelle à deux variables peut avoir plusieurs significations géométriques. En effet chaque cou¬ 
ple ordonné de nombres réels correspond à un point unique du plan muni d’un système de 
coordonnées, et réciproquement, des régions du plan de formes les plus diverses peuvent servir 
de domaine de définition; par exemple, le domaine peut être connexe , ou, à l’autre extrême, il 
peut ne contenir que des points isolés. 


Exemple 1: Le domaine de définition donné par — oo<jt<+oo etO<^<4-oo correspond 
au demi-plan supérieur du plan jc, y , axe des x inclus (Fig.). 

Exemple 2: Le domaine de définition associé à x 2 -\-y 2 <l est l’intérieur du cercle unité 

(Fig-). 

Exemple 3: Les conditions — oo<jc< — 1 ou 1<jc<4-oo et — oo < y< -|- oo , associées 
à — l<x<-l-l et -M<^<+cxd ou — oo<>'< —1, déterminent un domaine de définition con¬ 
stitué par tous les points du plan sauf l’intérieur du carré (Fig.). 



y 


( 1 ) 




-7 

( 2 ) 



(3) 


5.4-1 Représentations géométriques des régions données dans les exemples 
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Représentation de fonctions dans l’espace. Lorsque trois variables interviennent simultané¬ 
ment, on utilise pour la représentation géométrique un système de coordonnées dans l'espace, à 
trois axes, système usuellement orthogonal. 

A chaque triplet ordonné de nombres réels correspond exactement un point du système de 
coordonnées dans l’espace, et vice versa. Sur la base de cette correspondance biunivoque tou¬ 
tes les fonctions réelles à deux variables indépendantes peuvent être représentées géométrique¬ 
ment. Si le nombre z 0 est associé au couple (* 0 , ^ 0 ) au moyen de la fonction z=f(x, y) alors 
ceci correspond géométriquement au point P 0 de coordonnées (. x 0 , y 0 , z 0 ). La fonction est sup¬ 
posée telle que son graphe représente une surface. 

La question qui se pose maintenant est de savoir comment, dans un cas particulier, avoir 
une idée de la nature de la surface particulière. Il serait, possible en principe de dresser un 
tableau de valeurs et de là tracer un dessin. Cependant, pour avoir de cette manière une idée 
intuitive du dessin, il faudrait que le tableau de valeurs soit très important. En pratique, on 
utilise alors d’autres méthodes; par exemple, pour déterminer les extrêma ou les points cols pos¬ 
sibles, etc. ...» on utilise les résultats du calcul différentiel. Nous n’approfondirons pas plus ici. 
On obtient bien sûr des informations considérables en supposant constante l’une des variables. 
On sélectionne, par exemple, tous les couples (x, y) du domaine de définition, dont la valeur x 
est égale à un nombre fixé c. De z=/(jc, y) on obtient la fonction définie par z=f(c,y) qui 
ne contient plus qu’une seule variable indépendante. Son graphe est une courbe, la courbe d'inter¬ 
section de la surface déterminée par z=/(jc, y) et du plan fixe d’équation x=c. Si l’on con¬ 
struit ces courbes pour différentes valeurs fixées de x , on obtient une famille de courbes qui 
peuvent donner un dessin approché de la surface. Naturellement la même méthode peut être 
appliquée à la variable y. Le schéma est légèrement différent si la variable dépendante z est 
fixée. Toute valeur particulière de z conduit à une équation à deux variables; z=f(x, y) con¬ 
duit à /(*, y)=c. L’ensemble des couples solutions qui satisfont à cette équation est inter¬ 
prété géométriquement comme un ensemble de points dans le plan d’équation z=c. De plus, 
si l’on suppose que c appartient à l’ensemble des valeurs de la fonction, cet ensemble de points 
est non vide. En général c’est une courbe. Parce que usuellement l’axe des z est vertical, ces 
courbes sont appelées lignes de contour ou lignes de niveau. En principe ce sont les mêmes que 
les lignes de niveau des cartes géographiques. Dans les deux cas les points qui leur appar¬ 
tiennent sont ceux qui sont à la même hauteur en dessus ou en dessous d’un niveau 
de référence; sur les cartes géographiques, c’est usuellement le niveau de la mer et ici c’est 
le plan x , y. 

Exemple 1: La fonction z=x~hy est définie sur l’ensemble du plan x, y. Son ensemble de 
valeurs est de façon évidente — oo<z<+oo. Si x est fixé, alors à chaque valeur particulière de 
x correspond une équation de la forme z=y+c. Géométriquement on a une famille de droites. 
Aux lignes de niveau définies par x+y=c, correspondent une famille de droites parallèles. Le 
graphe de la fonction z—x+y est un plan (Fig.). 



5.4-3 Représentation géométrique de 
la fonction z=\/(4 — x 2 —y 2 ) 


5.4-2 Représentation géométrique de la fonction 
z~x+y 


Example 2: La fonction z=\/(4 — x 2 —y 2 ) n’est définie que pour x 2 -\ -^ 2 <4; ainsi, le domaine 
de définition est un cercle centré à l’origine, de rayon 2. Son ensemble de valeurs est borné: 
0<z<2. En fixant x on obtient une équation de la forme z=y/{{4—c 2 )—y 2 }; c’est un demi- 
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cercle. Le résultat est analogue pour y fixé. Les courbes de niveau sont données par c= 
y^(4— x 2 — y 2 ) y que Ton peut reécrire sous la forme x 2 -\-y 2 =4—c 2 . C’est un cercle de rayon 
y(4 — c 2 ). Par conséquent, la représentation géométrique de z— \/(4— x 2 —y 2 ) est un hémisphère 

(Fig.). 


Exemple 3: La fonction z=xy est définie sur 
tout le plan x y y. Son ensemble de valeurs est 
— co<z< + 00 . Pour x fixé on obtient les fonc¬ 
tions z=cy dont les graphes sont des droites. 
Bien sûr, elles ne sont pas parallèles comme dans 
l’exemple 1. Le résultat est analogue pour y 
fixé. Les courbes de niveau sont des hyperboles 
d’équation xy=c (c + 0). Pour c=0, les courbes 
de niveau sont l’axe des x et l’axe des y (Fig.). 

Si la surface est coupée par un plan ortho¬ 
gonal au plan x, y, alors les courbes intersec¬ 
tion sont des paraboles, tant que le plan 
d’intersection n’est parallèle, ni au plan x , z, 
ni au plan y, z; dans ces cas là on retrouve 
les droites rencontrées plus haut. 

On voit cela de la façon suivante: les équations 
des plans sécants sont de la forme Ax -\ By+C=0y 
que l’on peut réarranger sous la forme >> 
ax+b. En substituant ax+b à y dans z=*y, 
on obtient z—ax 2 ~\-bx. Ce sont les équations de 
paraboles. Leurs sommets sont dans les plans 
x=y ou *=— y. 

La fonction z—xy est représentée géométri¬ 
quement, par une surface appelée paraboïoïde 
hyperbolique. 



5.4-4 Courbes de niveau de la fonction z—xy 


Utilisations dans d’autres domaines. Les fonctions réelles à deux variables ne sont pas uniquement 
utilisées en mathématiques, mais aussi dans des relations physiques ou technologiques, entre autres. 
Par exemple: des formules de surface telles que A ab et A ghj 2; des formules de volume telles 
que V=7ir 2 h et V a 2 h\ 3; des solutions d’équations telles que jc= — pl2-\--\/(p 2 l4 —<?); les formules 
de la loi d’Ohm I=E/R ou pour lier distance, espace et temps s=vt’y des formules pour réduire 
la vitesse des tours v min/ 1000, etc... Les formules peuvent aussi intervenir sous forme implicite , 
lorsque la variable regardée comme dépendante n’a pas été spécifiée à l’avance. L'équation d'état 
des gaz parfaits pV m RT en est une illustration, étant donné la dépendance mutuelle de la 
pression p du volume V m (volume d’une mole de gaz) et de la température absolue T; R est 
la constante des gaz absolus. Chacune de ces trois variables peut être considérée comme dé¬ 
pendante. Il ne faut pas oublier de tenir compte du fait que, pour des considérations physiques, 
les valeurs des variables doivent être positives. Les courbes tracées pour T constant sont appelées 
isothermes et sont en principe analogue aux courbes de niveau de la fonction z=xy pour x et y 
positifs. 

L'équation d'état des gaz réels de Van der Waals (p-\-a/V 2 ) (V—b)=RTy où a et b sont des con¬ 
stantes dépendant du gaz particulier étudié, est un exemple un peu plus compliqué. 


Fonctions réelles de n variables 

Quelques propriétés générales ainsi que certains cas particuliers de ce type de fonctions seront 
étudiés dans la suite, sans qu’un survol exhaustif ne soit fait de façon systématique. 

Domaine de définition et représentation des fonctions. Lorsque le domaine de définition comprend 
des triplets ordonnés de nombres réels, on peut le représenter géométriquement. C’est une région 
de l’espace muni d’un système de coordonnées à trois dimensions x t y, z. La fonction est une 
correspondance univoque qui associe à tout point de l'espace représentant géométriquement un 
élément de l’ensemble de définition un nombre particulier. De telles fonctions interviennent, par 
exemple, en physique pour décrire des champs électriques, magnétiques ou gravitationnels. Le concept 
de potentiel est utilisé pour désigner les nombres associés aux points de l’espace. Les ensembles 
de points, dont les potentiels sont identiques, forment des surfaces équi-potentielles , qui sont ana¬ 
logues aux courbes de niveaux associées aux fonctions à deux variables. 
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Une représentation géométrique des fonctions à plus de trois variables indépendantes n’est 
plus possible dans le sens indiqué jusqu’ici, c’est à dire en terme de réalisation visuelle de la 
fonction. 

Fonctions symétriques. Une fonction réelle de n variables indépendantes est dite symétrique 
si l’on peut interchanger arbitrairement les variables indépendantes entre elles sans modifier la 
fonction. Les plus importantes sont les fonctions polynomiales symétriques. Une fonction y=f(x l9 



jc 2 , ... ,x n ) est dite symétrique si pour toute 


on a f{x x , x 2i ..., x n ) f(xi^ x Xi , • • • » 

Exemples de polynômes symétriques: 

1. y=x x +x 2 -{- • * • +*„, d’où, en particulier, le cas de la fonction z=x+y déjà étudié. 

2. y=x 1 x 2 - • •*„, par exemple, la fonction z—xy déjà étudiée. 

3 . y=x x x 2 -b*2*3. 

4 . ^ = ^+^2 + ^2- 

Les fonctions symétriques élémentaires jouent un rôle particulier. Elles sont toutes données 
pour n= 4 par: 


Oit*!, * 2 , *3* *4) = *l+*2+*3-l-*4 

* 2 » X{, 

^ 3 (^ 1 , X 2t * 3 , X i )=X 1 X 2 X 3 +X 1 X 2 X i +* 1 * 3 X 4 +* 2 * 3 * 4 

<*a(x 1 , X 2 , x 3i x A )^x x x 2 x 3 x A 


Fonctions symétriques 
élémentaires 


D’après le théorème des racines de Viètc, ces fonctions élémentaires donnent les coefficients, 
au signe près, du polynôme dont les racines sont x lf x 2 , ..., x„. Par exemple, pour * 4 -b ax*+bx 2 
+cx-\-d=Q dont les racines sont x lt x 2f x 3 et x A : 


a=- o x (x lt x 2 , x 3f x A )\ b=-\~o 2 (x lt x 2 , j: 2 , x a ); 
c— — Ct^x ly x 2 ,, x 3 , x A ); d= + o A (x l9 x 2 , x 3t x A ). 


Le théorème suivant concerne les fonctions symétriques élémentaires: 

Toute fonction polynomiale symétrique de n variables peut être exprimée à T aide des fonctions 
élémentaires symétriques <r l9 o 2 ,..., o n . 

Au lieu d’en faire la démonstration, ce qui nécessiterait des explications compliquées, un exemple 
est donné ici, pour éclairer la situation. La fonction symétrique f(x lt x 2 )=x\ x x x 2 +x 2 2 peut être 
exprimée sous la forme g(o x , o 2 ) of —3rr 2 , comme on peut le vérifier par substitution : 
a l—xl+2x x x 2 +xl et '$(7 2 =?>x 1 x 2 impliquent —3 o 2 =x\ — x x x 2 \ x\. 

Il existe un théorème analogue pour les fonctions rationelles. 

Toute fonction rationnelle symétrique peut être exprimée sous la forme d'un quotient de deux 
fonctions élémentaires symétriques. 

En définitive, il faut remarquer que lorsque des fonctions symétriques sont représentées géo¬ 
métriquement, elles mettent en évidence l’existence de symétries géométriques. Par exemple, les 
représentations des fonctions z=x+y et z=xy ont déjà été étudiées; elles admettent toutes les deux 
le plan d’équation x—y comme plan de symétrie. 

Fonctions homogènes. Une fonction de n variables est dite homogène de degré n si la valeur de la 
fonction est multipliée par t m lorsque chaque variable indépendante est multipliée par t; ceci signifie 
que f(tx lf tx 2 ,..tx n )=t n, f(x li x 2 ,.. .,x„). Les fonctions polynomiales homogènes ont un intérêt 
particulier. Un polynôme homogène de degré m est souvent appelé une forme de degré m. Pour 
m— 2, on parle de forme quadratique, pour m = 3 de forme cubique, pour m= 1 de forme linéaire. 
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Exemples de polynômes homogènes: 1. f(x ly x 2y jc 3 ) = +jc| | jv|. 

2. f(x ly x 2 )=x\ +xjx 2 +*?*!. 

3. f(x ly x 2y * 3 , x 4 )=x 1 -\-x 2 —x 3 —x i . 

Le théorème suivant concerne les polynômes homogènes. 

Le produit de polynômes homogènes non nuis est aussi un polynôme homogène. Son dégré est 
égal à la somme des degrés des polynômes facteurs. 

La démonstration découle directement de la règle de multiplication des polynômes. 

Les fonctions homogènes, en particulier les polynômes homogènes, jouent un rôle important 
dans diverses branches des mathématiques. Par exemple, un déterminant à n lignes et n colonnes 
est une fonction homogène de degré //, à n variables indépendantes. Des formes quadratiques 
telles que F(x y y)=Ax 2 +Bxy+Cy 2 y c’est à dire des fonctions homogènes du second degré à deux 
variables, interviennent dans la théorie des nombres quadratiques. Certaines formes quadratiques 
seront étudiées, sous un autre aspect, en géométrie analytique. 
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6.3. Intérêt composé 

6.4. Annuités . 


6.1. Pourcentages 

Pourcentage et valeur actualisée. Dans de très nombreux domaines de la vie de tous les jours 
intervient le concept de pourcentage. On précise, par exemple, de combien pour cent dans un 
certain intervalle de temps la production s’est accrue ou les coûts nets ont cru, ou quel pour¬ 
centage de la population est masculine ou féminine. Dans tous ces cas-là une comparaison est faite. 
Les valeurs de référence , par exemple la production ou les coûts nets à un moment particulier du 

temps ou la population totale, sont prix égaux 
à 1(X), et les nombres à comparer, appelés 
valeurs actualisées , par exemple, la produc¬ 
tion ou les coûts nets à un autre moment 
du temps ou la population féminine, se ré¬ 
fèrent à 100. Les numérateurs de ces frac¬ 
tions dont le dénominateur est 100 sont ap¬ 
pelés pourcentages et notés %. 

Si p est le pourcentage, a la valeur de 
référence et b la valeur actuelle, alors bja 
=pl 100 ou p = \00 b/a. 


Si les capacités de deux vases sont respecti¬ 
vement de 5 et 10 litres, mais s’ils ne contien¬ 
nent que 3 et 4 litres de liquide, alors le 

vase à 10 litres contient plus de liquide que 5 litres, mais est bien moins utilisé proportion¬ 
nellement à sa capacité, soit dans le ratio 4:10, comparé au 3 : 5 du vase à 5 litres. Si l’on se 

rapporte à la valeur de référence 100, alors 4/10 ^jcj/ 100 ou x l ~4- 100/10 40, tandis que 3/5 
=* 2 /100, ou * 2 - 3 • 100/5 60. Ainsi, 40% de la capacité du vase de 10 litres est utilisée, et 60% 
de celui de 5 litres (Fig.). 

Exemple 1: Parmi les 1500 employés d’une usine se trouvent 300 femmes. Ainsi, sur 100 
employés il y a en moyenne 300/15=20 femmes. Bien qu’il soit évident d’après cela que 20% 


pourcentage valeur actuelle 

P b 

100 valeur de référence 

100 a 


51 . 


101 . 
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des employés de l’usine sont des femmes, le résultat peut être formellement obtenu par la for¬ 
mule. D’après la valeur de référence 
a =1500 et la valeur actuelle 6 = 300 le 
pourcentage p est donné par/; = 300 • 

• 100/1500=20; c’est à dire que 20% 
des employés sont des femmes (Fig.). 

Exemple 2: Combien de kg de titane 
sont contenus dans 275 kg d’un allia¬ 
ge d’acier s’il contient 4% de titane? 

Ici la valeur actuelle b est inconnue et 
la valeur de référence a =275 et le pour¬ 
centage p =4 sont donnés. Ainsi la for¬ 
mule ci-dessus peut être utilisée pour 
trouver la valeur actuelle. Elle donne 
b—p a\ 100 et pour les valeurs numéri¬ 
ques de l’exemple 6=4-275/100 = II. 

L’alliage d’acier contient 11 kg de titane. 

Exemple 3: Le rendement annuel moyen en lait de 2.800 kg par vache est augmenté de 8% 
au cours de l’année. De 6=/>- a /100 on obtient b — 8 • 2800/100=224. Le rendement en lait est 
accru de 224 kg, jusqu’à 3024 kg par vache (Fig.). 

Exemple 4: En améliorant la planification le coût de transport de briques dans un quartier 
peut être réduit de 4800F ou 12%. Ici la valeur de référence a n’est pas connue, mais peut être 
calculée de a=6- 100//;. On trouve a=4800- 100/12= 40000. Avant le coût de transport était 
de 40000; maintenant il est de 35200F. 

Exemple 5: En un an 3600 articles sont fabriqués. La production a augmenté de 120% par 
rapport à l’année précédente. Combien d’articles ont été produits l’année précédente? A partir 
de la valeur actuelle 6 = 3600 et du pourcentage p —120 la valeur de référence a peut être cal¬ 
culée: a 3600- 100/120= 3000. 3000 articles furent produits l’année précédente. 
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Dans les transactions financières il est d’usage de payer une rétribution pour le prêt d’une somme 
de monnaie; elle dépend de la somme d’argent empruntée et du temps et est appelée intérêt. Par ex¬ 
emple la Banque Nationale d’Espagne paie en 1970 un taux d’intérêt au public de 3,5% pour la som¬ 
me d’argent déposée par an (Fig.). Ces 
dépôts, cependant ne sont pas oisifs; au 
contraire les banques les utilisent 
pour fournir des crédits à court et long 
terme, par exemple, pour de gros 
achats. Pour ces facilités de prêts les 
banques à leur tour réclament un 
intérêt. 

Taux de rendement. Le taux d'inté¬ 
rêt r en pourcentage indique que pour 
100 F on obtient un intérêt de r F en 
un an. Une somme de monnaie, ou 
le principal , P F contient P\ 100 fois 
100 F , et ainsi gagne en un an un 
intérêt de (P/100)/- francs, et en n 
années / francs où l=P r n\ 100. 

6 . 2-1 Extrait d’un livret de caisse d’épargne (britannique) 
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Exemple 1: Quel est l’intérêt payable sur un prêt hypothécaire de 2000F sur 5 ans à 7%? 
Le principal P = 2000, le taux d’intérêt r=7% et le nombre d’années n= 5 sont donnés. La 
formule d’intérêt donne 7=(2000 • 7 • 5)/100 = 700. L’intérêt payable sur l’hypothèque est 700 
francs en 5 ans. 

Exemple 2: Quel est le taux d’intérêt si le principal de 1200 F gagne un intérêt de 576 F en 
6 ans? Dans ce cas le principal 7>=1200, l’intérêt 7=576 et le nombre d’années /i=6 sont 
donnés. La formule d’intérêt donne r=(100- I)/(P • ri) pour le taux d’intérêt, ou, avec les valeurs 
de l’exemple, r=(100 * 576)/( 1200 • 6) = 8. Ainsi le taux d’intérêt est 8%. 


Formule 
d’intérêt pour 

n années 

m mois 

d jours 


, P-r-n 

, P ' r ' m 

P-r-d 

intérêt 

j— 

r— 

T — 

’ 100 

12-100 

365• 100 


„ 100’/ 

„ 1200-/ 

„ 36500 • 7 

principal 

p _ 2 

P 

p _ 

■* i 


r • n 

r • m 

r • d 


100- 7 

1200 7 

36500 • 7 

taux d’intérêt 




r ~~P 7 n~ 

P m 

P d 


100- 7 

1200-7 

J 36500-7 

durée 

n =— — 

m — — - 



P r 

P r 

P • r 


Exemple 3: Quel est l’intérêt d’un principal de 400 F sur 5 mois à 9% ou 11 %? Pour un taux 
d’intérêt de 9%, =15. Pour 11%, /= 4< *? ’ =18,33. D’où en 5 mois, 400F 

I L IUU IZ IUU 

rapportent un intérêt de 15 F à 9% et un intérêt de 18 F ,33 à 11%. 
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Les caisses d’épargne ajoutent l’intérêt échu à la fin de l’année au principal; donc l’intérêt pour 
l’année suivante porte aussi sur l’intérêt de l’année en cours. Cette méthode de calcul est appelée 
intérêt composé. Les annuités et remboursements des prêts sont aussi calculés à l’aide des intérêts 
composés. Les annuités sont des sommes d’argent payés à intervalles de temps fixes, par exemple 
annuellement. Dans les assurances le paiement dépend soit d’une période fixée dans le futur, par 
exemple, pour une pension pour les vieux jours, ou, à l’occasion de circonstances particulières, 
par exemple lors d’une maladie ou d’un accident. Un principal P 0 rapporte un intérêt de 7 > () • r/100 
en un an à r%. 

A partir du début de la deuxième année le principal P l — P 0 +P f) • (r/100)=7 > 0 (l +r/100)=7 > 0 /? 
avec R =(1 -fr/100) gagnera un intérêt. 


En un an celui-ci croît de P 1 • r/100 d’où 72=7 > 1 4-7 > 1 (r/100)=7 > 1 7? P 0 R 2 . Le même argument 
est valable pour la troisième,..la //-ième année. A la fin de la /i-ième année le principal P 0 
s’est accru par l’intérêt composé jusqu’à la somme, appelée la valeur future, P n = P 0 R ", où R = 
(l+r/100) est le facteur de croissance. 


Intérêt composé 


P n =P 0 R n 
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Exemple: A 6%, un principal de 1500F croît jusqu’à la valeur future de 2007 F > 33 en 5 ans, 
et l’intérêt pour chaque année particulière est montré dans le tableau suivant. 


Année 

Principal en F. 
au début de l’année 

Intérêt en F. 

en fin d’année 

Valeur future en F. 
en fin d’année 

1 

1 500,00 

90,00 

1 590,00 

2 

1 590,00 

95,40 

1 685,40 

3 

1 685,40 

101,12 

1 786,52 

4 

1 786,52 

107,19 

1 893,71 

5 

1 893,71 

113,62 

2 007,33 


Si l’intérêt avait été simple, au lieu de composé, le principal aurait valu 1950F cinq ans après. 

La figure 6.3-1 montre la croissance du principal P () =l à intérêt simple et à intérêt composé 
si /■ = 6%. A l’aide de la formule d’intérêt composé, à la fois le nombre d’années n et le taux 
d’intérêt en pourcentage peuvent être calculés. En prenant les logarithmes des deux membres de 
la formule, on obtient log P„ log P 0 \-n log R ou /î = (log P„ log P 0 )/log R ; ainsi peut-on 
calculer le nombre d’années //. En prenant la racine //-ième des deux membres on obtient 

n 

R (PJPo) = 14*r/100, et de là le taux d’intérêt en pourcentage est donné par 
r = 100[^/ (P J P 0 ) — 1 ]. 


Nombres d’années 

n (log P n — log P 0 )/log R 

Taux d’intérêt en pourcentage 

V 100 [ (/(/’„//’„)— 1] 


Exemple: En combien d’années un principal de 500 F 
double-t-il à l’intérêt annuel de I0%? 

Outre le principal P {) 500 et la valeur future P u 1000, 
le facteur de croissance R 1,10 est donné. Alors le nom¬ 
bre d’annccs n est donné par 4=(log 1000—log 5()0)/log 1,10 
= 7,27 .... Après 7 ans le principal a doublé. 

Actualisation. Pour une valeur future connue P„ et le 
facteur de croissance R connu, le principal initial P 0 peut être 
calculé à partir de la formule d’intérêt composé: P Q 
— PJR n P„• V", où V I /R. Ce processus est connu com¬ 
me /’ actualisation et V est le facteur ü y actualisation. On dit 
que la valeur future P„ dans n années est actualisée en la 
valeur actualisée. 


6.3-1 Croissance du capital P 0 =l à intérêts simples et à intérêts 
composés de 6% en 50 ans 



Exemple: Un couple marié se propose de faire un achat dont la valeur future sera de 750 F 
dans 5 ans. Une somme d’argent doit être déposée à la caisse d’épargne aujourd’hui (à 9% 
d’intérêt) de façon à être sur que le total sera disponible dans 5 ans. 

Pour le calcul de la somme requise, la valeur future dans 5 ans P 5 =750, le taux d’intérêt 
r=9% et le nombre d’années « = 5 sont connus. De la table des facteurs d’actualisation on 
lit pour // = 5 et r — 9 les valeurs F 5 =0,6499 et on calcule la valeur actualisée / > 0 = 750'0,6499 = 
487,43. Au moment présent 487 F ,43 doivent être déposés à la caisse d’épargne. 
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Facteurs (Fintérêt 



Facteur de croissance R 

i 

Facteur d’actualisation 

V" 


Années 

Taux d’intérêt 


Taux d’intérêt 


Années 

n 

7% 

9% 

n% 

7% 

9% 

n% 

n 

1 

1,07 

1,09 

1,11 

0,9346 

0,9174 

0,9009 

1 

2 

1,1449 

1,1881 

1,2321 

0,8734 

0,8417 

0,8116 

2 

3 

1,2250 

1,2950 

1,3676 

0,8163 

0,7722 

0,7312 

3 

4 

1,3108 

1,4116 

1,5181 

0,7629 

0,7084 

0,6587 

4 

5 

1,4025 

1,5386 

1,6851 

0,7130 

0,6499 

0,5935 

5 

6 

1,5007 

1,6771 

1,8704 

0,6663 

0,5963 

0,5346 

6 

7 

1,6068 

1,8280 

2,0762 

0,6227 

0,5470 

0,4817 

7 

8 

1,7182 

1,9926 

2,3045 

0,5820 

0,5019 

0,4339 

8 

9 

1,8385 

2,1719 

2,5580 

0,5439 

0,4604 

0,3909 

9 

10 

1,9672 

2,3674 

2,8394 

0,5083 

0,4224 

0,3522 

10 

11 

2,1049 

2,5804 

3,1518 

0,4751 

0,3875 

0,3173 

11 

12 

2,2522 

2,8127 

3,4985 

0,4440 

0,3555 

0,2858 

12 

13 

2,4098 

3,0658 

3,8833 

0,4150 

0,3262 

0,2575 

13 

14 

2,5785 

3,3417 

4,3104 

0,3878 

0,2992 

0,2320 

14 

15 

2,7590 

3,6425 

4,7846 

0,3624 

0,2745 

0,2090 

15 


Tables d’intérêts composés. Pour calculer la valeur future P n ou la valeur actualisée P 0> les 
banques utilisent les tables connues sous le nom de tables cVintérêts composés , dans lesquelles 
les puissances R" du facteur de croissance R et les puissances V " du facteur d’actualisation V 
sont données pour les différents taux d’intérêt r et les différents nombres d’années n. La crois¬ 
sance et l’actualisation d’une somme P {) avec le facteur de croissance R et le facteur d’actua¬ 
lisation V peuvent être représentés graphiquement à l’aide d’une droite temporelle (Fig.). 


Exempte: Quel est la taux d’intérêt r si une somme de 400^ 
croît jusqu’à 787 F en 10 ans? 

Le principal P {) 400, la valeur future / > „ = 787, et le nombre 
d’années n 10 sont connus. Le taux d’intérêt peut être calculé 
soit à l’aide des tables d’intérêts composés, en calculant Æ l0 = 
=787/400= 1,9675 et en lisant le taux d’intérêt r=7 dans la 

10 , 

table, ou à partir de la formule /•= 100 • [y (787/400)—1] = 7. 

6.3-2 Représentation de la croissance et actualisation d’une somme 
P 0 à l’aide d’une droite graduée 

6.4. Annuités 



La forme la plus importante de revenu de l’investissement est l’annuité, c’est à dire, une suite 
de paiements à des périodes déterminés à l’avance sur un certain nombre d’années. Les paie¬ 
ments individualisés de montants convenus, appelés versements , sont en général payés à la 
fin de chacun des intervalles de temps considérés (arrérages) et rarement au début (en avance). 
Le montant d’une annuité est la somme que les versements auraient accumulé à la fin de la 
période s’ils étaient investis à un taux d’intérêt composé au moment où ils sont reçus. La 
valeur actualisée est la somme d’argent qu’il faut payer au début de la période si le montant 
de l’annuité doit être garanti par un seul paiement. 

Annuité payable en arrerages. Les versements b payables à la fin de chaque année s’accumu¬ 
lent à intérêts composés n années après, le premier versement a la valeur bR n ~ l , le second 
la valeur bR n 2 t etc. ..., et le dernier (b) vient juste d’être payé. Par conséquent la valeur 
future .v„ est la somme d’une série géométrique: 

s n =b+bR- ». \-bR n ~ l 

= b - 

(=0 R-l' 


Valeur future d’une annuité 
payable en arrérages 

c* 

3 

II 

* * 

1 

Valeur actuelle d’une annuité 
payable en arrérages 

b R n -1 
a R"' R-l 
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La valeur future d’un annuité de 1500F payable en arrérages, au bout de 5 ans à 11% est 

5 5 ==1500(1,11 4 -H,11 3 -H,1 l 2 -f-l,l D-H ) F =9341,7 F . 

Pour calculer la valeur actualisée a , la valeur s & doit être actualisée au temps zéro; avec le fac¬ 
teur d’actualisation V= 1/1,11 =,09009, on obtient a=s 5 y 5 =s 5 • 0,5935 = 5544. En général: 
a=s„V n = [b( /?"-!)]/[/?"(/?- 1 )]. 

Exemple 1: Une annuité de200 F est payé en arrérages pendant 11 ans. Quel est le montant 
de l’annuité à intérêt composé de 11 %? Pour le facteur de croissance R 1,11 on lit directe¬ 
ment Æ ll = 3,1518 dans la table des valeurs futures. Ainsi, .y u = 2000 • (3,1518—1)/(1,11 —1) = 
= 39123,6. La valeur future à la fin de la 11-ième année est 39123,6 F . 

Exemple 2: Quelle somme d’argent garantirait l’annuité de l’exemple 1? A l’aide de la table 
des valeurs actualisées on obtient a=s u • P 11 39123,6 0,3173= 12414. La valeur actualisée 
de l’annuité est 12414F. 

Exemple 3: Au bout de combien d’années une annuité de 1000 F à intérêts composés de 
11%, payable en arrérages, prend la valeur de 18000 F ? De la formule s„ b •(/?"-1 )/(/? — 1) 

on obtient s„(R-i)/b^R "-1 et R"=s„(R- 1)/A+1, de telle sorte que /«= log[5 " ( f~' )/fr+1] . 

log R 

Avec les valeurs numériques s n = 18000, 6 = 1000 et Æ=l,ll on a/i = log 2,98/log 1,11^10,463. 
La somme est atteinte au bout de 11 ans. 

Annuité payable en avance. Pour une annuité payable en avance chaque versement h sera 
soumis à intérêt pour une année de plus. De la formule des intérêts composés le montant .v„ 

pn _ | 

de l’annuité est alors R fois plus important que l’annuité payable en arrérage : Rb •——- = s„. 

R — 1 


Valeur future d’une annuité 
payable en avance 


•v„ 


Rb- 


R n - 1 

R- 7 


Sa valeur actualisée a est à nouveau donnée par actualisation de la valeur future s„; on obtient 


a ~ s„ Y" = Rb • 


R"-\ 

~R ~-T 


1 I -JP" 

R n 1 — V 


Valeur actualisée d’une annuité 

b 

R n -\ 

payable en avance 

° R nl 

R-\ 


Exemple 1: Pour les données de l’exemple 1 de la section précédente, mais pour une an¬ 
nuité payable en avance, la valeur future est donné par .Ÿ n = 2000 • 1,11 * (3,1518—■ 1 )/( 1,11—1) = 
=43427,2. Après 11 ans la valeur est de 43427,2 F . 

Exemple 2: La valeur actualisée d’une annuité de l’exemple 1, payable en avance, est don¬ 
née par ô=2000 • 0,3522 • (3,1518- 1 )/( 1,11 - 1) = 13779. Ainsi la somme de 13779 F couvrira 
l’annuité. 

Exemple 3: Pour les données de l’exemple 3 ci-dessus, mais pour une annuité payable en 
avance, 

log [(18000 - 0,11)/(1000- 1,11)H-1] noi 
n i t 11 v,o i. 

log 1,11 

Ce montant est atteint au bout de 10 ans. 

Remboursement d’un prêt. Le remboursement de crédits et d’hypothèques, par exemple sur 
des investissements ou de nouvelles constructions, est en général stipulé de façon telle qu’une 
somme annuelle fixée, le versement annuel , est payée constante pendant la durée du prêt. Ce 
versement se compose de deux parties: R intérêt et le remboursement du principal . Le détail des 
remboursements d’un crédit de 10000 F à intérêt composée de 7% est présentée dans le schéma 
de remboursement , dans lequel le versement annuel est fixé à 1000 F . 
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Année 

Dette au 
début de 
l’année 

Rembour¬ 

sement 

annuel 

Intérêt 

Rembour¬ 
sement du 
principal 

Dette à la 
fin de 
l’année 

1 

10000,00 

1000,00 

700,00 

300,00 

9700,00 

2 

9700,00 

1000,00 

679,00 

321,00 

9379,00 

3 

9379,00 

1000,00 

656,53 

343,47 

9035,53 

4 

9035,53 

1000,00 

632,49 

367,51 

8668,82 

5 

8668,02 

1000,00 

606,76 

393,24 

8274,78 


On voit que à mesure que le temps passe, l’intérêt décroît et le remboursement du principal 
augmente. 

Le schéma de remboursement est basé clairement sur les règles suivantes. A la fin de la 
première année l’intérêt de 5 * (r/100) doit être payé pour un prêt S. Ainsi, sur le versement 
annuel A il reste une somme 7\ A — S(r/\00) pour rembourser le principal. A la fin de la deu¬ 
xième année l’intérêt de S 1 ' (r/100) est dû pour le prêt inférieur S l =S —7\; sur le versement 
annuel A il reste une somme T 2 =A — S l • (r/100) — A — S • (r/100) |- 7\ • (r/100)= 7\-F T x • (r/\00) — 
T X R pour rembourser le principal. Une somme S 2 =S 1 —T 2 doit encore être repayée. A la fin 
de l’année l’intérêt est S 2 - (r/100) et le remboursement du principal T z A — S 2 • (r/100) = 
= A — S x • (r/l00)H-r 2 (r/100) T 2 R. A la fin de la «-ième année le remboursement du principal 
est T„ = T,,-iR = T„_ 2 R 2 —-- T x P n ~ l . Dans l’exemple cité le remboursement du principal la 
onzième année est T n 300 1,07 10 francs=590,16 francs. 

La somme s n des remboursements du principal des n premières années correspond à la valeur 
future après n années d’une annuité payable en arrérage, s„ T x • (R n — 1 )I(R— 1). Dans l’exemple, 
après 11 ans .v n 300 * ( 1,07 11 — 1 )/( 1,07 — 1 )^ =4734,90 F . Le prêt sera remboursé lorsque le rem¬ 
boursement du principal est égal au prêt: .y„ S ou T x • (R n —!)/(/?—1) = 5'. 



R"-i 

Formule de remboursement 

S = T > ~r=T 


A partir de cette équation on peut calculer le nombre d’années n après lesquelles le prêt sera 

log HS/T) (/?-!) -I- 1] , ., . 1Q . 

rembourse: // --- ; dans I exemple, n 17,79, ou 18 en nombres entiers. 

log R 

La dette est remboursée après 18 ans. 

Assurance vie. Un autre champ d’application de l’intérêt composé et des calculs d’annuité 
concerne les différents types de contrat d’assurance-vie. On distingue, entre autres, entre les 
assurances sur la vie et les assurances contre les accidents , la maladie , la vieillesse et les risques 
divers. Dans toutes ces assurances les compagnies d’assurance rédigent un contrat, appelé le 
contrat d'assurance , avec la personne assurée. Entre les paiements de la personne qui contracte 
l’assurance et les engagements de la compagnie d’assurance, qui dépendent, entre autres choses, 
du type d’assurance, une équivalence doit exister, de telle sorte que le contrat d’assurance n’en¬ 
traîne pas une perte pour aucune des parties concernées. Naturellement l’équivalence ne con¬ 
cerne pas l’individu assuré, auquel cas l’assurance serait superflue, mais seulement pour la totalité 
de toutes les personnes assurées. Par conséquent, dans la formulation mathématique du prin¬ 
cipe d’équivalence, en dehors de l’intétrêt composé et des calculs d’annuité, des hypothèses démo¬ 
graphiques jouent un rôle. 

Tables de mortalité. Les tables de mortalité sont la contribution la plus importante de la 
démographie au problème étudié. Ces tables, établies en partie à partir de recensements de la 
population et en partie à partir de l’expérience pendant de nombreuses années des compagnies 
d’assurance, partent d’un nombre défini (mais arbitrairement choisi) l„ de personnes du même 
âge, âgées de «-années, et indique combien d’entre elles atteindront leur jr-ième année. Ce 
nombre est noté l x et appelé le nombre de survivants à l’âge x. De plus, la table contient les 
relations suivantes: l x — l x+ i=d x est le nombre de ceux qui meurent à l’âge x , p x =l x \.\!l x est la 
probabilité de survivre à l’âge jc, q x djl x est la probabilité de mourir des gens âgées de x 

oo 

années et e x =([/l x ) H /*+*—1/2 est l’espérance moyenne de vie. 

k — 0 

La figure 6.4-1 est un fragment d’une table générale typique de mortalité. Ainsi on lit que 
sur 100000 hommes du même âge nés il y a cinquante ans, 89104 sont encore vivants, et que 
pour chacun d’eux l’espérance moyenne de vie est de 24,01 ans. 
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6.4-1 Table générale de mortalité 


Hommes 

Femmes 

nombres 

d’années 

atteintes 

X 

sur 100 000 
personnes 
nées en mê¬ 
me temps 

probabilité 
de mourir 

Qx 

espérance 
de vie en 
années 

sur 100 000 
personnes 
nées en même 
temps 

probabilité 
de mourir 

<lx 

espérance 
de vie en 
années 


encore 

vivan¬ 

tes 

L 

mortes 

d x 

de 

toutes 

celles 

encore 

vivantes 

eJx 

de 

chacune 

vivant 

encore 

c x 

encore 

vivan 

tes 

lx 

mor¬ 

tes 

cl x 

de toutes 
celles 
vivant 
encore 

eJx 

de 

chacune 

vivant 

encore 

c x 

46 

90 859 

332 

0,003 653 149 

2499 889 

27,51 

93 612 

241 

0,002 579 387 

2926 801 

31,27 

47 

90 527 

345 

0,003 812 489 

2 409 196 

26,61 

93 370 

248 

0,002 660 978 

2883310 

30,35 

48 

90 182 

447 

0,004 954 396 

2318841 

25,71 

93 122 

342 

0,003 672 863 

2 740064 

29,42 

49 

89 736 

632 

0,007 041 835 

2 228 882 

24,48 

92 780 

468 

0,005 044 604 

2 647 114 

28,53 

50 

89 104 

801 

0,008 988 733 

2 139 462 

24,01 

92 312 

543 

0,005 883 410 

2 554 568 

27,67 

51 

88 303 

849 

0,009 609 744 

2 050 759 

23,22 

91 768 

547 

0,005 959 474 

2 462 528 

26,83 

52 

87 454 

807 

0,009 226 817 

1 962 881 

22,45 

91 222 

525 

0,005 753 766 

2 371 033 

25,99 

53 

86 647 

795 

0,009 180458 

1 875 830 

21,65 

90 697 

522 

0,005 758 713 

2 280074 

25,14 

54 

85 852 

870 

0,010 138 656 

1 789 581 

20,85 

90 174 

546 

0,006 059 439 

2 189 638 

24,28 

55 

84 981 

990 

0,011 647 731 

1 704 164 

20,05 

89 628 

586 

0,006 536 162 

2 099 737 

23,43 
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La géométrie plane est la partie de la géométrie (du grec, qui mesure la terre) qui traite 
des figures à deux dimensions. Bien que nous vivons dans un monde à trois dimensions, la 
géométrie plane peut nous permettre d’approfondir notre compréhension des propriétés de notre 
environnement. 

De même que la notion de nombre eût comme origine le monde visible, les concepts de base 
de la géométrie furent obtenus par un processus d’abstraction s’étendant sur de nombreux siè- 
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clés. Ignorant les différences inessentielles, par exemple de masse, de couleur, de forme, ou d’as¬ 
pect, et oubliant d’autres irrégulatités des objets réels, on arriva aux formes dans l’espace à 
trois dimensions: longueur, largeur, hauteur. De ce fait, nous dirons qu’un corps solide a trois 
dimensions, mais une surface seulement deux, une droite, par exemple l’intersection de deux 
plans, une dimension et finalement un point, considéré comme l’intersection de deux droites, 
a la dimension zéro. 

Dans la géométrie plane, un plan est toujours pris comme donné. Les investigations géo¬ 
métriques sont, en général, limitées à l’intérieur du plan mais dans certains cas, il peut être 
avantageux de considérer aussi l’espace euclidien (Euclide, mathématicien grec, environ 300 
avant J. C.) comme un objet géométrique de base contenant le plan donné. 


7.1. Points, droites, demi-droites et segments 


Points et droites 

Points et droites sont les concepts de base de la géométrie plane élémentaire. Intuitivement, 
une droite est souvent définie comme le chemin parcouru par un point se déplaçant dans un 
plan de telle manière qu’il utilise toujours la route la plus courte entre deux quelconques de ses 
positions et ne change pas de direction; même avec une approche plus rigoureuse aucune dé¬ 
finition des droites et des points n’est donnée. Mais dans les mathématiques modernes, les pro¬ 
priétés reliant ces deux types d’objets géométriques sont fixées par des axiomes (voir Chap. 40). 

Nombre de points d’intersection de plusieurs droites. Deux droites dans un plan ont au plus 
un point commun, sauf si elles coïncident (au quel cas, tous leurs points sont communs). Deux 
droites d’un plan qui n’ont aucun point commun sont dites parallèles. 

Si trois droites d’un plan n’ont aucun point commun et si deux quelconques d’entre elles 
ne sont ni parallèles ni confondues, il y a exactement trois points d’intersection. 

Quatre droites telles que deux quelconques d’entre elles ne sont ni parallèles ni confondues 
et trois quelconques d’entre elles n’ont aucun point commun, ont exactement six points d’inter¬ 
section (voir le quadrilatère complet). 

Si n droites d’un plan sont telles que deux quelconques d’entre elles ne sont ni parallèles 
ni confondues et trois quelconques d’entre elles n’ont aucun point commun, alors chaque droite 
a (n— 1) intersections avec les autres; comme chaque point d’intersection est compté deux fois, 
le nombre total de points d’intersection est n(n —1 )/2. 

Nombre de droites passant par plusieurs points. Par deux points distincts, il passe exactement 
une droite. Si trois points ne sont pas colinéaires (c’est à dire, ne sont pas sur la même droite), 
ils déterminent trois droites contenant chacune deux d’entre eux. Ces trois points, ou deux 
quelconques des trois droites, ou une des droites et le point non situé sur elle, déterminent 
le plan qui les contient. Si n points distincts d’un plan sont tels que trois quelconques d’entre 
eux ne sont pas colinéaires, alors chaque point est situé sur les n—1 droites passant par les 
n —4 autres points. Comme chaque droite est comptée deux fois, il y a n(n —1)/2 droites possi¬ 
bles; par exemple si n= 4, il y a six droites (voir le quadrangle complet). 

Faisceau de droites. Il y a une infinité de droites passant par un point dans le plan. L’en¬ 
semble de toutes les droites du plan passant par un point donné est appelé faisceau de droites. 
Le point commun à toutes ces droites est appelé le sommet du faisceau. Une lettre majuscule 
entre parenthèses comme (P) est utilisée pour noter le faisceau de sommet P. Par analogie, 
l’ensemble de toutes les droites parallèles à une droite donnée est appelé faisceau de parallèles. 

Si les droites d’un faisceau (P) ou d’un faisceau de parallèles sont coupées par deux droites 
l x et / 2 qui n’appartiennent pas au faisceau, alors les droites du faisceau déterminent une perspec¬ 
tive qui applique tous les points de f sur les points de / 2 . 

Demi-droites et segments 

Demi-droites. Une demi-droite est l’ensemble des points d’une droite situés d’un côté d’un 
point O de cette droite; ce point O fait partie de la demi-droite. En d’autres termes, la demi- 
droite contient les points de la droite qui peuvent être atteints en se déplaçant le long de la 
droite, à partir de O, dans une direction particulière (sans revenir en arrière). Le concept de 
demi-droite a été obtenu, comme tous les concepts mathématiques, par abstraction. Intuitive¬ 
ment, il est facilement saisissable si on imagine un rayon de soleil, ou un rayon optique, qui 
est rectiligne et limité par l’oeil de l’observateur (le soleil ou l’oeil sont représentés par un sim¬ 
ple point). 
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Segments. Un segment (ou intervalle) AB est l’ensemble des points de la droite passant par 
A et B , qui sont situés entre A et B; A et B eux-mêmes font partie du segment. Le segment est 
le plus court chemin dans le plan reliant ces deux extrémités. S’il est important de tenir compte 

—y 

de la direction, on utilise le symbole AB pour signifier que le segment est dirigé de A vers B. 
Pour éviter la gêne due à l’utilisation des flèches, par convention le segment est orienté du 
premier point nommé vers le second, c’est à dire que le premier point nommé est le point ini¬ 
tial et le second le point final d’un segment orienté. Par une autre convention, le signe moins 

indique le changement de direction d’un segment. Ainsi, on peut remplacer AB=BA par 
—y —y 

AB=—B A. La longueur AB du segment AB est la distance entre A et B. Elle est mesuré par 
comparaison avec un autre segment, le segment unité. La longueur du segment unité sert comme 
unité de mesure des longueurs. 

Unités de longueur . L’unité de longueur de référence est le mètre. Il est actuellement défini 
comme égal à 1650763,73 longueurs d’onde de la radiation orangée de l’isotope 86 du Crypton 
mesurée dans le vide. 

Deux des multiples possibles du mètre, le décamètre (1 dam = lOmètres) et B hectomètre 
(l hm=100 mètres) ne sont en général pas utilisés. 


Unités anglo-saxonnes 

inch 1 in =1" =0,0254 m 

foot 1 ft =1' =12" =0,3048 m 

yard 1 yd =3' =0,9144 m 

mile 1 mi =5 280' 

= 1609,344 m 

1 mile nautique impérial = 6080' 
= 1853,181 m = l seconde de mé¬ 
ridien 

1 mile nautique US = 1852 m 
I m ^6,215- 10~ 4 miles 

= 1,094 yd = 3,281'=39,37" 

1 km ^0,6215 miles 


Droites parallèles et perpendiculaires 


Unités de longueur dérivées du mètre 


Unité 

Symbole 

Relation 

téra mètre 

Tm 

1 Tm 

= 10 12 m 

gigamètre 

Gm 

1 Gm 

10» m 

mégamètre 

Mm 

1 Mm 

= 10° m 

kilomètre 

km 

1 km 

= 10» m 

décimètre 

dm 

1 dm 

= 10-* m 

centimètre 

cm 

1 cm 

= 10- 2 m 

millimètre 

mm 

1 mm 

= 10 :! m 

micromètre 

pm 

1 pm 

=10-° m 

nanomètre 

nm 

1 mm 

= 10-» m 

picomètrc 

pm 

1 pm 

= 10~ 12 m 

lemtomètre 

fm 

1 fm 

= 10- 15 m 

attomètre 

am 

1 am 

= 10~ 18 m 


Droites parallèles. Deux parallèles n’ont aucun point commun. Si une droite / est parallèle 
à une droite /' (notation : /||/'), alors / et /' ont la même direction. On peut obtenir /' à partir 

—y 

de / en déplaçant tous les points de / d’un segment égal à PP’ (une telle transformation est 
appelée une translation). C’est la base de la construction de parallèles avec une règle et une 
équerre (Fig.). Si on relie un point de / à tous les points de /' par des segments de droite, 
parmi ces segments il en existe un plus court que tous les autres. La longueur de ce 
segment définie la distance d entre les deux droites parallèles. Elle est la même quel que soit 


le point choisi sur /, en d’autres mots, deux 
s’éloignent jamais. 



droites parallèles ne se rapprochent, ni ne 


7.1-1 Construction de la parallèle /' à / à une 
distance d par translation 



7.1-2 Distance entre deux surfaces parallèles 
(mesure de l’épaisseur) 


1 1 Mathématiques 
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La distance normale entre les rails parallèles d’une ligne de chemin de fer (la jauge) est de 
1,435 m; en Union Soviétique elle est de 1,524 m et en Espagne et au Portugal de 1,670 m. 
Les mâchoires d’un pied à coulisse peuvent être déplacées pour mesurer l’épaisseur d’un objet 
dont les côtés sont parallèles (Fig.). 

Toute droite / a exactement une droite parallèle i de chaque côté à une distance donnée. La 
construction de /' avec la règle et l’équerre est montrée sur la figure (Fig. 7.1-1). Si / est une 
droite et P' un point non situé sur /, il existe une seule droite /' parallèle à / et passant par 
P'; elle est situé dans le plan passant par / et P'. Cette affirmation, existence et unicité d’une 
parallèle par P\ est Vaxiome (postulat ) d’Euclide. 

Droites perpendiculaires. La distance entre deux droites parallèles / et i est mesurée le long 
d’un segment AA' qui coupe / en A et /' en A' selon des angles égaux. Ces angles sont appelés 
angles droits. Des droites perpendiculaires sont des droites qui se coupent à angle droit; elles 
sont aussi dites orthogonales. Orthogonalité et parallélisme sont des propriétés d’une droite rela¬ 
tivement à une autre; les droites n’ont pas besoin d’être verticales ou horizontales. 


7.2. Angles 


Deux demi-droites a et b de même origine S peuvent être superposées par une rotation autour 


de S , qui détermine Vangle entre a et b\ on le note ( a , b) ou ( a , b). 

Une orientation est donnée au plan en fixant le sens de la rotation. 
En mathématiques, l’orientation positive est celle correspondant à 
l’inverse du sens des aiguilles d’une montre. Si le sens de la rota- 

tion est utilisé, on distinguera entre les angles (a, b) et (/>, a) : 

/s . . 

(a, />) =—( b , a). Si A est un point de a et B est un point de /?, 



l’angle (a, b) est en général écrit AS B, S est appelé le sommet de 7 2 _i Définition d’un angle 
l’angle, les demi-droites sont appelées ses côtés. Chaque côté définit 

une direction particulière et l’angle est la mesure de la différence de ces directions dans le plan 
orienté (Fig.). 


Classification des angles 

Les angles sont classés en fonction de la différence entre les directions de leurs côtés. Si l’angle 
correspond à une rotation du quart d’un cercle complet, il est appelé angle droit ; un angle plat 
correspond à une rotation de la moitié du cercle complet. Si l’écart entre les côtés est moins qu’un 
angle droit, l’angle est dit aigu ; si l’écart est plus grand qu’un angle droit l’angle est dit obtus; si 
l’écart est plus grand qu’un angle plat l’angle est dit rentrant ; un angle rentrant dont les côtés 
coïncident est un angle plein. 



angle aigu angle droit angle obtus 



Unités de mesure des angles 


7.2-2 Angles 


Toutes les méthodes de mesure des angles reposent 
sur la division du cercle (Fig.). 11 y a deux types d’unités, 
basées respectivement sur une mesure par des degrés 
ou par des longueurs d’arc. 

Degrés. Si un cercle est divisé en 360 parties égales 
par des rayons, l’angle entre deux rayons consécutifs 
est appelé un degré (notation: 1°). Alors, un degré est 
la 360ème partie d’un angle plein et la quatre vingt 
dixième partie d’un angle droit. Le degré est divisé 
en 60 minutes (notation: 1) et la minute en 60 secondes 
(notation: 1"). Bien que les subdivisions du degré aient le 
même nom que celles de l’heure, il est important de bien 
distinguer entre les unités d’angle et les unités de temps. 



7.2-3 Rapporteur avec une échelle 
linéaire; a = 57°, a = 43,7 mm 
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\°=60'-3600"; 1 h=60 min = 3600 s 


Il existe aussi un système de nouveau degrés , dans lequel le cercle est divisé en quatre cents parties 
égales et l’angle droit en cent parties. Chacune de ces parties est un ■<. - .. 

nouveau degré ou un grade (notation: le). Un grade est divisé en 100 I le 100 e 10000 ee 

nouvelles minutes (notation: I e ) et chacune d’elles en 100 nouvelles 
secondes (notation: l ce ). 

Pour un angle droit on a les équations suivantes: 

1 angle droit=90° = 5400' = 324000I angle droit 100k 10000 e = 1000000 ee . 

Dans l’arpentage, il est d’usage d’utiliser les degrés, mais de les diviser de manière décimal. 


Exemple 1: Transformer 62° 48' 15" en grades. 

48'-48760 =0,8°; 15" = 15°/3600=0,004167° 

62°48' 15" =62,804167 = 62,804167 • 1 00k /90 = 69,7824k 

= 69K78 e 24 ee . 

Exemple 2: Transformer 135k 46 e 82 ce en degrés, minutes et secondes. 
135k 46 e 82 ee = 100k + 35,4682k ^90°+35,4682 • 90°/100 121,92138° 

0,92138°=0,921 38 • 60'=55,2828'; 

0,282 8'=0,2828 ■ 60" = 16,968", 

135k 46 e 82 ee ^121°55' 17". 


Equivalents 


90° = 100k 

100s 5:90“ 

1° ^10k/9^1,111 111...b 

le = 9"/10 54' 

L =1/60- 10K/9M),018519k 

|c £547100 = 32,4" 

1"= 1/3600 * 10k/9M),000309k 

1 cc £ 324' 71000=0,324" 


Unités d’arcs. Sur un cercle, la longueur de l’arc a compris entre deux rayons est proportion¬ 
nelle à leurs longueurs et à l’angle qu’ils forment. On a alors les rapports suivants: 


Circonférence/arc = angle plein/angle au centre 


2m/a 360°/a° 


On en déduit que le rapport entre la longueur de l’arc et des rayons ne dépend que de l’angle 
au centre sous-tendu par l’arc 

a\r [a • l°/(360-1°)] • 2 je (a/360) • 2 je 2jEa/360 (je/ 180) • a. 

De sorte que, si le rayon d’un cercle est connu, la longueur d’un arc sur la circonférence peut 
être utilisée pour mesurer l’angle au centre correspondant. L 'arc d’un angle est alors défini par 
le quotient: 

«/#•-[«• 17(180-1 °)]jï — (jt/180)«- ^ area. 


L’unité de cette mesure est appelée le radian (1 rad.). 1 rad. est l’angle au centre sous-tendu par 
un arc dont la longueur est égale au rayon du cercle. 


1 rad=57,29578° = 57° 17'44,8"^57° 17'45" (Fig.). 


air [a • 1°/(180 • 1 °)\n a area a° a • 180°/^ 


1 rad = 57° 17' 45" =£= 63,6620 k 

1° = (te/ 180) rad ^0,0 17453 rad, 1k je/200) radM),015707 6 rad 


Le cercle unité est le cercle dont le rayon a pour longueur une 
unité. Dans ce cas, pour le cercle unité la mesure d’un angle en 
radians est la longueur de l’arc correspondant sur la circonférence. 



. 7.2-4 1 rad est l’unité 

Résume des angles et des mesures de mesure en radians. 
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Angles entre deux droites sécantes 

Il y a quatre angles entre deux droites sécantes dans le plan. On distingue les angles adjacents 
et les angles opposés par le sommet. 

Angles adjacents. Deux angles entre deux droites sécantes ayant 
leur sommet S et un côté commun sont dits adjacents. Les autres 
côtés sont les deux demi-droites opposées à partir de S situées 
sur une des droites, de telle sorte que la réunion des deux angles 
soit un angle plat; par exemple, sur la figure, a-\-P=fi-\-y=y+ 

-J-<5 = <5+a = 180°. Deux angles adjacents, par exemple a et fi ne sont 
pas nécessairement égaux. S’ils le sont, ils sont tous deux égaux à 
la moitié de 180°, c’est à dire, à un angle droit. Ce fait a été uti¬ 
lisé dans la définition des droites perpendiculaires et est à la base 
de la définition suivante. 7.2-5 Angles adjacents, par exemple 

a et p,et opposés par le sommet. 

Un angle droit est un des quatre angles entre deux droites qui par exemple a et y 
se coupent de telle manière que deux angles adjacents soient égaux. 

Deux angles quelconques dont la somme est égale à 180°, qu’ils soient ou non adjacents, sont 
dits supplémentaires. Des angles dont la somme est égale à 90° sont dits complémentaires. Des 
angles adjacents sont supplémentaires, mais des angles supplémentaires sont adjacents seulement 
s’ils ont un côté commun. 

Angles opposes par le sommet. Deux angles entre deux droites sécantes ayant un sommet 
commun mais aucun côté commun sont dits opposés par le sommet, ou simplement opposés si 
aucune confusion n’est possible. Puisque deux angles opposés n’ont aucun côté commun, la di¬ 
rection des côtés de l’un est opposée à celle des côtés de l’autre. Sur la figure, a et y, et fi et <5 
sont des angles opposés par le sommet. 

Des angles opposés par le sommet sont égaux , puisque la somme de chacun d'eux avec un angle 
adjacent commun est de 180°. 



Angles entre deux parallèles et une droite 

Si deux droites parallèles sont coupées par une troisième droite (Fig.), elles forment huit angles, 
qui peuvent être regroupés en deux ensembles de quatre angles égaux, par exemple, a = y=a' =ÿ 
et fi ô fi' (Y. 




Un couple d’angles ayant un sommet commun sont opposés ou adjacents. Ils sont opposés si 
leurs côtés sont opposés, par exemple a y ou [Y ô\ Ils sont adjacents si ils ont un côté commun 
et si leurs autres côtés sont opposés, par exemple a-|-jft=180 o ou y -f <5=180°. 

Un couple d’angles ayant des sommets distincts sont classés comme suit (Fig.): 

1. Angles correspondants : les côtés de l’un sont dirigés dans le même sens que les côtés de l’autre, 
par exemple, a=a et y=y. 

2. Angles alternes: les côtés de l’un sont dirigés en un sens opposé aux côtés de l’autre, par 
exemple, a=y' ou y=a\ 


















7.2. Angles 165 


3. Angles internes et externes: les côtés situés sur les droites parallèles sont de même sens et 
les côtés situés sur la droite sécante sont opposés. Si ces côtés contiennent le segment entre les 
parallèles, les angles sont internes, sinon ils sont externes; par exemple a+<5' = 180° (angles exter¬ 
nes); et y+p' = 180° (angles internes). 

Si deux droites parallèles sont coupées par une troisième droite , alors les angles correspondants 
sont égaux , les angles alternes sont égaux et les couples d'angles internes ou externes sont sup¬ 
plémentaires. 

Ces théorèmes ont des réciproques, qui affirment que si deux droites sont coupées par une 
troisième de telle manière que les angles correspondants et les angles alternes sont égaux, et les 
couples d’angles internes ou externes sont supplémentaires, alors les deux droites sont parallèles. 

Les positions relatives de ces trois catégories d’angles peuvent être décrites même si les deux 
droites ne sont pas parallèles. Les angles opposés sont ceux situés sur les côtés opposés de la 
droite sécante et soit tous deux entre les droites, soit tous deux à l’extérieur des deux droites. 
Les autres types d’angles mènent à des angles situés d’un même côté de la droite sécante. Les 
angles externes sont tous deux à l’extérieur des deux droites, les angles internes tous deux entre 
les deux droites, et de deux angles correspondants l’un est à l’interieur, l’autre est à l’extérieur. 


Construction d’angles 

L’cqucrre. Les modèles usuels d'équerres ont un angle droit et deux angles de 45° ou un angle 
de 60° et un angle de 30°. D’autres angles peuvent être construits par addition ou soustraction 
de ces angles, par exemple 105°; 75°; 15°; et les angles obtenus par addition ou soustraction de 
ces nouveaux angles. Pour additionner ou soustraire des angles, il est parfois nécessaire de déplacer 
la position d’angles précédemment construits. Une méthode pour réaliser cela est décrite au para¬ 
graphe suivant. 



7.2-8 Construction d’angles particuliers 
avec une équerre, y> 1 = 75°, ç> 2 = 15°, 

(p 3 = 105° 


Construction d’angles égaux. Il est toujours possible de tracer un angle égal à un angle donné, 
mais à un endroit différent, en utilisant seulement la règle et le compas. Supposons, 'par exemple, 
que l’on veuille appliquer un angle a de sommet P le long d’une ligne orientée g (Fig.). On 
trace deux cercles de même rayon l’un de centre P (sur g), l’autre de centre S sommet de a. 
Ces cercles coupent les côtés de a en A et B et la droite g en A . L’arc de centre A' et de rayon 
\AB\ coupe le cercle en B '. La demi-droite reliant P à B ' est le côté libre de l’angle a qui a été 
appliqué sur g en P. Si a n’a pas été donné par un graphique mais seulement par sa mesu¬ 
re, par exemple 52°, on utilise un rapporteur. 


S 




7.2-9 Construction d’un angle égal à un 
angle donné 


Construction d’angles avec la règle et le compas. Seuls quelques angles peuvent être construits 
avec seulement une règle et un compas, parmi eux 120°, 90° et 72°, qui résultent de la construction 
à la règle et au compas du triangle équilatéral, et du pentagone régulier (voir n-polygones convexes 
réguliers). Une suite de bissections de ces angles permet de tracer 60°, 30°, 15°, 45°, 36°, 18° 
et 9° (pour ne signaler que les angles dont la mesure est un nombre entier de degrés). En 
ajoutant 15° et 9° on obtient 24°, puis 12°, 6° et 3°. Ensuite tous les multiples de 3° peuvent être 
construits à la règle et au compas. En fait, ce sont les seuls angles d’un nombre entier de degrés 
qui peuvent être construits. 
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7.3. Symétrie 


Symétrie axiale 

Une droite s d’un plan E divise ce plan en deux demi-plans (Fig.). Une rotation de 180° dans 
l’espace autour de s applique tout point d’un des demi-plans sur l’autre. Tout point S de l’axe s 
est sa propre image, S S\ l’axe est une droite fixe. De plus toute droite AS forme avec s le même 
angle que son image AS' et AS et AS' ont même longueur. La droite AA' reliant A à son image 
A' est perpendiculaire à s et est coupée par .v en son milieu. Toute figure Z 7 est semblable à son 
image F'. 

Si on réfléchit le demi-plan dans un miroir perpendiculaire au plan E et coupant E suivant s , 
on obtient le même résultat que par l’opération précédente. F et F' sont alors appelées images 
réfléchies l’une de l’autre (ou images dans un miroir ), l’application étant appelée réflexion à travers 
une droite. Le terme technique est cependant: symétrie axiale. C’est une application géométrique, 
ou une transformation , qui est déterminée par la donnée d’un point P et de son image P' (P 
distinct de P ) ou par la donnée de l’axe de symétrie s. 



Si P et P' sont donnés, on peut trouver des points S sur l’axe de symétrie en utilisant le fait 
que \PS ( \ = |/ > '5 / |; ce sont les intersections de cercle de même rayon et de centre P et P'. Par 
ailleurs, si s est donné, l’image d’un point quelconque de P est à la même distance de s que P 
et PP' est perpendiculaire à s. 

Pour une figure, bien que l’image symétrique F' de F par rapport à l’axe s x soit congruente 
à F, si E est orienté alors F' a une orientation opposée à celle de F. Les images symétriques 
F" et F'" de F' par rapport à d’autres axes s 2 et s. A ont la même orientation que F. Alors F 
et F' gardent des orientations opposées dans toute transformation du plan, F et F" et F et F'" 
sont égales et ont même orientation. En particulier, si alors F"' peut être obtenue à partir 
de F par une translation ou un déplacement ; si les axes s l et s 2 sont sécants, alors F” se déduit 
de F par une rotation plane. 

Figures symétriques par rapport à un axe. Si certains segments ou points d’une figure sont 
situés sur une droite s qui est choisie comme axe de symértie, alors la figure constitue avec son 
image symétrique une figure symétrique par rapport à un axe; c’est à dire une figure constituée 
de deux parties symétriques l’une par rapport à l’autre (Fig.). 




b 


c 


d 


7.3-3 Figures ayant 
un axe de symétrie 
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Symétrie centrale 

Outre une rotation de 180° dans l’espace autour d’une droite, on peut aussi considérer une 
rotation de 180° dans le plan autour d’un point. Si deux figures coïncident par une telle trans¬ 
formation, on dit qu’elles sont symétriques par rapport à un point; ce point est alors appelé le 
centre de symétrie (Fig.). 

Dans la symétrie centrale, tout point B du plan a pour image un point B’ tel que le milieu du 
segment BB' est le centre de symétrie. Cette transformation est aussi appelée réflexion à travers 
un point. Comme toute rotation, cette transformation est une égalité , c’est à dire qu’elle ne change 
ni la taille ni la forme des figures. Contrairement à la symétrie axiale, la symétrie centrale con¬ 
serve l’orientation des figures; ainsi deux figures symétriques par rapport à un point sont égales 
et ont même orientation. L’image obtenue par deux symétries successives par rapport au même 
point coïncide avec la figure originale. Le seul point fixe d’une symétrie centrale est le centre de 
symétrie. 



Les figures qui coïncident avec elles-même à la suite d’une rotation d’angle (p autour d’un 
point P sont dites radialcment symétriques. La symétrie centrale est un cas particulier de la symé¬ 
trie radiale avec (p 180°. Tous les polygones réguliers sont radialement symétriques (Fig.). 






7.3-7 Construction de la bissectrice d’un angle 
Constructions fondamentales 

Construction du milieu d’un segment. Elle se fait en cons¬ 
truisant Vaxe de la symétrie qui transforme l’extrémité A du 
segment AB en B. 

On trace deux cercles de centre A et B de rayon égal, le 
rayon étant choisi plus grand que la moitié de la longueur 
du segment AB. Ils se coupent en deux points Si et S 2 de l’axe 
de symétrie. La droite s passant par S, et S 2 coupe AB en son 
milieu et est perpendiculaire à AB; elle est appelée la média¬ 
trice d e AB (Fig.). 

Construction de la bissectrice d’un angle. On utilise aussi les 
propriétés des points symétriques par rapport à une axe. On 
trace un arc de rayon quelconque à partir du sommet S de 

l’angle (a, b). Il coupe les côtés de l’angle en A et B. La 
médiatrice de AB est l’axe de symétrie de la figure; elle coupe 


7.3-8 Perpendiculaire à une droite en 
un point de cette droite 


l’angle {a> b) en deux parties égales. Puisque S est sur cet axe, 
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il est nécessaire de construire un seul autre point de l’axe. Un tel point £2 est trouvé comme inter¬ 
section de deux cercles de rayon égal et de centres A et B (Fig.). 

Il est en général impossible, sauf cas exceptionnels, de partager un angle en trois parties 
égales {trisection). 

Construction de perpendiculaires. Pour construire la perpendiculaire à une droite / en un point P 
de cette droite, on trace un cercle de centre P et de rayon quelconque r (Fig.). Il coupe / en A 
et B. Puis on trace deux cercles de centre A et B et de rayon égal plus grand que r. La droite 
qui relie un de leurs points d’intersection (par exemple S) avec P est la perpendiculaire cherchée. 

Si P est le milieu d’un segment AB , la perpendiculaire en P h AB peut être construite par 
la méthode donnée pour construire la médiatrice du segment. 

Abaisser une perpendiculaire. Pour abaisser la perpendiculaire à une droite / à partir d’un 
point P non situé sur /, on trace un cercle de centre P de rayon assez grand. Il coupe l en A 
et B , la médiatrice d e AB est la droite cherchée (Fig.). 


7.3-9 Abaisser une perpendiculaire à une droite par un point extérieur à cette droite 
P 




7.3-10 Tracer une parallèle à une droite 


Construction de parallèles. Pour tracer une parallèle à une droite / avec une règle et un compas, 
on élève d’abord des perpendiculaire à / à partir de deux points A et B de /. On marque alors 
sur ces deux droites deux points A' et B' équidistants de / et situés du même côté de /. La droite 
passant par A ' et B' est parallèle à / (Fig.). 

Généralités sur les constructions à la règle et au compas. Euclide a fondé sa géométrie plane 
sur un système d’axiomes qui assure qu’il est toujours possible (1) de tracer une droite passant 
par deux points donnés et (2) de tracer un cercle dont le centre est donné et dont le rayon est 
égal à la distance entre deux points donnés. 

Par suite, ses théorèmes étaient toujours prouvés par une technique qui ramenait les résultats 
à des axiomes ou à des théorèmes de base sur des intersections de droites avec des droites ou 
avec des cercles, ou de cercles avec d’autres cercles. En conséquence, les seuls moyens autorisés 
pour des constructions dans la géométrie euclidienne sont ceux nécessaires pour construire des 
droites (la règle) ou des cercles (le compas). Les conditions requises pour une construction avec 
la règle et le compas uniquement sont donc liées au choix des axiomes de la géométrie plane, 
et non à la précision du résultat. En réalité, le résultat est souvent plus précis si on utilise 
d’autres moyens. 

De plus, comme les anciens Grecs ne disposaient que de rudiments sur les techniques de calcul 
et d’algèbre, ils essayaient de résoudre la plupart des problèmes mathématiques par des construc¬ 
tions à la règle et au compas. Par exemple, ils extrayaient les racines carrées en construisant la 
moyenne géométrique de deux segments. 

Trois problèmes célèbres ne peuvent être résolus par cette méthode: 

le partage en trois d'un angle quelconque , 

la quadrature du cercle: la construction d’un carré dont la surface est égale à la surface 
d’un cercle donné et 

le doublement d'un cube: construire un cube dont le volume est le double du volume d’un 
cube donné. 

Des méthodes modernes ont prouvé que ces trois problèmes ne peuvent être résolus en utilisant 
uniquement la règle et le compas (voir Chapitre 16.2. -Théorie de Galois). 
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7.4. Triangles 


Les parties (Tun triangle, classification des triangles 

Soient trois points non alignés dans un plan, il y a alors exactement trois droites qui les relient 
deux à deux. La figure fermée, formée par ces trois 
droites, (ou plutôt par les segments entre les points) est 
appelée un triangle. Les points sont les trois sommets 
du triangle, les segments entre eux sont les côtés. Un 
triangle est convexe: c’est a dire que le segment reliant 
deux points quelconques du triangle appartient au 
triangle. Les sommets sont habituellement représentés 
par A, B et C, les côtés par des lettres minuscules 
correspondant au sommet opposé, c’est à dire \AB\ 
par c, |ÆC| par a , et \CA\ par b. Deux côtés quelcon¬ 
ques d’un triangle constituent les côtés d’un angle 
intérieur au triangle. Les angles intérieurs sont repré¬ 
sentés par une suite de sommets, ou par une lettre 
grecque minuscule correspondant à leur sommet (Fig.). 

Ainsi: 

CAB^a, ABC fi, BCA = y. 

Si un côté est prolongé, l’angle fait par cette extension avec un côté adjacent est un angle 
extérieur au triangle. Ainsi, a est l’angle entre CA prolongé au delà de A et AB , p' est l’angle 
entre AB prolongé au delà de B et BC et y' est l’angle entre BC prolongé au delà de C et CA. 
Le triangle lui-même est représenté par A ABC. Le triangle est dit positivement orienté si le 
—y —y —y 

sens de rotation est AB->BC->CA. 

Un triangle est dit isocèle si deux côtés («) sont égaux, le troisième côté est appelé la base (c). 
Dans un triangle équilatéral , les trois côtés sont égaux. 

Un triangle est dit aigu si tous scs angles intérieurs sont aigus, rectangle si un de scs angles 
intérieur est droit et obtus si un des angles est obtus. Dans un triangle rectangle, le côté opposé 
à l’angle droit est appelé Vhypothènuse (Fig.). 




aigu 


rectangle 


obtus 



7.4-2 Types de triangles 


Résultats de base sur les triangles 

Relations entre les côtés. A partir de chaque sommet, il est possible d’atteindre les autres 
sommets en parcourant les côtés de deux manières différentes soit en parcourant directement le 
côté reliant un sommet à un autre, soit en parcourant les deux autres côtés et passant ainsi par le 
troisième sommet (par exemple, de A à B le long de c ou le long de b et a en passant par C). 
Comme la ligne droite est le plus court chemin entre deux points, cela implique que c<a-\-b y 
b<a-\-c et a<b-\-c ; on peut en déduire six autres inégalités par soustraction: c — a<b ou a — c<b, 
c — b<a ou b — c<a , et b — a<c ou a — b<c. Mais seulement trois d’entre elles ont un sens géo¬ 
métrique, puisque la différence entre deux segments doit avoir une longueur non négative. 

Dans un triangle , la somme de deux côtés quelconques est plus grande que le troisième côté. 

Dans un triangle tout côté est plus grand que la différence entre les deux autres côtés. 

Par exemple, il est possible de construire un triangle dont les côtés ont pour longueur 3, 4 et 5 
unités u; mais il n’existe aucun triangle dont les côtés mesurent 3//, 4 m, et Su car 3//-|-4//< 8// et 
par suite la somme de deux des côtés serait plus petite que le troisième. 
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Relations entre les angles. Si on trace la parallèle g à un côté passant par le sommet opposé 
(par exemple, la parallèle à c—\AB\ passant par C) alors on obtient en C un angle plat qui est 
subdivisé par les deux côtés du triangle. Les deux parallèles g 
et c sont coupées par a et b. Les angles alternes sont égaux: 
ô=a et s=p. De plus 6 + y-fe=180° et alors a + p-Vy = 180° 

(Fig.). 

La somme des angles intérieurs d’un triangle est de 180°. 

Puisque tout angle extérieur à un triangle est adjacent à un 
angle intérieur, on peut écrire (Fig.): 

a+a =180°, /?+/?'= 180°, y+/ = 180°. 

Par addition des deux côtés de ces équations on obtient: 

(a+^+y)+(a'-b/?' + /)=540°. 

Comme a-|-/H-y = 180 o , on déduit que a -1- p' + y' — 360°. 

La somme des angles extérieurs à un triangle est de 360°. 



7.4-3 a+P+y=m° 


De plus, un angle extérieur est supplémentaire de l’angle adjacent intérieur. Mais on a démontré 
que la somme des angles intérieurs est de 180°, alors: 

Tout angle extérieur est égal à la somme des deux angles intérieurs opposés: a — pVy ; 
P' —y-Va; y—a+p. 


S 2 


oc 2 = or, 



7.4-4 Angles dont les côtés sont 
deux à deux orthogonaux 



Des théorèmes précédents, il est facile de déduire le résultat suivant, qui est particulièrement 
utile en physique (Fig.). 

Deux angles dont les côtés sont deux à deux orthogonaux sont égaux si le sommet de T un n'est 
pas situé à l'intérieur de l'autre , ni sur un de ses côtés. Si le sommet est à l'intérieur ou sur 
l'un des côtés , alors les deux angles sont supplémentaires. 

Relations entre les angles et les côtés. Soit ABC un triangle dans lequel a>b. La bissectrice w y 
de l’angle y coupe \AB\ c au point D. Si le 
petit triangle ADC est réfléchi par rapport à 
w y , alors l’image de b est une partie de a, ainsi 
l’image A de A est entre B et C (Fig.). A' est 
le sommet de l’angle CA'D=a, qui est égal 

/s 

à a —CAD (par symétrie par rapport à w v ). 

Maintenant si a est l’angle extérieur à 
DBA il est ainsi égal à la somme de p et 

/N 

de BD A’; en particulier a est plus grand que 
p. Puisque a a et puisque a>/?, alors ceci 
prouve que a>b implique que a>p. La réci¬ 
proque peut aussi être prouvée: si a>p , 
alors a>b. 


C 



7.4-5 Dans le triangle ABC , a>b implique 
que a>p. 
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Dans un triangle , l'angle opposé au plus grand de deux côtés est plus grand que l'angle opposé 
à l'autre. Le côté opposé au plus grand de deux angles est plus grand que le côté opposé à l'autre. 
Les angles opposés à deux côtés égaux sont égaux et réciproquement. Tout triangle isocèle est 
symétrique. La perpendiculaire abaissée du sommet coupe la base. Les angles à la base sont égaux. 

Dans un triangle rectangle , les angles aigus sont complémentaires. Dans un triangle rectangle 
isocèle y ils sont égaux à 45°. 

Dans un triangle équilatéral , les angles intérieurs sont tous égaux chacun à 60°. 

Les triangles équilatéraux ont trois axes de symétrie. 

Si un des angles d'un triangle rectangle est de 30°, alors le côté opposé est égal à la moitié 
de l'hypothénuse. 

Le dernier théorème est une conséquence de la symétrie des triangles équilatéraux et est fré¬ 
quemment utilisé; par exemple, les équerres sont souvent des triangles rectangles de ce type ou 
des triangles rectangles isocèles. 

Cas d’égalitc des triangles 

Remarques générales. Des figures planes sont dites égales si elles ont même forme et même 
taille. Des figures égales peuvent être superposées par une transformation qui déplace les points 
mais ne change pas les positions relatives (entre les points et les droites), les angles, et les longueurs 
des segments. Une telle transformation conserve les surfaces et laisse les droites parallèles, paral¬ 
lèles. Si deux figures égales ont la même orientation (par rapport à une orientation fixée dans le 
plan), elles peuvent être superposées par une suite de translations et de rotations. De telles figures 
sont dites directement égales. Si elles n’ont pas la même orientation, on peut trouver une suite de 
transformations qui les superposent; dans cette suite, à part les rotations et les translations, il existe 
une seule symétrie par rapport à une droite. De telles figures sont dites inversement égales. Trans¬ 
lations, rotations et symétries sont appelées des transformations d'égalité et peuvent être utilisées 
comme critères d’égalité dans l’étude des figures planes; mais ceci, en aucun cas, n’exclut leur 
utilité comme outil pour la découverte de nouveaux résultats géométriques. 

Quatre théorèmes d’égalité des triangles. Dans la définition de l’égalité il est demandé que les 
figures coïncident par tous leurs aspects. En particulier, la longueur des côtés correspondants et 
les angles entre eux sont égaux. Les théorèmes de cette section affirment que pour les triangles, 
dans certains cas, il est suffisant de tester trois éléments pour vérifier l’égalité — s’ils sont égaux 
pour deux triangles, alors les deux triangles sont égaux. Voici les théorèmes. 

1. Deux triangles sont égaux si la lon¬ 
gueur d’un côté de l’un est égale à la 
longueur du côté correspondant de l’autre 
et si deux angles de l’un sont égaux aux 
angles correspondants de l’autre (0, 5, a). 

2. Deux triangles sont égaux, si les 
longueurs de deux côtés de l’un sont égales 
aux longueurs des côtés correspondants 
de l’autre et si les angles entre ces deux 
côtés sont égaux (s, a , s). 

3. Deux triangles sont égaux, si les 
longueurs de deux côtés de l’un sont égales 
aux longueurs des côtés correspondants de 
l’autre et si les angles opposés au plus 
grand côté sont égaux ( s , s , a). 

4. Deux triangles sont égaux, si les 
longueurs des trois côtés de l’un sont 
égales aux longueurs des trois côtés 
correspondants de l’autre (j, s , s,). 

Si on essaye de construire des triangles , ai 

dont les trois angles et les trois côtés __, A c \ B / 

sont donnés, on voit que s’ils correspon- , c = Scm t \ 
dent à l’un des théorèmes, et seulement a = 2cm 

dans ce cas, le triangle est déterminé de 7.4-7 On ne peut construire aucun triangle avec 

manière unique. Par ailleurs, si deux côtés C es données, 

et l’angle opposé au plus petit côté sont 

donnés, par exemple a= 3 unités, c= 5 unités et a =20°, alors la figure montre qu’il y a deux 
triangles possibles correspondant à ces données. Car si une droite est tracée avec un angle de 



C = 5cm 
a = 2cm 



/1 c B A c B 


7.4-6 Ces triangles ont trois données communes, 
mais ne sont pas égaux. 












172 7. Géométrie plane 


20° par rapport au segment \AB\=c et un arc de centre B est tracé avec un rayon a , alors cet 
arc coupe la droite en deux points C et C ". Les deux triangles ABC' et ABC ' satisfont aux 
conditions demandées. Si a=80°, alors l’arc de rayon a ne coupe pas du tout le côté libre de a 
et aucun triangle ne satisfait aux conditions imposées (Fig.). 

Dans les constructions utilisant le premier cas d’égalité des triangles, il faut d’abord obtenir 
les angles adjacents au côté donné. Si l’un d’eux n’est pas donné dans l’énoncé, il peut être trouvé 
en utilisant le théorème sur la somme des angles intérieurs d’un triangle. Par exemple, si c, a et y 
sont donnés, /?=180°—a— y peut être calculé. Le triangle peut alors être construit en traçant les 
droites passant par les extrémités du segment donné et faisant avec lui les angles appropriés. Sinon, 
le calcul peut être évité en traçant une droite faisant un angle y avec le côté libre de a en un point 
arbitraire C de celui-ci. La parallèle à cette droite passant par B est alors le troisième côté du 
triangle ABC. 

Transversales et points remarquables d’un triangle 

Une transversale est une droite quelconque coupant le triangle. 

Médiatrices. La médiatrice d’un côté est une perpendiculaire à ce côté qui le coupe en son 
milieu. 

Les médiatrices des côtés d’un triangle se coupent en un seul point Af, appelé le centre du cercle 
circonscrit au triangle. 

Les points sur la médiatrice d’un segment sont équidistants des extrémités du segment. Par 
suite l’intersection de deux médiatrices, par exemple m a et m b> est équidistant des extrémités des 
deux segments BC et CA , donc des trois sommets du triangle. Mais, alors cette intersection se 

situe aussi sur la troisième média¬ 
trice m c . En fait, M est le centre 
du cercle passant par les trois som¬ 
mets du triangle. Ce cercle est ap¬ 
pelé le cercle circonscrit au trian¬ 
gle et M est appelé le centre du 
cercle circonscrit (Fig.). Le rayon 
du cercle circonscrit est égal à la 
distance séparant M d’un sommet 
quelconque du triangle. Dans les 
triangles dont tous les angles sont 
aigus, le centre du cercle circons¬ 
crit est à Y intérieur du triangle, 
dans un triangle obtus il est situé 
à Yextérieur et dans un triangle 
rectangle sur l’hypothénuse. L’hypothénusc est alors le diamètre du cercle circonscrit, et le 
sommet C de tout triangle rectangle ayant pour hypothénuse AB est sur le-cercle ayant pour 




7.4-8 Médiatrices et cercle circonscrit 



7.4-9 Théorème dû à Thaïes 


C 



diamètre AB. La découverte de ce résultat est attribuée à Thales de Milet (environ 624-547 
av. J.C.) et ce cercle est parfois appelé cercle de Thalès en son honneur (Fig.). 
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Théorème. Le lieu des sommets C< de tous les triangles rectangles dont les côtes passent par 
deux points donnés A et B est le cercle de diamètre AB. 

Le centre du cercle circonscrit à un triangle isocèle est sur l’axe de symétrie qui est la 
médiatrice de la base. 

Les milieux A\ B' et C' des côtés d’un triangle forment un triangle plus petit à l’intérieur du 
premier (Fig.). Les côtés de ce petit triangle sont parallèles aux côtés du premier. Par suite les 
médiatrices des côtés de ABC sont aussi perpendiculaires aux côtés de ÆB'C\ et passent par A'B', 
et C'. Ce sont les hauteurs de A B C'. 



Hauteurs. Les droites passant par les sommets d’un triangle perpendiculaires aux côtés opposés 
(ou à leurs prolongements) sont appelées les hauteurs du triangle. Sur les figures, elles sont mar¬ 
quées par /i a , h b et h c . 

Les trois hauteurs d’un triangle se coupent en un seul point, Porthoccntre du triangle. 

L’orthoccntre est à l’intérieur d’un triangle aigu, à l 'extérieur d’un triangle obtus, et c’est le 
sommet de l’angle droit dans un triangle rectangle. Dans un triangle isocèle, la hauteur passant 
par le sommet est aussi la médiatrice de la base; ces deux transversales coïncident avec l’axe de 
symétrie. 

L’orthoccntrc peut être utilisé pour résoudre le problème suivant. Considérant une partie 
réduite du plan, par exemple une feuille de papier, trouver la droite passant par un point donné 
H et par l’intersection C de deux droites non parallèles l x et / 2 qui ne se coupent pas dans la surface 
considérée. La méthode consiste à abaisser à partir de H les perpendiculaires à l t et / 2 ; chacune 
coupe l’autre droite en un point A ou B. Les perpendiculaires sont des hauteurs du triangle ABC. 
Donc la troisième hauteur doit passer par C et l’orthoccntre H du triangle. Cette troisième hauteur 
est la droite cherchée. On termine la construction en traçant la perpendiculaire c à AB passant 
par H (Fig.). 

Médianes. Les médianes d’un triangle relient le milieu d’un côté au sommet opposé. Sur les 
figures, elles sont marquées par ^ a , s b et s c . 

Les trois médianes d’un triangle sc coupent en un seul point, le centre de gravité du triangle. 
Chaque médiane est partagée dans le rapport 2/1 par le centre de gravité, la partie la plus longue 
étant celle qui le relie au sommet. 


Pour prouver ce résultat les deux médianes AD et BE ont été tracées sur la figure; elles se coupent 
en S. Les segments ED et AB coupent CA et CB et AD et EB. c 

Comme \CB\:\CD\ = \CA\:\CE\=2, on peut démontrer que AB 
et ED sont parallèles et que le rapport de leurs longueurs est 2/1. 

Donc 1&4|:|5D| = \SB\ ilSEl = \AB\:\ED\ =2:1. Le même résultat 

peut être obtenu avec un autre couple de médianes, par exem- ^ ^ 

pie CF et BE et leur intersection doit être à nouveau en 5, 
puisqu’il existe un seul point qui partage \BE\ dans le rap¬ 
port 2/1. 

Bissectrices. Les bissectrices des angles d’un triangle sont ^ 
marquées par w a , w„ et w v sur les figures. 

7.4-13 Les trois médianes d’un triangle 
se coupent en un point S. 
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Les trois bissectrices des angles d’un 
triangle se coupent en un seul point, le 
centre du cercle inscrit. 

L’intersection M de w a et w p est équi¬ 
distante de b et c (puisque w a est la bis¬ 
sectrice de a) et de c et a (puisque w fl 
est la bissectrice de /i). Ainsi M est équi¬ 
distant de a et b et se trouve 1 donc | sur 
la bissectrice w y de y. La distance aux 
côtés est le rayon du cercle inscrit au 
triangle, qui touche chaque côté du trian¬ 
gle en un seul point. M est le centre du 
cercle inscrit au triangle. Les points Z), E 
et F en lesquels le cercle touche les côtés 
sont les intersections des perpendiculaires 
abaissées de M sur ces côtés (Fig.). Les 
bissectrices des angles extérieurs (ou de 
leurs opposés) se coupent en trois points 
M (n M b et M c qui sont les centres de 
trois cercles exinscrits. Un cercle exinscrit 
touche chaque côté et le prolongement 
des deux autres en un seul point. Dans 
un triangle isocèle, la bissectrice de l’an¬ 
gle au sommet coïncide avec la médiane, 
la médiatrice de la base, et la hauteur 
issue du sommet. 



7.4-14 Les trois cercles exinscrits à un triangle 


7.5. Quadrilatères 

Généralités 


Somme des angles intérieurs d’un quadrilatère. En géométrie projective, quatre points dont 
trois quelconques d’entre eux ne sont pas alignés, définissent un quadrangle complet qui a 6 côtés. 
En géométrie plane un quadrangle a seulement 4 côtés qui dépendent de l’ordre dans lequel 
les points sont donnés. 




Si les points sont A, B, C et Z>, alors les segments \AB\=a, \BC\=b, \CD\=c, et \DA\=d sont 
les côtés du quadrangle ou quadrilatère, les autres segments \AC\=e, et \BD\ f sont les diago¬ 
nales et ne sont pas comptés comme côtés. Habituellement, l’ordre retenu correspond à un qua¬ 
drilatère convexe , mais il peut être concave ou même réflexe dans les cas extrêmes. 

Si le quadrilatère n’est pas réflexe (Fig.), il possède une diagonale qui le divise en deux triangles 
dont la somme des angles intérieurs est égale à la somme des angles intérieurs du quadrilatère. 
Compter les angles 0 et e comme angles intérieurs d’un quadrilatère réflexe peut être justifié de 
la manière suivante. Si dans un quadrilatère non réflexe, un vecteur dirigé le long d’un des côtés 
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est déplacé jusqu’à l’extrémité du côté, puis, par une rotation, placé sur le côté adjacent et ainsi 
de suite jusqu’à ce que le vecteur se retrouve dans sa position initiale, ce vecteur a subi une 
rotation totale de 360°, plus précisément: 

( 180°—a)+( 180 °—p) +( 180°—y)+( 180°— ô) = 360°, 
ou a+/?-!-y+<5=360°. Mais pour un quadrilatère réflexe (Fig.) l’équation correspondante est 
(180°—a)+(180°—^)+(180°—y)+( 180°+ <5) =720°. Cela provient de la figure et cette seule équation 
conduit à la relation a+/?+y+6+0=360° puisque 0=e et que dans le triangle A ABS 
180°— a=P+€ et 180°— f}=a+E. 

La somme des angles intérieurs d'un quadrilatère est de 360°. 

Classification des quadrilatères. Certains quadrilatères convexes portent des noms particuliers 
(Fig.). 



7.5-3 Quadrilatères particuliers 


Classification par la longueur des côtés: 

quadrilatère quelconque les quatre côtés ont des longueurs différentes, 

cerf-volant deux couples de côtés adjacents égaux, 

parallélogramme deux couples de côtés opposés égaux, 

losange quatre côtés égaux. 


Classification par les positions relatives des côtés: 

quadrilatère quelconque aucun couple de côtés parallèles, 

trapèze un couple de côtés parallèles, 

parallélogramme deux couples de côtés parallèles. 


Parallélogrammes 

Remarques générales. Tout parallélogramme possède deux couples de côtés opposés égaux et 
deux couples d’angles intérieurs opposés égaux. Si les quatre côtés sont égaux, le parallélogramme 
est appelé un losange. Un parallélogramme dont les quatre angles sont égaux est un rectangle, tout 
angle est alors égal au quart de 360° c’est à dire est un angle droit. Si les quatre côtés et les quatre 
angles sont égaux, le parallélogramme est un carré. Un carré est un losange dont les angles sont 
égaux et un rectangle dont les côtés sont égaux. Le théorème suivant est une conséquence des cas 
d’égalités des triangles (Fig.). 

Dans tout parallélogramme, les diagonales se coupent en 
leur milieu. Les angle intérieurs consécutifs sont supplémen¬ 
taires, les angles intérieurs opposés sont égaux. 

Propriétés de symétrie. Un rectangle a deux axes de symétrie 
passant par les milieux des côtés opposés, et un losange a deux 
axes de symétrie passant par les sommets opposés. Par suite, 
un carré qui est un losange et un rectangle a quatre axes 
de symétrie. Dans tout parallélogramme l’intersection des dia¬ 
gonales est un centre de symétrie. 

Les diagonales d’un parallélogramme le divisent en deux couples de triangles égaux. 
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Les diagonales d’un rectangle (et d’un carré) ont la meme longueur. Les diagonales d’un 
losange (et d’un carré) se coupent à angle droit et sont bissectrices des angles intérieurs. Elles 
partagent le losange en quatre triangles égaux. 

Construction de parallélogrammes. Puisque toute diagonale partage un parallélogramme en deux 
triangles égaux, comme pour un triangle, trois données indépendantes sont nécessaires pour qu’il 
soit déterminé. Pour un quadrilatère quelconque, il faut deux données supplémentaires, soit en 
tout cinq données car dans ce cas les deux triangles ne sont pas égaux mais ont un côté commun 
(la diagonale). Pour un rectangle ou un losange deux données suffisent et pour un carré une seule. 
En général, un carré est donné par la longueur de ses côtés ou de ses diagonales, un rectangle 
par deux côtés différents ou par un côté et une diagonale. Dans le cas d’un losange, une des 
données peut être un angle, l’autre étant un côté ou une diagonale. Toutes les constructions utili¬ 
sent des triangles et ne diffèrent donc pas dans leur principe de la construction des triangles. 

Trapèzes 

Un trapèze est un quadrilatère convexe qui a (au moins) un couple de côtés parallèles. Si les 
côtés non parallèles ont la même longueur le trapèze est dit isocèle. Un trapèze qui a deux couples 
de côtés parallèles est un parallélogramme. Les deux côtés parallèles d’un trapèze sont appelés 
ses côtés de base et le plus long des deux est appelé sa base. Le segment reliant les milieux E et F 
des côtés non parallèles est la droite médiane, m, du trapèze (Fig.). La droite médiane est parallèle 
aux côtés de base \AB\- a et |CD|=c, sinon la parallèle à AB passant par E couperait BC en un 
point F'. On a alors, d’après les théorèmes d’intersection (avec S comme sommet du faisceau), 
\DE\I\EA\ = \CF'\/\F'B\. Mais par hypothèse, \DE\I\EA\ = \CF\I\FB\ = \, donc F F et EF\\ AB- 
Si G est l’intersection de la droite passant par D et F et le prolongement de AB, les triangles 
BGF et CDF sont égaux. Donc, \AG\ —a-t-c, et en considérant le triangles AGP on obtient 
m (a-\-c)/2. 


La droite médiane d'un trapèze est parallèle aux côtés et a pour longueur la moitié de la somme 
de leurs longueurs, m (a+c)/2 ( moyenne arithmétique). 



La droite médiane passe par le milieu des diagonales d’un trapèze. 

La distance entre les milieu des diagonales d'un trapèze est égale à la moitié de la différence 
des longueurs des côtés de base; m (a — c)/2. 

Soient \AB\ a et \CD\—c les côtés de base du trapèze et soient M 1 et M 2 les milieux des dia¬ 
gonales AC et BD. Les parallèles menées par ces deux points aux côtés les plus proches de trapèze 
coupent AB en F et G et CD en un seul point E, car \DE\ = c/2 \CE\ (Fig.). Puisque \DE\ — \AF\ — 
=c/2 \CE\ \BG\, on a \FG\=a — c. M X M 2 coupe les côtés du triangle EFG en leurs milieux et 
est donc égal à la moitié de la base, ainsi M x M 2 ^m—(a — c)/2. 

Le théorème sur les droites parallèles implique que les angles intérieurs sur chaque côté du 
trapèze sont supplémentaires. 

La somme des angles intérieurs sur chacun des deux côtés non parallèles d‘un trapèze est 
de 180°. 

Pour construire un trapèze, il suffît d’avoir quatre données indépendantes, pour un trapèze 
isocèle il en suffît de trois. 
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Dans un trapèze isocèle les diagonales ont la même longueur et les angles à la base sont égaux. 

Cerf-volants et deltoïdes 

Un quadrilatère convexe ayant deux couples de côtés adjacents égaux est appelé un cerf-volant. 

Les diagonales d'un cerf-volant sont perpendiculaires l'une 
à l'autre ; l'une d'entre elles est un axe de symétrie et parta¬ 
ge le cerf-volant en deux triangles égaux , l'autre le partage en 
deux triangles isocèles (Fig.). Un cerf-volant dont les quatre 
côtés sont égaux est un losange. 

Un quadrilatère non convexe ayant deux couples de côtés 
adjacents égaux est un deltoïde (Fig.). Comme pour un cerf- 
volant les diagonales sont perpendiculaires l’une à l’autre; l’une 
est un axe de symétrie et partage le deltoïde en deux triangles 75.7 Cerf-volant (à gauche) 

égaux. L’autre diagonale est à l’extérieur du deltoïde et est la base et deltoïde (à droite) 
de deux triangles isocèles dont les autres côtés sont les couples 

de côtés égaux du deltoïde. Le deltoïde peut être utilisé pour construire le milieu d’un segment 
situé à proximité du bord d’une surface limitée dans le plan et ceci sans sortir de cette surface. 
Trois données indépendantes sont nécessaires pour déterminer un cerf-volant ou un deltoïde. 



7.6. Polygones 

Polygones quelconques 

Les figures planes fermées dont les bords sont rctilignés sont appelées des polygones. Ils peuvent 
être classés en fonction du nombre de leurs sommets. Les triangles et les quadrilatères sont des 
cas particuliers de polygones. Si deux côtés non adjacents d’un polygone se coupent, le polygone 
est dit réflexe. Si un segment reliant deux points quelconques intérieurs au polygone est situé lui- 
même à l’intérieur du polygone, ce polygone est dit convexe. Dans ce cas, en chaque sommet 
l’angle intérieur est plus petit que 180°. Autrement, le polygone est dit concave et possède au 
moins un sommet rentrant en lequel l’angle intérieur dépasse 180° (Fig.). 

Les segments reliant deux sommets voisins d’un polygone sont les côtés du polygone; les autres 
segments reliant les sommets entre eux sont les diagonales. Le nombre de côtés est égal au nombre 
de sommets. Dans un polygone de n sommets, 
polygone d’ordre n> chaque sommet est relié à n— 3 
autres sommets par les diagonales, et la diagonale 
reliant le /ctème sommet au wtème est la même que 
celle reliant le m ième au &tème. Par suite, le nombre 
de diagonales d’un polygone d’ordre n est n(n —3)/2. 

Dans le cas où n= 3, la formule indique qu’un tri¬ 
angle ne possède pas de diagonale et dans le cas convexe réflexe concave 

n= 4, qu’un quadrilatère en possède deux. Les diago¬ 
nales issues d’un sommet d’un polygone d’ordre n le 7.6-1 Divers types de polygones 
partagent en n —2 triangles, ainsi la somme des angles 

intérieurs d’un polygone convexe d’ordre n est égale à («—2)- 180°. Cette formule donne 180° 
pour un triangle et 360° pour un quadrilatère. 

Polygones réguliers convexes d’ordre n 

Un polygone régulier convexe d’ordre n possède n côtés égaux et n angles égaux. Un cercle 

peut être inscrit dans ce polygone de telle manière que les côtés du polygone soient tangents à 

ce cercle, et un autre cercle peut être circonscrit autour du polygone de telle manière que les côtés 
du polygone soient des cordes de ce cercle. Comme la somme des angles intérieurs d’un polygone 
est de (n —2)-180° et que les angles intérieurs d’un polygone régulier sont égaux, on a a — 
(n —2) • 180°/«=180°—360 °/n pour chacun des angles intérieurs. Les rayons r reliant le centre 

M du cercle circonscrit aux sommets du polygone régulier le partagent en n triangles isocèles 

égaux. L’angle au sommet de chacun d’eux est de 360 °jn\ ainsi cet angle et r déterminent 
complètement un polygone régulier d’ordre n. 

L’hexagone régulier. Dans ce cas les triangles égaux sont équilatéraux , et tous leurs côtés 
12 Mathématiques 
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ont pour longueur r. Si on relie trois sommets dont deux quelconques ne sont pas consécutifs, 
on obtient un triangle équilatéral de côté r\/3. 

Suites de polygones réguliers d’ordre n. Réciproquement, étant donné un triangle équilatéral 
inscrit dans un cercle de rayon r, il est possible de trouver les sommets d’un hexagone régulier 
inscrit en recherchant l’intersection des médiatrices des côtés du triangle avec le cercle. Cette 
méthode est valable quel que soit le nombre de côtés et il est ainsi possible de construire un 
polygone régulier d’ordre 2 n à partir d’un polygone régulier d’ordre n. Ainsi à partir d’un 
triangle équilatéral on peut construire les polygones réguliers d’ordre 6, 12, 24, ...» 3*2". 

Le tétragone régulier. Le tétragone régulier ou polygone régulier d’ordre 4 est un carré. Ces 
sommets sont situés aux intersections avec un cercle de deux diamètres perpendiculaires (Fig.). 



La méthode consistant à couper en deux les côtés 
conduit aux polygones d’ordre 8, 16, ..., 2". 

Le décagone régulier (ordre 10). Si deux sommets 
voisins P et Q d’un décagone régulier inscrit dans 
un cercle sont reliés au centre alors l’angle au cen- A 
tre est de 36° et les angle à la base des triangles 
isocèles sont égaux à /?=(180°—36°)/2=72° (Fig.). 

La bissectrice QR de l’angle PQM partage le trian¬ 
gle en deux triangles isocèles, PQR et QMR. On 
a alors \PQ\ = \QR\ = \MR\ = s 1Qy le côté du déca¬ 
gone régulier. De plus |=r—5 10 et les triangles 
PQR et QMP ont leurs angles égaux et sont donc 
semblables. Donc, rls 10 =s 10 lr —%. L’équation du 
second degré .v 2 o+r.y 10 =r 2 a pour solution .s 10 = 


7.6-2 a) Hexagone régulier, b) triangle 
équilatéral, c) carré 


D 



=(ry/5— r)/ 2. On dit qu’un point X divise un seg¬ 
ment AB suivant la règle d'or si \AB\/\AX\ — 7.6-3 Décagone régulier 

= \AX\I\XB\. 


Si un décagone régulier est inscrit dans un cercle de rayon /*, et si r est divisé suivant la règle 
d'or , alors le plus grand des deux segments ainsi obtenus est le côté du décagone. 

Un décagone régulier peut être construit par la méthode suivante. On trace un diamètre 
AB du cercle de rayon r et le rayon MD qui lui est perpendiculaire. Soit H le milieu de AM. 
D’après le théorème de Pythagore on a : \HD\ 2 = \DM | 2 -f-|//A/| 2 =(r/2) 2 +r 2 (5/4) r 2 . Donc, 
\HD\ -0\/5)/2. L’arc de rayon HD et de centre H coupe MB en £ et on a \ME\ = \HE \— 
— \HM\={r^5 — r)/2 -s 10 . En considérant un sommet sur deux d’un décagone régulier on obtient 
un pentagone régulier {ordre 5) et par suite, la suite des polygones d’ordre 5, 10, 20, ..., 5 • 2". 

Le polygone régulier d’ordre 17. Les constructions des polygones réguliers qui viennent d’être 
présentées, ainsi que celle du polygone régulier d’ordre 15 (dont l’angle au centre de 24° est 
construit en utilisant l’égalité (60/4)°+(72/8)°= 15°+9°) étaient connues des mathématiciens de 
la Grèce ancienne. Jusqu’en 1796, aucune autre construction ne fut découverte. Cette année-là 
Gauss qui venait d’avoir dix neuf ans démontra qu’il était possible de construire les polygones 
réguliers d’ordre 17 avec la règle et le compas. Il écrit dans l’introduction de sa première pu¬ 
blication scientifique (1er Juin 1796) : 

“Il est bien connu des débutants en géométrie que certains polygone réguliers, plus préci¬ 
sément ceux possédant trois, cinq ou quinze côtés et ceux qui s’en déduisent en doublant le 
nombre de côtés, peuvent être construits par des moyens géométriques. La connaissance, était 
si avancée en géométrie euclidienne, qu’il semble que les hommes ont eu la conviction que le 
domaine de la géométrie élémentaire ne pouvait être étendu; au moins je ne connais aucune 
tentative victorieuse pour en reculer les limites. Le mieux que l’on puisse noter, me semble-t-il, 
est la découverte que beaucoup d’autres polygones réguliers, en particulier celui d’ordre 17, 
peuvent être construits par des moyens géométriques. 
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Cette decouverte est un simple corollaire d’une théorie puissante qui n’est pas encore com¬ 
plète et dont la totalité sera présentée au public. — C. F. Gauss de Brunswick, étudiant en mathé¬ 
matiques à Gottingen.” 

La théorie dont parle Gauss est sa théorie des équations cyclotomiques (du grec: diviser un 
cercle) x n — 1=0 (n est un entier naturel). Les racines H ièmc , racines de cette équation, sont 
situées à intervalles réguliers le long de la circonférence du cercle unité du plan complexe dont 
le centre est l’intersection des axes réels et imaginaires et dont le rayon est 1. Gauss a démon¬ 
tré que ce cercle peut être divisé en n parties égales avec la règle et le compas si n est un 
nombre premier de la forme 

22*+ | (k= 0, 1, 2, 3, ...)• 

Les nombres entiers 3, 5 et 17 sont obtenus pour k— 0, 1 et 2. 

Gauss a donné à son élève Gerling la représentation réelle de cos q> pour ^=(360/17)°, qui 
contient uniquement des nombres rationnels et des racines carrées : 

cos ?>=- 1 /i«+ 1 W 17 -l- 1 /i«l / ( 34 -V'7)+ 1 /8Vll7H 3V'7-/(34-2Vl7)-2l/(34+2Vl7)|. 


Résumé des polygones réguliers convexes (/•= rayon du cercle circonscrit) 


n 

Angle au centre 

C ôté 

Circonférence 

Surface 

3 

120" 

V 3 

2/• • 2,598 076 21 . . . 

\/3~ 1,299 90 ;- 2 

4 

4 

90 

'V 2 

2r • 2,828 427 12. . . 

2r 2 

5 

72" 

■ |/(I0 —2\/5) 

2 r • 2,938 926 26. . . 

5 ' 1/(10 | 2^5)*2,3776/'- 

O 

6 

60 

r 

2 r • 3 

3 '~ v/35j 2,5981 r 2 

8 

45 

r 1/(2—V2) 

2r • 3,061 467 46.. . 

2/ 'V2 * 2,8284 r- 

K) 

36" 

'(v/s-n 

2/■ • 3,090 169 923. . 

5> 4 ~ |/( 10-2^5)« 2,9389 »•* 

12 

30" 

/-1/(2-V3) 

2r • 3,105 828 54. . . 

3/- 

15 

24" 

4V|7-|/5- |/(30-6v/5)| 

2 r • 3,118 675 36. . . 

~~jf~ V|7 | |/5—^(30 i 6y/5)\ 

16 

22" 30' 

r\'\2- |/(2+V2)J 

2r • 3,121 445 15.. . 

Ss 3,0505 r 2 

17 

21" 10' 35 r 7i7" 

s 0,367 499 04 /• 

2 r • 3,123 741 80. . . 

4r- |/(2 —\/2)~3,06l5 r- 




X 3,0706 r 1 

20 

18" 

r|/{2- |/|<5 lV5>/2|) 

2/• • 3,128 689 30. . . 

~ |/(6 — 2y/ 5) X 3,0902 r 1 

24 

15" 

<Vf2- |/((24 V3)l 

2r • 3,132 628 62. . . 

6/* 2 |/(2—y/3) ~ 3,1058 r 2 


en général 

|/| 2r 2 — r\J (4;- 2 — ,v„ 2 ) | 




7.7. Mesure des figures bornées par des lignes droites 


Mesure des surfaces 

L’unité de surface est le mètre 
carré m 2 . Il est défini comme la 
surface d’un carré d’1 mètre de 
côté. Les autres unités dérivées 
du mètre carré sont : 


Dans les pays anglosaxons, l’unité de surface est encore le “yard carré” (ou square yard), 
1 yd 2 ^0,8361 m 2 ou 1 m 2 æl,196 yd 2 . 

1 square mile^2,59 km 2 ou 1 km 2 ^0,3861 sq. miles =0,3861 mi 2 , 

1 square foot~ 929 cm 2 M),0929 m 2 ~l m 2 ~10,76 sq. ft. = 10,76 ft. 2 , 

1 square inch ^6,452 cm 2 ou I cm 2 ^0,155 sq. in.=0,155 in 2 . 

L’unité dérivée la plus commune est l’acre, un acre=4840 sq. yd. ^3377,844 m 2 . 

12 * 


kilomètre carré. 

. 1 km 2 

= 10“ m 2 

hectare. 

. 1 ha 

= 100 a =10 4 m a 

are . 

. la 

= 100 in 2 

décimètre carré . 

. 1 dm 2 

10- 2 m 2 

centimètre carré. 


= 10- 4 m 2 

millimètre carré . 

. 1 mm 2 

= lO-'m 2 
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Mesure des figures simples 

Carrés. Un carré de côté a peut être recouvert complètement par des carrés unités. On 
obtient a bandes, chacune d’elles contenant a carrés unités, on a donc en tout a a=a 2 carrés 
unités (Fig.). 

7.7-1 Aire d’un carré 
















y 

II 

ÿcm 2 















□ 






Aire d’un carré de côté a 


1cm 2 1 


a** 6 cm 


1cm 2 \ 










A=2 

U cm 2 



z 






' 





a=6cm 


7.7-2 Aire d’un rectangle 


Aire d’un rectangle de côté a et b 


A=ab 


Rectangles. Un rectangle de côtés a et b 
peut être recouvert par a bandes contenant 
chacune b carrés unités (Fig.). Donc sa sur¬ 
face est de a • b unités. 

Dans les deux cas on suppose qu’il existe des carrés unités dont les côtés peuvent servir à 
mesurer les côtés du carré ou du rectangle à mesurer. Mais les formules sont aussi valables si 
la longueur des côtés est un nombre réel quelconque, Si a et b sont|des|multiples rationnels 
a=(p 1 /q 1 ) ’ e et b—(p 2 /q 2 )e de l’unité de longueur e, alors la surface peut être recouverte par 
des carrés de côté e ou e=[q ly q 2 ] • e' et [q x , q 2 ] le plus petit multiple commun de q x et q 2 . 

Au Chapitre 3, on a montré que tout nombre réel peut être approché par des nombres ra¬ 
tionnels quelle que soit la précision demandée. Le calcul des surfaces de figures dont les fron¬ 
tières sont décrites par des fonctions continues est possible grâce au calcul intégral. 

Parallélogrammes. Un parallélogramme quelconque peut être transformé én un rectangle de 
même surface en supprimant d’un côté un triangle rectangle et en le replaçant de l’autre côté 
(Fig.). Si la hauteur du parallélogramme est définie comme étant égale à la longueur d’une 
perpendiculaire allant d’un côté au côté opposé, alors la surface est égale au produit de la 
longueur du côté par la hauteur correspondante. 



j Parallélogramme 


A =a • h a =b • h b 


L'aire d'un parallélogramme est égale au produit 
de la longueur d'un côté par la hauteur correspon¬ 
dante. 


7.7-3 Aire d’un parallélogramme 


Triangles. Tout triangle peut être considéré comme une moitié de parallélogramme (Fig.). 
Donc la surface d’un triangle est égale à la moitié du produit de la base par la hauteur : 
A=c- h c /2. Dans un triangle rectangle, si la base est le plus court des côtés de l’angle droit, la 
hauteur est l’autre côté. Ainsi, si a et b sont les deux côtés les plus courts, la surface est a • b/2. 
La hauteur d’un triangle équilatéral de côté a est fl-y/3/2 (corollaire du théorème de Pythagore) : 

/f=«V3/4. 


B 


L'aire d'un . triangle est égale à la 
moitié du produit de la base par la 
hauteur. 


Triangle 


A=a ■ hJ2=b ■ hJ2=c ■ hj2 


7.7-4 Aire d’un triangle 
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La formule de Héron donne l’aire d’un triangle uniquement en fonction de ses côtés : 
A=\/[s(s — a) (s — b) (s —c)] où 2s=a+b+c. 

Cette formule était probablement connue d’ARCHiMEDE. Un triangle de Héron est un triangle 
dont les côtés et la surface sont des nombres rationnels. Par exemple, si 13, /; = 14 et c = 15, 
alors A=y/[ 21 (21—13) (21—14) (21—15)]=V( 21 ’ 8 ' 7 * 6 )=V ( 42 * 32 ' 72 )= 84 unités de surface. 
L’aire d’un triangle dépend aussi de ses angles et des rayons du cercle circonscrit ou du cercle 
inscrit (voir Chapitre 11. Autres théorèmes et applications). 

Trapèzes. Pour trouver l’aire d’un trapèze ABCD , on en considère le symétrique par rap¬ 
port au milieu d’un de ses côtés (non-parallèles) (qui peut être aussi obtenu par rotation de 
180° autout de ce même point) (Fig.). 

Le parallélogramme obtenu AD'A'D a deux fois la surface du trapèze. La longueur d’un côté 
est 0 +c, et la hauteur correspondante h est la hauteur du trapèze. Donc A=([/2) • (a-\-c) h. 

Puisque la ligne médiane du trapèze a pour longueur 
q C c _ a A’ m=(a+c)l 2, on peut aussi écrire A=mh. 


Aire d’un trapèze de ligne médiane m et de 
hauteur h 


A = m- h = (a -\-c) h 12 


L'aire d'un trapèze est égale au produit de la 
demi-sonune des bases par la hauteur . 



Si dans un trapèze on a c’est un parallélogramme et la formule devient A=(a-\-a)hl2— 

—a • h, qui est bien la formule donnant l’aire d’un parallélogramme. Si c=0, le trapèze est 
dégénéré en un triangle et on a A=(a-\~0) h/2=a ■ h/2 qui est bien la surface d’un triangle. 


Cerf-volants. Les cerf-volants sont divisés en quatre triangles rectangles par leurs diagonales 
e et / (Fig.). Par suite, A=e-f/ 2, et seules les diagonales apparaissent dans cette formule. La 
formule est aussi valable pour un losange qui est un cas particulier de cerf-volant et pour un 
un carré de diagonale d elle devient a=d 2 /2 . 



Polygones quelconques. Habituellement il n’existe pas de formules donnant l’aire d’un poly¬ 
gone quelconque sauf dans le cas des polygones réguliers. La surface peut être calculée en sub¬ 
divisant le polygone en triangles ou en trapèzes. Fréquemment, il devient nécessaire de calcu¬ 
ler d’autres données auxiliaires pour avoir les hauteurs et les côtés des triangles. 

Il est préférable de découper le polygone de telle manière que les formules précédentes puis¬ 
sent être appliquées. Dans la pratique ce qui est prépondérant n’est pas tant la facilité des cal¬ 
culs que la précision avec laquelle on pourra obtenir les données qui devront être mesurées. 

La figure montre un polygone irrégulier subdivisé en triangles et en trapèzes. 
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Théorèmes sur la surface d’un triangle rectangle 

Le théorème de Pythagore. Compte tenu de son importance à la fois dans les calculs et dans 
les démonstrations en géométrie plane, ce théorème est à juste titre considéré comme un des plus 
célèbres sur le sujet. Sa découverte est généralement attribué à Pythagore de Samos (environ 
580-496 av. J. C.), mais ceci n’est certainement pas exact. Très rares sont les détails vérifiables 

historiquement de la vie de Pythagore. Il existe 
beaucoup de mythes et de légendes sur lui même 
et sur sa vie, et son théorème a toujours inspiré les 
poètes. 

Théorème de Pythagore. Dans un triangle rectangle, 
le carré de l’hypothénusc est égal à la somme des 
carrés des côtés de l’angle droit (Fig.). 



Théorème de Pythagore 


a 2 -f b 2 = c 2 , 
côtés 


c hypothénuse, a y b les deux autres 


+ ■6-* = c 


7.7-8 Le théorème de Pythagore 



Plus de 100 démonstra¬ 
tions différentes de ce théo¬ 
rème sont connues, la plus 
courte étant probablement 
la suivante. Sur la figure il 
est évident que la surface 
du grand carré ( a-\-b) 2 est 
égale à la surface du carré 
jaune c 2 plus la surface des 

7.7-9 Une démonstration 


quatre triangles rouges 4ab/2=2ab. Donc, 

(a-\-b) 2 =c 2 -\-2ab ou a 2 +2ab~hb 2 =c 2 +2ab et par suite a 2 -j-b 2 =c 2 . 

Théorème d’Fuclidc. La démonstration classique du théorème de Pythagore repose sur le 
théorème cVEuclide. 


Dans un triangle rectangle le carré sur l’un des côtés de l’angle droit a la même surface que 
le rectangle dont les côtés sont la projection de ce côté sur l’hypothénuse et l’hypothénuse elle- 
même (Fig.). 


M 



7.7-10 Surfaces égales par le théorème d’Euclidc 


7.7-11 Démonstration des 
théorèmes d’Euclide et de 
Pythagore 


Le triangle A BD a la même base et la même hauteur \AC\ que le carré ACED , de telle 
sorte que il a pour surface la moitié de celle du carré (Fig.). Si on effectue une rotation de 
90° autour de A, D vient en C et B vient en F. Le triangle AFC est égal au triangle ABD. 
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Il a la même base \AF\ et la même hauteur \AH\ que le rectangle AFGH. Donc il a pour sur¬ 
face la moitié de la surface du rectangle et les surfaces du rectangle et du carré sont alors 
égales, ainsi b 2 =q c et a 2 =p - c pour les mêmes raisons. Si on additionne ces deux expressions 

on obtient le théorème de Pythagore 


a 2 -\-b 2 — c • pA-c • q=c(p-\-q) — c • c = c 2 . 

La plupart des applications du théorème de Pythagore sont 
le calcul des surfaces des polygones réguliers, des distances 
entre deux points en géométrie analytique, de la hauteur 
d’un triangle équilatéral ou de la hauteur d’un tétraèdre. 

Théorème sur la hauteur. Un autre théorème intéressant 
dans un trianglç rectangle est le théorème sur la hauteur: 


Dans un triangle rectangle, le carré de la hauteur est égal 
à la surface d’un rectangle ayant pour côtés les deux segments 
qu’elle détermine sur l’hypothénuse. 


Théorème de la hauteur 


h 2 —p • q 


La démonstration utilise les théorèmes de similitude. Puisque 
la hauteur |CD| divise ABC en deux triangles dont les angles 
sont égaux, donc semblables, ADC et CD B, on a : 



q\h=h\p ou h 2 —p • q. 


7.7-12 Théorème de la hauteur 


Transformation des surfaces 


Tout polygone convexe peut être transformé en un carré de même surface. Puisque des trian¬ 
gles ayant même base et même hauteur ont même surface, le sommet S 1 du polygone peut être 
déplacé parallèlement à la diagonale </„ = l<S' n »S 2 | en un point de la droite S' n _ 1 S', I . La sur¬ 
face du triangle A S n S x S 2 est égale à celle du triangle A S n S 1 'S 2t et le polygone a ainsi été trans¬ 
formé en un polygone de n —1 côtés ayant même surface (Fig.). Ce procédé peut être pour¬ 
suivi jusqu’à obtenir un triangle ABC (Fig.) de même surface que le polygone initial. Sa hau¬ 
teur est h D =\B'C |. Le rectangle CDEF dont les côtés sont \FC\-hJ2 et \CD\ = \AB\ a la même 
surface que le triangle. Si on prend \FC\—p et \EF\—q les segments déterminés sur l’hypothé¬ 
nuse par la hauteur du triangle rectangle FGK , alors le carré CIHK a pour surface h 2 =pq 
qui est la surface du polygone initial. Pour avoir le triangle FGH il faut construire |CG| |CD| 
sur la droite passant par F et C et tracer le cercle de Thalès de diamètre \FG\. 

Les transformations d’autres figures peuvent être obtenues en utilisant le théorème suivant 



7.7-14 Théorème sur les parai- 7.7-13 b) Transformation d’un pentagone’en un carré de même 

lélogrammes supplémentaires surface 
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sur les parallélogrammes supplémentaires. Comme les théorèmes précédents, il figure aussi dans 
le premier livre d’EucuoE; il affirme que: 

Si par un point quelconque d'une diagonale d'un paralléloqramme , on mène les parallèles aux 
cotés du parallélogramme , des quatre parallélogrammes ainsi déterminés , les deux qui ne sont 
pas traversés par la diagonale ont même surface (ils sont dits supplémentaires). 

La démonstration est la suivante (Fig.). La diagonale AC partage le parallélogramme en deux 
triangles égaux ABC et ACD. Puisque JG HAD, et AB!/EH , il est clair que \AJ\ = \EF\ et 
\JF\ -\AE\. Donc les triangles AJF et A EF sont ‘égaux. De la même manière FCG et FHC 
sont égaux. Si ces triangles égaux sont enlevés des triangles ABC et ACD , ils restent les deux 
parallélogrammes considérés qui ont donc la même surface. 


7.8. Similitude 

Le concept de similitude 

Le rapport de similitude. La similitude est la propriété géométrique existant entre deux figu¬ 
res ayant la même forme mais non nécessairement les mêmes dimensions (Fig.). Des figures 
semblables peuvent être transformées Tune en l’autre par une application biunivoquc qui con¬ 
serve les angles des figures. Une définition équivalente est la suivante: 

Dans deux figures semblables , les segments de l'une sont dans un rapport fixé avec les segments 
correspondants de l'autre. 

Par exemple, si un triangle ABC est transformé en un triangle A B C' de telle sorte que 
a=a\ /?=/?', et y = y' alors ces triangles sont semblables (notation AABC~ AA'B'C') (Fig.). L’éga¬ 
lité des angles implique aussi que: a/a—b'lb cfc k. Le rapport constant k entre les segments 
correspondants de deux figures semblables est appelé le rapport de similitude. Si A: > 1, l’image 
est plus grande que l’original et la transformation est appelée une amplification. Si k = 1, l’i¬ 
mage est égale à l’original et la transformation est une identité. Pour 0<A<1, l’image est 
plus petite que l’original et la transformation est une contraction. 



7.8-2 Figures en perspective 

Homothétic. Deux figures semblables peuvent être déplacées, sans déformation, dans des posi¬ 
tions où leurs segments correspondants sont parallèles. Dans cette position, elles sont dites 
homothétiques. Si deux figures sont homothétiques, l’application de l une sur l’autre peut être 
obtenue par un faisceau de droites (éventuellement parallèles). Le sommet du faisceau est appelé 
le centre d'homothétie 

A partir des rapports donnés précédemment pour des triangles semblables il est facile de 
déduire que: alb=alb e ; a/c^afc; bjc b'je'. 


Le théorème de Thaïes 


Le théorème suivant est une conséquence immédiate de la définition de la similitude. 
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Si les droites d’un faisceau sont coupées par deux droites parallèles alors : 

a) le rapport de deux segments sur une droite du faisceau est le même que le rapport des deux 
segments correspondants sur une autre droite du faisceau; 

b) les segments sur les droites parallèles entre deux droites quelconques du faisceau sont dans 
le même rapport que les segments entre le sommet du faisceau et chacune des droites parallèles 
sur les droites du faisceau; et 

c) les segments sur les droites parallèles entre deux droites du faisceau sont dans le même 
rapport que les segments entre deux autres droites quelconques du faisceau. 

Ainsi, sur la figure on a les rapports suivants : 

a) \SA\I\AB\ = \SC\I\CD\> \SA\/\SB\ = \SC\I\SD \, |^'|/|5^| = |5C|/|SD'|, 

\SA'\I\A'B'\ = \SC'\I\C'D'\; 

b) \AC\I\BD\ = \SA\I\SBU \A'C\I\B'D’\ = \SA'\I\SB'\\ 

c) \A l A 2 \l\B 1 B 2 \ = \A 2 A 3 \I\B 2 B 3 \ = \A^\!\B z B a \. 




7.8-3 Le théorème 
de Thaïes 


Ce théorème est lié à la possibilité de comparer les longueurs de deux segments et est proche 
du problème classique de la commensuration. Deux segments sont commcnsurables si en choi¬ 
sissant une imité convenable de longueur ils peuvent tous deux avoir des longueurs rationnelles. 
Ce concept a une importance 
historique car, en mathématiques 
classiques seuls les nombres ra¬ 
tionnels et non les nombres réels 
quelconques étaient admis dans 
les calculs. Le théorème précé¬ 
dent est très utilisé dans beau¬ 
coup de démonstrations, de con¬ 
structions et de procédés de mesure. 

Un exemple est donné par la jauge 
d’un triangle. Dans l’exemple de 
la figure, d’après le théorème de 
Thalès, on a les rapports suivants: 


Cas 1 : x/\ = 5,2/10 
soit x = 0,52 cm 
Cas 2 : at/1 = 6,3/10 



soit x = 0,63 cm 


Le théorème sert aussi pour 
mesurer les hauteurs (par exemple 
d’un arbre) ou les distances (la 
largeur d’une rivière) (Fig.). 


7.8-5 Mesure de la largeur ef de la 
hauteur par le théorème de Thalès: 
\FA\ I \BE\ = \AB\ I \ED\ ou 
\AB\ I \AD\ = \BC\ I \DE\ 
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Théorèmes sur la similitude 

Dans la définition de la similitude, on demande que, soit tous les angles soient égaux, soit 
les rapports entre les segments correspondants soient égaux. Les théorèmes suivants affirment 
que si certains angles et si certains rapports sont égaux, alors les autres sont égaux. Il y a 
quatre théorèmes principaux. 

Deux triangles sont semblables si 

1. deux angles de l’un sont égaux à deux angles correspondants de l’autre, 

2. le rapport entre deux côtés de l’un est égal au rapport entre les deux côtés correspondants 

de l’autre et les angles compris entre ces côtés sont égaux, 

3. le rapport entre deux côtés de l’un est égal au rapport entre les deux côtés correspondants 

de l’autre et les angles opposés aux plus grands de ces deux côtés sont égaux, 

4. les rapports entre tout couple de côtés de l’un sont égaux aux rapports entre les couples 
correspondants de l’autre. 

Comme les longueurs n’ont pas d’importance pour la similitude, mais seulement les rapports 
entre elles, les hypothèses des théorèmes demandent une donnée de moins que pour les cas d’éga¬ 
lités des triangles. 

Les théorèmes de similitude sont d’une grande importance dans la démonstration d’autres 
théorèmes de la géométrie plane, par exemple pour démontrer que les médianes d’un triangle 
se coupent en un point qui les divisent dans le rapport 2/L 

La hauteur correspondant à Vhypothènuse divise un triangle rectangle en deux triangles sem¬ 
blables entre eux et semblables au triangle initial. 

Dans la figure, la hauteur CH divise le triangle ABC en deux triangles plus petits AHC et 

BHC. Le triangle AHC ci le triangle ABC ont l’angle CA H commun et 
ils ont tous deux un angle droit, ils sont donc semblables, d’après le premier 
théorème de similitude. De même, le triangle BCH est semblable à ABC. 
En conséquence, les triangles AHC et BHC sont semblables. 

Dans un triangle rectangle, un côté de Vangle droit est la moyenne 
géométrique entre Vhypothènuse et sa projection sur Vhypothènuse. 


AHC et ABC étant semblable, on a \AH\j\AC\-- \AC\I\AB\ et BHC et ABC étant semblables, 
on a \BH\j\BC\ = \BC\!AB. 

On peut reécrire ceci en <y/ô=ô/c et pja—a\c et alors b 2 —qc et a 2 =pc , il devient alors évi¬ 
dent que ce théorème est équivalent au théorème d’Euclide. De la même manière, on a \AH\j 
\CH\ = \CH\/\HB\ ou qlh=hlq. L’analogue du théorème sur la hauteur est : 

Dans un triangle rectangle, la hauteur relative à Vhypothènuse est la moyenne géométrique des 
segments qu'elle détermine sur Vhypothènuse. 


C 



7.8-6 Théorèmes 
sur les triangles 


Division d’un segment 

Division interne et externe. Le théorème de similitude peut servir pour partager un segment 
dans un rapport rationnel donné A —mjn. Par convention si X est positif, le point partageant le 
segment est entre les extrémités; ceci est appelé une division interne. On parle de division externe, 
si le point est à l’extérieur du segment et dans ce cas X est négatif. Donc |A| est toujours égal 
au rapport \AT\/\TB\=m/n où A et B sont les extrémités du segment et T le point partageant 
le segment. 

Pour construire T, on trace une droite passant par A et ne contenant pas le segment; sur 
elle on porte un segment \AC\—mu où u est une unité de longueur. Sur la parallèle à AC 
passant par B, on porte les deux segments \BD\=nu et \BE\=nu de chaque côté de B en utili¬ 
sant la même unité de longueur u (Fig.). Les intersections T t et T e des droites CD et CE avec 
AB, partagent le segment intérieurement et extérieurement dans le rapport mjn. On dit que 
T, et T e partagent le segment harmoniquement, car les rapports des segments partiels sont 
égaux et, sur une droite orientée, ont des signes opposés. 
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Le rapport X peut aussi être n’importe quel nombre réel si l’on admet que des segments \AC\ 
et \BD\ —\BE\ incommensurables sont possibles. Si m et n sont entiers, la construction permet 
de diviser AB en m-\-n intervalles égaux. 



La règle d’or. Tl est également possible de diviser un segment de telle manière que le rap¬ 
port du segment entier à la plus grande partie soit égal au rapport de la plus grande partie 
à la plus petite partie: \AB\j\AT\ = \AT\/\TB\. La figure montre la construction. Le théorème des 
sécantes à un cercle implique \AB\ 2 =^\AS\ • \AQ\ soit \AB\j\AQ\ — \AS\j\AB\. Comme \AS\ — \AT\ 
et \AB\ = \SQ\, par soustraction on obtient \AB\H\AQ\— |SGIH \AS\/(\AB\—\AT\) soit \AB\!\AT\ = 
\AT\I\TB\ . On dit que cette division est faite suivant la règle d'or. Cette règle est d’une impor¬ 
tance historique en esthétique, car il a été fréquemment affirmé qu’une condition pour la beauté 
idéale des figures (y compris pour le corps humain) est que les différentes parties aient des propor¬ 
tions respectant la règle d’or. 


7.9. Cercles 


Définitions 

Un cercle est l’ensemble de tous les points du plan qui sont à une distance constante d’un 
point donné. Pour distinguer entre le disque borné par le cercle et le cercle lui-même, la fron¬ 
tière est appelée la circonférence du 
cercle. Le point équidistant de tous les 
points du cercle est appelé le centre. Un 
segment (ou intervalle) reliant le centre 
à un point quelconque de la circonfé¬ 
rence est appelé un rayon. Tout segment 
reliant deux points de la circonférence 
est entièrement situé dans le cercle, le 
cercle est donc une figure convexe. Une 
droite passant par deux points de la 
circonférence est une sécante et le segment 
reliant les deux points une corde. Les 
cordes passant par le centre du cercle 
sont les diamètres ; ce sont les cordes les 
plus longues. Les droites ayant un seul 
point commun avec le cercle sont les 
tangentes. La partie de la circonférence 
comprise entre deux points est un arc. 

Les angles dont les côtés sont des sé¬ 
cantes au cercle et dont le sommet est 
sur la circonférence sont dits sous-tendus 
à l’arc (ou à la corde) entre leurs côtés. 

Les angles dont le sommet est le centre 
du cercle et dont les côtés sont des 
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rayons sont dits sous-tendus au centre. La portion du disque entre deux rayons est un 
secteur et la portion d’un secteur compris entre la corde reliant les deux extrémités des rayons 
et la circonférence est un segment de cercle. (Pour éviter toute confusion les segments de droite 
seront dans cette section appelés des intervalles.) (Fig.). 

Théorèmes sur les angles dans un cercle 

Tout angle inscrit dans un cercle est égal à la moitié de T angle au centre sous-tendant le même arc. 

La démonstration dépend de trois cas de figures (Fig.) suivant que le centre M du cercle 
est situé sur l’un des côtés de l’angle (à gauche), entre les côtés (au-centre) ou à Vextérieur 
(à droite). Dans le premier cas, le triangle AMS 1 est isocèle puisque \AM\ = \MS 1 \=r. Donc 

/N /s 

AS l M=MAS 1 =p. Comme l’angle au centre a est un angle externe du triangle AMS lt on a 
a=2/5. Dans les deux autres cas, on se ramène au cas précédent en traçant les diamètres S 2 D 
et S 3 E. 





7.9-2 Angles inscrits et angles au centre 


Tout angle au centre détermine un arc unique et récipro¬ 
quement. Tout angle inscrit détermine aussi un seul arc, 
mais un arc sous-tend une infinité d’angles inscrits. 

Des angles inscrits sous-tendus par un même arc sont 
égaux. Les angles inscrits sous-tendus par un demi-cercle 
(ou par un diamètre) sont des angles droits. 

Si le sommet d’un angle inscrit est déplacé de A h B, 
alors lorsqu’il approche de B l’un de ses côtés se rapproche 
de la tangente en B et l’autre de la sécante passant par A 
et B (Fig.). 

L'angle entre une corde et la tangente à une des extrémités 
de cette corde est égal à l'angle inscrit que la corde sous-tend. 



Si on trace la perpendiculaire ML à la corde AB , alors 
A BT = 90°—[90°—a/2]=a/2 =(}. 


7.9-3 Angles inscrits et angles 
entre une corde et une tangente 


Théorèmes sur les tangentes à un cercle 

Un rayon et la tangente au cercle passant par son extrémité sont perpendiculaires. Réciproque- 
ment, la perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon est tangente au cercle. 

La figure constituée par un cercle et une de ses tangentes est symétrique par rapport à un 
axe. L’axe de symétrie est la droite passant par le centre du cercle et le point où la tangente touche 
le cercle. La figure constituée par un cercle, un point P hors du cercle et les tangentes au cercle 
menées par P est symétrique par rapport à la droite reliant P au centre du cercle. Cette droite 
est appelée la droite centrale de la figure (Fig.). Les affirmations suivantes découlent de la symétrie. 
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1. La droite centrale est la bissectrice de l'angle formée par les deux tangentes. 

2. Les segments situés sur les deux tangentes entre P et leurs points de contact avec le cercle 
sont égaux. 

3. La droite centrale est la médiatrice de la corde reliant les deux points de contact des tangentes 
avec le cercle. 




7.9-5 Les tangentes menées par 
P à un cercle de centre Af 


Constructions. Les théorèmes précédents sont à la base des constructions dans lesquelles inter¬ 
viennent des tangentes. 

Pour construire une tangente à un cercle passant par un point hors du cercle , on trace un autre 
cercle de rayon \HP\ dont le centre est le milieu H de la droite centrale \MP\. Il coupe le cercle 
en B x et B 2 et PB 1 et PB 2 sont les tangentes cherchées (Fig.). 

Pour construire la tangente en un point B du cercle , on prolonge le rayon passant par B d’une 
longueur \BC\ = \BM\. On trace deux arcs de cercle de centre C et M et de rayon plus grand 
que \MB\. La droite reliant leurs intersections D t et D 2 est la tangente cherchée (Fig.). 



Pour construire les tangentes communes extérieurement à deux cercles de centre M l et Àf 2 et de 
rayon r x et r 2 (r 1 <r 2 ), on trace le cercle de centre M 2 et de rayon r 2 — r x puis les tangentes passant 
par M x à ce cercle. Les parallèles B t B 2 et B\B 2 à une distance r x de ces tangentes sont les tan¬ 
gentes cherchées (Fig.). 

Ces tangentes ont la forme d’une courroie passée autour de deux roues de rayon r 1 et r 2 res¬ 
pectivement. 

Pour construire les tangentes communes intérieurement à deux cercles on trace un cercle de 


7.9-8 Tangentes communes intérieurement 
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rayon r x -\-r 2 et de centre M 2 ainsi que les tangentes menées par M x à ce cercle. Les parallèles 
B X B & et â à une distance r 1 de ces tangentes sont les tangentes cherchées (Fig.). 

Dans ce cas la forme est celle d’une courroie croisée. 

Mesure des éléments d’un cercle 

La circonférence. Tl est possible de borner la circonférence d’un cercle de diamètre d par des 
polygones inscrits et circonscrits (Fig.); par exemple le périmètre c t = 3d d’un hexagone régulier 
inscrit est une borne inférieure de la circonférence c du cercle et le périmètre c e =(2-\/3)d<3,41d 
de l’hexagone circonscrit est une borne supérieure, ainsi: 3d<c<3,41d. 

Le facteur par lequel d doit être multiplié ppur 
obtenir c est noté par la lettre grecque n: c—n-d. 


Circonférence du cercle 


c — nd—2nr 


Ce nombre est une des plus importantes et intéressantes constantes mathématiques. On peut 
trouver des approximations, avec une précision arbitraire, de n en augmentant le nombre de 
côtés du polygone utilisé. Archimede utilisa un polygone de 96 côtés et trouva des bornes qui sont 
encore utilisées actuellement. Ces valeurs sont 3 + 1 °/ 7l < n< 3 -F 10 / 70 ou 3, 14084507 <tt< 3,14285714 
Les quarante premières décimales de n sont les suivantes: 


ot = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 ... 


Ji =3,n... 


7.9-10 Le nombre n à 2 décimales 

Le calcul approximatif suivant montre ce que signifie un résultat à “seulement” 30 décimales. 
La lumière émise par un système d’étoiles il y a environ 2000 millions d’années peut être captée 
sur des plaques photographiques, après de longues heures d’exposition, en utilisant des télescopes 
extrêmement puissants. La vitesse de la lumière étant d’environ 9,5* 10 12 km par an, ces étoiles sont 
environ à 2* 10°-9,5- 10 12 km = 1,9- 10 22 km de la terre. La circonférence d’un cercle ayant cette énorme 
distance pour rayon est c 2nr 3,8 • n ■ 10 22 km. Si on utilise, pour calculer cette circonférence, 
seulement les 30 premières décimales de n, l’erreur porte sur la huitième décimale après la virgule 
et est de l’ordre dç 2 unités. C’est à dire que l’erreur causée Torsqu’ on néglige les décimales 
suivantes de n est d’environ 0,02 mm. Il est évident que cette - précision n’est jamais demandée 
dans la pratique. Les approximations usuelles de n avec deux chiffres après la virgule sont tt^3,14 

ou n *^3+ -y, et de 71^3,1416 pour quatre décimales (Fig.). 

Puisque n est un nombre transcendant, on ne peut construire avec la règle et le compas aucun 
carré dont la surface est égale à celle d’un cercle donné (problème de la quadrature du cercle). 

Surface. La surface d’un cercle peut aussi être approchée par les surfaces de polygones inscrits 
et circonscrits, n intervenant dans la formule. La surface d’un cercle A=7ir 2 = 7td 2 l4 est propor¬ 
tionnelle au carré du rayon (Fig.). 



Surface d’un cercle 


A = nr 2 = nd 2 l4 


Surface d’un anneau. C’est la différence 
des surfaces de deux cercles concentriques 
de diamètre d x et d 2 >d x (Fig.): 

A = nd\J4 — ra/ 2 /4 
=(nl4) (<4+<*i)(<Wi). 


7.9-12 Anneau 


Surface d’un anneau 


A = (n/4) (d .j -(-dj (d 2 - r/ A ) 


Surface d’un secteur de cercle. La surface d’un secteur de cercle dépend 
de l’angle au centre (Fig.) et comme dans le cas d’un cercle complet 
a=360°, on a les rapports suivants: 

Alnr 2 =al360 —> A ~(al360)jzr 2 . 

La longueur de l’arc de cercle correspondant est donnée par bla° = 
— 2nrl360 °; b peut être introduit dans la formule de la surface. 



7.9-13 

Secteur de cercle 


Longueur d’un arc pour un angle au centre a 

6—(a°/360°) ■ 2nr=anrim 

Surface d’un secteur 

A =(a°/360 t, )jH' 2 =é/-/2 
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Surface d’un segment de cercle. La surface d’un segment est égale à la différence des surfaces 
d’un secteur et du triangle AMB (Fig. 7.9-14). 

A=brl2—s(r—h)l2, où s est la longueur de la corde et h la hauteur du segment. 

Surface d’un tricercle de Mohr. De nombreuse figures sont limitées par des arcs de cercle. Les 
propriétés de deux d’entre elles sont présentées ici, le tricercle de Mohr et le salinon qui furent 
étudiés par Archimede. Le 

B 


tricercle est constitué de 
deux petits demi-cercles à 
l’intérieur d’un plus grand; 
ces demi-cercles sont tels 
que la somme du diamètre 
des petits demi-cercles est 
égale au diamètre du plus 
grand (Fig.). Si on trace 
la tangente commune DC 
aux deux petits demi-cercles, 
le cercle K admettant pour 



7.9-14 Segment de cercle 
C 



7.9-15 Le tricercle de Mohr 


diamètre \DC\=h, a la même surface que le tricercle. Ce diamètre \DC\ peut être considéré 
comme la hauteur d’un triangle rectangle ABC admettant \AB\ =d comme hypothénuse. D’après 
le théorème sur les hauteurs, h 2 =q(d—q). Aussi, si A h est la surface de diamètre /?, on a: A„ = 
= rc// 2 /4 Ttq(d—q)l\. La surface du tricercle est 

A=( 1/2) (A AB -A AD -A DB )==(nl^(d 2 -q 2 -[d-q] 2 )^nq(d-q)l4. 


Surface d’un salinon. Un salinon est la figure formée par deux petits demi-cercles de même 
diamètre e à l’intérieur d’un grand demi-cercle de diamètre d et d’un autre demi-cercle de dia¬ 
mètre d— 2e entre les petits demi-cercles mais de l’autre côté de d (Fig.). La surface du salinon 
est égale à la surface d’un cercle de diamètre d—e , qui est la somme des rayons du grand demi- 
cercle et du demi-cercle construit de l’autre côté du diamètre. La figure montre que les surfaces 
du cercle K et du salinon S sont données par 



Les lunules d’Hippocrate. Il existe aussi beaucoup de figures connues utilisant des sortes de 
croissants de lune. Les plus connues sont les croissants (ou lunules) d'Hippocrate. Le triangle ABC , 
sur la figure de gauche, est un triangle rectangle puisqu’il est inscrit dans un demi-cercle (Fig); 
donc c 2 =a 2 -\-b 2 . Le demi-cercle de diamètre AB=c a pour surface A AB = nc 2 l8 ; la somme des 
surfaces des demi-cercles de diamètre \AC\ et \BC\ est égale à A ac -\-A bc n{b 2 |-« 2 )/8 et est donc 
égale à A ab . On peut donc en conclure que: 

La somme des surface de deux croissants est égale à la surface du triangle. 

De même, la somme des surfaces des croissants de la figure de droite est égale à la surface 
du carré. Trompés par le fait remarquable que n n’intervient pas dans ces formules, de nombreux 
mathématiciens de l’ancien temps (dont Hippocrate lui-même) poursuivirent des recherches 
désespérées sur la quadrature du cercle. 

Théorèmes sur les cordes, sécantes et tangentes 

Lorsqu’on effectue une rotation d’un cercle autour de son centre, on voit immédiatement que: 

Des cordes de même longueur sont à la même distance du centre et que réciproquement 
des cordes équidistantes du centre ont même longueur. 
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Si une corde c x est plus longue qu’une corde c 2 , elle est plus près du centre que c 2 , et l es diamè¬ 
tres sont donc les cordes les plus longues. 

Si un cercle est coupé par les droites d’un faisceau, le produit des deux segments compris entre 
le sommet du faisceau et les intersections sur le cercle est constant sur chaque droite. Ceci est 
un résumé et une généralisation des assertions des trois théorèmes suivants. 

Théorème sur les cordes: Si deux cordes d'un cercle se coupent, alors le produit des segments 
déterminés sur l'une d'elle est égal au produit des segments déterminés sur l'autre. 


La démonstration est la suivante (Fig.): les angles B X A X B 2 et B 2 A 2 B 1 sont égaux puisqu’ils sous- 

XV XV 

tendent le même arc, de même A l B 2 A 2 et A 2 B X A V Les deux triangles A X SB et A«SB X sont alors sem¬ 
blables et \SA l \l\SB 2 \ = \SA 2 \l\SB l \ soit encore IS^I • \SB x \^\SAJi ■ |SÆ 2 |. 

d 

7.9-18 Le théorème sur les cordes 

S, 




7.9-19 Le théorème sur les sécantes 


Théorème sur les sécantes: Si deux sécantes se coupent 
hors du cercle, alors le produit des segments compris entre 
le point d'intersection des deux sécantes et les intersections de 
chacune des sécantes avec le cercle est le même pour chaque 
sécante (Fig.). 


La démonstration de la formule |S/I 1 | • |.S , Æ 1 | — |*SV1 2 | • |57? 2 | est identique à celle du théorème 
précédent. 


Théorème sur les tangentes et sécantes: Si une sé¬ 
cante au cercle coupe une tangente, alors ta longueur 
du segment sur la tangente compris entre le point d' 
intersection des deux droites et le point de contact de 
la tangente avec le cercle est la moyenne géométrique 
des longueurs des segments sur la sécante compris entre 
le point d'intersection et la circonférence du cercle. 

La démonstration consiste à considérer ce cas comme 
le cas limite du théorème sur les sécantes. Si une sécante 
tend vers une tangente, les longueurs des deux segments 
tendent ù devenir égales et le théorème se réduit à 
|5/11 2 \SA X \ • |5/i,l ou t 2 a h (Fig.). Le produit cons¬ 
tant est appelé puissance du sommet du faisceau par 
rapport au cercle. 





7.9-20 Le théorème sur les tangentes 
et sécantes 


Quadrilatères de cordes et de tangentes 


Quadrilatères de cordes. Si tous 
les côtés d’un quadrilatère sont des 
cordes d’un cercle, il est appelé 
quadrilatère de cordes. Les théorè¬ 
mes sur les angles au centre sous- 
tendus par un arc conduisent au 
résultat suivant: 

Dans un quadrilatère de cordes, 
la somme de deux angles intérieurs 
opposés est égale à 180° (Fig.). 

Réciproquement, si la somme 
des angles opposés intérieurs est de 
180°, c’est un quadrilatère de cordes. 
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Quadrilatère de tangentes. Si les côtés d’un quadrilatère sont tangents à un cercle, alors (Fig.) 
\AE\ = \AH\, \BE\ = \BF\ y \CG\ = \CF\ et |D<7| = |£>//|, car les tangentes passant par un même point 
sont égales. Il vient alors que \AE\ + \EB\ + \CG\ + \GD\ = \BF\-\-\FC\ + \DH\ + \FfA\, soit 
\AB\-\-\CD\ = \BC\-\-\DA\ ou a+c=b+d. 

Dans un quadrilatère de tangentes les sommes des longueurs des côtés opposés sont égales. 

On peut sur la figure constater la validité de la réciproque. 

Ces théorèmes ont de nombreux corollaires; par exemple un carré possède un cercle inscrit 
et un cercle circonscrit, tandis qu’un rectangle a un cercle cirsconscrit mais pas de cercle inscrit 
et qu’un losange a un cercle inscrit et pas de cercle circonscrit, un parallélogramme quelconque 
n’ayant ni l’un ni l’autre. 


7.10. Lieux géométriques 

Un lieu géométrique est un ensemble de points défini par une règle qui permet de décider si un 
point quelconque appartient ou non à l’ensemble. Le lieu contient uniquement les points de 
l’ensemble et pas d’autres. Ainsi le lieu des points de l’espace à une distance donnée /* d’un point 
donné M est la sphère de centre Af et de rayon r. De même, le lieu des points de l’espace à une 
distance constante d’une droite est la surface d’un cylindre admettant cette droite pour axe. 

Dans le plan, les lieux peuvent être des courbes, telles que des cercles, des paraboles ou des 
lignes droites. Fréquemment, un point peut être déterminé comme intersection de deux lieux. Par 
exemple, la position du point C à une distance b et a des extrémités A et B d’un segment est 
déterminée, à une symétrie près, par la condition que ce point doit appartenir au lieu des points 
situés à une distance a de B et aussi au lieu des points situés à une distance b de A (Fig.). 


7.10-2 Lieu géométrique: médiatrice 



Quelques lieux géométriques élémentaires. 


Pi 


m 


a a 


o a 


Pi 


a 


a 


7.10-3 Lieu géométrique: couple de 
parallèles et la parallèle médiane 


1. Le lieu des points équidistants de deux points donnés est la médiatrice du segment déterminé 
par ces deux points (Fig.). 

2. Le lieu des points à une distance donnée d'une droite donnée est l'ensemble des deux droites 
parallèles à cette droite et à cette distance (Fig.). 

3. Le lieu des points équidistants de deux droites parallèles est la droite qui leur est parallèle 
à une distance égale de chacune d'elles (Fig.). 

4. Le lieu des points équidistants de deux droites sécantes est l'ensemble des bissectrices in¬ 
térieures et extérieures des angles qu'elles déterminent (Fig.). 

5. Le lieu des points à une distance donnée d'un point donné est le cercle de centre ce point et 
de rayon la distance donnée. 

6. Le lieu des points qui sont des sommets d'un angle de valeur donnée sous-tendant un segment 
donné est un arc de cercle admettant ce segment pour corde (Fig. 7.10-6). 



















194 7. Géométrie plane 


Si \AB\=s et a est l’angle donné, alors le centre du cercle est le sommet M d’un triangle iso¬ 
cèle ABM dont la base est AB et dont l’angle au sommet vaut 2a. 

Ces six lieux géométriques élémentaires sont utilisés pour résoudre beaucoup d’autres problèmes 
de géométrie plane utilisant des lieux. 

Applications. Des constructions peuvent souvent se ramener aux lieux géométriques précédents 
mais après plusieurs étapes. Par exemple, l’ensemble des centres des cercles admettant deux droites 
4 et / 8 comme tangentes est la parallèle située à une distance égale de chacune d’elles si elles sont 
parallèles ou les bissectrices w l et w 2 si elles se coupent (voir Fig. 7.10-4 et 7.10-7). 

Si de nouvelles conditions sont ajoutées, on obtient de nouveaux lieux géométriques; ainsi, le lieu 
des centres de tous les cercles de rayon r qui admettent pour tangente une droite donnée / en 




7.10-6 Lieu géométrique: arc de cercle relatif à une corde 7.10-7 Lieu géométrique: bissectrices 





7.10-8 Lieu géométrique: perpendiculaire 7.10-9 Lieu géométrique: cercles concentriques 


un point donné P est la perpendiculaire 
en P à / (Fig.) et le lieu des centres des 
cercles qui sont tangents à un cercle don¬ 
né de rayon q est le cercle de rayon 
M-0 concentrique au cercle donné si les 
cercles sont tangents extérieurement et le 
cercle concentrique de rayon q— r si les 
cercles sont tangents intérieurement et si 
r<Q (Fig.). 

Des points sont souvent construits com¬ 
me intersection de deux lieux. Par exem¬ 
ple, un engrenage de rayon R peut être 
utilisé pour déplacer une crémaillère / à 
une distance a>R de son centre en in- 



7.10-10 Lieu géométrique: ligne droite et cercle 
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tcrposant un pignon de rayon r. L’axe du pignon est à l’intersection du cercle de rayon 
/?+/* et de centre M (centre de l’engrenage) et de la parallèle à la crémaillère / à une distance r 
(Fig.). 


7.11. Coniques 

L’ellipse 


L’ellipse est l’ensemble des points du plan dont la somme des distances à deux points donnés 
est égale à 2a. 


Les points fixes F x et F 2 sont appelés les foyers de l’ellipse et les distances r x et r 2 de P aux deux 
foyers sont les distances radiales. La constante 2 a doit être plus grande que la distance entre les 
foyers. Les points d’intersection de deux cercles de centre F x et F 2 et de rayons r x et r 2 tels que 
r 1 -\-r 2 =2a sont sur l’ellipse. Si les foyers sont intervertis, on obtient par le même procédé deux 
autres points de l’ellipse P 2 c t P 4 (Fig.). Les points P x et P 2 et P 2 et P 4 , de même que l’ellipse toute 


entière sont symétriques par rapport à la 
droite passant par les foyers. Mais ils sont 
aussi symétriques par rapport à la média¬ 
trice de F t F 2 . Le point d’intersection C 
des deux axes de symétries est le centre 
de symétrie de l’ellipse et est appelé son 
centre. La distance de chacun des deux 
foyers au centre est Vexcentricité de l’elli¬ 
pse: \CF l \ = \CF 2 \ e. Toute droite passant 
par le centre détermine un diamètre. Le 
plus grand diamètre est le grand axe et ses 
extrémités sont les sommets principaux V l 
et V 2 \ ils sont à une distance aA-e et a—e 
des deux foyers et à une distance a du 
centre C. Le plus petit diamètre est le 
petit axe et ses extrémités les sommets 
secondaires W 1 et W 2 ; ils sont à une distan¬ 
ce a des foyers. Leur distance/; au centre 
de l’ellipse peut être calculée à partir du de¬ 
mi-grand axe a et de l’excentricité e par 
le théorème de Pythagore: b 2 =a 2 — e 2 . 


Ellipse 

r l \ r 2 =2a 


a 2_ b 2 =e i 



2a 


7.11-1 L’ellipse 


La forme de Y ellipse est déterminée par des quantités a , b et e; par exemple par le rectangle 
de côtés la et 2b. Si b est petit, l’ellipse est très plate et allongée; à la limite elle est dégénérée 
en le segment \F l F 2 \=\V l V 2 \ sur lequel tous les points sont comptés deux fois. Lorsque b croît 
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par rapport à a , l’ellipse ressemble de plus en plus à un cercle; ce cercle est atteint lorsque b=a, 
quand le rectangle devient carré. On peut considérer un cercle comme une ellipse d’excentricité 0 
pour laquelle a=b=r 1 =r 2 =r. 

Construction de Vellipse. (Cette construction est utilisée pour tracer des plate-bandes elliptiques.) 
On marque les foyers avec deux épingles (ou deux bâtons) et on y attache une ficelle de longueur 
2a>2e. Puis avec un crayon (ou un troisième bâton) on tend la ficelle. Si on déplace le crayon 
de telle manière que la ficelle reste tendue, sa pointe décrit une ellipse puisque on a toujours 
r x +r 2 =2a (Fig.). 

L’ellipse, image perspective affine d’un cercle. Dans la construction à deux cercles en géomé¬ 
trie descriptive, on obtient un point P, de l’ellipse comme intersection des parallèles aux axes 
menées par les points A t et B t extrémités d’un rayon commun à deux cercles concentriques de 
centre C et de rayon a et b (Fig.). La parallèle à CA t passant par P, coupe les axes en M t et 
Le parallélogramme CP/P/A/, prouve que 1AfjP,^ A, et le parallélogramme C/^Pj/V, que \P t N t \=a. 
On peut donc construire l’ellipse de la façon suivante. Sur le bord d’un morceau de papier on 
place P h Mi et N t de telle manière que |et \N t Pi\=a. Si on déplace en avant et en arrière 
les points A/, et Àf, tout en les laissant sur deux droites orthogonales entre elles alors le point P, 
décrit une ellipse. Cette construction avec une bande de papier illustre le principe sur lequel repose 
la plupart des techniques de construction des ellipses: on déplace deux points M, et TV, à une 
distance constante sur deux droites perpendiculaires. 

Deux diamètres d’une ellipse sont dits conjugués s’ils sont les images de deux diamètres orthogo¬ 
naux des cercles dans la construction à deux cercles. Par exemple, CP et CQ sont les images 
des rayons orthogonaux CP Y et CQ X (Fig).. Une rotation de 90° envoie le triangle CPP L sur 
le triangle CP*Q X , P 2 va en Q 2 , P en P* et P l en Q v Le quadrilatère QQ 2 P*P X est un rectangle. 
Le prolongement de sa diagonale QP* coupe les axes de l’ellipse en X et en K, et les prolonge¬ 
ments de ses côtés QiQ, P*(? 2 et QQ 2 , les coupent respectivement en P, S et T. La figure contient 
maintenant des triangles rectangles qui ont deux côtés et des angles égaux. Par suite de l’égalité 
des triangles XRQ et CSQ 2 on a \CQ 2 \ = \XQ\=b, et par l’égalité des triangles RCQ X et QTV 
on a \CQ l \ = \Qy\ a. La construction de Rytz repose sur une conséquence de ces égalités, pré¬ 
cisément le fait que \UX\ = \UC\ = \UV\. 

Une deuxième construction avec une bande de papier. Si on déplace les extrémités X et y d’un 
segment de longueur a+b le long de deux axes orthogonaux, alors le point Q du segment véri¬ 
fiant \XQ\=b et \QV\— a décrit une ellipse. 


7.11-4 La construction de Rytz 



Le construction de Rytz. Si on connaît seulement le centre C et deux demi-diamètres conjugués 
CP et CQ de l’ellipse, on peut construire les axes de la manière suivante. Par une rotation de 
90°, CP est transformé en CP*. Le cercle de centre C, milieu de QP * et de rayon \UC\ coupe 
QP* en X et V. CX et CV sont les axes et \QV\=a et \QX\=b sont les longueurs des demi-axes. 
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Rayons de courbure principaux. On peut fréquemment approcher, de manière suffisamment 
précise, l’ellipse par des cercles dont les rayons sont les rayons de courbure aux extrémités des 
petits et grands axes (Fig.). 

Leurs centres M A et M B et leurs rayons r=\M a B\ et q—\M a A\ peuvent être construits en utilisant 
uniquement quelques droites auxiliaires (ils peuvent aussi être calculés analytiquement si les axes 
de coordonnées sont choisis égaux aux 
axes de l’ellipse). On trace le rectangle 
de sommets M(0, 0), A(a, 0), R(a , b) et 
Bip, b) et sa diagonale AB{y= — (b/a)x 
-\-b). La perpendiculaire à cette droite 
passant par R(y=(alb)x —( a 2 — b 2 )/b) 
la coupe en S{x s =cP/ia 2 +b 2 ), y s = 

=b*l(a 2 +b 2 )); \AS\=b 2 l^(a 2 +b 2 ), \SB\ 

=a 2 l'\/(a 2 +b 2 ) et coupe les axes en les 
centres M A et M B cherchés. On calcule 
les rayons au moyen de triangles sem¬ 
blables. Les droites RSM B et AS B sont 
coupées par les parallèles RB\\AM et 
BM b \\RA, de telle manière que g/a = 

= \AS\I\SB\ b 2 /a 2 ou g=b 2 /a et r\b = 

— | SB\I\SA | =a 2 /b 2 soit r=a 2 /b. 

Tangentes à une ellipse. Soit P t un 
point quelconque d’une ellipse de foyer 
F 1 et F 2 (Fig.). On prolonge le rayon 
\F 2 Pi\ =r 2 jusqu’à L ( déterminé par \P t L t \ 

= \P l F l \=r 1 ; la distance de L t à F 2 
est toujours égale à r l +r 2 -^2a. Le cercle de centre F 2 et de rayon 2 a est souvent appelé le cercle 
directeur. La médiatrice P l N l du segment F 1 L i est la bissectrice de l’angle au sommet du triangle 
isocèle FtP^i et est tangent à l’ellipse en P h puisque pour tout point Q t sur cette droite, l’iné¬ 
galité triangulaire implique que |/ r 2 0 / !-H^ i L / |<|/^L / |=2« et donc que Q t n’est pas sur l’ellipse. 
Ceci conduit à une nouvelle définition de l’ellipse. 

L’ellipse est le lieu des centres des cercles tangents intérieurement à un cercle donné, le cercle 
directeur (de centre F» et de rayon la) et passant par un point intérieur donné F x . 



7.11-6 Tangentes à une ellipse 


Sur la figure on peut voir que les rayons r Y et r 2 coupent la tangente t ( en des angles égaux. Ainsi 
des ondes lumineuses ou sonores émises à partir d’un des foyers de l’ellipse sont réfléchies sur 
l’autre foyer. Dans une gallcric elliptique des sons légers émis en F x sont clairement entendus 
en F 2 et nulle part ailleurs. 

Si C est le centre de l’ellipse, alors N t C coupe les côtés F l L l et F X F 2 du triangle F 1 F 2 L l et est 
parallèle au troisième côté et égal à sa moitié. Aussi tous les points N t qui sont les intersections 
des tangentes et des perpendiculaires abaissées de F x sur elles sont sur le cercle de rayon a et 
de centre C. 


Les pieds des perpendiculaires menées des foyers d'une ellipse à ses tangentes sont sur le cercle 
circonscrit dont le rayon est égal au demi grand axe. 


Si on considère l’ellipse comme l’image affine du cercle circonscrit (Fig. 7.11-6), alors P t est 
l’image du point A t sur le cercle tel que A,P t est perpendiculaire au grand axe. Le grand axe est 
l’axe d’affinité, et la tangente t{ au cercle en A ( coupe la tangente t t à l’ellipse en P ( en un point T t 
du prolongement du grand axe. Ce point et t{ peuvent servir pour construire l’ellipse. 

Aire d’une ellipse. Une application affine x—x\y—{f\d)y transforme le cercle de rayon a en 
l’ellipse de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. La surface na 2 du cercle devient nab. 


I /hyperbole 


Aire de l’ellipse 


A = nab 


L’hyperbole est le lieu des points du plan dont la différence des distances à deux points 
donnés est égale à la. 


Les deux points Fi et F 2 sont les foyers de l’hyperbole. Les distances r x et r 2 d’un point de 
l’hyperbole aux foyers sont les distances radiales de ce point (Fig.). La constante la doit être 
plus petite que la distance entre les foyers. Si on trace deux arcs de rayon r Y et r 2 avec r x —r 2 = 
= ±2a et de centre F x et F 2 respectivement, leurs intersections P 1 et P 2 appartiennent à l’hyper- 
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bole. En permutant les rayons on obtient deux autres points P 3 et P x . La droite passant par F l 
et F 2 est un axe de symétrie pour P l et P 2 et pour P 3 et P x et donc pour l’hyperbole toute entière. 
La médiatrice de F X F 2 est aussi un axe de symétrie . L’intersection de ces deux axes est un centre 
de symétrie pour l’hyperbole et est appelé le centre. La distance des foyers au centre est la distance 
focale ou Y excentricité ^=lCF 1 | = |CF 2 j. Les intersections de l’hyperbole avec son axe principal 
F x F 2 sont les sommets V x et K 2 , leur distance au centre est a et aux foyers e — a et e+a respecti¬ 
vement. 


Hyperbole 


r 1 —r 2 =2a y e 2 =a 2 +b 2 ~\ 


7.11-7 L’hyperbole: r x -r 2 = la 7.11-8 Construction de l’hyperbole 

En géométrie analytique, on montre que l’hyperbole a deux asymptotes qui coupent les perpendi¬ 
culaires en V x et V 2 à l’axe principal à une distance b de V t et de V 2 . On peut alors calculer 
b 2 =e 2 — a 2 . 

L’hyperbole est entièrement située entre les côtés des angles opposés par le sommet des asympto¬ 
tes. A la limite b= 0, e=a , les deux demi-droites sur l’axe principal à l’extérieur de I V x V 2 \ = |/iF 2 | 
forment une hyperbole dégénérée. Par contre, lorsque b devient grand, la courbure de l’hyperbole 
décroît; à la limite b-> oo les deux perpendiculaires en F x et F 2 à l’axe principale forment une 
hyperbole dégénérée. Lorsque a=b y les deux asymptotes sont orthogonales et l’hyperbole est 
dite éq u Hat ère. 

Construction de l’hyperbole. On suppose que les deux foyers F x et F 2 de l’hyperbole sont donnés 
ainsi que le segment 2a. On fixe une règle de longueur / par une de ses extrémités à F x de telle 
manière qu’elle puisse pivoter. Une ficelle de longueur k=l—2a est attachée à l’autre extrémité 
de la règle et son bout libre est attaché en F 2 . Avec un crayon on appuie la ficelle contre la règle 
afin de la tendre. On déplace alors la règle tout en gardant avec le crayon la ficelle tendu et ap¬ 
puyée contre la règle; l’extrémité du crayon décrit un arc d’hyperbole. Cela provient des relations 
/ 2 -f-/ 3 =/, / 1 +/ 3 =À: et l 2 — l 3 =l—k=la. 

Tangentes à une hpyerbole. Soit P { un point arbitraire de l’hyperbole de foyers F x et F 2 ; le 
rayon | P t F 2 \=r 2 est raccourci d’un segment égal à \P l F 1 \~r lt le point L t ainsi obtenu est à une 
distance constante et égale à \F 2 L l \ 2a de F 2 . La médiatrice PiNi de F x L t est la bissectrice inté¬ 
rieure de l’angle au sommet du triangle isocèle F 1 L,P l et est tangente en P t à l’hyperbole puisque 
quelque soit le point Q t sur cette droite le triangle F 2 Q l L l implique que \F 2 Q t \—IG/LJ est plus 
petit que \F 2 L l \^ 2a, donc aucun point Q t ne peut être sur l’hyperbole. Ceci conduit à une nou¬ 
velle définition de l’hyperbole. 

L’hyperbole est le lieu des centres des. cercles tangents extérieurement à un cercle donné, le 
cercle directeur de rayon la et de centre F« et passant par un point donné F x extérieur à ce 
cercle. 


Sur la figure on peut voir que: 

La tangente à une hyperbole en un point P t est la bissectrice de P angle formé par les rayons 
passant par ce point. 
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Si C est le centre de l’hyperbole, alors la droite C7V, coupe en leur milieu les côtés F X F 2 et 
F x L t du triangle F x F 2 L t et est par suite parallèle au troisième côté et égale à la moitié de sa 
longueur. Ainsi les pieds des perpendiculaires abaissées d’un foyer sur les tangentes à une hyper¬ 
bole sont sur un cercle de centre C et de rayon a. 

Les pieds des perpendiculaires abaissées des foyers aux tangentes à une hyperbole sont sur 
un cercle tangent à Vhyperbole en ses sommets et ayant le même centre que Vhyperbole. 



7.11-9 Tangentes à une hyperbole 



La parabole 

La parabole est le lieu des points du plan qui sont équidistants d’un point donné et d’une droite 
donnée. 

Le point est appelé le foyer et la droite la directrice. La distance du foyer à la directrice est 
le demi-paramètre p de la parabole (Fig.). Toute parallèle à la directrice à une distance d plus 
grande que p \2 est coupée par un cercle de rayon d de centre F en deux points P x et P 2 de la 
parabole. Ces points et par suite la parabole sont symétriques par rapport à la perpendiculaire 
abaissée du foyer sur la directrice. Cette droite est Yaxe de la parabole; elle la coupe en son 
sommet V qui est à une distance /?/2 du foyer et de la directrice. D’après la définition de la para¬ 
bole, il est clair que la corde passant par le foyer et parallèle à la directrice a une longueur de 2p. 


Construction de la parabole. On peut aussi construire la parabole en utilisant une ficelle. On 
place le plus petit côté d’une équerre le long de la directrice de telle manière qu’elle soit libre 



de monter et de descendre; on attache une ficelle de longueur BC en un point C et son extrémité 
libre au foyer. Avec la pointe d’un crayon on applique la ficelle le long du grand côté de l’équerre 
en la gardant tendue pendant que l’on déplace l’équerre le long de la directrice, le crayon décrit un 
arc de parabole puisque sa distance à la directrice est toujours égale à sa distance au foyer (Fig.). 
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Tangentes à une parabole. Soit P , un point de la parabole; sa distance \PiL t \ à la directrice / 
est égale à | P t F\. Le triangle FL t P t est alors isocèle et la médiatrice P l N r l de FL t est la bissectrice 
de l’angle et est la tangente /, à la parabole en P t . En effet pour tout autre point Q t sur t h 

la distance \Q t Q t '\ de Q t à la directrice est plus petite que 
\Q t L t \ = \QiF\ (Fig.). Ceci nous conduit à une nouvelle 
définition de la parabole. 

La parabole est le lieu des centres des cercles tangents à 
une droite donnée (la directrice) et passant par un point 
donné F. 

Sur la figure, on peut voir que l’angle entre la tangente en P t 
et le rayon P t F est le même que l’angle entre la tangente et la 
parallèle à l’axe passant par P r Tous les rayons issus du foyer 
de la parabole sont réfléchis par la parabole de telle manière 
qu’ils deviennent parallèles à l’axe; réciproquement, les paral¬ 
lèles à l’axe sont réfléchies sur le foyer. 

Puisque le point N t est situé sur la tangente verticale t y 
passant par le sommet et qu’elle est perpendiculaire à l’axe 
on peut dire que: 

La parabole est P enveloppe des côtés libres des angles 
droits dont le sommet est sur la tangente verticale et dont le 
côté fixe passe par le foyer. 

Si une tangente t } est perpendiculaire à t h elles se coupent 
en T, alors FNiTNj est un rectangle. Sa diagonale N t Nj est un 
segment de la tangente verticale t v et est donc parallèle à la 
directrice. Les triangles N t NjF Qt N t NjT sont égaux et ils ont 
donc la même hauteur par rapport à la base N t Nj. Donc T 
est à une distance p/2 de la tangente verticale et est sur la directrice (Fig.). 



7.11-13 Un couple de tangentes 
orthogonales 


Deux tangentes à la parabole orthogonales entre elles se coupent sur la directrice. 
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La géométrie du solide est une des branches de la géométrie Euclidienne. Son sujet traite de 
l’étude de la forme, de la position relative, de la taille et des autres propriétés métriques des 
figures géométriques qui ne sont pas dans un plan. Comme la géométrie dans l’espace à trois 
dimensions, la géométrie du solide apporte une compréhension approfondie des propriétés spa¬ 
tiales de la réalité objective. 

Dans certaines parties de la géométrie du solide, la restriction à un seul plan est possible. 
Il y a donc de fortes connections avec la géométrie plane. En outre, on utilise souvent les métho¬ 
des de géométrie descriptive dans la géométrie du solide. Enfin, on peut appliquer les opérations 
algébriques et arithmétiques dans la géométrie du solide numérique. 
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8.1. Concepts fondamentaux 


Droites et plans dans l’espace 

Les points, droites et plans sont les éléments de base de la géométrie élémentaire dans Pespacc 
à trois dimensions; en particulier, les surfaces qui limitent les solides sont souvent des parties 
de plans. A l’interprétation intuitive des concepts fondamentaux de point, et de droite, donnée 
dans la géométrie plane, on peut ajouter le concept fondamental de plan et de position relative 
de droites et plans dans l’espace. 


Le plan. L’ensemble des droites issues d’un point 
fixe A et coupant une droite /, ne passant pas par 
A, ou parallèles à l x forme un plan (Fig.). La 
position d'un plan dans l’espace est donc uniquement 
déterminée par: 1) une droite l x et un point A 
extérieur à l x ; 2) deux droites / et l x concourantes; 
3) deux droites parallèles et non confondues; 4) trois 
points non alignés, par exemple A et deux points 
qui alors fixent la position de l x \ 5) un point A et 
un vecteur (le vecteur normal n au plan). 



8.1-1 Formation d’un plan dans l’espace 


Position relative d’une droite et d’un plan dans l’espace. Une droite / est contenue entièrement 
dans un plan E si elle a deux points A et B communs avec celui-ci; elle est parallèle à E si 
elle n’a aucun point commun avec E ou si elles est contenue entiè¬ 
rement dans E. Une droite / coupe le plan si elle a exactement un 
point commun avec celui-ci, dit point d'intersection L. Elle est 
perpendiculaire au plan en L si elle est perpendiculaire à deux 
droites distinctes l x et / 2 de E. Si on projette perpendiculairement 
sur E une droite / qui coupe E en L, on obtient la projection 
normale V de / sur E . L’angle ad e / avec E est défini par a= £ (/, /') 

(Fig.); si 11 E, alors a 90°, si l\\E, alors a=0°. 

Position relative des droites dans l’espace. Si deux droites l x et / 2 
sont parallèles et non confondues ou se coupent en un point, alors 
on peut définir un plan; et la distance ou l’angle de ces deux droites 
peuvent déterminés par les méthodes de géométrie plane. 

Deux droites obliques l x et / 2 (Fig.) ne sont ni parallèles, ni concourantes. Leur angle a est défini 
comme l’angle d’une des droites et de la droite issue d’un des points de la première et parallèle 
à la seconde, par exemple /' 2 !|/ 2 , /' 2 étant menée à partir du point N de /,. La droite n 12 perpendi¬ 
culaire à l x et à /' 2 en N est pcrpcndicu/aire à / 2 . Le plan E défini par l x et n 12 coupe / 2 en £> 2 
et la droite issue de D 2 et parallèle à n l2 coupe l x en D x . La droite D l D 2 est la perpendiculaire 
commune à l L et / 2 , et la longueur de D X D 2 est la distance entre les deux obliques. C’est la plus 
courte distance entre chacun des points de l x et chacun des points de / 2 . 



8.1-2 Angle d’une droite 
et d’un plan 



8.1-3 Distance entre deux droites obliques 
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Pour chaque droite a dans l’espace, il y a une infinité de droites / faisant un angle donné a avec 
a et étant à une distance donnée cl de a. Si on restreint le choix aux droites / dont la perpendicu¬ 
laire commune avec a est dans le plan E perpendiculaire à a , on obtient deux familles de droites. Ces 
droites sont les génératrices d’un hyperbololde de rotation à une nappe avec a comme axe de 
rotation (Fig.). Le plan E coupe l’hypcrboloïde en son plus petit cercle et l’axe au centre de ce 
cercle. En outre, chacune des droites de l’un des systèmes de génératrices coupe chaque droite 
de l’autre système (sauf celle qui lui est parallèle) tandis que deux droites d’un système de géné¬ 
ratrices sont obliques. En particulier, si a 0, alors la surface est un cylindre de rotation , qui 
a un seul système de génératrices parallèles. 

Les droites /, qui coupent une droite donnée a en un point Z de a et faisant un angle fixe a 
engendrent un cône de rotation. Z est le sommet, a l’axe et les droites / sont les génératrices 
du cône. 

L’ensemble des droites issues d’un point P de l’espace forme une famille de droites. Un plan 
quelconque passant par P coupe ce faisceau en un faisceau de droites. Si P est un point à l’infini 
(point impropre), alors les droites forment une famille parallèle de droites dans l’espace et un 
faisceau parallèle de droites dans le plan (voir Chapitre 25). 

Position relative des plans dans l’espace. Deux plans dans l’espace ont au plus une droite 
en commun s’ils ne coïncident pas. Deux plans qui n’ont aucun point commun ou coïncident 
sont dit parallèles. 

L’ensemble des plans qui contiennent une droite s forme un faisceau de plans , de base s (Fig.). 
Un plan 77 perpendiculaire à s coupe les plans suivant un faisceau de droites. L’angle d’intersection 
des droites dans 11 est par définition égal à l’angle d’intersection des plans correspondants, par 
exemple /î=-^(/ 1 , l 2 ) ^(E ly E 2 ). Donc l’angle d’intersection de deux plans se ramène à l’angle 
d’intersection de deux droites. 




trois plans E ly £ 2 , £ 3 

Si fl 90°, les plans sont perpendiculaires. Un plan E 2 parallèle à la droite d’intersection c 13 
des deux plans E 1 et E 3 coupe ceux-ci suivant des droites parallèles c^lkulks» (Fig.)., Un fais¬ 
ceau parallèle de plans consiste en des plans tels qu’aucun d’entre eux n’ait de point commun 
avec un autre (Fig.). Une droite perpendiculaire à l’un des plans d’un faisceau parallèle est 
perpendiculaire à chacun des plans. Ces segments découpés sur la perpendiculaire déterminent 
les distances des plans entre eux; par exemple, |F 2 P 3 | est la distance entre E l et E 3 . 



Un faisceau de plans est représenté par tous les plans de l’espace ayant le point S en com¬ 
mun. S est la base du faisceau. Deux plans se coupent suivant une droite passant par 5, par 
exemple E x et E 2 en c 12 (Fig.). Trois plans E lt E 2 , E 3 dont les droites d’intersection c 12 , c 13 , c 23 
ont seulement en commun le point S , divisent l’espace en 8 angles polyèdres de sommet com¬ 
mun S. Le sommet divise chacune des droites d’intersection en deux demi-droites et chacune 
des trois demi-droites est une arête du polyèdre. 
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L'angle de deux arêtes est mesuré dans le plan passant par ces deux droites, par exemple 
«i (ci 2 , Ci 3 ). L'angle plan est mesuré dans le plan perpendiculaire à la droite d’intersection, par exempe 
//i=£(/ 2 > Ai) entre E 2 et i? 3 , avec / 2 -Lc 23 et / 3 ±c 23 (Fig.). En général les angles de deux arêtes a 
et les angles plans [1 sont différents. Les trièdres dont les angles d’arêtes et les angles plans sont 
droits se rencontrent dans le parallélogramme rectangle. Les angles polyèdres de ce type sont 
utilisés en géométrie descriptive; ils forment les trois plans de projection. 

Si on mène les perpendiculaires aux faces d’un polyèdre à partir d’un point intérieur, on 
obtient un autre angle polyèdre de sommet ce point et d’arêtes les perpendiculaires. Ce nouvel 
angle est l'angle conjugué du premier. 

Tout angle polyèdre est son propre conjugué . 

Il s’ensuit les théorèmes: 

1. La somme de tous les angles d'arêtes d'un angle polyèdre à n arêtes est plus petite que 360°. 

2. La somme de tous les angles plans d'un polyèdre à n arêtes est plus grande que n • 180°-360° 
et plus petite que n- 180°. 

3. L'angle d'arête d'un angle conjugué et l'angle plan correspondant de l'angle initial ont pour 
somme 180°. 

4. L'angle plan d'un angle conjugué et l'angle d'arêtes correspondant d'un angle initial ont 
encore pour somme 180°. 


Solides 

Concepts fondamentaux. Un solide au sens de la géométrie du solide est l’ensemble de tous 
les points, droites et plans de l’espace à trois dimensions qui se trouvent à l’intérieur d’une 
partie complètement fermée de l’espace, c’est à dire à l’intérieur des surfaces limites du solide; 
la réunion de toutes les aires de surfaces limites est appelée l'aire de ta surface et la mesure de 
la partie de l’espace entièrement délimitée par elles s’appelle le volume du solide. 

Si un solide est délimité par des plans, on l’appelle solide plan ou polyèdre; par exemple, le 
cube, le parallélépipède rectangle, le prisme, la pyramide. Les polygones qui limitent un po¬ 
lyèdre sont appelés les faces. Les segments suivant lesquels deux faces se rencontrent s’appellent 
les arêtes , et leurs extrémités les sommets du solide. L’angle fait par deux demi-plans se rencon¬ 
trant sur une arête est l'angle plan entre les deux faces. Par extension, on parlera encore d'arê¬ 
tes dans le cas de solide gauche délimité entièrement ou en partie par des surfaces gauches , 
lorsque deux d’entre elles se coupent suivant une courbe. L’angle peut être mesuré entre les 
perpendiculaires aux deux plan tangents au point concerné; on convient que ces perpendicu¬ 
laires sont dans les demi-espaces contenant les solides (que l’on suppose convexes). 

Si on considère un plan comme une surface de courbure zéro coïncidant avec ses plans tan¬ 
gents, alors l’angle fait entre la surface d’un cylindre droit et sa base vaut en chaque point 
90°; pour un cône à base circulaire c’est l’angle d’élévation. Des exemples de surfaces non pla¬ 
nes sans arêtes sont la sphère, l’ellipsoïde et le tore. 

L'aire de la surface d’un solide peut être en principe déterminée comme la somme des aires 
des surfaces limites. Le processus de sommation des aires partielles, qui peut être fastidieux en pra¬ 
tique, peut être parfois évité. 

Le volume d’un solide est déterminé à l’aide des unités suivantes. 


Unités de mesure 


Unités de volume. Le mè¬ 
tre cube (noté m 3 ) est le vo¬ 
lume d’un cube de un mètre 
de côté. Les unités plus petites 
et plus grandes de capacité se 
déduisent du mètre cube. 

On utilise dans la marine d’autre unités. Le poids est mesuré en “to/i” anglaise égale à 2240 
livres. Le tonnage est une mesure de capacité de transport d’un navire de commerce évaluée 
par son volume intérieur. On dit aussi tonnage brut pour le distinguer du tonnage net qui 
s’obtient en déduisant du tonnage brut le volume des espaces occupés par les installations né¬ 
cessaires à la conduite et à la marche du navire. 


Unités de volume 

Symboles 

Relations 

kilomètre cube 

km 3 

1 km 3 =10® m 3 = 10 12 dm 3 

mètre cube 

m 3 

1 m 3 =1 m 3 = 10 3 dm 3 

décimètre cube 

dm 3 

1 dm 3 = 10~ 3 m 3 = 1 dm 3 

centimètre cube 

cm 3 

1 cm 3 = 10 _6 m 3 = 10 -3 dm 3 

millimètre cube 

mm 3 

1 mm 3 = 10~°m 3 = 10~° dm 3 
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Enfin le tonneau de jauge est une unité de volume pour le jaugeage des navires équivalant 
à 100 pieds cubes soit 2,83 m 3 . 

Capacité. Alors que dans les mesures scientifiques, on attribue à la capacité des unités de 

volume, on parle dans la vie courante de litres. Le litre, noté 1, est défini comme 1 l = ldm 3 . On 

utilise également 1 hl = 100 1 et 1 cl=0,01 I et 1 ml =0,001 I. 

Dans les pays anglo-saxons les unités de volume et les capacités sont encore basées sur la 

“verge” cubique (cubic yard) (voir tableau). 



1 cubic 
yard 

ft. 3 

in. 3 

1 gallon 
(lmp.) 

1 gallon 
(USA) 

1 dm 3 

1 m 3 

1 cubic yard 

l 

27 

46 656 

168,2 

140,17 

764,553 

0,765 

1 cubic foot 

0,037 

1 

1 728 

6,229 

5,191 

28,32 

0,028 

1 cubic inch 

0,000 02 

0,000 58 

1 

0,003 6 

0,004 329 

0,0164 

0,000 16 

1 gallon 
(Impérial) 

0,059 45 

0,160 5 

277,42 

1 

6/5 

4,546 

0,004 55 

1 gallon (USA) 

0,049 54 

0,133 7 

231 

5/6 

1 

3,788 

1 

0,003 79 

1 1 = 1 dm 3 

0,001 31 

0,035 3 

61,02 

0,22 

0,183 

0,001 

1 

1 m 3 

1,308 

35,314 

61 020 

220 

183 

1000 


8.2. Cube et parallélépipède rectangle 


Les cubes et les parallélépipèdes sont des polyèdres. Le cube a huit angles polyèdres droits, 
douze arêtes de longueur égale et est délimité par six carrés 
égaux. 

Le parallélépipède rectangle a, comme le cube, huit angles 
polyèdres droites, douze arêtes égales et parallèles quatre à 
quatre. Il est délimité par trois paires de rectangles égaux 
qui sont dans des plans parallèles. 

8.2-1 Le cube est un cas particulier de 

Aire d’une surface parallélépipède rectangle. 



o o 
o 

o o 


Si la maquette de la surface d’un polyèdre est découpée suivant suffisamment d’arêtes, elle 
peut être placée dans un seul plan pour former un système continu de surfaces. Cela s’appelle 
le développement du polyèdre. 

Réciproquement le développement 
du polyèdre peut être replié le long 
de certaines arêtes et assemblé pour 
former la maquette du polyèdre. 

Le développement d'un cube consiste 
en un système de 6 carrés égaux 
(Fig.). Il y a différentes façons d’ar¬ 
ranger les carrés, deux d’entre elles 
sont représentées sur la figure. 

Le développement d'un parallélépi¬ 
pède rectangle est constitué par un 
système continu de trois paires de 
rectangles égaux. Ici aussi, il y a 
plusieurs façons de les arranger. 



8.2-2 Deux développements du cube 



/Œ 
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8.2-4 Deux développements possibles d’un 
parallélépipède 


La figure montre deux parallélépipèdes 
rectangles. Celui de droite a deux faces 
opposés qui sont des carrés; les quatres autres 
faces sont alors égales. 

Si les longueurs des arêtes du parallélépi- 
dède rectangle sont a , b , c, alors les aires 
des trois rectangles sont ab , ac et bc et donc 
l’aire de la surface S est donnée par 


S = 2ab \ lac -\-2bc = 2(ab-\-ac-\-bc). 


Aire de la surface d’un 
parallélépipède rectangle 

S=2(ab-\-ac+bc) 

Aire de la surface d’un 
cube 

S=6a 2 . 


Un parallélépipède rectangle avec une paire de faces qui sont des carrés (a=c) a une aire 
S=2a*+4ab. Enfin, pour un cubç, où a=6=c, S=6a 2 . 


Volume 


En géométrie plane, la mesure de l’aire d’une figure, par exemple d’un carré ou d’un rectangle, 
est définie en recouvrant la figure avec des carrés unités. De façon analogue, la mesure du vo¬ 
lume, par exemple d’un cube ou d’un parallélépipède rectangle, peut être défini en remplissant 
l’espace de cubes unités. 

Le volume du cube de côté a (par exemple 10 unités), peut être complètement rempli de cet¬ 
te manière (Fig.). 



123456789 10 


Y 

1 


5 


8.2-5 Volume d’un décimètre cube 


Volume du cube 


y=cr' 


Il y a a (=10) couches , chacune ayant a (=10) 
rangées de cubes unités , et donc a - a - 0=0* 
(10 X 10 X 10 = 1000) cubes unités. 


Volume d’un parallélépipède 

V=abc 

rectangle 



Le volume d'un parallélépipède rectangle de côté 
a, b , c peut être rempli de c couches chacune con¬ 
tenant b rangées de cubes unités a. Le volume est 
égal à a b c cubes unités (Fig.). 

Dans le cas particulier d’un parallélépipède 
rectangle dont deux faces opposées sont des car¬ 
rés V=a 2 b. 



8.2-6 Volume d’un 

parallélépipède 

rectangle 


Exemple: Quel est le volume d’une brique de taille 22,0x11,6x7,0 cm? Ici a= 22,0 cm, 

6 = 11,6 cm; c=7,0 cm, donc V=abc= 22,0 cmXll,6 cmx7,0 cm = 1786,4 cm 3 . 

Ces formules sont toujours valables si la longueur d’une ou de plusieurs arêtes n’est pas un 
multiple entier de la longueur e de l’arête du cube unité. Si les arêtes de longueur a, 6, c sont 

des nombres rationnels, par exemple si a =— • e , b =— • e , c =— e , on prend comme cube 

(h <1* <h 
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unité un cube dont l’arête a pour longueur e où e est la k ième partie de e , avec k le plus 
petit commun multiple de g l9 q 2i q 3 . Un nombre irrationnel multiple de e peut être approché 
par une suite de nombres rationnels (voir Chapitre 3). En général, le calcul du volume d’un solide 
dont la surface peut être définie mathématiquement est l’objet du calcul intégral. 


Relations particulières 


Diagonales d’un parallélépipède rectangle. On distingue les diagonales contenues dans un côté 
et les diagonales spatiales selon que deux sommets non adjacents sont joints par une diagonale 
contenue dans un des côtés du solide ou non. Le parallélépipède rectangle a 12 diagonales con¬ 
tenues dans les côtés, quatre à quatre égales, et quatre diagonales spatiales toutes de longueur 
égale. 

On peut calculer les longueurs de toutes ces diagonales comme étant l’hypothénuse de trian¬ 
gles rectangles à l’aide du théorème de Pythagore (Fig.). Si a , b , c. sont les longueurs de trois 
arêtes, alors les longueurs f l9 / 2 , des diagonales contenues dans un côté sont 



8.2-7 Longueur des diagonales spatiales d’un 
parallélépipède rectangle 


8.2-8 Plans diagonaux d’un parallélépipède 


On peut calculer la longueur d des diagonales spatiales comme l’hypothénuse d’un triangle re¬ 
ctangle (Fig.). 

d= \/(/î bc 2 ) =yT/l= V(/a+« 2 )= vV-l-* 2 +c 2 ). 

Les quatre diagonales spatiales d’un parallélépipède rectangle déterminent six plans diagonaux 
qui coupent le parallélépipède rectangle suivant des rectangles (Fig.). Ces rectangles sont deux 
à deux égaux et limités par les diagonales contenues dans les côtés ainsi que les arêtes du parallé¬ 
lépipède rectangle. Les aires D l9 D 2 , D :i sont égales à 


Z>i=c/i=cvV+* !! ), O., I>Â \ D s =af 3 =ay/ (6 2 +c 2 ). 


Parallélépipède 

diagonales contenues dans les côtés 

fi = \/(a 2 +b 2 ), f + c 2 ),/, = \/(b- +c 2 ) 

diagonales spatiales 

d \/(a 2 -| -6 2 + c 2 ) 


Diagonales d’un cube. Si a=b=c, alors f, f 3 f \/((>~ «“) «y/2; d= -y'iir-la- | a 2 ) -a\/3 
et D 1 D 2 D;, D af a 2 \/2. La longueur de 
l’arête a , la diagonale contenue dans un côté / et 
la diagonale spatiale d sont dans le rapport suivant: 

a : / : d—a : a\/2 : a\/3 = y/\ 


Cube 

diagonale contenue 
dans un côté 

/=«V 2 

diagonale spatiale 

d=a\/ 3 


Centre. Le cube et le parallélépipède rectangle ont la propriété suivante: les diagonales 
spatiales se coupent toutes en un même point C, appelé le centre du so¬ 
lide, et qui est aussi le centre de gravité. Enfin, C est le centre commun 
du cube et des sphères circonscrites et inscrites au cube. Le rayon de 
la sphère circonscrite est égal à la moitié de la longueur d’une diagonale 

spatiale, à savoir r= 


le rayon de la sphère inscrite est égal à la 


moitié de la longueur d’un côté, à savoir Q=a/ 2. 

Section d'un cube. On peut s’arranger pour obtenir comme section plane 
d’un cube un hexagone régulier. Le centre du cube coïncide alors avec le 
centre de l’hexagone, et les sommets de celui-ci sont les milieux des six 
côtés du cube (Fig.). 



8.2-9 Hexagone régulier comme section d’un cube 
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L’hexagone régulier est constitué de six triangles équilatéraux égaux de côté jr= 1 / 2 ay/2 (c’est 
à dire la demi diagonale contenue dans un côté) et d’aire A— 1 I a s 2 '\/3. L’aire S de l’hexagone est 

5=6/1 = 6 X V V 3 = W 3 =3 /4« V 3 - 


8.3. Prisme et cylindre 

Généralités 

Prisme. Si une droite se déplace dans l’espace, sans changer de direction, le long d’un poly¬ 
gone à n côtés (n— 3, 4,... ), elle décrit alors une surface prismatique ; dans le cas où elle passe 
par un des sommets du polygone, c’est en fait une arête de la surface. 

Un polygone à n côtés peut être interprété comme la section de la surface prismatique par 
un plan coupant toutes les arêtes. Si un deuxième plan, parallèle au premier, coupe la surface 
prismatique, alors la section est un polygone à n côtés égal au premier; les deux sections et 
la surface prismatique englobent une partie de l’espace: le solide ainsi obtenu est un prisme (du 
Grec, scié), les deux polygones à n côtés sont les bases , et la partie de la surface prismatique 
limitant le prisme s’appelle sa surface. Les segments d’arêtes joignant deux sommets correspon¬ 
dants des bases sont appelés les arêtes latérales pour les distinguer des arêtes de base qui cor¬ 
respondent aux côtés des polygones de base. Un prisme à n côtés possède n arêtes latérales, 2 n 
arêtes de base, et donc 3 n arêtes au total. Toutes les arêtes latérales sont égales, deux arêtes 
de base en correspondance sont égales et parallèles. Les droites contenues dans les faces laté¬ 
rales parallèles aux arêtes latérales sont appelées génératrices du prisme. La hauteur d’un prisme 
est la distance entre les deux plans de base. 

Le prisme est droit quand ses arêtes latérales sont perpendiculaires aux bases, il est oblique 
dans le cas contraire. 

Les faces latérales d’un prisme droit sont des rectangles. Si les bases 
d’un prisme droit sont des polygones réguliers, le prisme est alors dit 
régulier. Les faces latérales sont alors des rectangles égaux. La droite 
qui joint les centres des bases d’un prisme régulier est appelée l'axe (axe 
de rotation) et la section du prisme par un plan contenant l’axe est une 
section axiale. Un prisme oblique à 4 côtés, dont la base est un parallé¬ 
logramme, est un parallélépipède (Fig.). 

Cylindre. Une droite dite génératrice , se déplaçant dans l’espace, en gardant la même dire¬ 
ction, le long d’une courbe dite courbe directrice , engendre une surface cylindrique. Un cylindre 
est un solide délimité par une surface cylindrique de courbe directrice fermée et par deux plans 
parallèles entre eux mais non parallèles aux génératrices. Les portions de droites génératrices 
de la surface cylindrique comprises entre ces deux plans parallèles sont encore appelées géné¬ 
ratrices du cylindre et sont de même longueur. La portion de la surface cylindrique comprise 
entre les deux plans parallèles s’appelle le surface latérale du cylindre. Les bases découpées 
par des plans parallèles sur la surface cylindrique sont égales. La hauteur du cylindre est la 
distance des deux bases. Un cylindre est droit quand ses génératrices sont perpendiculaires aux 
plans de bases, il est oblique dans le cas contraire. 

Il y a plusieurs types de cylindres. En particulier, si la base est un cercle, on parlera de 
cylindre circulaire'. Un cylindre circulaire droit est aussi appelé un cylindre de révolution. 

Si on évide un cylindre suivant un autre plus petit de manière à ce que les deux bases 
soient des cercles concentriques, le solide ainsi obtenu est un cylindre creux. Ces derniers sont 
très souvent utilisés dans la vie courante, par exemple comme conduites de gaz, chaudières, 
réservoirs de pétrole, barrils de goudron et ainsi de suite. Les conduites sont de très longs 
cylindres creux; on les utilise pour le transport des gaz (gaz naturel ou vapeur) ou des liquides 
(eau ou pétrole). 

Ajre de la surface 

Prisme. A partir de la maquette d’un prisme 
on peut obtenir son développement (ou réci¬ 
proquement on peut construire la maquette à 
partir du développement), comme cela a été fait 
pour le cube ou le parallélépipède rectangle. 

La figure montre le développement d’un prisme 0 „ „ ^, , „ , , „ 

à 6 faces 8.3-2 Développement d un prisme à 6 faces 




8.3-1 

Parallélépipède 
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Cylindre. La maquette de la surface d’un cylindre peut être coupée suivant une directrice et 
les deux bases. La surface d’un cylindre circulaire droit peut être développée dans un plan com¬ 
me le montre la figure. Son développement est un rectangle de côté la directrice s comme hauteur h , 
et la circonférence 2nr de la base comme autre côté, et les deux cercles de base. La surface 
développée d’un cylindre circulaire oblique coupée par deux plans parallèles est délimitée par 
deux droites parallèles et deux courbes sinusïodales de même phase et de même amplitude (Fig.). 



8.3-4 Développement d’un cylindre circulaire droit 


En principe, toute surface cylindrique est développable. En pratique, le développement, même 
d’un cylindre circulaire droit, suppose la rectification de la circonférence du cercle. Une appro¬ 
ximation à moins de 0,002% est donnée par la construction de A. Kochansky (1685); elle don- 

ne ijf»)/(13 , /*-2v' 3 ) (Fig-)- 



L’aire S de tout prisme ou de tout cylindre peut être obtenue en additionnant l’aire C des 
faces latérales et les aires (chacune étant égale à B) des bases. 


Surface d’un prisme et d’un cylindre 


S 2B\C 


Exemple 1: Trouver la surface d’un prisme à 6 faces d’arête de base a—3u et de hauteur 
h—4t4 où u est l’unité de longueur. 

B = 3 / 2 ûV 3 et C~6ah donc S=2x*ka 2 ^3+6ah=3a(a^3+2h) soit S**119 u 2 . 

Exemple 2: Pour la surface d’un boulon d’acier de section circulaire de diamètre d=50u et de 
hauteur h=60u on a : B—nd 2 ! 4 et C — ndh et donc S — 2jtd 2 /4 \ ndh — 7id(dj2-\ h) et par 
conséquent S^4250nu 2 ^\3352u 2 . 


Principe de Cavalieri 

Pour calculer le volume d’un prisme ou d’un cylindre, on utilise un principe établi en 1629 
par Cavalieri, élève de Galilee. 


Principe de Cavalieri: Les solides ayant la même hauteur et d’aires de sections tranversales égales 
ont le même volume; en particulier les prismes et les cylindres de bases et de hauteurs égales 
ont le même volume. 
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Le théorème peut être illustré d’une manière élémentaire, en construisant un solide à l’aide 
de plaques en forme de prisme de faible hauteur et en les déplaçant de façon à leur donner 
une forme différente, tout en gardant bien sûr le même volume (Fig.). Les bases de ces plaques 
sont les sections transversales. Plus la hauteur en est petite, plus la surface de “l’escalier” appro¬ 
che la forme de la surface décrite par une fonction continue; par exemple une pile de feuilles 
de papier de faible épaisseur de forme circulaire, toutes égales représente bien un cylindre cir¬ 
culaire oblique (Fig.). On peut établir ce théorème à l’aide des méthodes du calcul intégral. 



8.3-7 Illustration du principe de Cavalieri 



8.3-8 Calcul d’un volume à l’aide du principe 
de Cavalieri 


Si la base d’un prisme ou d’un cylindre est notée par B et la hauteur par h , le volume du 
prisme ou du cylindre est alors V=Bh. 


Par exemple, si la base d'un prisme régulier à base triangulaire est de 
côté a et si h est la hauteur, alors fî = 1 / 4 o 2 y / 3 et le volume est V— 
^haVi-y/l. Pour un prisme régulier dont la base est un pentagone B 
— 5û 2 /4 cot 36° et C=-5aVi/4 cot 36°. 


Les bases d’un cylindre creux (Fig.) sont des anneaux circulaires égaux 
d’aire B^nrl — nr\. La surface latérale intérieure Q et celle extérieure C 0 
ont pour aire C x —2nr 2 h et C 0 =2nr l h; alors la surface S est donnée par 
S = 2B -h C 0 + C x = 2n(r l + r 2 ) 0\—r 2 ) -f 2 n\\h -f 2nr 2 h = 2 n(r l -| r 2 ) (t\—r 2 + h). 


V = nr 2 h = 7tr/ 2 ///4~"~| 


Volume d’un cylindre circulaire 


Volume du prisme ou du cylindre 


V Bh 



Aire de la surface d’un cylindre creux 


S'=27r(r 1 -|-r 2 ) {r v —r 2 +h) 


8.3-9 Cylindre creux 


Le volume d’un cylindre creux est obtenu en prenant la différence entre le volume F 0 du 
cylindre extérieur et de celui V x du cylindre intérieur. F=F 0 — V x =Bih — B 2 h = Bli. 


Volume d’un cylindre creux 


y =B h=( ri +r 2 ) (ry-rjnh 


8.4. Pyramide et cône 

Généralités 

Pyramide. Une surface pyramidale est engendrée par une droite issue d’un point fixe Z et 
se déplaçant le long du périmètre d’un polygone à n côtés (n= 3, 4, ... ) contenu dans un plan 
ne passant pas par Z. Les droites qui passent par les sommets du polygone sont les arêtes 
de la surface pyramidale. La partie de l’espace délimitée par le polygone et la surface pyrami¬ 
dale comprise entre Z et celui-ci définit un solide appelé une pyramide (Fig.). 

Le polygone à n côtés est la base , le point Z le sommet , la partie de la surface pyramidale 
appartenant au solide est la surface de la pyramide. Les parties d’arêtes qui joignent le sommet 
Z aux sommets de la base sont les arêtes latérales de la pyramide, afin de les distinguer des 
arêtes de la base correspondant aux côtés de la base. Une pyramide à n faces a n arêtes laté¬ 
rales et n arêtes de la base et donc 2 n au total, et enfin n triangles comme faces latérales. 
Chaque droite joignant tout point d’une arête de la base et le sommet est appelée génératrice 
de la pyramide. 

La hauteur d’une pyramide est la distance de son sommet au plan de base. La perpendiculaire 
au plan de base issue de Z, le rencontre en Z'. Ce point, et donc la hauteur, peuvent être exté¬ 
rieurs à la base de la pyramide (Fig.). 

14 Mathématiques 
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La base d’une pyramide régulière est un polygone régulier. Si le pied Z' de la hauteur coïn¬ 
cide avec le centre de la base, la pyramide est dite droite , et oblique dans le cas contraire. Les 
faces latérales d’une pyramide droite régulière sont des triangles isocèles égaux. La hauteur 
est dans ce cas, l'axe de la pyramide, et toute section plane contenant l’axe est une section 
axiale. Le tétraèdre régulier est une pyramide dont la base et les faces latérales sont des triangles 
équilatéraux. 




8.4-2 Pyramides à base carrée, droite et oblique 


Les fameuses tombes des anciens pharaons d’Egypte sont des pyramides à base carrée; les 
plus célèbres se trouvent aux portes du Caire près de Giza. La plus grande d’entre elles a une 
base de côté 227 m environ et une hauteur de 137 m. 


Cône. Une droite {génératrice) passant par un point donné Z et se déplaçant le long d’une 
courbe, dite courbe guide , décrit une surface conique (Fig.). Un cône est un solide délimité par 
une surface conique de courbe guide fermée et un plan ne passant pas par Z. La surface coni¬ 
que coupe alors ce plan suivant la base du cône. Le point Z est le sommet , la distance de 
celui-ci à la base est la hauteur. La surface latérale du cône est la partie de la surface conique 
comprise entre le sommet et la base. On appelle encore génératrices du cône les portions de 
génératrices de la surface conique appartenant au cône. On parle de cône double si la surface 
conique de courbe guide fermée est coupée par deux plans parallèles de part et d’autre de Z. 
Ces deux bases sont semblables, et la somme des hauteurs est la distance entre les deux plans. 
On distinguera le cône circulaire , le cône élliptique et ainsi de suite, suivant le type de base. 
Si la base a un centre Z' et si la droite ZZ' est perpendiculaire à la base, le cône est alors 
droit , oblique dans le cas contraire. Un cône droit, dont toutes les sections planes passant par 



ZZ' sont égales, est un cône de révolution, 
par exemple, le cône circulaire droit est ob¬ 
tenu par révolution d’un triangle rectangle 
autour d’un des côtés de l’angle droit (Fig.). 

Des exemples de formes coniques en tech¬ 
nologie sont le toit d’une tour, des parties 
de containers, certaines parties de machi¬ 
nerie. Cependant, les formes coniques se 
rencontrent également dans la nature: de 
nombreuses montagnes d’origine volcanique 
ont la forme d’un cône, ainsi qu’un tas de 
sable ou -de terre lentement roulé. 


Z 



8.4-3 Surface conique et cône double 


8.4-4 Cône circulaire droit 
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Aire de la surface 

Le développement d'une pyramide peut être obtenu à partir de 
la maquette de celte surface en la coupant suivant les arêtes latéra¬ 
les. La figure montre le développement d’une pyramide à base 
carrée. 

La maquette d’un cône doit être découpée le long d’une généra¬ 
trice et de l’arête de base. Par exemple, on peut développer dans un 
plan la surface latérale d’un cône circulaire droit, comme cela a été 
fait pour le cylindre. On obtient un secteur circulaire (Fig.). Donc 
le développement d’un cône circulaire droit est formé d’un secteur 
circulaire dont le rayon q est la longueur s de la génératrice et dont 
l’arc b a pour longueur 2 nr t longueur de la circonférence du cercle Développement d’une 

de base, ainsi que de la base circulaire du cône. pyramide à base carrée 

Si C est la surface de la surface latérale, alors = J?— et donc C=^ = nrs. Si 

n Q* A71Q 2 Q 2 

h est la hauteur du cône, alors s=y/(r 2 +h 2 ). 

Si l’aire de la surface de toute pyramide 
et celle des faces latérales ou de la 
surface latérale C, alors S=B-\-C. 

On peut particulariser la formule suivant le type de solide. Dans le cas de la surface d’un 
tétraèdre régulier de côté a, C=3B y avec B -- 2 \/3, S=-4B— 1 Ux4a 2 '\/3=a 2 \/3. 


ou de tout cône est notée S, celle de la base B 


Aire de la surface latérale d’un cône 


C=nrs 




8.4-6 Développement de la surface 
latérale d’un cône circulaire droit 



Quant au problème du développement de l’arc du cercle s de rayon r et d’angle </?, sous-tendu 
au centre sur un cercle de rayon p, la construction de Nicolaus Cusanus (1401-1464) en donne 
graphiquement une bonne approximation si les (p et xp sous tendus par les deux arcs sont plus 
petits que 45° (Fig.). 

Volume 

En appliquant le principe de Cavalieri à la pyramide, une section plane de la pyramide est 
prise parallèlement à la base. La section obtenue est semblable à la base. La distance //' depuis 

le sommet est plus petite que la hauteur h de la pyramide. On a la proportion suivante — 

s h 



Dans une pyramide le rapport des aires de la section obtenue par un plan parallèle à ta base 

et de la base elle même est égal au rapport des carrés de leurs distances au sommet. 

Ceci implique, d’après le principe de Cavalieri. 

Des pyramides de bases et de hauteurs égales ont le même volume. 

Le base peut être transformée en un triangle de même aire, ou bien découpée en plusieurs 
triangles, par conséquent il suffit de calculer le volume d’une pyramide triangulaire. 

Le volume d'une pyramide triangulaire est le tiers du volume du prisme de même base et de 

même hauteur. 

14* 
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Comme le montre la figure, le prisme triangulaire peut être divisé, à l’aide de deux sections 
planes en trois pyramides k, v* v .» de même volume, V x et V 2 ont pour base respectivement la 
base et le sommet du prisme, DEF=ABC et la hauteur du prisme comme hauteur, \BE\ = \CF\. 
Cependant, puisque ACF=AFD , V 2 et V 2 ont donc des bases égales et pour chacune d’elles la 
distance du point B à la face ACFD est la hauteur. Par suite si B est îa base et h la hauteur 
Bh 

de la pyramide, alors V= —. 



Bh 

Volume d’une pyramide 

V— — 

3 


Le principe de Cavalieri concerne seulement 
l’égalité des aires des sections parallèles et non 
la forme de celles-ci. On peut donc considérer 
un cône comme un cas particulier de pyramide 
de base B=nr 2 et par conséquent: 

Les cônes ayant des bases et des hauteurs 
égales ont le même volume. 

Le volume d’un cône est le tiers du volume d’un 
cylindre de même base et de même hauteur. 




Volume d’un cône 


nr 2 h jid 2 h 
~3 Ï2~ 


8.4-8 Décomposition d'un prisme triangulaire 
en trois pyramides triangulaires 


Tronc de pyramide et de cône 


On appelle tronc de pyramide un solide délimité par deux plans parallèles et dont les arêtes 
se rencontrent en un point extérieur au solide (Fig.). 


Aire d’un tronc de pyramide 


S=B 1 \ B 2 4 C 



8.4-9 Tronc de pyramide 8.4-10 Tronc de cône 


Soient B 1 la base, h x la hauteur de la pyramide complète, et soient B 2 la base, h 2 la hauteur 
de la pyramide supérieure, alors h-h x —-h 2 est la hauteur et B x et B 2 sont les aires des bases du 
tronc. On dira qu’il est oblique , droit , régulier si la pyramide supérieure est oblique, droite ou 
régulière. La surface S se compose de B l9 B 2 et de la surface latérale C qui est la somme de n 
trapèzes, si B 1 est un polygone à n côtés. Le tronc a cependant 2 n arêtes de base et n arêtes 
latérales. Un tronc droit de pyramide à base carrée de côté a et 6, a pour faces latérales des tra¬ 
pèzes isocèles; de hauteur r)= ^(^li 2 H ^ 4^ ) et sur ^ ace tota ^ e est S=4[(a-\-b)l2]rj-\~a 2 -\rb 2 = 
=a 2 + b 2 4- 2rj(a + b). 

De la même manière, un tronc de cône est obtenu à partir d’un cône en le coupant par un plan 
parallèle à la base (Fig.). La surface latérale C peut être dévelopée. Soient r x le rayon du cercle 
de base, h x la hauteur et s x la longueur de la génératrice d’un cône circulaire droit, et soient r 2 , 
h 2i s 2 les longueurs respectives du cône qui a été découpé ; alors le tronc qui reste a pour hauteur 
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/i=//! — /# 2 * pour longueur de génératrice s=s x —% Dans une section axiale on a — —— et par 

r 2 S 2 


('1 - h ) 


suite ——=— et 

r 1 


2 s _ sr x 

-=—. Cependant, s 1 = -et s 2 = 


*2 


-, donc C— ns l r 1 — ns 2 r 2 = 


= n{r 1 -\-r 2 ) s et S = nr x 2 -(- nr 2 2 -\- nsir^r?) est l’aire de la surface du tronc de cône droit. 

Surface latérale C et surface S C=ns{r x +r^ 

d’un tronc de cône droit S=n[(r 1 2 -\-r 2 2 )-\-s(r 1 -\-r 2 )\ 

= 1 U n W +< 4 2 + 2s (di +< 4)1 


De nombreux articles de la vie de tous les jours sont des troncs de pyramide, par exemple un 
panier de blanchisserie, une brouette et de même pour les troncs de cône, par exemple un abat- 
jour, un vase de fleurs ou un verre. 

Volumes. Si B x et h x sont la base et la hauteur de la pyramide totale, et si B 2 et h 2 sont la base 
et la hauteur de la pyramide qui complète, alors le volume du tronc de pyramide est 

V = -y {B x h x — B 2 h 2 ). Les aires des sections parallèles sont proportionnelles au carré de leursdistances 


K _ V B 1 


au sommet, et = ——-. Donc h* = 

h, 


Wjh 


V B 2 


—V^2 


et h 2 = 


= V^2 

\/B 1 — 


Le volume V d’un tronc de 


pyramide est donné par V— — 

3 VBi - V R . 

h 


h By'sJB x — B 2 ^B 2 h BS-B^jb^) -t-^V(^ 2 )- B\ 


B x — B 2 


" 3 " B 2 ).On obtient unerelation analogue avec le tronc de cône où B^nr^ 2 et B 2 =nr 2 2 , 



Volume 

Formule approchée 

Tronc de pyramide 

V=-j( b 1 +^/B 1 B 2 +B 2 ) 

f/ T" B 2 . 

2 h 

Tronc de cône 

V= y (rS+r^+tf ) 

r~y(rî+r|) ou K~y(r,+r 2 ) 2 


En pratique, les résultats sont obtenus par approximation. Ces résultats sont d’autant plus précis 
que la forme du tronc de pyramide est proche de celle du prisme (B X ^B 2 ) ou bien que celle du 
tronc de cône est proche de celle du cylindre (r x ^r 2 ). Les deux formules d’approximation donnent 
des résultats soit par excès, soit par défaut. 


8.5. Polyèdres 

Théorème du polyèdre d’Euler 

On appelle polyèdre un corps limité uniquement par des plans; les cubes, les parallélépipèdes 
rectangles, les prismes, les pyramides, les troncs de pyramide sont des polyèdres. 

Un polyèdre est dit convexe ou polyèdre d'Euler si tout segment de droite joignant deux points 
du polyèdre est contenu entièrement dans le polyèdre. Le théorème d’Euler était vraisemblablement 
déjà connu d’ARCHiMEDE, en tout cas certainement de Descartes. 

Théorème dp polyèdre d’Euler : Si v est le nombre de sommets, / le nombre de faces, et e 
le nombre d’arêtes d’un polyèdre convexe, alors 0 +/— e—2. 

Pour déterminer le nombre E=v-]-f—e du théorème d’Euler, on imagine la maquette d’un 
polyèdre recouverte d’une feuille de caoutchouc dont une face a été découpée. Le nombre cp de 
faces restantes est/—I et E=v-\-q )+1 — e. Si la surface restante est déployée dans un plan, les lon¬ 
gueurs des arêtes et les angles sont modifiés mais non v , cp et e. Dans le diagramme de Schlegel 
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du polyèdre ainsi obtenu (Fig.) chacune des (p faces peut être divisée en triangles à l’aide de 
diagonales. Chaque diagonale accroît e et (p de 1, par conséquent E reste constant. Si alors on 

enlève de la frontière une arête appar¬ 
tenant exactement à un triangle, e çt 
(p diminuent de 1, et E reste constant. 
Si une arête et l’un des sommets qui 
n’appartiennent plus à une face sont 
supprimés, alors v et e diminuent de 
1, et donc E reste constant. On réitère 
cette démarche et finalement il reste 
un triangle pour lequel v=3, e—3 et 
(p = 1 donc E~ 2. Par conséquent on a 
8.5-1 Plan déployé d’un cube pour démontrer le théorème du bien E=v-\-f—e — 2. 
polyèdre d’Euler 





Polyèdres réguliers 

Les cinq polyèdres réguliers. Un polyèdre convexe est régulier s’il est délimité par des polygones 
réguliers égaux et si le même nombre d’arêtes se rencontrent en chaque sommet. Les cinq solides 
de ce type sont aussi appelés Platoniques , depuis Platon. 



8.5-2 Les cinq corps réguliers et leurs développements; a) tétraèdre, b) hexaèdre, c) octaèdre, 
d) icosaèdre, e) dodécaèdre 

D’après le théorème qui affirme que la somme des angles d’arêtes en chaque sommet est plus 
petite que 360°, il ne peut y avoir que cinq solides réguliers. Si le polyèdre est limité par des 
triangles équilatéraux, alors puisque les angles d’arêtes valent 60°, trois, quatre, cinq faces seulement 
peuvent se rencontrer au sommet. S’il y avait six faces, la somme des angles d’arêtes vaudrait 
alors 6x60° = 360°. Si le polyèdre est délimité par des carrés (chaque angle d’arête vaut 90°) ou 
par des pentagones réguliers (chaque angle d’arête vaut 108°), alors seulement trois faces peuvent 
se rencontrer au sommet. 

Les hexagones réguliers (chaque angle d’arête vaut 120°) sont impossibles, car 3x120° n’est 
pas inférieur à 360°. II ne reste donc que cinq types possibles de solides réguliers et les nombres v 
de sommets, / de faces et e d’arêtes sont résumés dans le tableau suivant où n est le nombre 
de faces en un sommet. 
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Faces limites 

n 

v 

J 

e 

Solides réguliers 

triangles équilatéraux 

3 

4 

4 

6 

tétraèdre 

triangles équilatéraux 

4 

6 

8 

12 

octaèdre 

triangles équilatéraux 

5 

12 

20 

30 

icosahèrde 

carrés 

3 

8 

6 

12 

cube ou hexaèdre 

pentagones réguliers 

3 

20 

12 

30 

dodécaèdre 


Une des particularités de ce type de solides est l’existence de sphères inscrites et circonscrites 
puisque le centre du polyèdre régulier est aussi le centre de ces sphères. La sphère circonscrite 
passe par les sommets du polyèdre et la sphère inscrite rencontre chaque face en son centre. Donc, 
les perpendiculaires élevées aux faces du polyèdre en leurs centres respectifs concourent au centre 
du polyèdre. 

Si n est le nombre de côtés d’une face, m le nombre d’arêtes qui concourent en un sommet, 
v le nombre de sommets du polyèdre, / le nombre de faces, et e le nombre d’arêtes, alors si a 
est la longueur de l’arête, S l’aire de la surface et V le volume, on obtient les résultats suivants. 


Solides réguliers 

tétraèdre 

hexaèdre 

octaèdre 

dodécaèdre 

icosaèdre 


n 


m v 


f 


e S 


V 


3 3 



4X4 


8 

6 

20 

12 


X 


X 


8 

12 

20 


6 

12 

12 

30 

30 


«V 3 
6a 2 

2 <*V3 

3oVP(5+2\/5)] 

5«V3 


VnA/2 

d' 

V 3 «V 2 

15+7^5) 

5 /i2« :l (3-lV5) 


Conjugué. Les croix qui sont dans le tableau signifient que les solides peuvent être associés 
deux par deux, ils sont conjugués. Les nombres de faces et de sommets sont seulement intervertis; 
la figure montre par exemple le cube et l’octaèdre le nombre d’arêtes reste le même d’après le 
théorème d’Euler v x ^-f 1 =f 2 ^v 2 =e-\-2. 

Le tétraèdre est son propre conjugué. 



8.5-3 Cube et octaèdre 
conjugués 


8.5-4 Polyèdres tronqués. 
Le tétraèdre devient un 
octaèdre (à gauche) et 
le cube devient un 
cristal central (à droite). 




Polyèdres tronqués. Si on coupe les sommets d’un polyèdre régulier de manière que les sections 
planes soient régulières et égales, alors le solide qui reste est encore un polyèdre régulier ou un 
solide semi régulier (Archimcdien) (Fig.). Le cube tronqué s’appelle un cristal central , puisqu’il 
peut être engendré tout aussi bien à partir d’un octaèdre en prenant les sections passant par les 
milieux des faces. Cependant, un. cube peut être aussi tronqué de façon à obtenir un octagone 
régulier sur chaque côté. 


Cristaux 

La plupart des solides rencon¬ 
trés dans la nature sont irrégu¬ 
liers, les cristaux sont des solides 
mathématiques. Nicolas Stenon 
(1638-1686) découvrit la loi de 
la constance de /’ angle, à savoir 
que l’angle, entre deux faces cor- 
rçspondantes de tous les cri¬ 
staux de même nature, a même 
valeur. Pour décrire les proprié¬ 
tés de symétrie des cristaux, on a 



8.5-5 Plans principaux du cube 




















































216 8. Géométrie du solide 


besoin des notions de centre de symétrie , axe de symétrie , et plan de symétrie. Pour le cube, 
il y a trois axes de symétrie joignant les centres des faces opposées, et neuf plans de symétrie. 
Les trois principaux plans de symétrie ou plus brièvement plans principaux passent par le centre 
du cube et sont parallèles aux côtés. Les plans perpendiculaires à chacun d’entre eux sont deux 
plans de symétrie, contenant chacun deux diagonales spatiales du cube (Fig.). 


8.6. Sphère 

Généralités 

Soit un demi-cercle tournant autour de son diamètre, la circonférence décrit une surface sphé¬ 
rique ou sphère. La partie de l’espace englobée par une surface sphérique est appelée une sphère. 
Une surface sphérique est l’ensemble de tous les points de l’espace qui sont à une même distance 
d’un point fixe, nommé centre. Cette figure joue un rôle important dans la vie courante; pensez 
à un roulement à billes, une balle, et à la sphère céleste. 

Position relative d’une droite, d’un plan, et d’une sphère. Une droite a 0, 1 ou 2 points communs 
avec une surface sphérique. 

Sécantes , cordes. Une sécante coupe la sphère en deux points. La corde est la partie de celle-ci 
qui ne contient aucun point extérieur à la sphère. La plus longue corde est un diamètre de la 
sphère; le milieu est le centre C de la sphère. Chaque segment de droite joignant C à un point 
de la surface sphérique est un rayon. 

Tangentes , plans tangents. Une tangente / à la sphère a exactement un point commun avec 
la sphère, le point de contact Bd et (Fig.). Le faisceau de plans passant par t coupe la sphère 
suivant des cercles qui sont tous tangents à / en B. Le plan contenant le centre coupe la sphère 
suivant le grand cercle. Dans le faisceau, le plan qui lui est perpendiculaire est le plan tangent 
à la sphère en B. 

Un plan qui n’est pas tangent soit est extérieur à la sphère, soit la coupe, suivant un petit 
cercle , en général, ou suivant un grand cercle s’il passe par le centre C. 



région sphérique 


8.6-2 Intersection d’une surface sphérique 
et d’un plan suivant un cercle 


8.6-1 Sphère et droite 


Calottes sphériques , segments sphériques. Un plan qui coupe la sphère la divise en deux segments 
sphériques , et sa surface en deux calottes sphériques qui sont égales lorsque la section est un grand 
cercle (Fig.). 

Zone , couche sphérique. Deux plans parallèles découpent sur la sphère une couche sphérique 
et sur la surface une zone sphérique. L’une des sections peut être un grand cercle. Deux plans 
ayant un diamètre en commun divisent la sphère en quatre parties sphériques et la surface en quatre 
régions sphériques. 

Secteur sphérique. Si un rayon d’une sphère se déplace le long d’un petit cercle de la sphère 
comme courbe guide, il décrit alors une surface conique et divise la sphère en deux secteurs 
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sphériques. Si la courbe guide est un grand cercle, la surface séparant les deux secteurs sphériques 
est un plan contenant un grand cercle et les deux secteurs sphériques sont des hémisphères. 


secteur 


couche 





rayon 


diamètre 


hémisphère 

grand cercle ^.6-3 La sphère et ses parties 


Volume 


Volume de la sphère. D’après le principe de Cavalicri, une hémisphère de rayon r a le même 
volume qu’un cylindre circulaire droit de rayon r et de hauteur r, duquel un cône circulaire 
droit (dont le rayon de la base est r et de hauteur r) a été retiré. 


Un plan à une distance arbitraire r 1 (r 1 <r) de 
la base et parallèle à celle-ci coupe l’hémisphère 
suivant un cercle de rayon Qi— \/{r 2 —r x )\e solide 
restant est un anneau circulaire avec r et r x 
comme rayons. Les sections ont les aires 
A\ — nçj = n(r 2 — r\) et A 2 nr 2 — nr\ c’est à 
dire la même aire. Donc l’hémisphère a pour 
7ir^ 2 nr* . . 

volume Vu =nr z -^ ^ (Fig.). 


Volume de la sphère 


F=47r/* 3 /3 



8.6-4 Détermination du volume de la sphère 



8.6-5 Les volumes de ces trois corps sont dans les rapports 3:2:1. 

8.6-6 Détermination de la formule du volume d’un segment sphérique 


Volume de parties de sphère. Segment sphériques. On déduit la formule du volume d’un segment 
sphérique (Fig.) de façon identique (en comparant l’hémisphère avec le restant du cylindre). Ici, 
au lieu d’un cône, on a un tronc de cône: 

V = n r 2 h x - 1 l^ih 1 [r 2 +(r - h x )r -f (r - //i) 2 ] = 1 l^ih 1 (3rh x - h\)= 1 / 3 ^ï(3r— h x ). 

Puisque Q 2 =r 2 -(r—h 1 ) 2 =2rh 1 -h* ou 6 W 7 1 - 2 // 2 = 3 ^ 2 +//f, V=nh 1 OQ 2 \ h\)!6 avec r rayon de la 
sphère, h x hauteur du segment et q rayon du cercle de base. 


Volume d’un segment sphérique 


V= 7ihl(3r - h x )l 3 = nhtfe 2 +/if)/6 
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Couche sphérique. Si une couche sphérique comprise entre deux sections circulaires de rayon ^ 
et g 2 a une hauteur //, alors d’après le principe de Cavalieri, son volume est la différence entre 
celui d’un cylindre nr 2 h , et celui d’un tronc de cône de rayon de base = et r 2 (Fig.). Le 
volume est donné par 


V— nr 2 h — nh[(r 2 + h) 2 + (r 2 + h)r 2 +r|]/3 
— 7th(6r 2 —6r|— 6r 2 h —2 h 2 )/6. 

Car 

Qi~r 2 —(/ 2 +/O 2 , Q 2 2 =r 2 -rl 
Q 2 + Q l=2r 2 -2r 2 h-2rl-h\ 

3g 2 -h 3q 2 -I- h 2 = 6r 2 —6r|—6r 2 /i—2 /î 2 , 
le volume est V=7ih(3q\-\-3Ql \-h 2 )l6. 



8.6-7 Détermination de la formule du 
volume d’une couche sphérique 

Secteur sphérique. Le volume d’un secteur sphérique est la somme des volumes d’un segment 
sphérique et d’un cône: Ksecteur = 1 l s Jih 2 (3r — h)-\- l ljiQ 2 (r — h ), où h est la hauteur du segment, 

r—h la hauteur du cône et g le rayon de la |-. 

courbe guide. Puisque g 2 =h(2r — h) : I Volume d’un secteur sphérique V=2nr 2 hl3 I 

Kscctcur = 2nr 2 hlX -- ' 

Sphère creuse. Une sphère creuse est ce qui reste d’une sphère de rayon r 1 lorsqu’une sphère 
concentrique de rayon r 2 a été enlevée (r x >r 2 ). Le volume de la sphère creuse est la différence 
entre les deux volumes: 


- 1 nh{3g\ - 3g\ -1- /^)/6~| 


Volume d’une couche sphérique 


V sphère creuse — 


Volume d’une sphère creuse 




Aire de la surface 


Aire de la surface d'une sphère. A l’inverse de la surface latérale d’un cône ou d’un cylindre, 
la surface d’une sphère ne peut être développée dans un plan. 

Si la surface de la sphère est divisée en n petits polygones , alors les rayons issus des sommets 
de ces polygones divisent la sphère en n sous espaces pyramidaux de base B, et de hauteur h,. 
Plus le nombre n est grand, plus les bases B l sont petites, la différence entre les hauteurs h t et 
le rayon r de la sphère, la différence entre la somme des aires des bases B, et la surface S de 
la sphère, ainsi que la différence entre la somme des volumes des sous-espaces BJiJ 3 et le volume V 


de la sphère, permettent d’écrire: lim £ B t =S , lim h t =r , 

«—>• 00 1 =1 n —> 00 

V=rS/3 ou S=3V/r=47ir 2 . 


lim £ Bjij 3 = V. On obtient alors 

n—>00 / = 1 


L’aire de la surface d’une sphère est quatre fois 
l’aire d’un grand cercle. 

Par analogie avec le cercle, la sphère a le plus grand volume de tous les corps de même surface , 
ou la plus petite surface de tous les corps de même volume (voir Chap. 38). Cette propriété de 
la sphère est d’une grande importance; pour les gouttes de liquide, à cause de leur forme sphérique 
la vitesse d’évaporation et de transformation en vapeur est plus faible que si ces gouttes prenaient 
une autre forme. De même, à cause de cette propriété et de leur grande capacité, les containers 
sphériques sont souvent utilisés pour entreposer les liquides ou les gaz. 

Aire de la surface d’une partie de sphère. Pour obtenir la surface S d'une calotte sphérique » 
on procède de la même manière que pour la surface d’une sphère, on obtient K S ecteur=27rr 2 ///3 e* 
2jir 2 hl3= l / 3 r ^calotte (Fig. 8.6-3). Donc Scalotte^ =2nrh où h est la hauteur du segment correspondant- 
La surface d’une zone peut être considérée comme la différence entre la surface de deux calottes. 
Si h est la hauteur de la couche sphérique correspondante, et si h ± et h 2 sont les hauteurs de la 
petite et de la grande calotte, alors 5 , Z one=5' C aiottc 2 — Scaiotte i= 27 irh 2 — 2nrh x =2nr(}i 2 — /^et 
comme h 2 — h v h, Szone=2jtrh. Remarquons que les deux formules donnant ^calotte et Szone sont 
identiques dans la forme, mais h a un sens différent dans chacun des cas. 

La surface d’un secteur sphérique est la somme de la surface d’une calotte et de la surface 
latérale d’un cône: Sscctcuv=2nrh+jtQr—7tr(2hA-Q) où h est la hauteur du segment correspondant 


Surface de la sphère 


S=4nr 2 
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et q le rayon du cercle de base du cône, et r le rayon de la sphère et la longueur de la génératrice 
du cône. 


Surface d’une calotte 

S 2nrh 

Surface d’une 

S = 2nrh 

Surface 

S nr{2h ! g) 



zone 


d’un secteur 



8.7. Autres solides 


Solides de révolution. Depuis l’invention du tour du potier, les solides de révolution trouvent de 
nombreuses applications. Tout plan passant par l’axe de rotation coupe la surface de révolution suivant 
un méridien ou profit , et tout plan perpendiculaire à l’axe de révolution coupe la surface suivant 
des cercles parallèles. Toute surface de révolution peut être recouverte par un développement ortho¬ 
gonal de méridiens et de cercles parallèles. Les droites n, normales à la surface, aux points d’un 
cercle parallèle forment, en général, un cône de révolution. Dans le cas des cercles de rayon maximum 
et minimum, le cône dégénère en un plan, et dans le cas d’un cercle suivant lequel un plan tangent 
touche la surface, le cône se transforme en un cylindre (Fig.). 




8.7-2 Tore avec différentes positions des cercles méridiens 


8.7-1 Solides de révolution; normales n, le cône normal le long 
d’une section circulaire est colore en jaune ; le long d’un cercle 
de contact avec un plan tangent, il devient un cylindre circulaire; 
le long d’un cercle dont le rayon est un maximum ou minimum 
relatif, il devient un plan. 


Des solides de révolution bien connus sont la sphère, le cône de révolution, le cylindre de 
révolution, le paraboloïde de révolution, un hypcrboloïdc de révolution à une nappe (Chap. 24), le 
tore, la pseudosphère et le catenoïde 

Un tore est engendré par la circonférence d’un cercle de rayon r qui tourne autour d’un axe 
situé dans son plan à une distance a>r de son centre (Fig.). Le tore est une surface tubulaire. 

La pseudosphère (voir table 56) est obtenue par révolution de la tractrice autour de son asym¬ 
ptote. Si l’axe des x d’un repère de coordonnées cartésiennes est pris comme asymptote et si a 
est la distance du sommet A le long de l’axe des y , alors V TLnà'fi est le volume de la pseudo¬ 
sphère. En chaque point, la surface a une courbure gaussienne négative constante. A cause de 
cette propriété, la pseudosphère sert de modèle dans une géométrie hyperbolique non-euclidienne, 
comme la sphère dans le cas d’un géométrie elliptique non-euclidienne. 

Les centres de courbure de la tractrice sont sur une chaînette. La rotation de la chaînette autour 
de sa directrice donne le catenoïde. 

Règle de Papptis pour une surface. Si une courbe plane C tourne autour d’une droite / dans 
son plan tel que C reste d’un seul côte de /, alors l’aire S de la surface de rotation qui en résulte 
est égale au produit de la longueur de la courbe génératrice C et de la longueur du chemin du 
centre de gravité de C en rotation. 

Règle de Pappus pour une volume. Si une partie d’un plan A tourne autour d’une droite dans 
le plan qui a au moins les points limites en commun avec A , alors le volume V du solide de 
rotation qui en résulte est égal au produit de l’aire de A et de la longueur du chemin du centre 
de gravité de A en rotation. 
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Exemple 1 : Pour un tore (Fig. 8.7-2) la surface S a pour aire S^2nax2nr^4n 2 ar et le volume 
V— 2na X nr 2 — 2 n 2 ar 2 . 

Exemple 2: Par rotation d’un demi cercle autour de son diamètre, on obtient les valeurs 
bien connues de la surface et du volume d’une sphère, et les distances q c et q a des centres de 
gravité de l’arc semicirculaire et du disque semicirculaire à l’axe peuvent être calculées. Or 
S^Anr 2 sx2tjq c où s=m\ on obtient 4nr 2 =2n 2 rQ c et q c =2r\n. Comme V—4nr 2 l3=^-2nQ A A 
avec A=nr 2 l 2 , on obtient 4nr 2 l'S—n 2 r 2 Q A et Q A =4rl{3jz). 


Règle de Kepler. Règle de Simpson. Certaines formules d’approximation pour le calcul du 
volume d’un solide sont très utiles en pratique. Dans certains cas particuliers, les formules donnent 
même les valeurs exactes. 

Dans un grand ouvrage sur la géométrie du solide, à propos des tonneaux, Kepler (1571-1630) 
donne une formule d’approximation pour déterminer le volume V d’un tonneau, où B {) , Æ 2 , B l 
sont les aires de la surface du sommet, du fond et de la section à mi-chemin d’entre eux et 
où h est la hauteur du tonneau. 


Cette formule donne la valeur exacte pour le 
tronc de pyramide, la sphère, le paraboloïde ellip¬ 
tique, l’hyperboloïde à une nappe, l’ellipsoïde, 
etc. ... 


Règle de Kepler 


V = h(B 0 +4B 1 + B 2 )l6 


Exemple 1: Les plans z 0 —c , z 2 = — c, 
z^O coupent Vhyperboloïde à une 
nappe (x 2 la 2 )-\-(y 2 /b 2 )—(z 2 lc 2 ) = 1 sui 
vant les sections d’aires B 0 = B 2 -^2nab et 
B x =nab. Le solide délimité par B 0 , B 2 
et l’hyperboloïde (Fig.) a pour hauteur 
2c et comme volume V — (8/3)7ra6c. 

Exemple 2: Sur un paraboloïde de 
rotation z x 2 -|- y 2 y les plans z 0 ^l et 
z 2 ^9 découpent une strate pour la¬ 
quelle B 0 —ti, B 2 =^9n, B x ^5n et h — 8, 
et donc le volume est V~ 40n. 

Exemple 3: Pour un tétraèdre de côté 
a (Fig.) B 0 = B 2 = 0, B y = a 2 \4 et 
h 2 —h 2 — a 2 14 et h=al-\/ 2. Le volume 
V est donné par la règle de Kepler: 

K-«V 2 / 12 * 



Alors que la règle de Kepler donne des résultats exacts pour la pyramide et le tétraèdre, elle 
ne donne que des approximations pour les prismoïdes. Elle fournit de bonnes approximations 
pour les tonneaux, pour les solides en forme de barriques, les troncs d’arbre qui ne sont pas 
trop longs. Elle ne marche pas pour les solides de révolution dont la courbe méridienne a des dis¬ 
continuités dans la direction de la tangente, et pour les solides dont la hauteur est trop grande 
par rapport au diamètre moyen. Dans les cas critiques, on peut obtenir une meilleure approxima¬ 
tion en divisant la hauteur h en n 2k parts égales et en appliquant la règle de Kepler à chaque 
partie obtenue. Si B t est l’aire de la i-ième partie, le volume est donc d’après une règle énoncée 
par Simpson (1710-1761). 



h 



Règle de Simpson 

y 3 - r {fl„ + 4(fi 1 + fi 3 + • 

* *-f- B„_ 1 )+2(B 2 + B 4 + 

• • • + fi„- 2 ) + B„) 


Conoïdes. Dans les applications techniques, on rencontre souvent des conoïdes. En général 
ils sont engendrés de la manière suivante. Etant donné une courbe guide c, une droite guide l 
et une direction de plan non parallèle à /, le conoïde est formé de l’ensemble des droites qui rencon¬ 
trent c et / et sont parallèles au plan. Si la courbe guide est un cercle, on dit que l’on 
a un conoïde circulaire. Pour un conoïde circulaire droit , la droite guide est perpendiculaire à la 
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direction de plan et est coupée à angle droit par l’axe du cercle. Un plan parallèle au plan du 
cercle coupe le conoïde suivant une .ellipse (Fig.). La règle de Kepler, appliquée au conoïde cir¬ 
culaire droit, donne le volume exact. Si r est le 
rayon du cercle de base et h la hauteur, alors 
B 0 =7ir 2 , 4B l = 2nr 2 , B 2 =0 et V=7ir 2 h/2. 




8.7-6 Prismoïdc, ponton, coin 


8.7-5 Conoïde 


Prismoïdes. Un prismoide est un polyèdre dont les bases sont deux polygones parallèles et dont 
les côtés sont des triangles ou des trapèzes. Un prisme, une pyramide, un tronc de pyramide 
sont des formes particulières de prismoïdc. 

Un cas particulier est le coin pour lequel la surface du sommet se réduit à une droite parallèle 
à la base, appelée arête vive. Un plan parallèle à la base d’un coin droit découpe un autre coin, 
tout en laissant un ponton (Fig.). Les côtés trapézoïdaux sont égaux. 11 n’y a pas d’égalité entre 
la base et le sommet. Si la hauteur d’un ponton est beaucoup plus grande que les côtés de la base 
et du sommet, le solide est alors en obélisque. 

L’application des règles de Kepler aux prismoïdes donne des valeurs exactes. Pour un ponton 
de côté a et b pour la base, et c et d pour le sommet, et de hauteur //, Æ 0 ab, 4 B 1 ~(a-\-c) ( b-\-d ), 
B 2 =cd et donc V—h[2(ab+cd)-\-ad-\-bc]l6. Lorsque d= 0, le solide est un coin de côté et de 
volume V=h 1 b[2a-\- cJ/6. En technologie, on rencontre le coin comme élément de machine ou 
comme outil. Les pontons sont bien connus dans la navigation. Les obélisques se rencontrent 
comme monuments ou symboles religieux. Les bornes prennent souvent ces formes-là. Enfin, 
de nombreuses formes de toits peuvent être considérées comme des prismoïdes. 
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La géométrie descriptive analyse et élabore des représentations de l’espace à trois dimensions 
sur un plan. Afin d’utiliser les méthodes de construction de la géométrie plane on donne la 
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préférence aux représentations qui font correspondre aux droites de Pespace les droites du plan. 
Dans ce choix deux exigences sont prioritaires. La clarté et la préservation des dimensions. 

De bonnes images, par exemple, sont données par la projection centrale car elles imitent 
ce qui est perçu par l’oeil. La façon habituelle de conserver les grandeurs est d’utiliser la pro¬ 
jection orthogonale. Comme on perd une dimension lors de la représentation plane de corps 
solides la conservation des proportions ne peut être respectée que sous certaines conditions. Les 
images obtenues en perspective axonométrique donnent une représentation claire d’un solide par 
reconstruction des proportions. Parmi celles-ci, on retiendra les projections axonométriques fron¬ 
tales d’une grande simplicité. 

Pour que les techniques de dessin et leurs constructions soient un moyen de communication 
aussi puissant que la parole et l’écrit, il faut respecter certaines conventions introduites en géo¬ 
métrie descriptive. L’élaboration de conventions adaptées aux besoins pratiques revient essentiel¬ 
lement à Monge (1746-1818) qui, par son ouvrage célèbre “Géométrie descriptive”, son ensei¬ 
gnement et sa recherche est le véritable fondateur de la géométrie descriptive. 


9.1. Epures en géométrie descriptive 


Projection conique 


Dans la projection conique la figure est obtenue à l’aide d’un faisceau de projetantes dont 
le centre, centre de projection F, est situé hors du plan de projection II. Pour un point quelcon¬ 
que PT V , la projection centrale ou projection conique ou perspective P c est le point d’intersec¬ 
tion P c r p nll etc la projetante (ou rayon perspectif) r P =VP avec le plan 77. Les projections 
des points du plan U v , conte¬ 
nant V et parallèle à 11 sont 
des points impropres (points à 
l’infini) de IL Ce plan 1I V est 
appelé plan de vue (Fig.). 

La projection conique I e de 
la droite / qui ne passe pas 
par V et n’est pas contenue 
dans H v est une droite; les 
projetantes des points A : 
r t != VA et B : r B = VB forment 
un plan qui coupe II suivant 
une droite (Fig). La trace 
L — (lnII) de AB sur // appar¬ 
tient à 1 e . La projection coni¬ 
que 1 e de / est déterminée de 
manière unique par les projec¬ 
tions coniques A c et B 1 de 
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9.1-1 Plan de projection //et 
plan de vue n v pour la pro¬ 
jection conique (perspective) 


9.1-2 Image d’une droite par 
projection conique (perspective) 


deux de ses points A et B. L’intersection L v de / avec Tl v a pour image le point à l’infini de 1 e . 
L’image du point à.l’infini de / est le point d’intersection L c u de Tl avec le rayon r, parallèle 
à / et passant par V. Ce point de fuite L c u est l’image du point commun à l’infini de toutes les 
droites parallèles à /. Le point de fuite des perpendiculaires à 77 est la trace de la perpendi¬ 
culaire menée de V sur //, c’est le poifit de fuite principal U. La longueur d du segment VH 
est appelée distance principale. Les points de fuite des droites qui coupent 11 sous un angle 
de 45° sont situés sur un cercle de centre H et de rayon r/, le cercle principal. 


Projection cylindrique 

Si le centre V du faisceau de projetantes déterminant la figure est à l’infini, la projection 
est une projection cylindrique des points P de l’espace en les points P' de 77. Comme les pro¬ 
jetantes des points d’une droite p forment un plan, l’image p d’une droite est une droite, en 
général, et les images de deux droites parallèles p et q sont deux droites parallèles. Si la droite 
donnée /„ est parallèle aux projetantes, alors son image est un point L 0 = (/ 0 n77). Pour les droi¬ 
tes qui ne sont pas. confondues avec une projetante on a les théorèmes suivants : 
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Le quotient des longueurs déterminées par trois 
points sur une droite est invariant par projection 
cylindrique \AB\ : \BC\ = \A’B’\ : \B'C'\ (Fig.). 

Le quotient des longueurs de deux segments 
situés sur deux droites parallèles est invariant par 
projection cylindrique \AB\ : \DE\ = \Æ B'\\\D' E'\. 


9.1-3 Conservation des 
proportions par pro¬ 
jection cylindrique 


9.1-4 L’image d’une figure 
plane, parallèle au plan de 
projection, est conservée 
par projection cylindrique 

Par projection cylindrique , P image 
d'une figure située dans un plan pa¬ 
rallèle à JJ est égale à la figure ini¬ 
tiale , par exemple , APQR^APQ' R'. 

Perspective cavalière. Si l’objet à représenter possède trois côtés 
ou trois axes de symétrie perpendiculaires deux à deux a , /;, c, 
alors on utilise une projection oblique particulière. Le plan de 
projection 77 est vertical et parallèle à l’une des faces principales 
de l’objet placé en “position ordinaire par exemple b est hori¬ 
zontal, c est vertical (Fig.). Le troisième axe a et les droites qui 
lui sont parallèles sont perpendiculaires à II, leurs images perspectives sont appelées fuyantes. 
Les fuyantes sont parallèles et forment avec l’image de b l'angle de fuite qo=(a, b) où a est 
l’image de a. Le rapport A— a/a de la longueur de l’image d’un segment à la longueur du 
segment initial est dit rapport de réduction. Connaissant l’angle de fuite (p et le rapport A on 
peut calculer les dimensions de l’objet à partir du dessin. Pour faciliter les constructions on 
choisit pour qp 30°, 45°, 60° ou 120°. Ce qui donne des propriétés remarquables pour les 
longueurs et on choisit pour le rapport de réduction A des quotients simples tels que I, 1/2, 
2/3, 1/3 ou 3/4. 

Projection normale ou orthogonale. Les projetantes sont perpendiculaires au plan de projec¬ 
tion 77. La perte d’information est compensée de deux façons. 

1) On inscrit à côté de la projection de chaque point la mesure algébrique (cote) de sa dis¬ 
tance au plan 77 considéré comme un plan horizontal. C’est la méthode des projections cotées, 
obtenues sur un plan unique. Elle est surtout employée en topographie. 

2) On place en correspondance deux projections normales obtenues sur deux plans de pro¬ 
jection perpendiculaires. La méthode de la double projection développée ci-dessous est surtout 
utilisée pour la construction des machines et en architecture. 



9.1-5 Image de la section 
d’un cube 


9.2. La méthode de la double projection 

Dans la méthode de la double projection, le solide est projeté orthogonalement sur deux plans 
perpendiculaires 1J 1 et 77 2 (Fig.). Ces plans partagent l’espace en quatre dièdres (cf. figure 9.2-3). 
Tout solide est projeté sur U t et sur 77 2 par des rayons d’un même faisceau de droites paral¬ 
lèles. On obtient ainsi deux projections de ce solide sur des plans perpendiculaires, appelés 
plan (ou projection horizontale) sur 77 x et élévation (ou projection verticale) sur T7 2 . Par con¬ 
vention le plan est horizontal et l’élévation verticale. De préférence le solide est placé dans le 
premier dièdre. Pour la commodité du dessinateur qui travaille avec deux images pour un seul 
point, l’élévation appartient au plan de l’épure et on fait subir à la projection horizontale du 
point une rotation autout de la ligne de terre x 12 (un rabattement) jusqu’au plan de l’épure. 
Les projections horizontales et verticales d’un point sont situées sur un même perpendiculaire 
à la ligne de terre, appelée ligne de rappel. Le dessin ainsi obtenu, formé de la ligne de terre, 
de la projection verticale P'' du point P et du rabattement P' de sa projection horizontale con- 
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stitue une épure , selon la terminologie de Monge. La distance de P” à la ligne de terre est 
la cote d l du point P et la distance de P’ à la ligne de terre est l'éloignement d 2 du point P. 
Les perpendiculaires PP” et PP’ aux plans H 2 et 1J 1 sont dites respectivement projetante de 
bout et projetante verticale de P. 

Si le solide est entièrement situé dans le premier dièdre, alors la projection verticale est tou¬ 
jours au-dessus de la ligne de terre et la projection horizontale toujours au-dessous de la ligne 
de terre. Dans le cas général, on peut trouver des points dans n’importe lequel des trois 
autres dièdres. Ainsi les points /t, B y C, D appartiennent respectivement aux dièdres I, 11, III, 
IV (Fig.). Les distances d t satisfont aux inégalités suivantes: Pour A : d lt d 2 > 0, pour B : d t > 0, 
d 2 < 0, pour C : d iy d 2 < 0, pour D : d t <0, d 2 >0. Pour les points dont la projection verticale 
(horizontale) appartient à la ligne de terre d 2 0 (d x 0). Tous les points du premier bissecteur 
ou plan de symétrie a (deuxième bissecteur ou plan de coïncidence x) satisfont à l’équation 
d x d 2 (d x — d 2 ). Dans la méthode de la double projection deux images planes du même solide 



9.2-1 Représentation d’un solide par la méthode 
de la double projection 
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9.2-2 Plan et élévation de quatre 
points A y B y C y D. A est situé dans le 
premier dièdre, B dans le second, C 
dans le troisième, D dans le quatrième. 



9.2-3 Plan de coïncidence et plan de 
symétrie 


se correspondent sur le tableau. Par des méthodes adéquates de construction de géométrie plane 
on peut résoudre à partir de ces images des problèmes de géométrie dans l’espace. La ligne de 
terre n’est pas seulement considérée comme une ligne de séparation du plan et de l’élévation; 
elle permet de répércr en quel point elle est coupée par la droite joignant les images d’un point 
après rotation du plan vertical sur le plan de la planche à dessiner. 


Représentât ion des droites et des plans 

Représentation d’une droite. Les projections /' et /" d’une droite / sont entièrement détermi¬ 
nées par les projections de deux de ses points. Pour une (droite) horizontale lt ly parallèle à lf ly 
la projection frontale h” est parallèle à la ligne de terre jc 12 ; pour une (droite) frontale , paral¬ 
lèle à 11 2 la projection horizontale est parallèle à la ligne de terre jc 12 . La position d’une droite 
quelconque / qui ne coupe pas la ligne de terre et n’est ni horizontale ni frontale est déter¬ 
minée par ses traces ou points d’intersection avec II X et // 2 . Alors L 1 =(/n/7j) est appelé trace 
horizontale et L 2 = (InIJ 2 ) trace verticale (Fig.); L'\ et Z/ 2 appartiennent à x 12 . Le point 
d’intersection K' K” des projections de la droite représente le point d’intersection K de la 
droite / avec le second bissecteur. Pour une droite verticale l perpendiculaire à ü ly on a l' = L x 
et pour une droite de bout l perpendiculaire à lf 2y on a /" L 2 .Dcux droites p et q se coupent 
en un point S de l’espace si et seulement si les points d’intersection l'—(p<^q') et /" =(p"nq') 
appartiennent à la même ligne de rappel; alors /' S' et /"=• S '. Sinon les droites p et q ne 
sont pas concourantes (Fig.). 
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9.2-4 Plan et élévation d’une droite avec ses traces L x et L 2 . Comme d x =-d 2> K’ = K" 
appartient au plan de coïncidence. 


Représentation d’un plan. Un plan E est déterminé sur l’épure par deux droites concour- 
rantes. Ainsi si les droites p et q se coupent en P (Fig.) et si P Xl P 2 et Q x , Q 2 sont leurs 
traces sur If x et // 2 , alors les droites e x P X Q X et e 2 =P 2 Q 2 appartiennent à E avec e x dans EI X 
et e 2 dans 77 2 . Ces droites e x et e 2 sont les traces du plan E sur FJ X et 1I 2 et peuvent être 
construites à partir des traces de p et q. Les traces e x et e 2 coupent la ligne de terre x 12 au 
point K , point axial du plan. 




9.2- 6 Représentation d’un plan et relèvement d’un point P\ 
a) image oblique, b) méthode de la double projection 

9.2- 7 Section plane d’un prisme, solution au moyen de 
relèvements par des horizontales 



Pour les constructions dans un plan donné les droites principales , droites parallèles à l’une 
de leurs propres traces sont un outil précieux. Ce sont d’une part les horizontales dont les plans 
(projections horizontales) sont parallèles à e x d’autre part les frontales dont les élévations (pro¬ 
jections frontales) sont parallèles à e 2 . Alors il est facile d’établir si un point P déterminé par 
P' et P" appartient ou non au plan défini par e x et e 2 . Si on considère l’élévation h x d’une 
horizontale h x de E passant par P" alors le plan li x de cette horizontale est déterminé de ma¬ 
nière unique. Si P' appartient à h' x alors P est un point de E, sinon P n’est pas dans E. Le 
modèle décrit ci-dessus s’appelle le relèvement du point P. Ce procédé peut aussi être utilisé 
pour les droites de E. Il permet par exemple de construire la section plane d’un prisme perpen¬ 
diculaire à //,. Les projections horizontales des sommets a , b , c de la section plane coïncident 
avec a\ b\ c . Les projections frontales de ces points sont obtenus à l’aide d’horizontales con¬ 
tenues dans le plan d’intersection (Fig.). Les lignes de pente d’un plan coupent les horizontales 
de ce plan à angle droit, ce sont les droites qui font le plus grand angle possible avec le plan 
horizontal. Leurs projections horizontales sont donc perpendiculaires aux projections horizontales 
des horizontales. 

Certains plans remarquables sont repérables par les positions particulières de leurs traces. 
Pour un plan perpendiculaire à l/ u plan vertical , on a e 2 Xx 12 , pour un plan perpendiculaire à 
7/ 2 ou plan de bout on a e x l.x l2 . Pour un plan de profil perpendiculaire à la fois à ll x et U 2 
les deux traces sont perpendiculaires à x X2 . Sur un tel plan on obtient par projection orthogonale 
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une vue de côté à ajouter au plan et à l’élévation d’un solide. Pour un plan E parallèle à la 
ligne de terre, e 1 et e 2 sont parallèles à x 12 . Si e 1 et e 2 coïncident avec x 12t alors le plan E con¬ 
tient la ligne de terre. 

Un plan est dit direct si les projections horizontales et verticales d’un triangle ABC de ce 
plan ont même sens de rotation. Si les sens de rotation des deux images du triangles sont oppo¬ 
sés le plan est dit inverse. 

Détermination des vraies grandeurs à partir des projections usuelles. La distance entre deux 
points A et B est égale à la longueur de segment AB mesurée sur la droite l AB. Si / est 
une droite principale, une des projections orthogonales du segment donne sa vraie grandeur, 
par exemple h x dans 1I X pour une horizontale et h 2 dans ÎI 2 pour une verticale. Si A et B appar¬ 
tiennent à une droite quelconque, alors / peut subir une rotation aulout d’un axe convenable¬ 
ment choisi et être ainsi transformée en droite principale. Par exemple, si l’axe de rotation est 
vertical, / peut être transformée en une droite frontale /* (Fig.). C étant le pied de la perpen¬ 
diculaire abaissée de B sur a , le triangle rectangle ABC par rotation autour de l’axe AC est 
transformé en AB*C , avec |/1C| \A"C"\. Pour l’autre côté on a \CB\ = \ÆB'\. Le point B se 

déplace dans l’espace sur un arc de cercle parallèle à ü ly de centre C et de rayon \A'B'\. Sa 
projection B'" dans ll 2 décrit un segment d’une parallèle à la ligne de terre x 12 jusqu’ en B*" 
défini par \B*"C''\=^\Æ B'\ (Fig.). En plus de la vraie grandeur \AB\ \A"B*"\ cette construction 
donne l’angle a x de la droite l AB avec le plan horizontal II x . a y - %AL X L' 2 = %ABC= %A'B* 'C". 
De même l’angle a 2 de la droite / avec le plan vertical Jl 2 est obtenu par rotation autour 
d’une droite de bout perpendiculaire à IJ 2 . 




9.2-8 Détermination de la vraie distance de deux 9.2-9 Détermination de la vraie distance de 

points dans l’espace deux points à l’aide d’une rotation (épure) 


Les vraies dimensions d’une ligure plane peuvent être déterminées grâce à une rotation ren¬ 
dant le plan de la figure parallèle à l’un des «plans de projections. Il est naturel d’utiliser l’une 
des horizontales ou des frontales du plan comme axe de rotation. 

Exemple: La vraie grandeur d’un triangle donné ABC peut être déduite de ses projections 
horizontales et verticales par rotation autour d’une horizontale // L passant par A et amenant 

ce triangle dans un plan parallèle à ll v Cette rotation laisse A fixe, alors que B ci C décri¬ 

vent des arcs de cercle dont les plans sont tous deux perpendiculaires à //, (Fig.). Le rayon r c 
de l’arc décrit par C est Phypothénuse d’un triangle rectangle de côtés |C'M' c | et h c , où M' c 
est le pied de la perpendiculaire abaissée de C' sur h\ et où h c est obtenu à partir de la pro¬ 
jection frontale. Si on porte la longueur h c sur h x depuis M Cy on obtient le point S' tel que 

|S'C'|=r c . En reportant cette distance à partir de M' c sur la perpendiculaire à /z L on déter¬ 
mine le point C 1 qui est le transformé de C dans la rotation autour de h v Le point B est 
traité de la même façon. 
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Dans cette construction en plus des lignes de rappel pour des points situés sur des perpen¬ 
diculaires à l’axe horizontal de rotation on utilise deux fois le compas pour reporter des dis¬ 
tances, on l’appelle donc double méthode du compas. On vérifie sans peine sur l’épure que les 
droites B'C' et B\C\ se coupent en un point de l’axe de rotation h v L’image en vraie gran¬ 
deur d’une figure plane permet également de déterminer l’angle d’intersection de deux droites 


de l’espace. 



Perspective affine ou affinité 

Si une figure plane quelconque subit une 
rotation autour d’une droite contenue dans son 
plan, alors la figure transformée et la projection 
normale de la figure initiale sur le plan de 



9.2-11 Perspective affine orthogonale de la 
projection horizontale d’une figure plane 
et de sa transformée par rotation 


la transformée sont liées par une perspective affine orthogonale ; ainsi le triangle ABC (Fig.) a 
pour projection normale A'B'C' et pour image A 1 B 1 C 1 dans la rotation autour de e 1 jusqu’en 
//,. Dans ce cas la trace e x est l’axe de l’affinité. Les rayons qui joignent un point à son trans¬ 


formé A , A 1 par exemple, sont parallèles et la 



9.2-12 Perspective affine, parallèle à l’axe 
d’affinité a 


direction de l’affinité est perpendiculaire à l’axe 
d’affinité e v La correspondance entre la figure 
originale et son image est biunivoque et conserve 
les droites, la droite i se transforme en la droi¬ 
te l v Les droites /' et l x se coupent en un point 
L de l’axe d’affinité. Tout point de l’axe se trans¬ 
forme en lui-même. Les images de droites 
parallèles sont des droites parallèles, et le quo¬ 
tient des longueurs des segments déterminés par 
trois points sur une droite est conservé, par 
exemple \A D’\ : \D' B\ = \A 1 D l \ : IDjÆJ. La droite 
joignant un couple quelconque des points asso¬ 
ciés est partagée par l’axe d’affinité suivant un 
rapport constant: le rapport d'affinité. 


Pour une affinité oblique la direction de l’affinité peut faire un angle quelconque avec l’axe 
d’affinité. Ainsi il existe une perspective affine particulière où la direction de l’affinité est pa¬ 
rallèle à l’axe d’affinité (Fig.). 


Une affinité est déterminée de manière unique par l’axe d’affinité et un couple de points 
associés. 

Sur l’épure, le plan et l’élévation d’une figure sont toujours liés par une affinité. Les lignes 
de rappels des projections d’un point, D'D’’ par exemple, donnent la direction de l’affinité, et 
les images /' et /" de toute droite appartenant au plan de la figure se coupent en un point 
d’une droite s de l’épure. C’est l’axe d’affinité de la perspective affine. Le plan et l’élévation 
15 * 
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de la droite d’intersection k=(xnE) du plan de 
coïncidence x et du plan de la figure E sont 
confondus, on a k'=k”=s (Fig.). 

Le plan et E élévation d'une figure plane se 
correspondent dans une perspective affine. La di¬ 
rection de l'affinité est celle des lignes de rappel 
et l'axe de l'affinité s coïncide avec les images 
confondues de la droite de coïncidence k, sur 
l'épure. 

Cette propriété géométrique sert par exemple 
à construire le relèvement d’un point D appar¬ 
tenant à un plan. 

L’ellipse comme image en perspective affine £*2-13 Perspective affine du plan et de 
du cercle. L’image en perspective affine d’un 1 élévation d un triangle 

cercle de centre C est déterminée par l’axe d’affinité s et l’image C' du centre C. La direction 
de l’affinité est CC'. Comme toute droite coupe son image sur l’axe d’affinité, l’image de tout 
point P peut être obtenue comme intersection de deux droites, la parallèle à CC' passant par P 
et la droite passant par les points ( CPns ) et par C'. 

Les images de diamètres perpendiculaires du cercle sont appelées diamètres conjugués de 
l’ellipse (cf Chapitres 7 et 25), il en est ainsi pour P R ' et Q S\ images de PR et QS. Comme 
les parallèles sont conservées il en résulte des relations importantes pour les cordes parallèles 
et les tangentes. 



Tout diamètre d'une ellipse rencontre toutes les cordes parallèles à son diamètre conjugué , 
et les tangentes aux extrémités du diamètre sont parallèles au diamètre conjugué; ainsi P'R' 
coupe les cordes parallèles à Q'S' et les tangentes en P ' et R ' sont parallèles à Q'S'. 


Parmi les couples de diamètres conjugués il y en a un qui constitue un couple de diamètres 
orthogonaux. Ce sont le grand axe et le petit axe de l’ellipse. Si K 1 et K 2 (Fig.) sont leurs 
points d’intersection avec l’axe d’affinité .v, alors C et C' appartiennent au cercle de diamètre 



La connaissance de l’axe d’affinité s et du couple de points associés (C, C') suffit pour con¬ 
struire l’ellipse x comme image affine du cercle x. L’axe s coupe CC' en C 0 et PP ' en P 0 . 
Pour construire tout autre couple de points associés X , X' on utilise les propriétés de la rela¬ 
tion affine (Fig.) : CC'\\PP'\\XX’ et |P/ , () |/|/ > 'P 0 |-|CC 0 |/|C'C 0 |-|A'A r 0 |/|A r 'A' () |=A: où k est le rap¬ 
port d’affinité. 

Pour construire une ellipse, à la règle et au compas, on utilise une affinité orthogonale où le 
grand axe de l’ellipse est l’axe d’affinité et le petit axe la direction d’affinité. Les sommets A ci B 
du grand axe restent invariants pour cette transformation, les sommets D' et E’ du petit axe 
sont les images de D et E (Fig.). Le rapport d’affinité est donné par k = \CD'\j\CD\. L’ellipse 
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est donc l’image affine du cercle x l% de centre C et de rayon 
\CA\. De la relation affine entre x x et l’ellipse on déduit la 
construction suivante pour l’ellipse. On trace un second 
cercle x 2 , de centre C et de rayon |CD'|. On choisit un point 
arbitraire P x sur x x . La droite CP X coupe x 2 en P 2 . On 
abaisse la perpendiculaire de P x sur s et on trace la paral¬ 
lèle à s passant par P 2 . Ces deux droites se coupent en un 
point P qui appartient à l’ellipse. 

Preuve : Par construction \CD'\/\CD\ \CP 2 \I\CP 1 \ = 

\LP\I\LP X \ k. Comme la direction d’affinité est perpendicu¬ 
laire h s, P est l’image de P v Cette construction de l’ellipse 
est connue sous le nom de méthode des deux cercles. On 
peut en déduire d’autres constructions de l’ellipse (cf. Cha¬ 
pitre 7) et une représentation paramétrique de l’ellipse (cf. 
Chapitre 13. Equations de l’ellipse). 



Vues de côté, rotations et représentation de solides 


9.2-16 Ellipse construite par la 
méthode des deux cercles 


Les importantes constructions précédentes, considérées comme des projections normales asso¬ 
ciées, sont souvent utilisées pour représenter des solides, comme le montrent les exemples ci-dcs- 
sous: 


Exemple 1: A partir du plan et de l’élévation d’un octahèdre placé dans une position par¬ 
ticulière on en obtient une représentation générale grâce à deux vues de côté. Le point 1"', 
est à la môme distance de x 23 que 1' de x 12 et \ IV est à la meme distance de x M que 1" de 
*23 (Fig-). En supprimant les droites et les surfaces de projections on obtient une nouvelle re¬ 



présentation du solide. Cependant il n’est pas toujours possible d’obtenir directement les 
vraies grandeurs du solide à partir de cette projection. En plus de son utilité pour se faire 
une idée de la forme d’un objet, la vue de côté sert comme principe de construction. 

Le report des points sur une nouvelle vue de côté respecte la règle suivante: les distances 
des points de la projection supprimée à l’axe de projection correspondant sont reportées à 
partir de la nouvelle ligne de terre le long de la ligne de rappel correspondant à la nouvelle 
projection. 

Exemple 2: L'intersection d'une droite et d'une sphère peut être construite à l’aide de rota¬ 
tions. On choisit le diamètre vertical de la sphère comme axe de rotation a (Fig.). Par ro¬ 
tation autour de a on transforme la droite / en une droite T parallèle à 77 2 . Cette même 
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transformation conserve globalement la sphère et amène les points 1 et 2 de / en ï et 2. Le 
plan frontal P passant par T coupe la sphère suivant un cercle c , égal à son élévation. Donc 
les points d’intersection À" et B'' de c" avec l" sont les projections frontales (élévations) 
des points d’intersection de / avec la sphère. Les droites passant par A" et B" et parallèles 
à la ligne de terre coupent /" en A” et B'\ ce qui inverse la rotation dans l’élévation. Les 
projections horizontales des points d’intersection A et B de / avec la sphère sont obtenues 
grâce aux lignes de rappel de A” et B" 

Exemple 3. Le plan tangent à une sphère en un point donné P est construit à l’aide de 
droites horizontale et frontale. Comme le plan tangent T est perpendiculaire en P au rayon 
/•„, l’horizontale et la frontale h x et lu de T passant par P font des angles droits avec /> (Fig.). 
Donc £//', r P £ h" 2 r" P 90°. h’\ et lï 2 étant parallèles à la ligne de terre, les traces e 1 et e 2 
du plan tangent s’en déduisent immédiatement. 

Exemple 4. Trouver l’intersection d’une droite / avec un cône dont le sommet Z et la base 
curviligne s dans II sont donnés. Le principe de la solution se déduit d’une projection obli¬ 
que (Fig.). Le plan P passant par Z et contenant / coupe El suivant une droite c. Si c 
rencontre la courbe s en P l9 P 2 , P 2 , P 4 , alors les droites ZP t sont des génératrices du cône 
appartenant à P. Leurs points d’intersection 1, 2, 3 4 avec / sont donc les points d’interse¬ 
ction de / et du cône. 



Exemple 5 Construire un cône de révolution dont la base (cercle) appartient à un plan E 
déterminé par ses traces e 1 et e 2 \ la hauteur h du cône, le rayon /• du cercle de base et la 
projection horizontale C' du centre C du cercle de base étant donnés (Fig.). La construction 
va être faite en plusieurs étapes. 1. La projection verticale C" de C se déduit de C' en 
traçant les projections de la frontale et l’horizontale de E passant par C. 2. Le diamètre du 
cercle de base est reporté en vraie grandeur sur h\ dans le plan et h" 2 dans l’élévation. \A'B’\ 
et \P"Q"\ sont les grands axes des deux ellipses, images du cercle de base. 3. Par des lignes 
de rappel, on détermine A'\ B'' sur hÿ' et /y, Q' sur h' 2 . 4. Par la construction à l’aide de 
la “bande de papier” (cf. Chapitre 7) on trouve les petits axes des ellipses images et donc ces 
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ellipses elles-mêmes, images du cerde de base du cône. 5. Sur la perpendiculaire à E passant 
par C et dont les projections sont l'Lh\ et /"_L/7' 2 , on choisit un point arbitraire N et on 
fait subir au segment CN une rotation autour de C qui rende CN parallèle à 77 2 . 6. Si CN 2 
est la position de la perpendiculaire après rotation, on porte sur C"/V" 2 à partir de C" un 
segment de longueur h déterminant le point Z" 2 . L’horizontale passant par Z" 2 coupe C"N " 
en Z”. La ligne de rappel de l’élévation du sommet du cône permet d’en déterminer le plan 
Z'. 7. Les images des tangentes au cercle de base, issues de Z' et Z" peuvent être constru- 
tes par affinité, par exemple. Ce qui détermine les projections cherchées du cône de révolution. 


Les six vues principales. La vue de côté sur un plan 7/ 3 perpendiculaire à 1I 1 et 77 2 est ap¬ 


pelée vue de profil (Fig.). Les droites d’intersection 
culaires dans l’espace. La figure ci-dessous montre 
partir de son plan et son élévation. 

De façon très générale, un objet peut 
être projeté orthogonalement sur les six 
faces d’un cube (Fig.). On obtient ainsi 
les six vues principales d’une structure 
spatiale selon la représentation europé¬ 
enne. Dans la représentation américaine 
l’objet est placé dans le sens opposé. 


de ces plans x 12 , Jt £3 et jc 13 sont perpendi- 
que tout solide ne peut être reconstitué à 
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9.2-22 Images du plan, de l’élévation, 
de profil d’un solide 
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9.2-23 Les six vues principales selon la convention 
européenne et la convention américaine 


Projections cotées 

Dans la projection avec indication des cotes, tout point P de l’espace est projeté en P' par 
une projetante orthogonale au plan image 77, et sa distance à 77, k \P'P\ est indiquée en 
fonction d’une unité de longueur déterminée e. Le plan 77 est généralement horizontal, le demi- 
espace positif (correspondant à &>0) est au-dessus. L’image /' d’une droite / est définie par 
les images P' et Q' de deux de ses points P et Q. A partir de leurs cotes (compte tenu du 
signe) relevées sur deux parallèles passant par P' et Q ' on obtient la trace L de / (Fig.). Réci- 



9.3-1 Représentation d’un point 
et d’une droite en projection cotée 
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proquement toute droite de l’espace peut être déduite de deux points cotés. Si les projections 
de deux points cotés dont la hauteur diffère d’une unité sont distants de /, alors la pente 
a £(/, /') de la droite portant ces deux points et de sa projection est donnée par l’équation 
i—e cot a (Fig.). 

Par les projections cotées on peut savoir si deux droites non-parallèles a et b , déterminées 
respectivement par A, B et P, Q sont ou non sécantes (Fig.). Les points de même cote appar¬ 
tiennent à un plan parallèle à 77, par exemple P{2) et B{ 2) au plan k= 2. Un plan passant par 
P( 2), B{ 2) et A( 3) coupe le plan 3 suivant une droite p parallèle à P(2)B(2) et rencontrant 
a. La droite b ne rencontre a que si elle appartient à ce plan, c’est à dire, si Q( 3) appartient à P. 


9.3-3 Projections de deux droites non con- 
courrante a et b; a) projection oblique 
b) projection par abaissement de hauteurs 


Selon que les droites joignant deux quelconques des points 
de même cote de deux droites non parallèles a et b se cou¬ 
pent ou sont parallèles , les droites a et b sont gauches ou sé¬ 
cantes . Pour un couple de droites parallèles a et />, les droi¬ 
tes joignant des points de même cote sont parallèles à leurs 
projections. 

Un plan incliné 7/ peut être représenté par ses horizonta¬ 
les graduées ou lignes de niveau , ou par une ligne de pente f 
coupant les lignes de niveau ù angle droit. La position d’un 
tel plan est entièrement déterminée par une ligne de pente 
graduée ou échelle de pente. La ligne de niveau de cote Ocst 
la * trace du plan (Fig.). 

L’intersection de deux plans donnés par leurs échelles de pente est obtenue en cherchant l’inter¬ 
section des lignes de niveau de même cote (Fig.). Cette méthode est utilisée pour des problèmes 
de déclivité et de toiture. 

Etant donnés une droite graduée / et un plan E déterminé par son échelle de pente, toute 
famille des droites parallèles passant par les points de graduation de / est celle des droites de 
niveau d’un plan.i^j qui contient /. La droite d’intersection s de E et E x coupe / en son point 
d’intersection D avec E (Fig.). 



9.3-4 Représentation d’un plan 
par son échelle de pente 






9.3-5 Intersection de deux plans en projection cotée 



9.3-6 Intersection d’une 
droite et d’un plan en 
projection cotée 


Image d’un contour. En coupant une surface gauche par une famille de plans parallèles à 77 
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de cote ronde, on obtient une famille de lignes de niveau. La projection orthogonale de ces 
courbes sur Tl donne l’image du contour de la surface. Par exemple l’image du contour d’un 
cône de révolution, d’axe perpendiculaire à TI et de sommet Z est une famille de cercles con¬ 
centriques de centre Z'. Les rayons de ces cercles peuvent être lus sur la projection d’une gé¬ 
nératrice du cône déterminée par ses cotes. Pour un hyperboloïde de révolution à une nappe, 
l’image du contour est aussi une famlille de cercles concentriques, dont les rayons sont déter¬ 
minés par la projection orthogonale d’une génératrice g de la surface, définie par ses cotes (Fig.). 



Pour déterminer l’intersection d’un cône de révolution et d’une droite (Fig.) on considère le 
plan T contenant / et le sommet Z du cône. Sa trace e dans 11 contient la trace L de / et est 
parallèle à la droite qui joint Z au point de / de même cote que Z. Cette trace e coupe l’image 
de la ligne de niveau de cote 0 du cône aux points d’intersection avec les génératrices du cône 
qui rencontrent /; on en déduit l’image D' et E' des points cherchés. 

Les surfaces qui peuvent être représentées par des courbes de niveau sont appelées surfaces 
topographiques. Une telle représentation des surfaces est beaucoup utilisée dans la construction 
des routes. De plus cette méthode a de nombreuses applications industrielles dans la fabrica¬ 
tion des hélices de bateaux et d’avions, les ailes d’avions et les carosseries d’automobiles no¬ 
tamment. 


Axonométric 

Afin d’obtenir autant de mesures que possible d’un solide à partir d’une image ressemblante résul¬ 
tant d’une projection cylindrique, on choisit un trièdre orthonormal 0(A", K, Z) de référence que 
l’on projette ainsi que la solide sur le plan de la figure. L’image du trièdre est alors O s (X\ Y\ Z s ), 
trièdre de Pohlke. Selon la direction d’incidence sur le plan de la figure des rayons projetant 

on distingue l’axonométric générale ou oblique et Vaxonométric or¬ 
thogonale ou normale. Les segments unitaires | OX\ \OY\ — \OZ\ e 
du trièdre se projettent en \O s X s \=e xy \O s Y*\ —e y et \O s Z*\=e z 
sur la figure, dont les longueurs peuvent être différentes et lues 
directement sur l’image O s (X s 9 Y s , Z s ) (Fig.). 

Le théorème de Pohlke donne la condition sous laquelle tout 
quadruplct de points d’un plan peut être considéré comme la 
projection cylindrique d’un trièdre orthonormal. 

Théorème de Pohlke: quatre points d’un plan O s (X s , Y% Z s ) 
peuvent être considérés comme la projection cylindrique d’un trièdre 
orthonormal 0(X, Y, Z) si ces quatre points O s , X% Y s , Z v ne 
sont pas colinéaires. 

Un trièdre orthonormal peut être considéré comme le sommet d'un cube , sa projection cylin¬ 
drique est un trièdre de Pohlke. 

Méthodes particulières. Un cas particulier de la représentation axonométrique est celui d’une 
projection oblique pour laquelle e y =e z =l , y s lz\ alors que e x et la direction de l’axe x s restent 
arbitraires. On parle alors d'axonométrie dimétrique oblique , ou encore d'axonométric frontale. La 



9.3-9 Trièdre de Pohlke 
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perspective cavalière en est un cas particulier pour lequel e x =e y =e z =\, y*±z s et £(**, y*)= 135° 
(Fig.). La perspective aérienne ou plongeante est caractérisée par e x =e y =e z = l, x s ±y s et z s verti¬ 
cal (Fig.). Comme la perspective cavalière, c’est une axonométrie dimétrique, elle est utilisée (par 
exemple) pour donner une image plus ressemblante d’une construction que ne le ferait une pro¬ 
jection plane ordinaire. 



9.3-10 Modèle de maison en perspective 
cavalière 


9.3-11 Modèle de maison en perspective 
aérienne 


Isométrie 

Dimétrie 

Trimétrie 

e x : e y : e z = 1 : 1 : 1 

e x : e y : e z = 0,5 : 1 : 1 

e x : e y : e z =^ 0,5 : 0,9 : 1 

a = 30°, p = 30° 

« = 42°, p = 7° 

a = 18°, p — 5° 



9.3-12 Images de la section d* 



s 


Si la représentation d’un objet est donnée par des projections normales associées, on peut en 


obtenir une image axonométrique par la méthode du rayon 
sécant , de L. Eckhart. Les deux vues de l’objet sont placées 
dans des positions indépendantes bien choisies. On trace 
ensuite, pour tous les sommets d’une vue des droites parallèles 
à une direction quelconque, on procède de même pour la 
deuxième vue. L’intersection des droites issues des projections 
d’un même point donne l’image axonométrique de ce point. 
Cette méthode requiert une bonne expérience pratique pour 
le choix de la position des vues initiales et des directions des 
rayons sécantes afin que l’image axonométrique soit relati¬ 
vement simple. 


67' 




9.3-13 Image axonométrique par la méthode du rayon sécant de L. Eckhart 
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Axonométrie normale. Pour obtenir des 
images claires il est nécessaire qu’aucun des 
axes du trièdre orthonormal 0(X, Y, Z) ne 
soit parallèle au plan de la figure 77. Alors 
ces axes coupent TI en trois points A, B, C. 
Par des considérations de géométrie spatiale 
on démontre que le triangle ABC de côtés 
a, b, c a ses trois angles aigus. Il détermine 
la trièdre de Pohlke obtenu par projection 
normale de façon unique. La projection 
orthogonale O " de O est le point d’intersec¬ 
tion des hauteurs h ai h b et h c du triangle 
ABC et les points À'", Y", Z" sont obtenus 
en projetant les triangles rectangles CAO , 
BCO sur la figure (Fig.). 

Dans le trièdre de Pohlke les projections 
des segments unitaires sont en grandeur 
réduite. Les réductions sont données par 

X=eJe=\0*A\l\0A\ 

fi=e y le=\O n B\l\OB\ 

v=e z /e=\0 ,, C\l\0C\ 

Ces trois nombres satisfont à une relation 
qui peut être déduite du théorème de Gauss. 



9.3-14 Trièdre de Pohlke en axonométrie 
normale. Application à la section d’un cube 



a V 

VZ' 


Théorème de Gauss. Si les pro¬ 
jections normales 0'=0 , X' =p 
Y'=q 9 Z'=r 9 de l'origine O et 
ç des extrémités des vecteurs de 
base d’un trièdre cartésien ortho¬ 
gonal sur le plan de projection O 
sont considérés comme les afïi- 
xes de nombres complexes, alors 
p 2 ~\~q 2 ]-r 2 ~0. 


Relation entre les facteurs de réduction 
A 2 -I- ju 2 + v 2 = 2 


9.3-15 Démonstration de la relation 
p 2 +q 2 +r 2 = 0 



Pour le démontrer on représente le trièdre orthonormal 0(X f Y, Z) à l’aide de projections 
orthogonales associées (projection horizontale et vue de côté) où la vue de côté est faite parallè¬ 
lement à l’axe OZ (Fig.). Il en résulte que \0'Z'\=r—e cos 0. De plus, OX' et O'Y' sont des 
demi-axes conjugués d’une ellipse, déduite d’un cercle de centre O' et de rayon e en réduisant 
chaque corde du cercle parallèle à la ligne de terre x lA dans le rapport sin 0. Si on interprète le 
plan horizontal comme un plan complexe de'centre O' et d’axe imaginaire O'Z' alors les points 
X\ Y\ Z’ sont les afïixes des nombres complexes q , r. On a : 

p=cos(:rc-|-y)+isin Osin (7r-|-y/)=—cos y )—i sin 0 sin ?/;, 
<7=cos(3:rc/2H-^)-Fisin0sin(3:7r/2-|-^)=siny>—isinfleosy;, r icosfl. 

En élevant au carré et en additionnant on obtient p 2 +q 2 +r 2 =0. Si on prend le module des 
nombres complexes et si on pose A=|p|, p = \q\, v=|r|, il en résulte que A 2 +^ 2 +v 2 =2. 

Perspective centrale ou projection conique 

La perspective centrale est une projection conique utilisée pour obtenir des images ressem¬ 
blantes des solides dont on connaît le plan et l’élévation. Le problème inverse, celui de recon¬ 
struire le plan et l’élévation à partir d’images perspectives, le plus souvent des photographies, 
est du domaine de la photogrammétrie. Ce problème ne peut être résolu que si la position relative 
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de la caméra par rapport à l’objet est connue, ou si, comme c’est le cas pour les prises de vues 
aériennes les photographies comprennent certains points repères dont la position est connue. 

Pour déterminer une perspective centrale il suffit de connaître le centre de perpective ou point 
de vue O, un plan d’ horizontal (sol) F ne passant pas par O et un plan de projection vertical 77 
ne passant pas par O. Le plan Q parallèle à r et passant par O coupe le plan de vue TT suivant la 
ligne d'horizon h. Le plan de vue et le sol se coupent suivant la droite de terre l. Le pied de la 
perpendiculaire abaissée de O sur 77 est le point principal H. Il se trouve sur l’horizon h. Le 
segment d=\0H\ = \0'H'\ est la distance de vue. 

Méthodes du point d’intersection et du point de fuite. Si le plan et l’élévation du croquis 
d’une maison sont donnés, alors l’image en perspective centrale de ce croquis sur un plan de vue 
vertical 77 et pour un point de vue O peut être construite point par point grâce aux règles de 
la méthode de double projection. Ce que l’on va montrer pour un point P (Fig.). P'O' coupe 
la droite de terre / en P c ’ et P"O" coupe la ligne de rappel issu de P c ’ en P c ". Alors on peut 
déterminer l’image P c de P. Ce qui va être fait sur un autre dessin correspondant à un rabatte¬ 
ment de TI autour de / et contenant la ligne d’horizon, le point principal et les points de fuite. 
Des droites parallèles de l’espace ont le même point de fuite, trace sur 77 de leur parallèle passant 
par O. Pour des droites parallèles au sol F ces points de fuite se trouvent sur la ligne d’horizon h. 
Pour la famille de droites parallèles à AB ou à DC ce point est F v F x a pour projection hori¬ 
zontale (plan) l’intersection de / avec la droite passant par O' et parallèle à DC; de même F\ 
est le plan du point de fuite des droites parallèles à DA ou CB. Le point de fuite des droites 

perpendiculaires au plan de vue TT est le point 
p" principal 77. De plus les points d’intersection des 

arêtes avec les horizontales sont utiles pour la 
construction. Les points 1,2, 3, 4 sur / et F lf F 2 
sur //, choisis dans l’exemple traité, peuvent être 
reportés sur la perspective centrale par comparai¬ 
son avec le point principal 77. Alors la construc¬ 
tion de la perspective se ramène à déterminer des 
intersections de droites. Ici les points 1,2, 3, 4 
correspondent à des points remarquables pour 
la construction du croquis. En utilisant les points 
de fuite F 1 et F 2 on achève l’image perspective. 




9.3- 16 Perspective centrale du croquis-d’une mai 
son, construite par la méthode d’intersection 

9.3- 17 Perspective centrale d’une 
maison par la méthode 

des architectes 


La méthode d'intersection 
qui vient d’etre exposée, a 
été élaborée par Brunellesci 
(1377-1446). Elle a l’incon¬ 
vénient d’utiliser de nom¬ 
breux reports de mesures ce 
qui est évité dans la méthode 
des architectes. La projec¬ 
tion horizontale (plan) dans 
II l est placée de telle sorte 
(Fig.) que la perpendiculaire 
à TT\ soient perpendiculai¬ 



res aux côtés de la maison dans l’image en perspective centrale. Les hauteurs de toutes les arêtes 
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frontales (parallèles au plan de vue) de la maison sont données directement par l’élévation, les 
hauteurs d’apparence réduite sur l’image sont construites à l’aide des lignes de fuite. 

Problèmes de mesure en perspective. Dans la résolution des 
problèmes de mesure en perspective centrale, plusieurs outils 
sont utilisés, comme la détermination de la vraie grandeur d’un 
segment AB dont la projection centrale A C B C est connue. 

Pour des segments perpendiculaires au sol / la solution est 
simple. Ainsi pour trouver la vraie grandeur d’un segment m 
perpendiculaire à / et tel que m c — \A c B c \ soit donné (Fig.), 
on choisit sur h un point quelconque F s que l’on joint à A c 
et B c . La droite S c —A c F s appartient à TI et coupe / en S. Soit 
t c la droite B C F S elle rencontre la perpendiculaire à / en S 
au point T. Comme T est aussi dans 77, |5T| est la vraie 
longueur du segment vertical AB dont on connaît seulement 
la perspective centrale. 9.3-18 Vraie grandeur d’une perpendi- 

culair au plan de niveau r 



0 ° 0 ° 



Si les segments donnés sont portés par des droites situées dans le plan horizontal r (sol) la 
position de ces droites est très importante pour la perspective centrale. L’image s c d’une droite s de 
/'coupe / en S et h en son point de fuite F s (Fig.). Soit A un point de .v et A c sa projection cen¬ 
trale. La droite s et le rayon OF s sont parallèles. Pour obtenir la construction cherchée, .v est 
transformée en / par une rotation de centre S dans / et OF s en h par une rotation de centre F s 
dans ü. Par ces rotations A se transforme en A t et O en A7 S . Les droites AA t et OM s sont 
parallèles. Elles définissent un plan qui contient les droites OA et M s A t . Ces deux droites sont 
donc concourantes. Leur point commun est dans FI et appartient à OA , c’est nécessairement 
l’image A c de A. Comme 15/1,1 est la vraie longueur du segment de droite |5/l| connu par sa 
projection centrale SA C , la vraie longueur de tout segment porté par S c peut ctre déterminée 
dans le plan 77 grâce au point M s . Ce point mesureur M s appartenant à s peut aussi être con¬ 
struit dans 77 à partir de F s et du point (7°, transformé du point de vue O par rotation. L’arc 
de cercle de centre F s et de rayon |/ s O°| coupe/? en M s . La droite qui joint M s et A c rencontre/ 
en A t . |5/t,| est la vraie longueur du segment 15/11 dont on connaît la projection centrale. Si 
l’image B c d’un autre point B est située sur S c , alors, grâce à M s la vraie longueur de \SB\ est 
obtenue par cette méthode. |/1,/?,| est donc la vraie grandeur du segment \AB\ donné en perspective. 

La méthode relatée ci-dessus pour déterminer la vraie grandeur d’un segment horizontal à 
partir de sa perspective est dite méthode du point mesureur , et le point M s correspondant à toutes 
les parallèles à* s est appelé point mesureur de s. 

Plus généralement, tout segment donné a peut être reporté sur / et ses extrémités jointes à 
M s . Les droites ainsi obtenues permettent d’engendrer une échelle projective sur s c . 

Ces méthodes permettent de construire la perspective centrale d’un cube placé sur / connaissant 
la projection visible \A C B C \ d’une arête a (Fig.). On suppose connus la ligne de terre /, la ligne 
d’horizon //, le point principal H et la distance principale d. 

Homologie. Soient A un point de / et A c sa perspective centrale (Fig.). Les plans L et Q 
sont rabattus jusqu’en 77 par des rotations de même sens et d’axes respectifs / et h. Alors A se 
transforme en A° et O en O 0 . Les segments AA° et 00° sont parallèles et déterminent un plan 
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suivant la droite HA t . Il en résulte que le point d’intersection de 0°A° et HA t est A c , projection 
centrale de A. Cette construction, réduite à l’essentiel, montre que A c et A° se correspondent 
dans une homologie de centre O 0 , d’axe / et de contre-axe h. 
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Couple d’images stéréoscopiques 

La vision dans l’espace repose sur le fait que chaque oeil perçoit une image perspective diffé¬ 
rente du même objet. Ces deux images différentes sont appelées images stéréoscopiques. Elles 
peuvent être photographiées par une caméra à double objectif, ces objectifs étant distants de 
65 mm, séparées à l’aide d’un stéréoscope et alors visualisées par chaque oeil. Comme tout objet 
peut être reconstitué à partir de ses images stéréoscopi¬ 
ques, la stéréoscopie est utilisée en topographie, en crimi¬ 
nologie et pour les reconstitutions d’accidents. Les images 
stéréoscopiques peuvent aussi être construites, par exemple, 
par la méthode d’intersection en perspective centrale avec 
65 mm comme distance des deux points de vue O et O et 
200 mm pour la distance d. 

Dans la méthode des figures anaglyphes les deux images 
stéréoscopiques sont telles qu’elles émettent des lumières 
physiquement différentes, par exemple, des lumières de po¬ 
larisation différente, ou des lumières de couleurs complé¬ 
mentaires comme le vert et le rouge (Fig.). Les images sont 
regardées à travers des verres filtrants dont chacun absorbe 
la lumière de l’image correspondant à l’autre oeil. La sépa- 9.3-23 Les deux images perspectives 

ration des images associées à chaque oeil par un procédé d’une maison 

de coloration ou de polarisation et l’utilisation d’un appa¬ 
reil optique donne à l’observateur une impression de relief et de plasticité de l’objet. Dans l’exem¬ 
ple ci-dessus on utilisera un filtre rouge pour l’oeil gauche et un filtre vert pour l’oeil droit. 
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10.1. Fonctions trigonométriques 


La trigonométrie est l’étude de la mesure des angles. Cependant, ce n’est pas la mesure élémentaire 
des angles en géométrie plane; dans ce cas, on lit les angles sur un rapporteur. En trigonométrie, 
on calcule les angles avec des fonctions particulières appelées fonctions trigonométriques. 

Introduction aux fonctions trigonométriques 

Sinus. Si une route monte régulièrement de 3 m sur une distance de 100 m, alors le rapport 
de l’augmentation h de sa hauteur sur la longueur s de la route, c’est à dire 3/100 est une mesure 
de la pente de la route (Fig.), c’est à dire de l’angle a entre la route et le plan horizontal. Le 
rapport h/s est fonction de Vangle a, et est appelé le sinus de l’angle a; pour le moment le sinus 
n’est ainsi défini que pour un angle aigu (Fig.). 



10.1-1 Montée sur un plan incliné (échelle exagérée) 
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10.1-2 Sinus et cosinus de l’angle a; | AB 2 | = s 2t \AC 2 | = e 2 ; 
h \l s i = ^ 2^2 ; *ilsi 7 e 2 /s 2 ; les triangles AB l C 1 et AB 2 C 2 sont 
semblables; h/s = sina, À'=.ssina; e/s=cosa, e = s cos a 


10.1-3 Détermination 
graphique du sinus et 
du cosinus d’un angle 
aigu à partir des rap¬ 
ports h/s et e/s; par 
exemple sin 40°— 0,643, 
cos 40°-0,770 



On peut lire la valeur de h/s sina en utilisant du papier quadrillé pour un graphique assez 
grand. La détermination graphique du sinus est assez simple lorsque le diviseur s est une puissance 
de 10, par exemple 10 cm (Fig.). Pour a=40°, par exemple, on obtient h/s 6,43 cm/10,00 cm = 
=0,643. 

La précision de cette méthode n’est pas très élevée, mais elle peut être améliorée en agrandissant 
la figure. Pour tout angle aigu a la fonction sinus a une valeur fixée qui est toujours plus petite 
que 1 et qui est d’autant plus grande que l’angle est plus grand. 



Cosinus. Les projections e sur le 
plan horizontal d'un segment incliné s 
apparaissent comme les distances sur 
une carte. Le rapport e/se st aussi une 
fonction de l’angle a, appelé le cosinus: 
cos a = e/s y ou e=s cos a. Les valeurs du 
cosinus d’un angle aigu décroissent lors¬ 
que l’angle augmente. Graphiquement 
on obtient cos 40° ^7,70 cm/10 cm 
=0,770 (Fig. 10.1-3). 

10.1-4 Projection d’un segment de droite 
incliné sur le plan de la carte 


Tangente. La pente d’une route est caractérisée par le rapport h/e =tga de l’augmentation de 
hauteur h sur la distance horizontale e, et est une fonction de a appelée “tangente de a”. Une 
pente de 8 % correspond à une augmentation de hauteur de 8 m pour une distance sur la carte 
de 100 m (voir les fonctions linéaires.). 

Cotangente, sécante et cosécante. Comme il y a en général six rapports possibles entre trois 
distances on peut définir trois rapports supplémentaires reliant s y //, e et l’angle a. Parmi ceux 
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là la cotangente qui est l’inverse de la tangente; la sécante et la cosécante sont utilisées moins 
fréquemment, par exemple en astronomie et en navigation, 
sinus: sin a=h/s cosinus: cos a=e/s 
tangente: tg a—h\e cotangente: cotg a=ejh 

sécante: sec a=s/e cosécante: cosec a=s/h 

Dans un triangle rectangle ABC dont l’hypothénusc est c 
(Fig.), le côté a opposé à l’angle a et le côté b adjacent à 
l’angle a sont nommés côté opposé et côté adjacent. Les défini- 10 . 1-5 Angle a 
tions des six fonctions sont alors les suivantes: dans un triangle rectangle 



B 


côté 

opposé a 

^ côté adjacent b 

C 


a _ côté opposé 
c hypothénuse ’ 


a _ côté opposé 
b côté adjacent ’ 


c _ hypothénuse 
b côté adjacent 


b _ côté adjacent 
c hypothénuse 9 


cotg a =—= 
a 


côté adjacent 
côté opposé ’ 


c 

cosec a =— 
a 


hypothénuse 
côté opposé 


Il existe de nombreuses relations entre ces fonctions trigonométriques; on peut facilement les 
vérifier sur le triangle rectangle (Fig.), mais elles sont valables pour n’importe quel angle a: 


sin 2 a-f-cos 2 a=l 
sin a 1 


tgacotga = l 


seca=- 


cos a 


tga = 


cos a cotg a’ 


cos al .o 1 

cotg a = =-— , 1 +tg 2 a = — t—, 

sm a tga cos 2 a 


cosec a=- - 

sin a 

H cotg 2 a- 



10.1-6 

Carré de côté 1 



10.1-7 Triangle 
équilatéral de côté 1 


L’angle de 45° apparaît dans un carré de côté 1 
dont la diagonale vaut d='\/2 et les angles de 30° et 
60° apparaissent dans un triangle équilatéral de côté 
1 dont la hauteur est /i=l/2-\/3 (Fig.). Les valeurs 
des quatre fonctions trigonométriques les plus usitées 
sont données dans le tableau suivant. Ces valeurs 
sont aussi calculées avec quatre décimales. 

Quelques unes de ces valeurs sont rationnelles et les 
autres sont irrationnelles , mais algébriques. En utilisant 
les formules d’addition on peut obtenir par des équa¬ 
tions algébriques les valeurs des fonctions trigonomé¬ 
triques pour <pl 2 , 95 / 4 , ... et pour 299 , 3 99 , ... 


Fonction 

(p =30° 

9?=45° 

99 = 60 ° 

Fonction 

99=30° 

0 

99 = 60 ° 

sin (p 

*/* 

V2 

W3 

sin 99 

0,5000 

0,7071 

0,8660 

cos 9 9 

W3 

W2 

V 2 

cos 99 

0,8660 

0,7071 

0,5000 

Ig 99 

W3 

1 

V3 

tg 99 

0,5774 

1,0000 

1,7321 

cotg 9 ) 

V 3 

1 

W3 

cotg 99 

1,7321 

1,0000 

0,5774 


En général, les valeurs des fonctions trigonométriques sont des nombres transcendants qui peuvent 
être calculés avec toute la précision voulue en utilisant des séries infinies. 


Définition des fonctions trigonométriques pour des angles quelconques 

La définitions des fonctions trigonométriques sinus, cosinus, tangente et cotangente pour des 
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angles quelconques est basée sur la considération d’un système de coordonnées cartésiennes 
(Fig.), dans lequel une rotation dans le sens contraire de celui des aiguilles d’une montre est con¬ 
sidérée comme une rotation dans le sens positif. 

En géométrie minière et en géophisique , on utilise souvent des repères orientés dans le sens des 
aiguilles d’une montre, l’axe des x indiquant le Nord et l’axe des y l’Est. D’autres systèmes de 
coordonnées avec des axes rectangulaires sont montrés sur la figure. 


Définitions à partir du cercle unité. Dans un plan muni d’un système de coordonnées carté¬ 
siennes, un angle (p peut parcourir quatre quadrants. Son amplitude peut être mesurée en degrés, 
en grades ou en radians (voir Chapitre 7). Le 
côté qui tourne coupe le cercle de rayon unité et 
de centre O, appelé le cercle unité, en un point 
B t (Fig.). Si on considère l’intersection B 0 avec 
l’axe des x,(p a la valeur zéro. Au cours d’une 
rotation complète du côté libre de (p autour de 
l’origine, (p prend successivement toutes les va¬ 
leurs entre 0° et 360° ou 400 gr ou 2 n. Les pro¬ 
priétés seront valables pour des angles plus grands 
que 2 (p puisque pour eux le point B t prendra 
les mêmes positions que pour les angles entre 0 
et 2n. La position du point B h par exemple 
B lt B 2 ou Z ? 3 est déterminée par ses coordonnées. 

L'abscisse est la projection orthogonale du rayon 
de longueur 1 sur l'axe des x et l'ordonnée est la 
projection orthogonale du même rayon sur l'axe 
des y. Par exemple, pour le point Z? 3 , ces deux 
valeurs sont toutes deux négatives, c’est à dire 

que OC 3 est dans la direction opposée à celle de 
—> 

l’axe des x et C 3 Z ? 3 est dans la direction opposée 
à celle de l’axe des y (Fig.). Dans le premier 
quadrant, les définitions données pour le sinus, . . , 

le cosinus, la tangente et la cotangente à partir 10.1-^ Définition des fonctions trigonome- 

du triangle OC x B x sont encore valables. On tr,ques sur un cercle de rayon 1 

convient d’étendre ces définitions aux autres quadrants, c’est à dire que pour toute position de B t 
on a: 



sin (p— 


ordonnée 
rayon * 


ordonnée 
g ^ abscisse * 


cos <p = 


abscisse 
rayon ’ 


abscisse 

cotg (p= — -—. 

ordonnée 


Tableau des signes 


Fonction 

Quadrant 




I 

11 

III 

IV 

sin (p 

± 

+ 

— 

— 

cos (p 

± 

— 

— 

+ 

tg (p 

± 

— 


— 

cotg (p 

± 

— 

± 

— 


Dans ces définitions, les abscisses et les ordonnées ont des signes différents suivant le quadrant. 
Ainsi, sur la figure, sin <p 2 , tg <p 3 , cotg <p 3 , et cos <p 4 sont positifs, mais cos <p 2 , tg <p 2 , cotg <p 2 , sin <p 3 
cos <p 3 , sin <p 4 , tg <p x et cotg (p x sont négatifs. La table montre les signes des quatre fonctions dans 
les quatre quadrants. 

On peut déterminer les valeurs des fonction trigonométriques pour les angles 0°, 90° (lOOgrou 
te/2), 180° (200 gr ou te), 270° (300 gr ou 3te/2) et 360° (400 gr ou 2 n) puisque pour ces angles 
l’abscisse ou l’ordonnée prend la valeur 0, 1 ou —1. Pour les fonctions tangente et cotangcnte, 
il y a des discontinuités lorsque le dénominateur de la fraction tend vers zéro. Par exemple, si 
l’angle (p approche de 90° par valeurs inférieures, alors 


lim tg (p L = lim 

un— >90° |OCi|—>0 


{CM 

\oc x \ 


= ± oo ; 


Par ailleurs si (p tend vers 90° par valeurs su¬ 
périeures 


\CB\ 

lim tg (p 2 = lim _ \nf~ \ = — 00 • 

U>2~ MH>o |OC 2 |—>0 |0'C/ 2 | 


Angle 

<P 

0 ° 

0 * 

0 

90 ° 

100 " 

je/2 

180 ° 

200 " 

n 

270 ° 

300 " 

3je/2 

360 

400 " 

2 7t 

sin (p 

0 

+ 1 

—1 

— 1 

0 

cos (p 

+ 1 

0 

0 

0 

±1 

tg <P 

0 

±00 

0 

±00 

0 

cotg (p 

±00 

0 

±00 

0 

±00 
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Lorsque, en croissant, y passe par la valeur 90°, la valeur de la fonction tangente saute de + oo 
à —oo. Pour (p = 90°, cette fonction n’est pas définie. On symbolise cette situation en écrivant 
tg90° ± 00 . On a des discontinuités semblables pour la tangente lorsque ç 9 = 3 tz /2 et pour la 

fonction cotangente lorsque y=0 et q)=n. Puisque le rayon du cercle unité a pour longueur 1, 
le sinus et le cosinus sont respectivement égaux à Vordonnée et à Y abscisse (avec le signe conve¬ 
nable). Les fonctions tangente et cotangente peuvent aussi être exprimées par un rapport de deux 
segments de droite, le dénominateur étant égal à 1. La valeur de la tangente est égale à la mesure 
algébrique du segment déterminé par les côtés de (p sur la tangente en B 0 (point d’abscisse *=1) 
au cercle unité. Car, par le théorème de Thalès (Fig.), on obtient: 




10.1-10 Les fonctions trigo- 
nométriques dans les 
quatre quadrants 


‘g 'H 

sin (p 2 

( \B 2 


=m(B?D 2 ), 

tg?>i= 

sin ç?, 

cX 


cos cp 2 

oc 2 

OB„ 

cos (p t 

ô6i 

OB„ 

«g 

sin <p :i 

11 

t sf t 

«A 

— > 

=m(B„D 3 ), 

tg% = 

sin (p. 


B,X 


cos (fz 


OC « 


OB () 


COS (p/i 


OC, 


OBn 


^m(B Q D 1 ), 

m(B Q D,). 


De même la valeur de la cotangcnte est égale à la mesure algébrique m du segment déterminé, 
par l’axe des y et par le côté libre de l’angle (p y sur la tangente en F (point d’ordonnée y= 1) au 
cercle unité. A nouveau, par le théorème de Thalès, on obtient: 


cotg<p 2 = 


cotg<p 3 = 


COS (p 2 

oc 2 

oe 2 

= m(FE 3 ), 

cotg 9?! = 

COS 9?j 

OC x 

OEi 

= m(FEJ, 

sin (p 2 

c7b 3 

e 2 e 2 

sin 9 \ 

cX 1 

E?E 3 


—> 








cos 753 

O 

cP 

II 

OE- 

= m(FE 3 ), 

cotg (p,— 

cos (p. 

oc. 

OE,' 

= m(FE t ). 

sin 

c 3 # 3 

F3F3 

sin <p. 

QB t 

E?E 4 


16 * 
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Les tangentes et cotangentes peuvent 
donc être reliées aux mesures algébri¬ 
ques de segments sur la tangente (point 
de contact x 1 ) cl sur la cotangente 
(point de contact y^\). Les valeurs de 
ces fonctions pour les angles 0 , ?r/ 2 , n % 
3 ti/2 et 2 ji peuvent être lues sur les 
cercle unité. 

Représentation graphique des fonctions 
trigonométriques. On peut obtenir une 
représentation graphique des fonctions 
trigonométriques en introduisant un 
système de coordonnées cartésiennes 
dans lequel on prend comme abscis¬ 
se l’argument de cp en radians et 
comme ordonnée les valeurs des diffé¬ 
rentes fonctions trigonométriques. La 
figure montre la construction point par 
point des fonctions sinus et tangente 
pour les valeurs de (p des quadrants I 
et II à des intervalles de 15° (n/ 12). 
Dans la figure suivante, on a réduit l’é¬ 
chelle de moitié, afin de montrer les gra¬ 
phes des courbes pour tous les quadrants. 

Propriétés des fonctions trigo- 
nométriques 

On peut, sur les deux figures mon¬ 
trant les représentations graphiques des 
fonctions trigonométriques, constater 
un grand nombre de propriétés dont la 
validité est en général prouvée en utili- 




10.1-12 Représentation graphique des fonctions trigono¬ 
métriques dans les quatre quadrants (angles en radians) 


10.1-11 Construction des graphes des fonc¬ 
tions trigonométriques 

sant le cercle unité. Les angles peuvent 
prendre n’importe quelles valeurs positi¬ 
ves et aussi, comme nous l’avons vu, 
n’importe quelles valeurs négatives. 

Périodicité et image des fonctions tri- 
gonométriques. Les fonctions trigonomé¬ 
triques sont périodiques. Les fonctions 
sinus et cosinus ont pour période 2n\ les 
fonctions tangente et cotangente ont pour 
période n. Sur le cercle unité, le côté libre 
des angles ((p±2nji) a toujours la même 
position, et ses fonctions trigonométri¬ 
ques ont donc même valeur. 

sin (<p± 2 « 7 r)=sin cp 

cos (<p±2nn)=cos (p\ n— 1,2, 3, ... 

La représentation du cercle unité montre 
de plus que le côté libre des angles (y±.nn) 
coupe les deux tangentes au cercle unité 
aux points x=l et y 1 respectivement, 
toujours au même point c’est à dire que 
pour ces angles les fonctions tangente et 
cotangente ont la même valeur. 

tg (<p±.nn)=tg(p 

cotg {(p±nn)=co\.g > (p\ n=l,2, 3, ... 
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Les fonctions sinus et cosinus prennent toutes leurs valeurs lorsque 99 parcourt un intervalle 
de longueur In, par exemple 0<ç><2jt, et les fonctions tangente et cotangente prennent toutes 
leurs valeurs lorsque (p parcourt un intervalle plus petit, par exemple 0Dans un tel 
intervalle, sin (p et cos <p oscille entre — 1 et h 1 ; par ailleurs, tg cp et cotg 99 prennent toutes les valeurs 
entre — oo et -foo. 


— I<sing 9<-|-1 ou |sin<p|<l, — l<cos<p< + l ou |cos 99 |<l 


Pente de la tangente. D’après les règles du calcul différentiel, la dérivée d’une fonction en un 
point est égale à la pente de la tangente au graphe de la fonction en ce point. 


d sin w d cos w d tg 99 1 d cotg w 1 

—J — 1 — cos (p, —-—- =— sin 99; . - = — 5—, - ~z —- =-r-s—. 

d <p <\q> d (p cos 2 99 d (p sin 2 99 

Par suite, les graphes des fonctions sinus et tangente coupent l’axe des (p au point 99 =0 avec un 
angle de 45°, puisque ^ ^ — j = = + L Mais lorsque l’angle croît, la fonction sinus 

reste sous cette tangente tandis que la fonction tangente reste au dessus, car cos (p est décroissante. 
Au point (p=n , les deux courbes sont perpendiculaires l’une à l’autre. Pour 99 = y, les graph'cs 


des fonctions cosinus et cotangcntc ont une tangente commune qui fait un angle de —45° avec 
la partie positive de l’axe des 99 ; F- CQS --1 = f ^ C °} 1 =—1. Lorsque l’angle croît, 

L d<p J v = r/2 [. d(p J v>=n/2 

la courbe du cosinus reste au dessus et la courbe de la cotangentc au dessous de leur tangente 
commune. Pour ç>=3tt/ 2, ces deux courbes se coupent à angle droit. La courbe du sinus a une 
tangente parallèle à l’axe des <p en 99 = 71/ 2 et 99 = 371/2 et la courbe du cosinus en 99 = 0 et y =71. 

L’évolution des tangentes aux graphes des fonctions sinus et tangente dans le premier quadrant 
indique que sin q>< arc cp< tg (p , où arc (p est la mesure en radians de l’angle (p. Le graphe de 
arc (p est représenté par une ligne droite passant par l’origine et faisant un angle de 45° avec l’axe 
des (p. 

Parité des fonctions trigonomctriques. La fonction cosinus est paire, car elle prend la meme 
valeur pour des valeurs opposées de l’angle 99 ;/(— (p) f((p) (Fig.). Par contre, les fonctions sinus, 
tangente et cotangente sont impaires. Leurs graphes sont symétriques par rapport à l’origine 
(Fig.), car/(— (p)=—fisp)\ ces fonctions prennent des valeurs opposées pour des valeurs opposées 
de l’angle cp. Les propriétés utilisées pour démontrer ce résultat sont visibles sur le cercle unité. 


10.1-13 Représentation graphique de la 
fonction paire y=cos 9 ? = cos ( — 9 ?) 


fonction paire 


cos ( — 99 )= 4 -cos 99 


fonctions impaires 


sin ( — 99 )= — sin 99 
tg (— 99 )=— tg99 
cotg( — 99 ) =— cotg 99 


10.1-14 Représentation graphique de la 
fonction impaire y =sin 99 = — sin ( — 99 ) 



Du fait de ces propriétés, il est suffisant de connaître les valeurs de la fonction dans un sous- 
intervalle de longueur égale à la moitié de la période pour avoir les valeurs de la fonction sur 
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l’intervalle tout entier. Par exemple, entre les angles 0 et n, le cosinus parcourt les mêmes valeurs 
qu’entre les angles 2 n et n\ on a cos y> ^ cos (2 n —y?) pour y?< 7 r. Ainsi, il prend toutes ses 
valeurs entre 0 et n. De même, pour les trois fonctions impaires, il suffît d’étudier un sous-inter¬ 
valle; deO à n pour sin cp et de 0 à 
n\2 pour tg (p et cotg cp. 

D’après les relations entre une fonc¬ 
tion et sa cofonction (Fig.) et celles 
entre les quadrants, il suffît de con¬ 
naître les valeurs de sin cp entre 0 et 
tt/2 pour calculer les valeurs de toutes 
les autres fonctions trigonométriques. 
Pour simplifier les calculs, on donne 
généralement outre les valeurs du si- 

. . r ... nus, les valeurs de tg w pourO<œ< 

10.1-15 Sinus, cosinus, tangente et cotangente d un angle négatif n j 2 

Relations entre les fonctions trigonométriques. D’après les relations trouvées dans l’introduction, 
toutes les fonctions trigonométriques peuvent s’exprimer en fonction de n’importe laquelle des 
trois autres. Par exemple, si on souhaite exprimer sin (p ou cotg (p en terme de cos (p on obtient: 

sin 9 ? — =h\/(l—cos 2 (p) y cotg (p— cos y?/sin y? = rtcos cpl\/(\ —cos 2 (p). 

Le tableau suivant rassemble toutes ces relations: 


cherché 

donné 

sin (p 

cos ( p 

ig?> 

cotg (p 

sin (p — 

sin cp 

±^/([—cos 2 (p) 

tg?> 

1 

±-\/0 + tg 2 <p) 

±V( 1 + COt ë 2 <P) 

cos y? = 

iVO—!sin 2 Ç?) 

cos y? 

1 

cotg (p 

±\/(l +tg 2 V) 

±\/{\-\ -cotg 2 (p) 

tg ip 

sin (p 

±\/{l—cos-(p) 

tg <p 

1 

±\A ,_1 sin 2 ? 1 ) 

cos cp 

cotg (p 

cotg (p = 


COS (p 

1 

cotg (p 

sin (p 

d=\/(l — cos2 9" ; ) 

tg <p 


Pour les angles du premier quadrant, le signe est toujours positif; pour les autres quadrants, on 
détermine le signe soit par le tableau des signes soit en considérant le cercle unité. 



Exemple: Dans le troisième quadrant cos y> et sin (p sont négatifs mais tg <p et cotg <p sont 
positifs. De sorte que pour n«p<2>n\2 y la deuxième ligne du tableau est: 


cos <p— — \/(\ — sin 2 y>) = 


1 cotg (p 

s/( I + tg 2 <P) V( 1 ■ ■1 cotg 2 ip) 


Fonction et cofonction. Le mot cosinus signifie complémentaire du sinus, c’est à dire le sinus 
de l’angle complémentaire. De même cotangente et cosécante signifie respectivement tangente et 
sécante de Vangle complémentaire. Le complément (i d’un angle aigu donné a est tel que a-\-(3 est 
un angle droit. L’angle droit peut être mesuré en degrés, grades ou radians. Ainsi, si a et p 
sont en radians, on a a-4 ~p= n\2. Les expressions cosinus, cotangente et cosécante sont justifiées 
par les expressions mathématiques 
cosa -sin(7t/2—a)=-sin fi 
coscc a =scc (tü/2— a )=scc p 
cotg a = tg (ti/2 —a) = tg p 


1 angle droit 90° = 100gr ^7r/2rad. 


Dans un triangle rectangle, si a et b sont les côtés opposés aux angles a et p respectivement, 
on a immédiatement 


sina=tf/c=cos /?, cosa=6/c=sin /i, tg a=a!b =cotg p, cotga=6/a=tg p. 
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De plus, on voit que sin a= cos (ti/2— a), tg a cotg (tt/ 2—a), sec a^cosec {ti/2— a), c’est à dire 
que la fonction sinus est la cofonction de la fonction cosinus, et la tangente et la sécante sont 
respectivement les cofonctions des fonctions cotangente et cosécante. 




Toute fonction trigonométrique prend lorsque l'argument croît de 0 a ti/2 les mêmes valeurs 
que sa cofonction lorsque l'argument décroît de ti/2 à 0 . 

Relations entre les quadrants. Il existe certaines relations liant les valeurs des fonctions trigo- 
nométriqes pour des arguments différant d’un 
angle droit ou d’un multiple de l’angle droit; ces 
relations sont les relations entre les quadrants. 

Angles dijférant d'un angle droit. Le passage 
d’un quadrant au quadrant suivant est obtenu 
par une rotation de la figure du quart d’une 
rotation complète, ou par l’addition d’un angle 
droit à l’argument (p (Fig.). Dans cette rotation 
l’abscisse et la valeur du cosinus deviennent res¬ 
pectivement l’ordonnée et la valeur du sinus de 
la même valeur absolue et réciproquement |sin 
( 7 r/ 2 + 9 >)l = |cos <p\ 9 |cos (jr/2+ÿ>)| = |sin q>\. Un 
cos (p positif est situé sur la partie positive de 
l’axe des x et, comme sin (7i/2-\-(p), il est situé 
sur la partie positive de l’axe des y après une 
rotation. De même une valeur négative de cos 
( p , après une rotation d’un angle droit, donne une 
valeur négative de sin (n/2-\r<p), sur la partie 
négative de l’axe des y. Ainsi, cos (p sin (n/2f- 
+ 9 ?). D’un autre côté une valeur positive de sin (p 
va de la partie positive de l’axe des y, à la 
partie négative de l’axe des x après la rotation 
et une valeur négative de sin (p de la partie né¬ 
gative de l’axe des y à la partie positive de 
l’axe des x. De sorte que sin cp —cos (7i/2+(p). 




10.1-16 Angles différant d’un angle droit: 
sin (tt/2+ç)) = cos g?, cos ( 7i/2-\-<p) = —sin g? 


Dans le système de coordonnées, le rayon du cercle unité a la même position pour un angle 
positif (p et pour l’angle négatif —xp si (p-\-xjr 4tt./2 2n. Donc les fonctions trigonométriques ont 
la même valeur si (p est remplacé par — xp: sin (tt/ 2 —y>)= ços(— xp)=cosxp, cos (ti/2 — xj)) = 
—sin(— xp) sin y>. Comme tg (p -sin 99 /cos (p et cotg (p cos 95 /sin 99 , on a aussi tg ( 71 / 2 - 1 - 99 ) = 
—cotg 9 ?, cotg (tt/ 2-1-9?) =— tg 99 , tg (tz /2— 9 ;)=cotg xp, cotg ( 71 /2 — xp) tg xp. 

On a ainsi généralisé les relations entre les fonctions et leurs cofonctions pour un angle quel¬ 
conque. Géométriquement, l’équation sin (tt/2-|-/Î) cos ft signifie que le graphe de la fonction 
sinus est obtenu par translation de n/2 du graphe de la fonction cosinus. 

Angles différant d'un multiple d'angle droit. Le passage au quadrant suivant est obtenu par 
addition de 2ti/2 et pour passer au quadrant suivant il faut ajouter 3 te/ 2 à partir du quadrant 
initial. Dans ce cas, les relations qui existent sont obtenues en substituant n/2+xp ou 2n/2-\~xp 
respectivement à (p dans les formules précédentes. 


Exemples: i.*tg (27i/24rxp)—\.g (n/24rn/2-\-xp )=—cotg (ji/24-xp) — H- tg xp, 

2. cos (3 71 12xj))—cos (ji/ 2 ~\- 27 i/ 24 ~xp) — —sin (27i/2-\-xp) 

= —sin (tt/2+^/2+ xp )——cos (7i/2-\-xp) = -j-sin xp. 

On peut aussi appliquer les formules pour les angles différant de n/2 au cas d’angles différant 
de multiple d’un angle droit moins un angle arbitraire. 

Exemple: sin (2 tt/ 2—g?)=sin (nl2-\-n/2 — 99 )=cos ( 71 /2 —g?) = sin (p. 

Résumé des relations. Par les relations entre les quadrants, on peut exprimer une fonction trigo¬ 
nométrique d’un angle (n7t/2±ô) pour n 1, 2, 3, 4 comme fonction de l’angle ô où ô est un angle 
arbitraire.* En posant <7> -(wr^îd), les relations peuvent être rassemblées dan le tableau suivant: 


<z>= 

71/2—0 

7l/2 ~\ 'Ô 

2tiI2—ô 

2ji/2+ô 

3tï/2—ô 

3tiI2-\~Ô 

47T.I2—Ô 

4ti/2 + (5 

sin <P 
cos <P 
tg<?> 
cotg (P 

COS Ô 

sin ô 
cotg ô 
tg ô 

cos ô 
—sin ô 
—cotg ô 
—tgô 

sin ô 
—cos ô 
—tgô 
—cotg ô 

—sin ô 
—cos ô 
-l-tgtf 
-|-cotg<) 

—cos ô 
—sin ô 

+ COtg () 

+tg ô 

— cos d 
-bsin ô 
— cotg (5 
— tg r5 

—sin ô. 

+ COS ô 

—tgd 
—cotg (5 

sin ô 
cos ô 
tg ô 
cotg ô 

quadrant 

1 

II 

II 

III 

III 

IV 

IV 

I 




























248 10. Trigonométrie 


Le tableau montre les règles suivantes: 

1. Lorsque l’angle ô est ajouté ou soustrait à un nombre impair de fois n/ 2, c’est à dire que 

r/> tt/2±(5 ou 0=3tt/ 2±6, la cofonction de ô intervient dans l’expression de la fonction de 

0 cherchée; 

2. Lorsque l’angle ô est ajouté ou soustrait à un nombre pair de fois n/2, c’est à dire que 0 = ji^zô 
où <P=2n±ô, la même fonction de b intervient dans l’expression de la fonction de <Z> cherchée. 

3. Lorsque ô est égal à un angle aigu, alors le côté libre de l’angle 0 est dans le quadrant donné 
dans la dernière ligne du tableau. Le signe de la fonction de 0 est déterminé pour ce 
quadrant à partir du cercle unité. 

Ce tableau permet d’exprimer toute fonction trigonométrique d’un angle quelconque par une 
fonction d’un angle ô. Puisque dans les problèmes pratiques, particulièrement si les angles sont 
donnés en degrés, minutes et secondes, seuls des accroissements positifs sont utilisés, les colonnes 
0 n\2 y 0 27r/2 + <5, et 0 3tt/ 2-|-<5 ont été spécialement indiquées. Par exemple, le tableau indique 
que sin ( 2 rc/ 2 +6 )=—sin ô, tg(jr/2 + r5) —cotg <5, cotg (3^/2 +<5) = —tg 6 . 


Fonctions réciproques. Si on mar¬ 
que le long de l’axe des y un 
—► —> 

segment orienté OF 1 (ou OF 2 ) de 
longueur inférieure à l’unité 
(Fig.), puis une droite parallèle 
à l’axe des * par le point F t (ou 
F^), celle-ci coupe le cercle unité 
en deux points B 1 et B 2 (ou Æ : , 
et Æ 4 ). La figure montre que OB l 
et OB 2 sont respectivement les 
côtés libres de deux angles (p l et 
(p 2 dont les fonctions sinus sont 
données par la mesure algébri¬ 




ques du segment OF ly sin 10.1-17 Construction de l’angle pour 10.1-18 Construction de l’angle pour 

\ deux valeurs données du sinus deux valeurs données du cosinus 

sin 9? 2 =*m\OF{). 

De même OB 2 et OB x sont respectivement les côtés libres de deux angles <p 3 et 9 ? 4 , tels que 


sin «ft, sin <p 4 ^///(OF 3 ). Ainsi, tout nombre y tel que \y \<1 peut être considéré comme une valeur 
de la fonction sinus et si |^|< 1 , il y a toujours deux angles qui satisfont l’équation y sin?/;. 
Bien sûr, il est clair qu’on ne peut distinguer les rotations complètes du côté libre; par suite, il y 
a en fait une infinité de solutions 


\pi=(Pi±.2nn et y > 2 <p 2 ±2nn pour y>0 
y) 1 =<p 3 ± 2 njt et yf t =tp^±: 2 nn pour ^< 0 , // O, 1 , 2 ,... 

La symétrie par rapport à l’axe des y implique que 
tPi+fPz n et %+ç> 4 = 3rc. 

De la même manière, en construisant la parallèle à l’axe des y passant par les extrémités Ci ,4 
et C 2 , a des segments orientés sur l’axe des x , de longueur x avec |jc|<1, on obtient deux angles 
<Pi et <p 4 , (p 2 et (p 2 respectivement qui sont solutions de l’équation cosy)=x (Fig.) 
y)i=(Pidt2nji ou y> 2 ^dt2nji y pour *>0 
Vh =< P 2 ± 2 A/ 7 r ou y) 3 =<p 3 ± 2 nn, pour *< 0 , /i= 0 , 1 , 2 , 

Ces deux solutions satisfont à <pi+<p^2n ou (p 2 \ ^ 3 = 271 . 

A partir de la valeur du sinus ou du cosinus on obtient deux 
valeurs de l’angle ?/; dans l’intervalle 0 <(p< 2 n\ de^^sin rp on 
obtient par exemple les valeurs (p L et (p 2 . Sur le cercle unité 
on voit que l’angle ?/; est déterminé par une de ces deux fonc¬ 
tions et le signe de l’autre. De la propriété tg ?/;/2^sin ?/;/(l -|- 
-l-cos y)) qui découlera des théorèmes d’addition, on déduit 
que la valeur de la tangente de l’angle moitié est suffisante 
pour déterminer de manière unique l’angle ?/;, 0 <y>< 2 n. 

Trouver des angles dont la fonction tangente ou cotangcntc 
prend une valeur donnée y ou x respectivement est un problè¬ 
me qui peut se résoudre géométriquement sur le cercle unité 

(Fig.), comme précédemment. Le segment orienté B 0 D li3 cor¬ 
respondant au nombre y est marqué sur la tangente en B 0 
(jc=1) au cercle unité, et les droites joignant l’origine aux 
extrémités D ly[i coupent le cercle unité en B x et B :i : on voit que 
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xpx—fpiÛL^Tiy n = 0, 1,2,..., sont les solutions de l’équation tg tp—y. De même le segment oriente 

FE 2 ,4 correspondant au nombre * est marqué sur la tangente en F (y= 1) au cercle unité et les 
droites joignant l’origine aux extrémités Zs 2 , 4 coupent le cercle unité en B 2 et Z? 4 ; v , 2=9 , 2it w ^» 
n= 0, 1, 2,..., sont les solutions de l’équation cotgy;=*. Une fonction qui détermirie la valeur en 
radians de l’angle pour lequel une fonction trigonométrique prend une valeur donnée est appelé 
fonction trigonométrique (ou circulaire) réciproque (voir fonctions réciproques au Chapitre 5). 

Après avoir interverti comme d’habitude y et x pour obtenir la fonction réciproque, y repré¬ 
sente l’angle (en radians) dont le sinus a une valeur donnée x. La phrase latine arcus cuius sinus x 
est (l’arc dont le sinus est x) a conduit au symbole arcsin x. Les notations pour ces fonctions 
sont rassemblées dans le tableau. En prenant le symétrique par rapport à la bissectrice du premier 
quadrant du graphe d’une fonction trigonométrique on obtient le graphe de sa fonction réciproque 
(Fig.). Les fonctions réciproques ont différentes images qui correspondent à la partie du domaine 



10.1-21 Représentation graphique des 
fonctions y = arcsin x et y=arccos x 


Fonction 

Fonction 

trigonométrique 

réciproque 

.y=sin* 

>>=arcsin * =sin _1 * 

J>=COS* 

.y = arccos* =cos -1 * 

y=tgx 

y= arctg* =tg -1 * 

^=cotg* 

y = arccotg * = cotg -1 * 


y, 



10.1-20 Représentation graphique des fonctions .y=arctg* et .y=arccotg* 

de définition dans laquelle la fonction initiale est monotone. Les valeurs principales sont notées 
par Arcsin*, Arccos*, Arctg*, et Arccotg* où 

— y < Arcsin* < -F y, 0<Arccos* <+n, — y < Arctg* < + y , 0<Arccotg*< +n. 

Quand on utilise la notation ^ -cos _1 * on doit faire attention à ne pas confondre la fonction 
réciproque avec par exemple (cos*) _1 = l/cos*=sec*. 

Utilisation des tables trigonométriques 

Le principe de classement et d’utilisation des tables ne dépend pas de la méthode par laquelle 
sont subdivisés les angles. Les tables pour les subdivisions décimales des degrés étant maintenant 
largement utilisées, ce sont sur elles que vont être basées les explications. Des tables sont repro- 
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SINUS 


chiites dans l’appendice. Des instructions spéciales d’utilisation, spécialement pour les tables 5, 6 
ou 7 sont données avec chaque table. 

Recherche de la valeur des fonctions. Dans la ta¬ 
ble reproduite ici les valeurs de la fonction repré¬ 
sentée sont à l’intersection de la ligne horizontale 
avec la colonne verticale (Fig.). Sur la figure, par 
exemple, là où la ligne de ‘5’ degrés rencontre la 
colonne de ‘0,4°’, on peut lire que sin 5,4° = 0,0941. 
Puisque toutes les valeurs du sinus sont plus petites 
que 1 (sauf pour la seule valeur l=sin90°), on 
donne fréquemment uniquement les décimales après 
la virgule. Toutes les tables trigonométriques sont 
à double entrée; elles peuvent être lues à partir de 
la gauche et du dessus ou à partir de la droite et 
du dessous. Cela signifie que les lignes peuvent être 
comptées de haut en bas et les colonnes de droite à 
gauche et réciproquement. Sur la figure, la valeur de 
sin 5,4° 0,0941 apparaît dans la ligne 5 et la co¬ 
lonne 0,4° comptées à partir de la gauche et du 
haut. A partir de la droite et du bas, cette même va¬ 
leur apparaît, dans la ligne 84 et la colonne 0,6°. 
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10.1-22 Recherche de sin a pour a donne 


Mais comme 5,4°T 84,6° = 90°, cela donne la valeur de la 
cofonction, c’est à dire cos 84,6°=0,0941. De ce fait 
les valeurs d’une fonction et de sa cofonction sont don¬ 
nées dans une seule et même table, le sinus et la tan¬ 
gente sont obtenus à partir de la gauche et du haut et 
le cosinus et la cotangente à partir de la droite et du 
bas. Les relations entre les quadrants ne nécessitent de 
connaître que les valeurs des fonctions pour le premier 
quadrant; le signe est déterminé par le tableau des 
signes ou par le cercle unité. 

L’importance croissante des machines à calculer cn- 
traine une diminution de l’utilisation des tables de va¬ 
leurs des fonctions. Précédemment les tables trigono¬ 
métriques logarithmiques étaient préférées pour les cal¬ 
culs précis. Dans quelques unes d’entre elles la caracté¬ 
ristique est augmentée de 10. Par exemple log sin 5,4° = 
=0,9736—2 = 8,9736—10, et une telle table donne 
8,9736. Puisqu’il n’existe pas de logarithme pour les 
nombres négatifs, les tables ne contiennent que les 
logarithmes des valeurs absolues des fonctions trigo- 
nométriques. D’un autre côté, leurs signes sont indis¬ 
pensables pour la taille des angles à calculer; les signes 
peuvent être indiqués par un /; (positif) ou un n (né¬ 
gatif) placé devant le logaritmhe (voir des exemples de 
calcul avec les logarithmes au Chapitre 2). 


Exemple 1: Pour l’angle 9 ^ = 56,6° on obtient 

sin 56,6°=0,8348; cos 56,6°=0,5505; 

tg 56,6° = 1,517; cotg 56,6° =0,6594 ; 

log sin 56,6 Ü =9,9216; log cos 56,6°=9,7407; 

log tg 56,6°=0,1809 ; log cotg 56,6°=9,8191. 

Exemple 2: Pour l’angle ç> 2 = 113,4° (Fig.) on obtient: 

sin 113,4° sin (90° 1-23,4°)= +cos23,4° 

= 4-0,9178; 

cos 113,4°=cos (90° 1 23,4°)= —sin 23,4° 

= —0,3971; 

tg 113,4°= —cotg 23,4° = —2,311 ; 
cotg 113,4°= — tg23,4°= —0,4327; 
log sin 113,4° 9,9627/;; log |cos 113,4°| = 9,5990//; 

log |tg 113,4°| =0,3638/7; log jcot 113,4°| = 9,6362;;. 



10.1-23 Valeurs des fonctions trigo¬ 
nométriques de l’angle </> 2 = 113,4° 



10.1-24 Valeurs des fonctions trigo¬ 
nométriques de l’angle ç> 3 = 244,8° 
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Exemple 3: Pour l’angle <p 3 =-244,8° (Fig.) on obtient: 
sin 244,8° =sin (180° + 64,8°) = -sin 64,8° 

= -0,9048; 

cos 244,8° —cos (180° 1 64,9°)= —cos 64,8° 

= -0,4258; 

tg 244,8°=tg 64,8°= +2,125; 
cotg 244,8°=cotg 64,8° = +0,4706; 
log |sin 244,8°| =9,9566 n\ log |cos 244,8°| =9,6292//; 

log tg 244,8°=0,3274/7; log cotg 244,8° =9,6726/7. 

Exemple 4: Pour l’angle <p 4 = 320,3° (Fig.) on obtient: 
sin 320,3° = sin (270°+ 50,3°)= -cos 50,3° 

= -0,6388; 

cos 320,3° = cos (270°+40,3°)= +sin 50,3° 

= +0,7694; 

tg 320,3° = - cotg 50,3° = —0,8302 ; 

cotg 320,3° =—tg 50,3°=—1,205; 

log |sin 320,3°| = 9,8053 n; log cos 320,3° =9,8862 p; 

log |tg 320,3°| = 9,9192 n; log |cotg 320,3°| =0,0808/?. 

10.1-25 Valeurs des fonctions trigonométriques de l’angle <p 4 = 320,3° 

Si on connaît une décimale supplémentaire z pour la valeur de l’angle, alors la valeur cherchée 
pour la fonction est entre deux valeurs t 1 et t 2 données dans la table et par une interpolation 
linéaire à partir de la différence tabulaire d t 2 - -t l on obtient la correction c=d • z/10 (voir Cha¬ 
pitre 2). 

Les cofonctions cosinus et cotangentes étant décroissantes lorsque /’argument augmente on doit 
soustraire ta correction de la valeur trouvée dans la table. 

La valeur de sin 5,47° est entre 0,0941 et 0,0958. La différence tabulaire d est égale à 17 -10~ 4 = 
0,0017 et la décimale suivante- est 7. La corrections est égale à c = ^ ■ 10 4 = (11,9) • 10 4 ^ 

^12- 10 _4 =0,0012; donc sin 5,47°—0,0953. La valeur de cos 56,64° est entre 0,5505 et 0,5490; 


ici d— —15- IO-\z=4, c = 


15 *4 


10 


10 1 —(6,0) 10 4 , donc cos 56,64°=0,5499. 


Exemples: 1. tg 113,43°= —cotg 23,43°=— ^2,31 

2. log |cos 244,86°| = log cos 64,86°/i ^1, 

3. loglsin 320,39°| = log cos 50,39°/? = ^9,8053-• 10 


11 ; 3 
10 

6292 1 * 10 4 


9-9 

10 


- 3 ^ = —2,308. 
)/7 1,6282/7. 

)/? 1,8045/7. 


4. cotgSl,36«=0,1519, car cotg81,38=0,1530 et cotg81,48 0,1512. 

5. tg62°37' = 1,931, car tg 62° 30 =1,921 et tg62°40' 1,935. 

Recherche de l’angle. Si la valeur donnée pour la fonction apparaît directement dans la table, alors 
pour déterminer l’angle il suffit de lire les nombres de la ligne et de la colonne qui se coupent 
en cette valeur. Mais si la valeur donnée ne coïncide avec aucune valeur de la table, alors on 
obtient la décimale suivante z de l’angle à partir de la différence tabulaire d et de la différence 
de correction c entre la valeur de la fonction et la valeur la plus proche donnée par la table dans 
le sens des arguments croissants: c/(r//10) = z ou z=c- 10 /d. 

Exemple 1: La valeur du cosinus égale à 0,3950 est comprise entre cos 66,7° = 0,3955 et 

cos 66,8°=0,3939; on trouve d— —16- 10 -4 , c= —5 10 ~ 4 , de sorte que z= - æ3 ou 

16 

arccos 0,3950=66,73°. Comme la fonction réciproque prend plusieurs valeurs, (p= —66,73° = 

293,27°; 66,73 °+n ■ 360° et 293,27°+/? • 360°, « = 1,2,... sont aussi des solutions. 
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Exemple 2: Quel est la valeur de arcsin (—0,7777)? A partir du tableau des signes ou de la 
représentation du cercle unité à la période près il existe deux solutions tp x et <p 2 dans le troi¬ 
sième et le quatrième quadrant satisfaisant l’équation (p x + 952 =3^ = 540°. A partir des relations 
entre les quadrants, <5=^— In/l est entre 51,0° et 55,1° puisque sin 51,0°=0,7771 et sin51,l° = 

0,7782; de </= 11 • 10~ 4 , c= 6 • 10~ 4 il vient z = pp—- ^5 c’est à dire que <5 = 51,05°, ^=231,05° 

±n- 360°, ç> 2 = 308,95 i/î • 360°, n= 0, 1,2,... 

Exemple 3 : Quelle est la valeur de arctg ( — 2,000)? L’angle (p dont la tangente est égale à 
— 2,000 est situé dans le second quadrant et pour ô=(p — tt/ 2, cotg <5=2,000. De cotg 26,5°=2,006 

et cotg 26,6°= 1,997, on déduit que </= — 9- 10~ 3 , c= — 6* 10~ 3 , z= «7. Soit <5 = 26,57°. 

Donc arctg (—2,000)= 116,57° ±n • 180°, /i=0,1,2,... 

Exemple 4: Quels angles (p satisfont à l’équation log |cos <p| = 1,74435? La valeur du cosinus 
étant négative les côtés libres des angles et <p 3 sont, dans le 2 ème e t 3 ème quadrant, symé¬ 
triques par rapport à l’axe des x. D’après les relations entre les quadrants, <5=<p 3 — 2n/2 est 
déterminé par log cos <5= 1,74435. La table 5 montre que log cos 56,28° = 1,74440 et que 

log cos 56,29°= 1,74428; derf= — 12-10~ 5 , c= — 5- 10 -6 , z= 5 -~~4, on déduit <5=56,284°. 

Donc <p 3 =123,716°±«- 360°, <p 3 = 236,284 ° ± n • 360°. 


Les théorèmes d’addition 

Les théorèmes d’addition montrent comment les fonctions trigonométriques d’une somme ou 
d’une différence de deux angles a et fl s’expriment en fonction des fonctions trigonométriques des 
angles a et p. 

Les théorèmes d’addition pour le sinus et le cosinus. Sur le cercle unité, les valeurs du cosinus 
et du sinus d’un angle (p sont respectivement représentés par l’abscisse et l’ordonnée de l’extré¬ 
mité du rayon dans la direction du côté libre de l’angle (p. Les deux segments sont les projections 
orthogonales de ce rayon sur l’axe des x et l’axe des y. D’après un théorème de l’algèbre linéaire, 
la projection de ce rayon est égal à la somme des projections de deux vecteurs quelconques dont 

il est la somme. Sur la Fig. 10.1-26, par exemple, dans tous les cas on a OQ ^OT-\-TQ où O T 
est la projection orthogonale du côté libre OQ de l’angle p sur le côté libre OP de l’angle a, et 
TQ est la projection orthogonale du côté libre OQ de l’angle p sur une direction .S faisant un 
angle de (jr/2+a) avec la partie positive de l’axe des x. La valeur algébique de ÔT est donc égale 

à cos p et celle de TQ à sin p. Si m x représente la valeur algébrique de la projection orthogonale 
sur l’axe des * et m y celle de la projection sur l’axe des y , alors: 



10.1-26 Exemples des théorèmes d’addition pour la fonction sinus et la fonction cosinus 


m x (OQ)=m x {OT) \ m x (TQ) y où m x (OQ)=m(OQ )=cos (a-|-/?), 
m x (0T)=m{0T ’)=cos p cos a, 
m x (TQ)—m(T'Q')=sin p cos (n/2 +a)= —sin p sin a; 





















10.1. Fonctions trigonométriques 253 


alors cos(a-f/?) =cosa cos p — sinasin /?. 

m y (OQ)=m y (OT)+m y (TQ ), où m y (OQ) m(OQ ')=cos [tt/ 2—(aH-/5)]=sin(aH-/9), 
m y (0 T 7 ) = rn(0 T ')=cos p cos (n/2 —a)=sin a cos /?, 

m y (TQ)=m(T”Q")=sin [:?cos [n/2 — (n/2-j-a)]=sin /?cos (—a)=cosasin p; 
alors sin(a+jft)=sinacos/?+cosasin p. 

Ces calculs sont valables pour tout angle a et /?; les trois figures correspondent à trois cas diffé¬ 
rents. Le système d’axes x , ÿ sert à calculer les angles formés à partir de la partie positive de 
l’axe des y> c’est à dire la partie positive de l’axe des x. Dans ce système la partie positive de l’axe 

des x fait un angle de n/2 avec la partie positive de l’axe des x , de telle sorte que OT fait l’angle 
(nl2 —a), OQ l’angle [n/2 —(a-}-/?)] et TQ l’angle [ni2 — (nl2-\-a)\ avec la partie positive de l’axe 
des x. Sans utiliser ce système d’axes, on peut établir les théorèmes d’addition pour le sinus à 
partir de ceux pour le cosinus et les relations entre les quadrants, 
sin (a -1- p)=cos [n/2 —(a -f /?)]=cos [(n/2 —a)—/?] 

=cos (n/2 —a)cos (—/?)—sin (n/2 —a)sin (—/?), 
sin (a-}-/?)=sin a cos/?-}-cos a sin p. 

Si, en même temps, on utilise le fait, qui découle immédiatement de la périodicité, que tout 
angle peut être remplacé par un angle—/? 2 où n y alors les différences des angles 

peuvent intervenir dans les théorèmes d’addition: 
sin (a—/?)=sin a cos p —cos à sin /?, 
cos (a— p)= cos a cos /H-sin a sin p. 

Les théorèmes d’addition pour la tangente et la cotangcnte. Ils sont obtenus à partir des for¬ 
mules pour le sinus et le cosinus: 

sin (a-\~P) sin a cos /?+cos a sin p 
cos a cos /?—sin a sin p * 


tg (<*-}-/?) = 


cos (a p) 

On divise le numérateur et le dénominateur par cos a cos p: 


tg(a-}- P) = 


tga-}-tg/? 


1— tgatg/? 

De même, on obtient 

cotga cotg p —1 


tg (a— p) = 


tga—tg p 


cotg (a + p) = 


cotg a-f-cotg p 


cotg (a— P) = 


1 -}-tga tg p ’ 

cotg a cotg p -\-1 
cotg p —cotga * 


sin (a-}-/?)=sin a cos p -\-cos a sin p 
cos (a-f p) =cos a cos p — sin a sin p 


tg(a-f-/3) 


tgq-| tg p 
-tgatg p 


cotg(a+/?)= COtg 7?. t ^.=L 
cotg/?-}-cotg a 


sin (a — /?) = sin a cos p — cos a sin /? 
cos (a — /?)=cosacos /?-}-sin a sin p 

tg (q-gw tlïzM 

M P) H tgatg p 


cotg (a — p) = 


cotg a cotg P -}- 1 
cotg p —cotg a 


Fonctions des angles double et moitié 

sin 2<p=2 sin 99 cos 99 cos 2 çj=cos 2 99 — sin 2 (p = I — 2 sin 2 (p=2 cos 2 <p — 1 

sin (p=2 sin (p/2 cos (p\2 cos ç>=cos 2 <p/2 — sin 2 </?/2=l — 2sin 2 </?/2 — 2cos 2 </?/2 — 1 

2tg (p _ 2 4 _ 2tg(p/2 2 


tg 2 <p = 


1 — tg 2 99 cotg (p — tgç> 

2 , 


cotg 2 »- = cotey-tgy 

b ' 2 cotg cp 2 


sin ?> = ±]/(— 


— cos 2<p 


cos 


» ) 

,-±V( i+ ^* ) 


tg 99 = 
cotg 99 = 
sin 99 / 2 = ± 


1—tg 2 (pl 2 
cotg 2 (p/2 — 1 


cotg (p/ 2—tg <p/2 
cotg (p/ 2—-tg 99/2 


2 cotg 99/2 

^ 1 — COS 99 


) 


.W2-±V(!±2M) 
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«=±V(4SS-) 


cotg (p 


sin 2 99 = 


i / / H-cos 2 y \ 
" _± V V 1— cos2?) ) 


sin 2 cp 
1 -|-cos 2 (p 

tg 99/2= 

sin 2(p 


1 — cos 2 99 
sin 2(p 

±1 /(-£” 

1 +COS 299 


-) 

V / 


1 —cos 2(p sin 2(p 

]/ (-i +cos 


2tg y 
1 + tg 2 99 


-, cos 299 


1 


COtg 99/2 = I J = ! 

-tg 2 99 


1 +tg 2 99 


- ; sin 99 


— cos 99 
2 tg 99/2 
1 -btg 2 99 / 2 ’ 


-) 

V / 


COS 99 - 


sin 99 
1 -beos 99 


sin 99 
1 — cos 99 
1—tg 2 95/2 


1 tg'V 2 


Fonctions des multiples d’angles 

sin 399 = 3 sin 99 — 4 sin 3 99 

sin 499=4 sin 99 cos 99—8 sin 3 99 cos 99 

sin 599 = 5 sin 99 — 20 sin 3 99-|-16 sin 5 99 


1 — COS Cp 
sin 99 


1 H-cos 99 
sin 99 


tg 399 = 


tg 499 = 


3 tg 99—tg 3 99 
1—3 tg 2 99 
4 tg 99—4 tg 3 99 
1—6 tg 2 99+tg 4 99 


cos 3 ç9=4 cos 3 99 — 3 cos 99 

cos 499 =8 cos 4 99 — 8 cos 2 99 +1 

cos 599 = 16 cos 5 99 — 20 cos 3 99 + 5 cos 99 

_ cotg 3 99 — 3 cotg 93 

cotg 399 = 


cotg 499 


3 cotg 2 99 — 1 
cotg 4 99 — 6 cotg 2 99 -|- 1 
4 cotg 3 99 —4 cotg 99 


Conséquences des théorèmes d’addition 


Des théorèmes d’addition, on peut déduire de nombreuses relations liant les fonctions trigono- 
métriques.Elles sont regroupées dans les tableaux suivants. Quelques exemples montrent la manière 
dont elles ont été obtenues. 


sin (a -|-/ 5 )sin (a — fi) 

=sin 2 a cos 2 /?—cos 2 a sin 2 p 
sin 2 «cos 2 p —cos 2 « (1—cos 2 p) 

=cos 2 p (sin 2 « H-cos 2 a) —cos 2 « 

=Cos 2 p —cos 2 «. 

Dans l’équation sin (99-by;)-bsin (99— y))=2 
que 99= 1 / 2 (ot H-/ 5 ), y) = 1 / 2 («— P X et on obtient ; 


sin 39?=sin (2cp-\-cp) 

=sin 2(p cos 99 beos 2(p sin 99 
=2 sin 99 cos 2 99-f (1—2 sin 2 99) sin 99 
=2 sin 99 (1—sin 2 <?9) -1-sin 99—2 sin 3 99 
= 3 sin 99 —4 sin 3 99. 

99 cos î/;, on pose a=99+ y), P=yp —y» 4 c telle sorte 
in a H-sin /? = 2 sin 1 / 2 (a + / 5 ) cos 4 /2( a — P)‘ 


. sin a , sin sin«cos/?:tcosa sin /5 

tg«zbtg /? —-±-3 —---5- L 

cos a cos p cos a cos p 


sin (arh/?) 
cos a cos p' 


Somme, différence et produit des fonctions trigonométriques 


. „ _ . a-b /5 a — p 

sin a -b sin p — 2 sin — ^cos — Y~ 


_ a -f p a- 

cos a-b cos/? — 2 cos cos — 


... a+fi . a -p 
sin a — sin/? 2 cossin — ^ 

_ sin («+/?) 

tg a-btg p= - -r 

cos a cos p 


tga—tg /? 


sin (a—/?) 
cos a cos /? 


cos a -b sin a — ^/2 sin ( 45 ° -b a)=y/2 cos ( 45 ° — a) 
cos a — sin a—\/2 cos (45 0 + a ) = -\/2 sin ( 45 0 — a) 
sin (a + p) sin (a — /?) = cos 2 /? — cos 2 a 


cos a — cos /5 


_ • « "b/5 . 
= — 2sm 2 ~ Sin 


a-£ 

2 


cotg a-|-cotg /5 = 


sin (a-b/?) 
sin « sin p 


cotg a — cotg /5 


— sin (a—p) 
sin a sin p 


cos (a+/5) cos (a — /?)=cos 2 /? — sin 2 a 
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sin a sîn /? = 1 / 2 [cos (a - /?) — cos(a b/?)] 
sin a cos p — 1 / 2 [sin (a — P) H- sin (a 4 -/?)] 

tga-btg p tga-tg p 


tgatg P = 


cotg a + cotg p cotg a — cotg p 


cos a cos p = 1 / 2 [cos (a — /?) -|- cos (a -| p)] 
cos a sin p = 1 / 2 t s in (a 4 /?) - sin (a — p)] 

cotg a 4 cotg/? cotg a — cotg p 


cotg a cotg p = 


tga 4 tg p 


tg a — tg /? 


tga cotg p 


tga 4 cotg/? 
cotga + tg p 


tga-cotg p 
cotga-tg p 


sin a sin p sin y = 1 / 4 [sin (a 4 p — y) + sin (P + y — a)4-sin (y+a — p) - sin (a -|- p f y)] 
cos a cos p cos y = 1 / 4 [cos (a 4 - P-y) 4 - cos (P +y - a) 4 - cos (y+a — /?) 4 - cos (a H -p 4 y)] 
sina sin p cos y Vit — cos (a+/?—y)-beos (/?-|-y — a)4cos (y 4 a — /?) — cos (a | /Hy)] 
sin a cos p cos y = 1 / 4 [sin (a4/? — y) — sin (/? -{-y — a)4-sin (y+a — /?) H- sin (a 4/? 4 y)] 


Puissances des fonctions trigonométriques 

sin 2 99 = 1 / 2 ( 1 — cos 2 (p) 

sin :i ç? = 1 / 4 (3 sin (p — sin 399) 

sin 4 9? = x / 8 (cos 479 — 4 cos 2 9? 43 ) 

sin 6 99 VmOOsin 99 — 5 sin 399-|-sin 5 cp ) 


cos 2 99 1 / 2 ( 1 -1-cos 299) 

cos 2 99 = r / 4 (3 cos 99 -|- cos 399) 

cos 4 99 :1 / 8 (cos 499 4 -4 cos 299 -|- 3 ) 

cos 6 99 Vi«( 10 cos 99 4- 5 cos 3 (p 4 cos 5 (p) 


Forniiilcs générales pour le sinus et le cosinus des multiples d'angles. Le théorème de Moivre 
de la théorie des nombres complexes indique que (cos 99+ i sin (p) n =cos n(p-\-\ sin tnp. Sachant que 
i 2 =— 1 , on peut démontrer ce résultat pour n— 1 , 2 , 3 ,... par récurrence en utilisant les 
théorèmes d’addition. Le membre de gauche est développé par la formule du binôme, et en 
égalisant les parties réelles et imaginaires, on obtient: 


s n(p = cos" 99 — ^ 2 ) cos "~ 2 V sin 2 95 4 ^ ^ ^cos"~ 4 99 sin 4 99— • • • 
n( P~ ^ I ^cos"- 1 99 sin 99— ^ ^ ^cos"~ 3 99 sin 3 99 + ^ ^ ^cos" -6 9 0 sin 6 99 — 


La courbe représentative du sinus. La description 
mathématique d’oscillations constatées dans la nature 
ou en technologie, par exemple en technologie des 
hautes fréquences, en optique, en acoustique, en 
mécanique, est basée sur les fonctions sinus et co¬ 
sinus. Dans ces oscillations, le plus grand déplace¬ 
ment, Vamplitude a, d’une oscillation sinus peut être 
différente de 1, sa longueur d'onde A différente de 2 n 
et l’ordonnée à l’origine différente de 0 . La fonction 
y a sin (x) a, par exemple, Y amplitude a (Fig.) et la 
fonction y ^sin (Inx/X) la longueur d'onde A car pour 
0 <x<A, les valeurs de 2 nx\X parcourt l’intervalle 
[ 0 , 2 n] (Fig.). La fonction y=sin (nx) où n est un en¬ 
tier, a exactement n oscillations complètes dans l’in¬ 
tervalle [ 0 , 2 n\ puisque A- 2 jt/n. Finalement, la 
fonction y =sin (anx/l) où À = 2 l/n décrit une oscilla¬ 
tion dans laquelle n ondes ont pour longueur 21 . 

10 . 1-27 Graphes des fonctions y=sin x, y= 4 sin x, 
y— 1/2 sin x 




10 . 1-28 Graphes des fonctions y=sinjrx et y=sin (ttx/IO) 
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Superposition. Si plusieurs quantités physiques pouvant être représentées par des oscillations 
agissent en un point alors les ordonnées de ce point doivent s’additionner. Par exemple, y 1 = 2 sin x 
et y 2 = —cos 2x donne y=yi+y 2 =2 sin x —cos 2x (Fig.). 



10.1-29 Graphe de la fonction y=y l +y i = 2 sin jc — cos 2 jc 


Oscillations amorties. Si un système oscillant perd de l’énergie, alors l’amplitude décroît. Par 
exemple, la fonction a = 3e~‘ 2xln a la valeur 3/e pour x—n! 2, seulement 3/e 2 pour x~2nl2, ainsi 
de suite. La figure montre le graphe de y—3e~ 2xln sin 4x. 


Pulsation a> et différence de phase (p. Si on considère le temps comme une variable indépen¬ 
dante, l’équation de la courbe générale du sinus est de la forme y=a sin (œt-\-(p). Puisque pour 
(ot=2n on a une oscillation complète, le temps pour une oscillation complète (d’un pic à un pic 
en passant par un creux) est t=2nla). Ce temps est appelé ta période de l’oscillation et représenté 
par T. Si T est mesuré en secondes, alors \jT est le nombre d’oscillations en une seconde; c’est 
la fréquence f de l’oscillation: / 1/7". La pulsation (o=2nlT=2n(\IT)=2nf donne le nombre 
d’oscillations en 2 n secondes. Finalement, la différence de phase (p est l’angle dont la courbe 
donnée est décalée par rapport à la courbe du sinus (Fig.). Pour /=0, la fonction y est déjà égale 
à .y^sin (p. Pour une différence de phase négative, on parle de retard. Pour a= 1 et q>= +n/2, 
la fonction y a sin (a)/-|-ç>) se transforme en y cos œt, la courbe du cosinus est décalée de ni2 
par rapport à celle du si¬ 
nus. Si pour une oscillation 
sinusoïdale arbitraire on 
connaît eo, alors a et (p sont 
caractérisés sur un diagram¬ 
me de phase (ou diagram¬ 
me vectoriel) sur lequel a est 
le rayon du cercle à partir 
du quel la courbe du sinus 
peut être construite et (p est 
l’angle entre le vecteur et l’a¬ 
xe des x à Pintsant/ 0 (Fig.). 


10 . 1 - 30 Graphe de la fonction 
y = 3c 2x,n sin 4.r 

10.1- 31 Fonction sinus générale 
y a sin (tôt -f (p). A gauche, 
le diagramme de phace. A droite, 
le graphe 
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10.2. Equations trigonométriques 

Les expressions considérées jusqu’ici étaient algébriques en * (voir Chapitre 4). On va main¬ 
tenant généraliser ces expressions afin d’inclure sin *, cos x, tg x, et cotg x. On forme de nouvelles 
équations en mettant en équation de telles expressions tout en considérant le domaine des valeurs 
des variables. Dans les équations trigonométriques à une variable, la variable x apparaît dans au 
moins une expression généralisée. Dans les équations trigonométriques pures * n’apparaît que dans de 
telles expressions, par exemple dans sin (2x+ji)—y/2 cos x 0; dans les équations trigonométriques 
mixtes x apparaît aussi dans des expressions algébriques, par exemple dans tg jc — 3*=0. 

Les équations trigonométriques sont des équations trancendantes (voir Chapitre 4). Il n’existe 
pas d’algorithme général permettant de les résoudre, mais leur résolution peut être graphique, 
ou utiliser des méthodes d’approximation numérique avec une précision arbitraire. Pour certains 
types d’équations trigonométriques pures, il existe des algorithmes de résolution. En raison de la 
périodicité des fonctions trigonométriques le domaine de la variable d’une équation trigonométrique 
est souvent restreint à un intervalle dont la longueur est égale à une période. 

Equations trigonométriques pures 

Equations de base. Une équation trigonométrique est une équation de base si la variable n’appa¬ 
raît que dans une seule fonction trigonométrique, par exemple dans sin *, et si l’équation est 
algébrique en cette expression. 

Exemple 1 : L’équation cos : * (2*) h , dans laquelle x est la variable et b est un paramètre 
réel, est une équation de base. De plus, elle est algébrique en cos 2x et la substitution /=cos 2x 

3 3 

conduit à t [i =b qui possède la solution /= y b. De cos 2x= y/b on déduit les valeurs de x avec 
la précision des tables utilisées. 

Exemple 2: L’équation tg 2 x-\-p tg x-\-q=0 avec la variable x et les paramètres p et q est 
une équation de base. Elle est algébrique en tg jc et si on pose //=tg*, elle se transforme en 
l’équation du second degré u 2 \-pu+q=0 dont les solutions sont (tg x) lt2 — l k(-p^:y/{p 2 ~^q)). 
En utilisant les tables, on trouve les valeurs de x. 

Réduction à une équation de base. Si les équations trigonométriques contiennent plusieurs 
termes en sin*, cos*, tg*, cotg*, mais avec le même *, on peut en utilisant les formules 
obtenues précédemment réarranger l’équations de façon à n’utiliser qu’une seule fonction trigono- 



ne peut être faite pour x=n , puisque 

tg (*/2) n’existe pas. Un test dans l’é- 10.2-1 Intersection des graphes des fonctions 

quation initial montre que x=(p est une ^ = 5 sin* et y !i =3cos*+3 

autre solution dans le domaine des va¬ 
leurs de la variable. On peut obtenir les solutions graphiquement comme abscisse des 
points d’intersection des graphes des deux fonctions ^=5 sin x et y 2 =3 cos *+3 (Fig.). 
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Exemple 4: On peut résoudre l’équation a cos x-\-b sin x=c où c 2 <a 2 -f6 2 en utilisant les 
théorèmes d’addition poqr la fonction cosinus. On divise les deux membres par r= -\r'\/(a 2 -{-b 2 ) 
et on pose a/\/(a 2 +6 2 )=cos A, bl<\/(a 2 +b 2 ) =sin h, tg h=b/a. L’équation devient alors 
cos A cos jc+sin h sin x=c/\/(a 2 +6 2 ) ou cos (jc —A)=c/^/(û 2 +A 2 ); Jc-fA=arccos [dy/cP+b 2 ]. 
Vangle auxiliaire h est déterminé par tg h=bja. Donc x est déterminé (il y a deux solutions 
entre 0 et 2n). Pour les valeurs numériques, a= —3, 6=5, c=3, on obtient: —3 cos x+ 
-f 5 sinoc=3, tg A = 5/( —3)=sin /i/cos h. Comme sin /i>0 et cos h< 0, h est dans le quadrant II; 
6=120,96°. De cos (jc— A)=3/0\/34)=O,5145 on déduit que (x—h\= 59,04° ou (jc— A) 2 = 
= —59,04°; ce qui donne ^ = 180°, jc 2 =61,92°. 


Si l’équation trigonométrique ne fait intervenir qu’une fonction trigonométrique avec des x 
différents, par exemple cotgjc,, cotgjc 2 ,..., alors dans certains cas on peut la réduire à .une équa¬ 
tion de base. Par exemple lorsque tous les x t sont des multiples entiers d’un nombre x> on peut 
le faire en utilisant les théorèmes d’addition. 


Exemple 5: 


2 cotg 2x 
1—3 cotg x 


2 ’ 


ou 4 cotg 2x =1—3 cotg x. Comme cotg 2x= 


cotg 2 x —1 
2 cotg x * 


l’équation est équivalente à 


2(cotg 2 x —1) 
cotg x 


= 1—3 cotg jc, 5 cotg 2 jc —cotg x —2=0 (Fig.) 


10 . 2-2 Intersection des graphes des fonctions 
y, = 4 cotg 2jc et y 2 = I - 3 cotg jc 


En posant cotg x=u , on obtient w 2 — 
—u\ 5—2/5=0; m = 1/10+V 41 /10, 
„ f =( A /4H-l)/10,f, JI =— (\/ 41 — 1)/10. 


Solutions pour 0<jc<2tt 

(cotg jc), =0,7403 

(cotg jc)„ = — 0,5403 

jCj=0,9335 
(59,43») 

*2 = 4,0751 
(259,43») 

jc 3 = 2,0662 
(131,54») 
jc 4 = 5,2078 
(331,54») 



Vérification: Les 4 valeurs satisfont à l’équation. 

La formule donnant cos 2jc n’est pas valable pour jc=0 et x—n. De toutes façons, on constate 
que ces valeurs ne sont pas des solutions de l’équation donnée. 


Les exemples suivants montrent qu’il est possible dans certains cas de se ramener à des équa¬ 
tions de base. 


Exemple 6*: sin (2jcH-:tc) —y/2cosjc=0. En utilisant les relations entre les quadrants ou les 
théorème d’addition on obtient: —sin 2jc—\/2cosjc=0 ou 2 sin x cos x-\-\/2 cos *=0. 



(2 sin jc+\/2) 

• 

cos jc=0 

sin jc = —\/2 \2 
jc, = 5tt/ 4 
jc 2 =7:7r/4 


cos jc=0, 
x z =nl2 
x A = 3nl2 


Des tests montrent que ces 
solutions sont correctes (Fig.). 


10 . 2-3 Intersection des graphes 
des fonctions yj = sin (2jc + Ji)et 
y 2 —y/2 cos jc 
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Exemple 7: On peut simplifier l’équation cos (3*/7)+sin *=0 en écrivant sin *=cos (n/2—x) 
et en utilisant la formule cos a+cos 0=2 cos [(a+/?)/2] cos [(a— ft)/2]: 


2 cos (jr/4—2 jc/7) 


cos (5x/7 —7r/4)=0. 

cos (n/4 —2*/7)=0, 

n/ 4— 2x)l=n!2+kn, 
x Y = — 7n/S — 7kn/2. 


cos (5x/7 — n/4)=0, 

5x/7 — nl4=n/2-\-kn ou 5x/7—3nl4-\-kn, 
*2=21 n/ 20+ 7kn/5. 


Puisque k peut prendre les valeurs k= 0, ±1, ±2,... on remplace —k par k dans la formule 
donnant x x : 

x x = —7tt/ 8 -f-7A:jr/2 ; x 2 — — 2in/20-{-7knl5. 

Des vérifications montrent que toutes ces valeurs satisfont à l’équation. On doit noter qu’elles diffé¬ 
rent pour deux valeurs consécutives de k non de 2 n mais de ln\2 ou de 7n/5 respectivement (Fig.). 



Les équations trigonométriques mixtes ne se résolvent que par des méthodes graphiques ou 
itératives (voir Chapitre 29). 

Exemple 1 : Les solutions de l’équation cos *—*/2 +1,7=0 sont les abscisses des points 
d’intersection des courbes d’équation .y=cos.x:, y x/2 —1,7 (Fig.). Elles ont seulement un point 
d’intersection d’abscisse x 0 ~ 2,209. 



10.2-5 Résolution graphique de l’équation 
cos x=x/2 — 1,7 


2 209 

Vérification: cos 2,209--— + l,7=cos 140,63M- 0,5955= —0,5958-1-0,5955= —0,0003. 

La méthode de Newton donne une meilleure approximation de la solution: 

Xi=x 0 —f(x 0 )lf'(x 0 ), f(x 0 )= cos* 0 —* 0 /2+1,7 = —0,0003, 
f '(x 0 )= —sin x 0 —1/2= —1,3032, =2,2088. 

On peut améliorer l’approximation en répétant la méthode de Newton. 

Exemple 2: Graphiquement, l’équation 3tg*—2*=0 a pour solutions ^=0, jc 2 = db4,38; 
jc 3 = ±7,65, ... en utilisant les fonctions y t =tgx et y 2 =2x/3. Pour des valeurs croissantes de x 
les solutions s’approchent de plus en plus des multiples impairs de n/2. 

A chaque solution x 0 correspond la solution opposée —* 0 ; car tg* 0 =2x 0 /3 implique que 
tg (— x 0 )= 2 l s (—x 0 ) (Fig.). 
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10.2-6 Résolution graphique de l'équation 3 tgx — 2*=0 

11. Trigonométrie plane 
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Les fonctions trigonométriques definies au Ch. 10 permettent d’utiliser les angles pour cal¬ 
culer les quantités inconnues des figures rectilignes planes. Les angles peuvent souvent être 
mesurés plus facilement et avec une plus grande précision que les longueurs. Comme son nom 
l’indique, la trigonométrie a pour objet la mesure ou le calcul des triangles; toute figure limitée 
par des droites peut être subdivisée en triangles par des diagonales. 


11.1. Résolution de triangles rectangles 


Méthodes générales 

La définition des fonctions trigonométriques a d’abord été donnée dans le triangle rectangle 
et étendue ensuite aux angles quelconques à l’aide du cercle unité. Ces définitions contiennent 
toutes les relations entre les longueurs et les angles dans le triangle rectangle et suffisent ainsi 
à calculer les quantités inconnues dès que deux quelconques des six quantités sont données. 

Notons y l’angle droit, et c l’hypothénuse; on dispose alors de deux relations supplémentaires 
dans le triangle rectangle ABC (Fig.). 

I. le théorème de Pythagore: c 2 = a 2 -f6 2 , 

II. le fait que chacun des angles dont le sommet est sur l’hypoténuse est le complément de 
l’autre: a+0=90°. 
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A partir de ces relations, ou par re-notation du triangle, tous les cas possibles dans lesquels 
deux des quantités a , b , c, a et fi sont données, peuvent se ramener à quatre cas, à savoir 
c y a; c, a; a y a et a y b pour lesquels nous allons maintenant donner les solutions. 

I. L’hypoténuse c et un angle adjacent, soit a, étant donnés, on a: 

1. P=90°—a; 2. sin a = a/c, a=c sin a; 

3. cos a = blcy b = c cos a. 

II. L’hypoténuse c et un autre côté, soit a y étant donnés, on a: 

1. sin a=alc; 2. fi= 90° —a; 

3a. b—<\/{c 2 — a 2 ) ou à l’aide de l’angle a calculé: 

3b. cotg a — bfay b—a cotg a; ou 

3c. cos a = b/Cy b—c cos a. 1 

III. Un angle et le côté qui lui est opposé, soient a et a, étant données, 

1. /?=90°—a; 2. cotg a — b\a y b —a cotg a; 

3. sin a = tf/c, c=a/sïn a ou à l’aide de l’angle (i calculé: 

2a. tg (i=bfa, b —a tg fi; 3a. cos ft=alc y c= a/cos fi. 

IV. Les deux côtés a et b de l’angle droit étant donnés, on a: 

1. tg a=alb; 2. fi= 90°—a; 3a. c=^/(a 2 -\-b 2 ) ou à l’aide de l’angle a calculé: 

3b. c—a/ sin a; ou 3c. c=b/ cos a. 

Vérifications et précision. On essaie habituellement de trouver la solution en utilisant seulement 
les quantités données. Des solutions auxiliaires avec l’aide de quantités déjà calculées peuvent 
être utilisées pour vérification car la même quantité calculée de différentes manières doit théo¬ 
riquement avoir la même valeur. Une autre vérification est basée sur le théorème quiditque|la 
somme des angles d’un triangle est 180°. En topographie on fait des vérifications pour presque 
chaque calcul trigonométrique. Dans ces opérations l’erreur tolérée sur la valeur d’une même 
quantité dépend essentiellement des tables utilisées. Lorsque l’on évalue l’erreur éventuellement 
commise on doit garder à l’esprit que pour un petit intervalle A x rp autour de la valeur (p y les 
erreurs Ay correspondant aux diverses fonctions trigonométriques sont d'ordres de grandeur 

différents. Dans la figure, on a par exemple A. A y y cor¬ 
respondant à y=ig(p qui est bien plus grand que 
A x y y qui lui correspond à ^=cos (p. Réciproquement 
pour une variation donnée A 2 y on déterminera la 
variation Atp correspondante avec une plus grande pré¬ 
cision si on utilise tg (p ou cotg (p au lieu de sin [p et 
cos (p. Pour la fonction ^ = sin (p en particulier on a 
indiqué sur la figure le comportement des variations 
Ay en fonction des variations Aip de l’angle (p. Au 
voisinage de (p = 0 y AyJAtp est grand; au voisinage de 
(p = 90° Ay/A(p est petit. La précision des vérifications 
doit être proportionnée à la valeur mesurée. Donnons 


Ü. Ü 9 

* ^(p 2 11.1-3 Inclinaison d’une 

échelle appuyée contre un 

11.1-2 Précision dans l’utilisation des fonctions trigonométriques mur, h— 1,2, /= 1,5 

un exemple: pour calculer l’angle fait avec l’horizontale par une échelle de longueur /= 1,50 m, 
appuyée contre un mur vertical à une hauteur /z=l,20 m, on obtient sin <p= 1,2/1,5 =0,8 (Fig.). 
La distance x entre le pied de l’échelle et le mur est donnée par jc=\/{(1,5) 2 —(1,2) 2 } = 0,90 m. 
Comme vérification on calcule * * s =l,5 cos (p et jc t =l,2 cotg cp. La valeur arrondie ^ = 53°, prise 
dans une table à quatre chiffres sans interpolation, donne les valeurs ^,=0,903 et x lt = 0,904 






1.1-1 Triangle rectangle 
on a: 
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qui correspondent à la précision de / et h. A- partir d’une table à sept chiffres on obtient les 
valeurs moins significatives ç> 2 =53° 7' 48,4", x 2s =0,9000000 et jc 2f = 0,8999996. La distance de 
l’échelle au mur sera difficilement mesurée à moins de 4 millimètres près et certainement pas 
à moins de 4 dix-millièmes de millimètre près. Le résultat ne peut pas être plus précis que les 
valeurs données. 

Pour améliorer la précision en topographie, des mesures supplémentaires sont effectuées et 
la valeur la plus probable est déterminée par une méthode de moindres carrés. 


Applications 


Longueur de la corde d’un cercle. L’angle au centre du cercle de rayon r sous-tendu par 
la corde de longueur s est le double de l’angle vu de la circonférence sous-tendu par la même 
corde (Fig.). La perpendiculaire abaissée du centre M du cercle sur la corde s , bissecte simul¬ 
tanément l’angle au centre et la corde et forme ainsi deux triangles rectangles égaux (à une 
symétrie par rapport à Ms près). Il en résulte que: smy=sl2r ou s = 2rsiny. 



11.1-4 Corde d’un cercle 



N droit à partir d’un point caché 


Détermination d’un angle droit à partir d’un point cache. A partir d’une conduite d’eau 
établie en ligne droite entre les villages D et E (Fig.) on doit construire une branche perpen¬ 
diculaire jusqu’à un village N et un château d’eau doit être construit sur la crête intermédiaire. 
N ne peut être vu du point F où la branche quitte la conduite principale, bien qu’il puisse être 
vu des points D et E. On mesure la distance a—\DE\ et l’angle ô. La position de F sur DEost 
déterminée par la distance x=\DF\. A partir des triangles rectangles DFN et EFN on obtient: 
|F7 V|=jc tg d, \FN\ = (a—x ) tg e, d’où x tg ô=(a—x) tg e et par conséquent jc(tg d-ftg e)=a tg e, 

x — a —-. Pour le calcul de x par utilisation des logarithmes , cette expression est 

tg o-l-tg e 

transformée en utilisant le théorème d’addition: 

a sin e/cos e a sin e cos ô cos e cos <5 sin e 

— - . - - = Q -. 

sin d/cos d+sin e/cos e cos e (sin Ô cos 6 H-cos h sin e) sin (d + e) 

Détermination des hauteurs. La hauteur d’un arbre peut être déterminée (Fig.) en mesurant 
l’angle d’élévation du sommet de l’arbre à partir d’un point A , la distance s entre le pied de 



11.1-6 Détermination de la 
hauteur d’un arbre 


5 


5 


F 


11 . 1-7 Méthode de mesure 
des hauteurs en sylviculture 
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l’arbre F et la base S du point d’observation, et la hauteur h 2 de l’instrument de mesure (c’est 
à dire la distance verticale |/4S|). Alors h x = s tg y/, et la hauteur H de l’arbre est donnée par 
H=h l -\h 2 =s tg y>+h 2 . 

Méthodes approchées de détermination des hauteurs. 1. Au lieu de mesurer l’angle d’éléva¬ 
tion y), le sommet de l’arbre peut être visé le long de l’hypoténuse d’un triangle rectangle iso¬ 
cèle ABC dans lequel le côté CB est maintenu dans une ligne verticale par un fil à plomb. 
L’angle y) vaut alors 45° et h x =s, H—s-\-h 2 . 

Cette méthode peut être utilisée uniquement lorsqu’il y a suffisamment d’espace pour choisir 
convenablement le point d’observation. Sinon on peut choisir la méthode suivante, qui est 
habituelle en sylviculture. 

2. Un rectangle ABCD (fait de bois ou de carton) est maintenu dans une position telle que 
le sommet G de l’arbre est visé le long de l’arête AB (Fig.). Un fil à plomb suspendu au point 
B coupe alors le côté CD du rectangle au point L. Les deux angles notés e sont égaux puisque 
les côtés de l’un sont perpendiculaires aux côtés correspondants de l’autre et les triangles rectan¬ 
gles BCL et BEG sont semblables. Alors \GE\l\BE\ = tg e=\CL\l\BC\. Si on choisit \BC\ = 
10cm et si on subdivise le côté \CD\ en centimètres, alors |CL|/|SC| = |CL|/10 est toujours une 
fraction décimale dont la valeur est tg e. Le rectangle ABCD ainsi “calibré” est une table des 
tangentes déguisée, qui est particulièrement simple à manipuler. A partir de h 1 =\GE\ = s tg e il 
résulte que la hauteur de l’arbre est H=s tg e-\-h 2 —s{\CL\j\ 0)-f- h. 

Détermination de la hauteur du soleil. A partir de la longueur b de Vombre projetée par une 
baguette verticale de longueur s sur un plan horizontal (Fig.) on peut déterminer l’angle (p 
entre les rayons du soleil et l’horizontale. C’est ce que l’on appelle la hauteur du soleil. On 
obtient tg (p=s/b ou cotg (p = b/s. Si la longueur de la baguette est de 1 m alors la longueur 

de l’ombre en mètres donne immédiatement la valeur 
de cotg (p. 

L’angle d’un tas de sable. 

Si du sable est transporté 
par une bande transporteuse 
alors un tas de sable de 
forme conique est formé lors¬ 
que tombe le sable (Fig.). 
Son volume peut être cal¬ 
culé à partir du diamètre 
d—2r de sa base circulaire 
et de l’angle a entre une 
droite de la surface latérale 



11.1-8 Hauteur du soleil 


11.1-9 Pointe de sable 


du cône et l’horizontale. On a alors V=7ir 2 h/ 3,où h = r tg a, si bien que V=(jir'/3) tg a. Si on uti¬ 
lise l’angle au sommet du cône y au lieu de l’angle a, alors h—r cotg (y/2) et V=(nr 2 !3) cotg (y/2). 
Pour le sable l’angle a vaut approximativement 33° et pour la vulcanite environ 36°. 


L’angle entre les faces planes d’un tétraèdre régulier et d’un octaèdre régulier. Le tétraèdre 
régulier est délimité par quatre triangles équilatéraux égaux et six arêtes d’égale longueur k. 
L’angle v entre deux faces triangulaires adjacentes peut être considéré dans une section plane 
du tétraèdre contenant l’arête BD , coupant en son milieu l’arête AC oblique à BD, et per¬ 
pendiculaire h AC (Fig.). La section BDM est un triangle isocèle. Ses côtés égaux sont des 
hauteurs de faces du tétraèdre et ont pour longueur h = k\/3l2. La hauteur rj du tétraèdre est 
perpendiculaire a l’un de ces côtés égaux et le divise dans le rapport |A/F|/|FJ9|==l/2, car les 
hauteurs du triangle équilatéral ABC sont aussi médianes. Dans le triangle rectangle MFD , h 
est l’hypoténuse et MF avec \MF\ = h/3, le côté adjacent à l’angle v. Donc cos v = 1 / 3 /i//i = 1 / 3 , 


v = 70° 31' 44". 


D 



E 



11.1-11 Octaèdre 


L'octaèdre régulier est délimité 
par huit triangles équilatéraux é- 
gaux et douze arêtes d’égale lon¬ 
gueur k. L’angle 2 pt entre deux 
faces triangulaires adjacentes peut 
être considéré dans une section 
plane passant par deux sommets 
opposés E, F et les points milieux 
M x , M 2 de deux arêtes parallèles 
( AD//BC ) qui sont obliques à la 
ligne EF joignant ces sommets 
(Fig.). La section est ün losange 
de côté h = 1 l 2 k <\/3 dont les diago- 
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nales EF et M X M 2 , avec \EF\ = k<\/2 et\M 1 M 2 \=k y bissectent les angles du losange et sont 
perpendiculaires entre elles. Alors à partir du triangle rectangle M x GE y il résulte que le demi- 
angle fi est donné par: 

cos f.i = 1 / 2 ^/( 1 / 2 ^\/ 3) = 1 \\J 3; ^ = 54° 44' 07" ou 2/*=109 o 28' 14". 


11.2. Les fonctions trigonométriques dans un triangle quelconque 

Dans de nombreux cas les longueurs et les angles accessibles à la mesure ne se trouvent 
pas dans des triangles rectangles. On a donc établi des relations entre les côtés et les angles 
dans un triangle quelconque. Les plus importantes sont les formules du sinus et du cosinus. 
Elles sont suffisantes pour tout calcul. Les formules du cosinus sont moins intéressantes pour 
les calculs, particulièrement lorsqu’on utilise les tables, car ces formules contiennent une somme 
de carrés et un produit. On peut utiliser la tangente ou les formules de l’angle moitié. 

Les formules de la trigonométrie plane 

La règle du sinus. Tout triangle ABC (Fig.) admet un cercle circonscrit dont le centre M 
est à l’intersection des médiatrices de ses côtés. Les côtés du triangle sont des cordes du cercle 
et les angles opposés sont des angles inscrits. Si on note R le rayon du cercle circonscrit, alors 
les côtés peuvent être calculés en tant que cordes du cercle: a=2R sin a, b = 2R sin /J, c=2R sin y. 
De ces relations on obtient pour le diamètre 2R=a/sin a=ô/sin /?=c/sin y. 


Règle du sinus 


a /sin « = 6/ sin p=c/sin y ou a : b : c = sin a : sin (i : sin y 


Dans un triangle quelconque le rapport de chaque côté avec 
le sinus de Vangle opposé est constant (égal au diamètre du 
cercle circonscrit ). 

La règle du sinus. Dans un triangle plan le rapport de deux 
côtés quelconques est égal au rapport des sinus des angles 
opposés. 

La règle du sinus associe deux éléments opposés. Si deux 
éléments opposés sont donnés, alors n’importe quel troisième 
élément étant donné on peut calculer son opposé. Etant don¬ 
nés par exemple a y a et b, p peut être déterminé à partir de sin /i/sin a — b\a y sin //=(/>/«} sin a; ou 
b, /i et y étant donnés, le côté c peut être déterminé à partir de c/ô = sin y/sin fi, c=b sin y/sin fi. 

En calculant un angle au moyen de la règle du sinus, on peut évidemment observer que 
deux angles^ et (p 2 correspondent à sin <p, comme on peut le voir à partir du cercle unité. Un 
de ces angles est aigu et l’autre est la différence entre l’angle aigu et 180°; q> x I -ç> 2 = 180°. On 
doit distinguer dans chaque cas particulier quel est celui de ces angles qui correspond à la 
situation géométrique donnée. 

La règle du cosinus. Dans le triangle ABC soit D le pied de la hauteur h c ci AD la projec¬ 
tion du côté b sur le côté c. Si la droite AB est orientée positivement de A vers B, alors 
q = AD=b cos a est positif (resp. négatif) si a est un angle aigu (resp. obtus). Le segment DB 
est alors de longueur \c—q\ pour des valeurs quelconques de a. La hauteur h c est toujours de 




11.2-2 La règle du cosinus : a) pour un triangl eacutangle, b) pour un triangl eob tu sangle, c) permutation cyclique 
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longueur /f c = ôsina. En appliquant le théorème de Pythagore au triangle rectangle DBC on 
obtient a 2 = h 2 +(c—q) 2 =b 2 sin 2 a-\-c 2 -\-b 2 cos 2 a — 2cb cos a, ou a 2 = b 2 Yc 2 —2bc. cos a. On 
trouve des relations analogues en utilisant les hauteurs h a et h b . Celles-ci peuvent être obtenues 
formellement par une permutation cyclique dans laquelle a est remplacé par b , b par c et c 
par a\ la même chose est valable pour a-+p-+y-*a. 


Règle du cosinus 


a 2 =b 2 -Yc 2 — 2bc cos a, b 2 — c 2 -\-a 2 — 2ca cos /?, c 2 = a 2 -\-b 2 — 2ab cos y 


La règle du cosinus. Dans un triangle plan le carré d’un côté est égal à la somme des carrés 
des deux autres moins deux fois le produit de ces côtés par le cosinus de l’angle qu’ils forment. 


Quand deux côtés et l’angle inclus sont connus, on peut calculer le troisième côté en uti¬ 
lisant la règle du cosinus, et quand les trois côtés sont connus on peut calculer n’importe quel 
angle par: 

b 2 -Yc 2 -a 2 n c 2 -\a 2 -b 2 a 2 -\b 2 -c 2 

cos a =-—-, cos ()= -—-, cos y — 


2 bc 


2 ab 


La formule de la tangente. En utilisant la règle sur les rapports de sommes et différences et 
en appliquant les théorèmes d’addition des angles on peut déduire de la règle des sinus 

a_ _ sin a a—b _ sin a-sin fl _ 2 cos[(a-|-/?)/2] sin [(ra-/?)/2] 
b sin a~Yb sin a-|-sin [I 2 sin [(a\P)l2] cos [(a—/?)/2]’ 

En divisant simultanément le numérateur et le dénominateur par cos [(a -|-/J)/2] cos [(a-/?)/2] 
on obtient la formule de la tangente pour les côtés a et b. Les formules correspondantes pour 
les couples de côtés restants sont obtenues par une permutation cyclique: 


a—b 
a-Y b 


tg [(a-p)l2] 
tg [(<*+0/2]’ 


b —c 
b-Yc 


tg KP-y)l2] 
tg [(P+V)I2Y 


c — a 
c~Ya 


tg Kr-«)/2] 

tg [(y-!-a)/2]* 


Formules de la 

f «-/i 

a — b 

a-Y P 

a+tl 

1 

O 

O 

00 

tangente 

tg -2- = 

a+T> të 

2 ’ 

2 

2 


tg ÊZÏ - 


P+V 

p-Yy 

T 

o 

O 

00 


18 2 

— lu 
b+c 8 

2 ’ 

2 

2 


y — a 

të~r- = 

c — a 
— ; — tg 

y-\-a 

y-Ya _ 

m°-fi 


b 2 

c-Ya 

2 ’ 

2 

2 


A partir de deux côtés (par exemple a et b) et de l’angle inclus {y) on peut calculer les deux 
autres angles (a et P) au moyen de ces formules. Leur demi-somme ((a-|-/î)/2=90°—y/2) est 
donnée par l’angle inclus et leur demi-différence ((a- p)/2) est donnée par la formule de la tan¬ 
gente: de (a-YP)/2=$ et (a — /?)/2=ry on déduit a=^-Yrj et p—^—r}. 

Les formules de l’angle moitié. Pour obtenir une formule adaptée aux calculs logarithmiques 

b 2 ~Yc 2 — a 2 

dans le cas de trois côtés donnés, on remplace cos a par l’expression cos a = 


2 bc 


donnée par la règle du cosinus, dans la formule 

COS w 

(voir Chapitre 10) 


-] 


d’où cos 


wt 1 

a _ y |~ 2ôc-|-ô 2 -l-c 2 — a 2 j _ yj^ (b~Yc) 2 — aï 1 


4bc 


H[ 


b-\~c-a b-Yc+a 


il. 

bc\ 


P y 

On a des formules similaires pour cos ■— et cos -y. 


2 2 
Si on introduit le périmètre 2^ du 


triangle, tel que a-Yb~Yc=2s ou s=(a-\-b-Yc)/2, 

on obtient s— a= 1 / 2 (6+c—a), s—b = 1 l 2 (c-\-a—b), s—c— l l 2 (a-Yb — c) 


et donc cos-- 
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De manière analogue, en remplaçant cos a, cos /?, cos y par les valeurs données par la règle 
du cosinus dans les formules 

sin = )/[ 1 - C 2 0sa ], si „ L = |/[ '-^ OS ^ ] e , s in \ = ]/j~ '~^ s y ] on obtientles relations 


jin . . sln jl , y[6=dfca], *, r_ , y[fc^S!=»]. 

Les formules de l’angle moitié sont obtenues par division des équations correspondantes. 


Formules de l’angle moitié 

2s- 

-a 

+b+c 



•t-VI 

rcs-w (*-c)] 
L sis-a) J 

|.t g . 

H 

v\ 

[(•s-c) (s-o)] 
L s(s-b) \ 

I- -WI 

[(•v-a) (*-6)1 

L s(s-c) J 

1 


Pour les calculs pratiques il est judicieux de calculer l’ensemble des trois angles a, p y y à 
partir des trois côtés a , b , e. La somme connue des angles d’un triangle peut alors être uti¬ 
lisée pour la vérification. 


Les quatre cas principaux dans la résolution d’un triangle 


Dans un triangle les éléments suivants peuvent être donnés: deux angles et un côté; deux 
côtés et un angle qui est soit l’un des angles opposés aux deux côtés, soit l’angle inclus entre 
eux; trois côtés. Nous allons donner la méthode de résolution pour ces différents cas. 

I. Deux angles et un côté sont donnés. Puisque la somme des angles d’un triangle est 180°, 
le troisième angle est aussi connu. On peut calculer les côtés restants à l’aide de la règle du 
sinus; à partir de c, a, P par exemple, on obtient y = 180° — (a-|- P) et a=c sin a/sin y, b = 
c sin p/sin y. 


Exemple: On demande de décomposer une force F=130 unités en deux composantes F x et 
F 2 de telle sorte que F t fasse un angle <5=18° avec F et que les deux composantes fassent 
un angle e=65° entre elles (Fig.). La diagonale F—\AC\ du parallélogramme ABCD est don¬ 
née. La position du point B est déterminée par les angles <5=18° et g>= er-<S=47°. Dans le 
triangle ABC on a alors: 


Fi = F 


sin (o 

sin (Î80°— e) 


sin 47° 
b sin 65° ; 


F x — 104,902 unités, 


^2 = 


F sjn5 
sin e 


sin 18° 
b sin 65° ; 


F 2 =44,324 unités. 


II. Deux côtés et l’angle opposé à l’un d’eux sont donnés. Soit 
a, c et y donnés (Fig.); on obtient alors 
1. sin a = (a/c) sin y\ 2. P— 180° — (a+y); 3. b — c sin p/sin y. 

Evidemment l’équation 1. n’est valable que si l’on a ( a/c.) siny^l. 
A cause de cette condition nous avons plusieurs cas possibles 



A F, B 


11.2-3 Décomposition de la force 
F en deux composantes et F, 


II (1) a<c , et l’angle donné est opposé au plus grand côté. Il existe toujours un angle a 
qui doit être plus petit que y , car il est opposé au plus petit côté. De plus la solution est 
unique : bien que la fonction sinus ait la même valeur pour les angles «i et a 2 =180°— a Xj a x <y 
est la seule solution du problème. 


Exemple: a— 56,9 m, c=68,0 m, y = 63° 57'. 

1. sin a = (a/c) sin y = (56,9/68,0) sin 63° 57'; ^ = 48° 45'; a 2 = 180°-^= 131° 15' est plus grand 
que y. 


2. P— 180° —(a x -by); /9=67° 18'. 


3. 


sin P 
sin y 


= 68,0 m 


sin 67° 18' 
sin 63° 57'’ 


6 = 69,8 m. 


II (2) a — c\ le triangle est isocèle et donc a=y. 

H(3) a>c, et l’angle donné est opposé au plus petit côté. Alors a peut être suffisamment 




















11.2. Les fonctions trigonométriques dans un triangle quelconque 267 


grand pour que la condition sin a <1 ne soit pas satis¬ 
faite. II (3.1) : Il n’y a pas de solution et on ne 
peut pas construire de triangle à partir des éléments 
donnés; par exemple, si c=2m, û = 5m, y— 75°. II (3.2) : 

sin a peut être égal à 1 de sorte que a est un angle 
droit, car a 2 = 180° — a^c^. La solution et la construc¬ 
tion sont uniques , par exemple si a=2 m, c=l m, 

y = 30°. Il (3.3) : si sinaCl, les angles a x et a 2 = 
180°-^ peuvent être calculés. Puisque sin a>sin y, il 
s’ensuit que cti>y, si bien que (180° — a 1 )-\-y< 180° et 
l’angle a 2 satisfait également les conditions géomé¬ 
triques. 

Le problème a deux solutions. 



b ? =\CA ? \ 


11.2-4 Résolution d’un triangle étant don¬ 
nés deux côtés et un angle opposé à l’un 
d’eux ; a) une solution , b) deux solutions 


Exemple: a=87,23 m, c= 65,95 m, y =30,42°. 

1. sin a = (87,23/65,95) sin 30,42°; ^=42,04°; a 2 = 180°-^= 137,96°; a x >y, a 2 >y. 

2. ft=180°-(a 1 -f y); ft= 107,54°, &= 11,62°. 

3. ôx=65,95 m- (sin 107,54°/sin 30,42°) = 126,0 m et 
b 2 —65,95 m- (sin ll,62°/sin 30,42°) = 26,23 m. 


III. Deux côtés et l’angle inclus sont donnés. La solution est donnée par la règle du cosinus 
ou par la formule de la tangente. Etant donné les valeurs de b, c et a dans le triangle ABC , 
alors la règle du cosinus donne a 2 = b 2 A-c 2 — 2bc cos a et à partir de cela l’unique valeur 
a—^/(b 2 +c 2 —2bc cos a). L’angle fl peut être également déterminé de manière unique à partir 
de la règle du cosinus, c’est à dire à partir de cos fl=(c 2 -\-a 2 -b 2 )l(2ca). Cependant, il est habi¬ 
tuellement préférable d’utiliser la règle du sinus et d’obtenir sin p = (b/a) sin a. Des deux angles 
Pi et fl 2 qui satisfont cette équation un seul correspond aux conditions géométriques. A partir 
de (y-H/0/2 = 9O°-a/2, et par la formule de la tangente on obtient: tg [(y-\-p)/2] (c — b)/(c+b) = 
= tg[(y—0)/2]; à partir de (y+ft)/2 et (y—fl)l2 on peut trouver les angle fl et y. Le troisième 
côté peut alors être déterminé par la règle du sinus: c — a sin y/sin a. 


Exemple: Un câble doit être posé en ligne droite à travers une région boisée entre deux 
points R et S. Ils ne sont pas visibles l’un de l’autre, mais on peut trouver un point A à 

partir duquel on peut mesurer les distances d-\AR\—2,413 kilomètres et e— |/4S| = 3,752 kilo- 
/s 

mètres et l’angle x = RAS=42° 26' 10” (Fig.). Quelle doit être la longueur x du câble et avec 
quels angles e, ô en R et S , respectivement, doit-il être posé? - Pour comparaison, nous don¬ 
nons deux méthodes de résolution. 


1. x 2 =d 2 -\-e 2 — 2 de cos i 
x 2 = 6,497313 

x =2,549 kilomètres 

2. sin e = (ejx) sin t 
e 1 = 83° 20' 00” 
e 2 =96° 40' 00” 

3. 6 = 180° — (e+r) 
ô 1 = 54° 13' 50” 
ô 2 = 40° 53' 50” 



11.2-5 Longueur d’un côté 
inaccessible 


tg- 


e — ô 


e-d eH-ô 
e+d 8 2 


e+<5=180° —t= 137° 33' 50" 
(£+<5)/2 = 68° 46' 55" 

(e —<5)/2 = 27° 53' 18" 


£ = 96° 40' 13 " 
<5 = 40° 53' 37" 
r = 42° 26' 10" 


e+ô+T = 180° 00'00” (contrôle) 
sin t 

2. x—e -— =2,549 kilomètres 
sin e 


Puisque e>x>d, on doit avoir également e>r>ô; 
cette condition est satisfaite uniquement 
par ô 2 . La solution est donc x , e 2 , ô 2 . 

La concordance entre les deux résultats n’est pas totalement satisfaisante. La raison (qui 
a été amplement décrite dans l’introduction) en est que nous avons utilisé la fonction sinus 
pour déterminer un angle au voisinage de 90°: sin 96° 40' 00”=0,99324, sin 96° 40' 10” = 0,99323 
sin 96° 40' 20” = 0,99323; rien de sûr ne peut être dit quant au nombre de secondes. Une pré- 
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cision supérieure peut-être obtenue dans ce cas si l’angle e est également calculé par la règle 

x * d 2 — e 2 

du cosinus, c’est à dire à partir de l’équation cos e = —-. On obtient l’unique va- 

, -1,464462 , 

leur cos e= 2(2 549) (2 473) ° U 62 = 96 40' 14 , en concordance suffisamment précise avec 

la valeur trouvée par la formule de la tangente. La solution trouvée à partir de la règle du 
cosinus est donc: jc= 2,549 kilomètres, e' 2 =96°40' 14", <5' 2 = 40° 53' 36". 

IV. Les trois côtés sont donnés. La solution vient de la règle du cosinus ou des formules 

de l’angle moitié, c’est à dire de l’une des équations cosa= ^ , tg—= l/F— — -—— 1. 

2bc b 2 J/ L s(s-a) J’ 

ou des équations obtenues à partir de celles-ci par permutation cyclique. L’une et l’autre 
solutions sont uniques et sont obtenues chacune à partir de combinaisons appropriées des six 
nombres a 2 , b 2 , c 2 , 2ab , 2 bc, 2ca ou des quatre nombres s , s—a, s—b, s—c. Par conséquent 
chacun des trois angles a, fi, y peut être calculé et la valeur de la somme des angles du trian¬ 
gles peut être utilisée pour vérification. 


Exemple: Trois points R lt R 2 , Æ 3 d’une région accidentée doivent être reliés par radar (Fig.). 
A quels angles doivent être construits l’érâetteur et le récepteur en chaque point R l9 R 2 , Æ 3 ? 
|/? t /? 2 | = c—45,21 kilomètres; \R 2 R 2 \ = a= 52,46 kilomètres; |/? 3 /? 1 |=ô = 39,37 kilomètres. 


Règle du cosinus 

a 2 = 2 752,0516 
b 2 = 1 549,9969 
c 2 = 2 043,9441 

b 2 +c 2 -a 2 = 841,8894 
c 2 [ a 2 -b 2 = 3245,9988 
a 2 H- b 2 — c 2 — 2258,1044 
a=76°19'12" 
/J=46°49'06" 

11.2-6 Résolution d’un triangle, y —56 51 42 
les trois côtés étant donnés 180°00'00" 



Formule du demi-angle 

a— 52,46 s— «=16,06 

b= 39,37 5-0=29,15 

c= 45,21 5— c=23,31 


25=137,04 -► 5=68,52 


a = 76°19'12" 
/ 7=46°49'06" 
y = 56°51'42" 


180°00'00" 


log- 

1,20 575 
1,46 464 
1,36 754 

1,83 582 


11.3. Autres formules et applications 


Dans de nombreux domaines d’application, des assertions sont précisées à l’aide de relations 
mathématiques; par exemple lorsqu’on rencontre des directions et des angles dans des figures planes 
rectilignes, on utilise alors les théorèmes de trigonométrie plane. Un de ces domaines, à savoir 
la topographie, joue un rôle particulier. Dans cette discipline les relations en question reposent 
plus directement sur ces théorèmes que dans d’autres domaines, et historiquement les besoins 
de la topographie ont été responsables du développement de la trigonométrie plane. Pour cette 
raison les applications possibles dans ce domaine sont données dans une section particulière. 


Géométrie 

Le rayon r du cercle inscrit. Dans un triangle 
ABC les bissectrices des angles se coupent au centre 
M du cercle inscrit. Si on trace les rayons passant 
par les points de contact E , F, G des côtés du 
triangle (Fig.), on forme ainsi six triangles rectan¬ 
gles. Ils sont égaux par couples et, en particulier, 
les côtés notés x , y , z forment des couples de côtés 
égaux. Leur longueurs sont x=s—a, y—s—b, 
z = s—c , où s=(a~\rb-\-c)/2. Dans le triangle A GM 
on a tg (al2) — r/x=rl(s—a) mais par la formule de 

la tangente dans le triangle complet on a tg -y = 



11.3-1 Cercle inscrit d’un triangle 


















r=(s-à) j/[ 


(s-b) ( s-c ) 
s(s-a) 
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On aurait obtenu le même ré¬ 
sultat en considérant tg (p/2) 
ou tg (y/2). 


Rayon du cercle inscrit 



r L ^ J 


Tracé d’un arc de cercle dont le centre est inaccessible. Entre deux points A et B séparés 
par une distance e connue, on veut construire un nombre arbitrairement grand de points P t , 
tous situés sur un cercle passant par les points A et B et de rayon r donné (Fig.). Le centre du cercle 
est inaccessible. On demande de trouver la distance .y entre A 
et les points P t et l’angle <p entre AP t et AB. Soit P un des 
points requis. Alors le triangle AMP est isocèle de base 
£=2rsin (a/2), a étant l’angle au centre sous-tendu pa t AP. 

L’angle au centre PM B sous-tendu par la corde PB est 

/N, 

e—o et si l’angle P AB vaut (p , alors 7 ? = (e — cr)/2, ou en¬ 
core a—e — 2(p. Mais l’angle e dans le triangle ABM peut 

être déterminé à partir de e=2r sin (e/2) si bien que 

sin e/2=e/2r. Donc la distance s en fonction de l’angle cp 
est donnée par: s=2r sin (cr/2) = 2 r sin (e/2 — 75 ), où e/2= 

Arcsin (e/2 r). 

Aire d’un triangle. A partir de la formule de l’aire A = ch c /2 
et de hc=b sin a il vient que A = (bc/ 2) sin a. A partir de 11.3-2 Tracé d’un arc de cercle 

la relation sin a = a/(2R) y où R est le rayon du cercle circonscrit (voir Fig. 11.2-1), on obtient 

A=abcl(4R) t à partir de b-2R sin fi et de c=2R sin y, on obtient A = 2R 2 sin a sin P sin y. 

sin P sin y 



En outre, puisque R = 


on a A 


Dans la Fig. 11.3-1, en addi- 


2 sin a 9 2 sin a. 

tionnant les aires des triangles partiels ABM, BCM et CAM dont la hauteur est égale à r, 
rayon du cercle inscrit, on obtient la formule de Héron: 

A = V a (cr -|- br -{- ar) = rs=-\/ [.v(.v - a) (s - b) (s - c )], où 2s=a -\-b J rC. 


Aire d’un triangle 

A — {bcj2) sin a—(ca/2) sin /i=(«6/2) sin y = «6c/(4R) 

= 2 R 2 sin a sin p sin y 

^ „ sin P sin y L9 sin y sin a _ 2 sin a sin p 

A — a _ — 0 . . « — c . 

2 sin a 2 sin p 2 sin y 

Formule de Héron 

A = rs=\/ [£(£ — a) (s - b) (s — c )] 


Exemple: On veut calculer l’aire d’un triangle ayant pour côtés «=345,8, b= 236,5, c=497,3. 
En utilisant la formule de Héron on trouve £=539,8, s—a= 194,0, £—6=303,3, s — c—42,5; donc, 
à l’aide des tables de logarithmes à 4 chiffres, A = 36740. Un calcul grossier 
est toujours conseillé; dans ce cas en utilisant une règle à calcul on obtient: 

A=y/( 539,8- 194- 303,3- 42,5) 

^(5,40- 10 2 - 1,94- 10 2 - 3,03- 10 2 - 4,25- 10) 

= 10V(5,40-' 1,94- 3,03- 42,5) = 36 700. 

La position de la virgule a été estimée de la manière suivante: 

A~ 10 : V( 10, 3 * ,0 * 4,2)= 10 4 \/ 12,6^3,5* 10 4 . 

Triangle isocèle. Si les côtés égaux sont notés a , la base c et les angles à 
la base a (Fig.), alors l’aire A est donnée par: 

1. A = 1 l 2 a 2 sin y, oùy=180°- 
c 2 sin 2 a c 2 sin 2 a 



2. A = 


2 sin 2a 


2a; 

c 2 sin 2 a c 2 , 

—r-r-= — tg a; 

4 sin a cos a 4 


2 sin y 


11.3-3 Aire d’un 
triangle isocèle 
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3. s —a+cl2 , s—a=cl 2, s—c=a — cl2, et donc 

^=VK«+W2) (c/2) 2 (*-c/2)] = (c/2) V(« 2 " c 2 /4) = 

(c/4) V(4« 2 ~c 2 ). 

Triangle équilatéral. Chaque côté est de longueur a. 

1. A = 1 / 2 a 2 sin 60°, A = (a 2 l 4)\/3. 

2. Par la formule de Héron: s=3a/2 y s-a=s—b=s-c=a/2 
et A=\/[(3a/2)- (a 3 /8)] = (a 2 /4)V3. 

Hexagone régulier. Ce polygone est composé de six trian¬ 
gles équilatéraux de côté R (rayon du cercle circonscrit) 
et il s’ensuit donc que 

A 6 = (6/4) R 2 V3 = (3/2) R 2 y/3. 

Polygone régulier à n côtés. Son aire est composé de n 
triangles isocèles dans lesquels les côtés égaux sont des rayons 
du cercle circonscrit et l’angle au centre (p n inclus entre eux 
est la «ième partie de 360°, soit (p, t = 360°ln (Fig.). 

Dans chaque triangle isocèle simple la hauteur 
l’angle au centre tp u . Ainsi s n = 2R sin (<p n l2) y 
h n = R cos (%,/ 2), si bien que A n = (n/2)s n h n 
= (n/2) R 2 - 2 sin (<p„/2) cos (<y„/2) = (n/2) R 2 sin (p n 
= («/2) sin (360°/w) 

Le quadrilatère quelconque. Pour un quadrilatère quelconque ABCD on peut trouver une 
formule analogue à la formule de Héron. Puisque un quadrilatère est déterminé par cinq don¬ 
nées, on peut choisir comme étant donnés les quatres côtés et la somme d’un couple d’angles 
opposés, par exemple a et y (Fig.). Si on note s le demi-périmètre, 5 , = 1 / 2 (a+ft+c+^), 2e la 
somme des angles a et y, alors les aires des triangles ABD et BCD et l’aire A q du quadrilatère 
sont données par: 


//„ bissecte le côté du polygone et 


Polygone régulier 
à n côtés 


. " »2 • 360° 

4.= sin—— 

z n 



Ai = 1 l 2 ad sin a, An = l / 2 bc sin y; 

A q = l l 2 (ad sin a-| -bc sin y). 

En utilisant la règle du cosinus dans les deux triangles on 
obtient, 

a 2 -\-d 2 — 2ad cos a=f 2 —b 2 -(- c 2 — 2bc cos y 
d’où a 2 -\-d 2 — b 2 — c 2 — 2{ad cos a — bc cos y). 

Alors (4 A (l ) 2 +(a 2 +d 2 -b 2 -c 2 ) 2 

—4{q 2 d 2 ~\~b 2 c 2 —2abcd cos 2 e), et finalement 
\6A%—(a-\-d-\-b—c) ( a-\-d—b+c ) (ô+c-f-a — d) ( b-\-c—a-\-d ) — 
—16 abcd cos 2 e. 


D 



11.3-5 Aire d’un quadrilatère quel¬ 
conque 


Si (p est l’angle des diagonales en leur point d’intersection S y alors l’aire A q du quadrilatère 
peut s’exprimer'comme la somme des aires des quatre triangles ABS y BCS y CDS y et DAS y 
ce qui donne 

A q = x l 2 [\AS\' \BS\ sin (180 o -<p)-H*S|■ \CS\ siny+|C5|- |Z)5| sin (180°- <p)+ 

+ \DS I- \AS | sin (p] = l l 2 l\AS\ (|^5| + |D5|)+|C5| (\BS\ + \DS\)) sin <p 
= V 2 l(ÀS\ -bICSI) ( { BS\ + \DS\)] sin <p y 
A q = 1 l 2 ef sin (p. 

Ainsi l'aire est égale au demi-produit des diagonales par le sinus de l'angle qu'elles forment. 


Aire d’un quadrilatère quelconque 
A q =\/[(s—a) (s—b) ( s—c ) (s—d)-abcd cos 2 e] 


Quadrilatère inscriptible. Dans un quadrilatère inscriptible la somme de deux angles opposés 
est de 180°, c’est à dire a-\-y—7t= 180°, d’ou e = 90°, cos e = 0. 

La formule générale de l’aire se simplifie donc et devient A cq =\/[(s~a) (s-b) (s—c) (s—d)]. 
Etant donné que le terme abcd cos 2 e n’est jamais négatif, les aires de tous les autres quadri¬ 
latères ayant les mêmes côtés sont plus petites que celle du quadrilatère inscriptible. 

Parmi tous les quadrilatères ayant pour côtés a, b y c y d le quadrilatère inscriptible est d'aire 
maximale. 












11.3. Autres formules et applications 271 


Physique 

Toutes les quantités physiques qui peuvent être représentées par des vecteurs (par exemple 
les forces ou les vitesses) nécessitent Futilisation des fonctions trigonométriques pour leurs 
calculs. 


Exemple 1 : Une poutre B est fixée à angle droit à un mur (Fig.) et une charge de / kilo¬ 
grammes est suspendue à l’extrémité libre. La poutre est supportée soit, a) par une chaîne T , 
soit b) par une entretoise S formant respectivement un angle a ou p avec la poutre. Trouver 
les forces (tension ou poussée) se produisant respectivement on B et T et en B et S. 

Le poids de la charge / est la résultante de deux forces, l’une dans la direction de la pou¬ 
tre B et l’autre a) dans la direction de la chaîne T ou b) dans la direction de l’entretoise S. 
Puisque / est perpendiculaire à B y les triangles W* et sont rectangles; a) il y a 

une poussée d=f cotg a sur la poutre et une tension /=//sin a sur la chaîne; b) il y a une 
tension z—f cotg P sur la poutre et une poussée s=//sin P sur l’entretoise. 


Exemple 2: Un avion a une vitesse moyenne tq=360 km/het vole dans la direction 23,5° 
NE d’un lieu A vers un lieu B distant de A de 300 kilomètres. La vitesse du vent est v 2 = 45 
km/h dans la direction 18° NO. Trouver le trajet que doit suivre l’avion et le temps mis 
polir atteindre B. Sans vent l’avion atteindrait B en 300/360 h = 5/6 h c’est à dire en 50 minu¬ 
tes. A cause du vent de côté il doit voler dans la direction a 3 NE (Fig.). En utilisant le paral¬ 
lélogramme des vitesses, l’angle (a 3 —cq) dans le triangle ACE peut être calculé à partir de trois 

quantités données, c’est à dire les côtés tq et v 2 et l’angle AEC = a = cq + a 2 . La règle 
du sinus donne: 


sin (a 3 -cq) = sin (cq -f a 2 ) vjv ly 

sin (180° — a 2 — a 3 ) 

et v = v x -:—;——r-, 

sin (oq-j-â 2 ), 

puisque a 3 — cq = 4,75°, 
a 3 = 28,25°, v as 390,18 km/h. 



11.3-6 Poutre a) avec une chaîne , 
b) avec une entretoise 



L’avion vole dans la direction 28,25° NE et à la vitesse v = 390,18 km/h, il atteint B en 46 
minutes environ. 


Exemple 3: Un éclair est observé avec un angle a par rapport à l’horizontale et le coup 
de tonnerre est entendu t secondes plus tard au^ point d’observation. Il s’ensuit donc que 
l’éclair se produit à un distance <?=333 1 m et à une hauteur h = 333t sin a m (Fig.). Ici 
333 m/s est la vitesse du son, et comme la vitesse de la lumière est c= 300 000 km/s, on peut 
négliger le terhps mis par la lumière pour atteindre le point d’observation. 


Technologie 

Les lois de la technologie sont des applications de lois de la physique. Les fonctions et théo¬ 
rèmes de la trigonométrie apparaissent exactement de la même façon dès que des angles inter¬ 
viennent. 

Vilebrequins. Dans un vilebrequin la position de la tête de bielle K est une fonction de l’angle 
de rotation <p de l’arbre (Fig.). Si r est le rayon de l’arbre et / la longueur de la bielle mo¬ 
trice, on obtient alors par la règle du cosinus: 
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l 2 =x 2 -\-r 2 —2xr cos (180° — ç>) B^jc 2 4 - 2 rx cos (p=l 2 —r 2 . 

La résolution de cette équation du second degré donne 
x = — r cos (p+ \/(r 2 cos 2 ç >+/ 2 — r 2 ) 

= — r cos çH- -\/ {r 2 (cos 2 99 — 1 )+/ 2 }, 
x = - r cos q> + i /(/ 2 - r* sin 2 <p). 11 . 3.9 Vilebrequin 

Longueur d’une courroie. Si deux poulies de rayons R et r ont leurs axes distants de a , on 
peut calculer la longueur L de la courroie tendue autour d’elles (Fig.): t 2 — a 2 — (R — r) 2 , cosa = 
= (R — r)/a ou a = Arccos l(R — r)/a] en radians. On en tire: 

L=2t-\-K-\-k=2^[a 2 —(R—r) 2 ] 1 - R(l7t—2a)-\-r • 2a, 

L=2{'y/[a 2 —(/?—r) 2 ]—a (K-rH/to). 

Dans le cas où r=R/2 et a=2R on obtient L=8,838/L 




Le parallélogramme des forces. Un réverbère est suspendu à deux câbles de longueurs inégales 
faisant des angles a et /?, respectivement par rapport à l’horizontale. Si on peut négliger la 
llèchc des câbles on peut calculer les tensions Sj et S 2 appliquées aux câbles en utilisant la 
règle du sinus (Fig.). En se rappelant que sin (90° — a:)=^cos x on obtient: 

St = F cos PI sin (a-\-p) y .S 2 — F cos a/sin (a-f/ i). 


Mouvement sur un plan incliné. Un corps de poids W repose sur un plan incliné faisant 
un angle a avec l’horizontale. On demande de trouver la force F t dans la direction du plan 
(Fig.) qu’il faut appliquer pour remonter le corps à une vitesse constante et la force F 2 dans 
la direction du plan qui est nécessaire pour éviter au corps de glisser. La force de frottement 
R est proportionnelle à la réaction normale N entre le corps et le plan: R=pN y où p est appelé 
coefficient de frottement. En posant /< = tg g, l’angle de frottement q est l’inclinaison du plan 
sur lequel le corps considéré serait à la limite du glissement. Dans le triangle des forces (Fig.) 
la force F est augmentée dans le premier cas et diminuée dans le second cas par la force de 
frottement R = N tg q pour donner respectivement F l = F-\-R et F 2 =F—R. D’après la règle du 
sinus: 



F^W—sm (a+ç)/sin (90° —p), F X =W sin (a-|-@)/cos o 
et 

FJW— sin (« — ())/sin (90 o +(>), F 2 = W sin (cl — q )/cos q. 




11.3-12 Mouvement sur un plan 11.3-13 Forces sur une poulie fixe 

incliné avec le triangle des forces 

correspondant 
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Forces sur une poulie fixe. Pour calculer le frottement entre une poulie fixe et l’arbre on 
doit obtenir la force résultante F r de la charge Q et de la force d’application F. Si le câble 
enroulé autour de la poulie sous-tend un angle au centre y, alors F r est donné par la règle 
du cosinus (Fig.): 

F r = \/(F 2 I Q 2 -2FQ cos y) 

Pour une poulie sans frottement les tensions F et Q sur le câble sont égales, et puisque 
2 — 2 cos y = 2(1 — cos y) = 4 sin 2 (y/2), l’équation peut être simplifiée pour donner F r = 2Q sin (y/2). 
Pour y =180°, F et Q sont parallèles et F r =2Q. 


Navigation 


Pour déterminer la position d’un bateau et son trajet sur la mer, la Terre doit être consi¬ 
dérée comme étant une sphère. Les calculs doivent donc être fondés sur les lois de la trigo¬ 
nométrie sphérique. Les méthodes de l’astronomie pour déterminer la position sont également 
fondées sur ces lois. Des régions plus petites, par exemple pour des trajets au voisinage de la 
côte, peuvent être considérées comme planes. L’empla¬ 
cement et les distances relatives de points caractéristi¬ 
ques notés sur la carte côtière sont supposés connus. 

La direction du mouvement d’un bateau, c’est à dire 
son cap , est déterminée par l’angle entre la direction 
de la quille et une direction de référence fixée. Le cap 
vrai est mesuré à partir du nord géographique vers 
l’est à 360° près; le cap magnétique est mesuré de la 
même façon à partir du nord magnétique. La différence 
entre les deux, c’est à dire l’angle entre les méridiens 
géographique et magnétique, est appelée la déclinaison. 

Sur un bateau métallique ayant son propre champ 
magnétique le méridien du compas dévie du méridien 
magnétique d’un angle appelé déviation qui dépend 
de la position du bateau et de son cap. Le cap déter¬ 
miné au compas est cependant mesuré directement. Le 
cap est donné sous la forme d’un angle, par exemple 
sous la forme 35° NE, lu 35 nord degrés nord est. 



11.3-14 Cap d’un bateau 


Exemple: A partir d’un bateau F on vise simultanément un phare L dans la direction 55,3° 
SE et un clocher K dans la direction 28,5° SO. D’après la carte côtière on a la distance 
|AX| = .y=33,25 km~ 17,95 miles marins dans la direction 84,7 NE (I mile marin = 1,852 km). 

a) Trouver les distances \FK\ = x et \FL\=y (Fig.); 

b) quel cap le bateau doit-il maintenir s’il veut passer à une distance c=4 miles marins = 7,408 
km du phare? (Calcul du cercle de danger) 

A partir des valeurs données « = 55,3°, /?= 28,5°, y = 84,7°, s= 33,25 km on obtient <5=180° — 

— (a-fy)=40°, e= y—5=56,2°, x=s —:— ^ = 21,48 km ~ 11,6 miles marins, 

sin (a T- /0 


sin e 

sin (a |- fi) 


= 27,77 km~15 miles marins, sin (p=c/y, (p— 15,47°. 


Cap du bateau: (a | <y)° SE c’est à dire 70,77° SE. 


Détermination trigonométrique des hauteurs 

En pratique on peut mesurer les angles dans un plan horizontal avec une plus grande pré¬ 
cision que ceux qui sont un plan vertical car la lumière ne se propage pas en ligne droite dans 
l’air qui est de densité variable. En plus de cette réfraction terrestre , pour des distances supé¬ 
rieures à 200 m on doit également tenir compte de la courbure de la terre. 

Construction schématique du théodolite. Le théodolite est un instrument utilisé pour la me¬ 
sure des angles en topographie. Les nombreux instruments utilisés pour des applications parti¬ 
culières sont tous fondés sur un principe simple. Un axe vertical hS est solidaire d’un bâti 
fixe sur trois vis de calage Sc reposant sur un socle souvent fixé à un trépied (Fig.). L’axe 
principal hS supporte un disque horizontal circulaire D avec un anneau gradué dans le sens des 
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aiguilles d’une montre, appelé le limbe L. L'alidade A est un disque qui tourne autour de l’axe 
principal, comportant deux aiguilles diamétralement opposées, un niveau a bulle sL qui lui est 
solidaire ainsi que les deux supports Sp de l’axe aT de la lunette de visée. Sont fixés à cet 
axe, axe des tourillons , la lunette T et le cercle vertical V , limbe vertical, pour la mesure des 
angles de hauteur. L’alidade est rendue horizontale au moyen des vis de calage et du niveau 
à bulle, et pour un bon théodolite l’axe a autour duquel tourne l’alidade doit être alors vertical. 
L’axe aT est alors horizontal et la lunette T est à angle droit avec lui. Il existe des méthodes 
pour éliminer les petites déviations, autour de cette configuration idéale, par des mesures 
préliminaires (appelées corrections) ou pour déterminer leurs valeurs de manière à en tenir 
compte dans la mesure propre. La qualité d’un théodolite dépend essentiellement de la précision 
des deux graduations sur les cercles horizontal et vertical aussi bien que du dispositif de lecture 
R qui peut être une aiguille, un vernier ou un microscope. Selon les cas les angles peuvent être 
lus, par exemple, à moins d’une minute ou d’une seconde près. Pour améliorer la précision de 
la mesure de l’angle, un procédé bien déterminé est adopté et les lectures sont répétées. On 
considère que la lunette vise correctement l’objet en question si son image, ou une portion ca¬ 
ractéristique de celle-ci, coïncide avec la croisée des fils du réticule de l’instrument (dans le cas 
le plus simple une droite horizontale et une droite verticale). D’après la construction du théodo¬ 
lite les angles horizontaux peuvent être également mesurés même si les objets pointés sont à 
des hauteurs differentes. La position de référence de la graduation horizontale est indifférente 
puisque l’angle horizontal est toujours obtenu comme la différence de deux observations. D’autre 
part pour la mesure d’angles verticaux la direction de référence zéro doit être ajustée horizon¬ 
talement en utilisant le niveau à bulle. 



Levée de plans de niveaux au tachéomètre. Tachéométrie signifie mesure rapide. Elle est uti¬ 
lisée pour déterminer à partir de la position et de la hauteur d’un point connu P les positions 
et hauteurs de toute une série de points nouveaux de manière simple à partir d’observations 
au théodolite. On peut l’utiliser par exemple pour étudier la géométrie de la surface d’un ter¬ 
rain servant de base à un projet de construction. Pour cet usage le réticule comporte deux 
fils horizontaux, un fil supérieur u et un fil inférieur /, parallèles au fil horizontal m de la croix 
de la lunette et à égale distance pjl respectivement au-dessus et au-dessous de lui. Un baguette 
(appelée mire ) est placée verticalement au nouveau point IV et les images des trois fils dé¬ 
signent trois points L m , L t et L u sur la mire (Fig.). La différence L x — L u entre les relevés supé¬ 
rieur et inférieur est la section de mire s. A cause de l’inversion de l’image les plus grands 
nombres sur la mire se trouvent en bas. Compte tenu de l’effet de parallaxe, la section de mire 
apparente est l’angle e (voir Fig.), appelé angle de parallaxe. Dépendant de la distance p entre 
les fils horizontaux, de la distance focale / de l’objectif et du trajet de la lumière dans la lu¬ 
nette, la distance horizontale a entre la mire et le théodolite pour une visée horizontale peut 
s’écrire sous la forme a—C • s , dans laquelle la constante C de l’instrument a habituellement, en 
chiffres ronds, la valeur IÔ0. Pour l’angle de parallaxe e on a donc tg (e/2)=.s/(2tf)= 1/(2C). 
Si la ligne de visée à partir de la lunette F vers le relevé milieu L m est inclinée d’un angle a 
par rapport à l’horizontale (Fig.), alors la distance horizontale a peut être déterminée par les 
calculs trigonométriques suivants: 
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s — \HL t \ — \ HL U \ = a[ tg (a + e/2) - tg (a- e/2)] 

, sin («4-e/2) cos (a— e/2) —sin (a— e/2) cos (a + e/2) 
cos (a + e/2) cos (a - e/2) 
sin e 


cos 2 a cos 2 (e/2) — sin 2 a sin 2 (e/2) 
cos 2 a cos 2 (e/2) —sin 2 a sin 2 (e/2) 

2 sin (e/2) cos (e/2) 

<s cos 2 a j . o , , 

TliW"T sm atg(e/2)> 


OU 

a' = sC cos 2 a — 


4C 


sin 2 a. 



11 . 3-17 Relevé de plans inclinés au 
tachéomètre 


Finalement, le second terme peut être négligé dans à car s et sin 2 a sont petits et C= 100. 
Pour la distance horizontale cela donne a = Cs cos 2 a, et à partir de cette valeur approchée 
la hauteur h=\HL m \ est immédiatement donnée par h —ai tg a = 1 / 2 Cs sin 2a. La différence A h 
entre les hauteurs des points P et N ne dépend pas uniquement de h mais aussi de la hauteur 
/ du théodolite et de la distance de mire \NL,„\ = z au dessus du point N : Ah = i+h — z. 


Distance horizontale 

a = Cs cos 2 a 

Différence de hauteur 

h = l / 2 Cs sin 2 a 


Calcul des hauteurs à l’aide d’angles verticaux. Dans les exemples suivants la réfraction ter¬ 
restre va être négligée, soit parce que la distance de visée ne dépasse pas 200 m ou parce que 
l’on accepte une moins bonne précision sur les résultats (décimètres ou même mètres). 

Base horizontale et angles verticaux. Si on mesure sur le terrain une base horizontale \AB\=s 
dans la direction du point G et également les angles de visée verticaux a et P de G à partir 
des extrémités A et B (Fig.), alors la hauteur h de G peut être calculée par la règle du sinus: 
1. y=p—a; 2. m=.s sin a/sin y et 3. h — u sin /?, si bien que h = s sin a sin P/sin (P~a). 

Base inclinée. L’angle ft d’inclinaison de la base \AB\=s se trouve dans un plan vertical pas¬ 
sant par G, et a et y sont les angles de visée verticaux de G à partir de A et B (Fig.). La 
différence de hauteur entre A et G peut être calculée par la règle du sinus. Si \AG\ = x, alors 
/i=;tsina, où x=s sin e/sin a, e=/9-f(180°— y) et a = y— a. Par substitution on obtient 
lt=s sin e sin a/sin a ou h — s sin (y—P) sin a/sin (y—a). 

Base dans une direction arbitraire par rapport à la ligne de visée. La verticale passant par G 
rencontre au point F le plan horizontal contenant la base horizontale \AB\=s. A partir des 

extrémités A et B on mesure les angles FAB=y et FBA = fi et aussi l’angle d’élévation e de G 


6 



11 . 3-18 Détermination trigonomé- 
trique des hauteurs avec une base 
horizontale dans un plan vertical 
passant par le sommet. 


6 



11 . 3-19 Détermination trigonomé- 
trique des hauteurs avec une base 
inclinée dans un plan vertical pas¬ 
sant par le sommet 


6 



11 . 3-20 Détermination trigonomé- 
trique des hauteurs avec une base 
horizontale 


à partir de A (Fig.). Le plan AFG est perpendiculaire au plan horizontal F AB. Si \AF\=z, 
alors h —z tg e, où z=s sin <)/sin o—s sin ô/sin [180° —(ybd)] = 5 sin ô/sin (y-f<5). Par substitution 
on obtient: /r=A' sin <5 tg e/sin (y+<5). 

18 * 
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Si la base \AB\ = s est inclinée par rapport à l’horizontale 
d’un angle e! avec B plus haut que A (Fig.), si a et fï dési¬ 
gnent respectivement les angles entre la base et le point G 
mesurés à partir de A et de B , et si e et e 2 désignent respec¬ 
tivement les angles verticaux de G mesurés à partir de A 
et de B , alors le problème peut se ramener à un problème 
d’un type déjà résolu. Dans le triangle AH B' situé dans le 
plan horizontal passant par A t le côté s'= .y cos e* et les 
angles a et f sont connus. Par la règle du sinus il vient que à 
=s' sin a/sin (a+/?); b'=s' sin /7/sin (a-f/?). A partir du triangle 
AHG situé dans un plan vertical on peut alors déduire que: 
h —b’ tg e —s sin [i tg e/sin («+/?) = .? cos e L sin/i tg e/sin {a-\-fï). 
Comme vérification on a h — h x + /; 2 , où h x = s sin et b 2 — 
à tg e 2 — s sin a Ig fig/sin (a+/?) =s cos e 1 sin a tg e 2 /sin (a+/?). 


6 


11.3-21 Détermination trigonométrique des hauteurs avec une base 
inclinée 



H 


h 


A 


Topographie 


Le but essentiel de la topographie est de localiser un point quelconque de la surface de la 
terre de manière unique. Ceci est réalisé au moyen de coordonnées et, sous forme illustrée, par 
des caries. En première approximation la surface de la terre est considérée comme la surface 
d’une sphère sur laquelle la position d’un point est déterminée par la longitude A et la latitude 
<p, c’est à dire par l’intersection d’un grand cercle passant par les pôles nord et sud (un mé¬ 
ridien) avec un cercle de latitude (parallèle). Le méridien de Greenwich est pris comme méridien 
d'origine et tous les autres méridiens sont mesurés par leur distance angulaire A par rapport à 
celui-ci, avec A compris entre 0° et 180° vers l’est ou l’ouest. Les cercles de latitude ou paral¬ 
lèles sont les cercles parallèles à l’équateur. Leur distance <p à l’équateur mesurée en degrés, de 
chaque côté de l’équateur, sur un méridien, de 0° à l’équateur à 90° au pôle, donne les lati¬ 
tudes nord et sud. Ces coordonnées sont des coordonnées sphériques et sont déterminées par 
des mesures astronomiques, comme cela sera montré au Chapitre 12. 

Projection transversale de Mcrcator ou de Gauss-Krüger. Une surface cylindrique ou conique 
peut être coupée le long d’une génératrice et déroulée, ou développée , sur un plan. Dans cette 
opération toutes les longueurs, les aires et les angles restent inchangés; ils apparaissent donc 
sur la carte avec leur vraie grandeur. La surface d’une sphère n’est pas développable. Aussi, 
suivant C. F. Gauss et l’ancien directeur de l’Institut de Géodésie de Potsdam, J. H. L. 
Krüger (1857 1923), des fuseaux 0 bandes méridiennes) dont les méridiens limites font un angle 
de 6° aux pôles, sont appliquées sur un cylindre qui touche le fuseau le long du méridien moyen 
(faisant un angle de 3° avec chaque méridien limite). La figure donne une idée de l’étroitesse 
de ces fuseaux qui couvrent toute la surface de la terre. Il est donc compréhensible que les lon¬ 
gueurs et les aires ne s’écartent que peu de leurs vraies valeurs. Une carte plane d'un fuseau 
est alors obtenue en développant la portion de cylindre correspondante. Le méridien de contact 
m appartient à la fois à la sphère et au cylindre et apparaît donc dans le plan avec sa vraie 

/.a C i 1 n /I fi fin I 1 j» 


longueur. Si la distance entre l’é¬ 
quateur et un point sur ce méri¬ 
dien est donnée par un angle £ 
mesuré en radians, alors le point 
correspondant sur le plan aura 
pour coordonnée x=ÇR, où R est 
le rayon de la terre. Les grands 
cercles qui coupent le méridien de 
contact à angle droit, et qui ont 
par conséquent comme pôles les 
points d’intersection A l9 A 2 de 
l’axe du cylindre avec la sphère 
(Fig.), donnent sur la carte des 
droites qui coupent perpendiculai¬ 
rement l’axe des x, c’est à dire des 
génératrices du cylindre. Les distan- 



11.3-23 Coordonnés de 
Gauss-Krüger 


11.3-22 Trois fuseaux consé¬ 
cutifs 


ces entre un point P de la sphère et le méridien de contact m sont mesurées sur ces grands 
cercles orthogonaux par l’angle r\\ le point image P' êst à une distance correspondante y 
de l’axe des x. La relation entre ?/ et y peut être déduite de la propriété demandée à la pro- 
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jection de Gauss-Kruger de conserver les angles (projection conforme, voir Chapitre 23). La 
propriété de conformité est réalisée si les triangles sur la sphère sont relevés en des triangles 
qui leur sont semblables et si Thomothétie pour les droites est la même dans toutes les direc¬ 
tions. Un petit cercle k passant par le point P qui coupe à angle droit tous les grands cer¬ 
cles aux pôles A 1 et A 2 est considéré pour ces pôles comme un parallèle de latitude r\. Les 
grands cercles jouent le rôle de méridiens et le méridien de contact joue le rôle de l’équateur. 
La longueur du petit cercle est donc l=2nR cos rj. D’autre part, sur le cylindre et dans le plan, 
L=2nR , si bien que le rapport d’homothétie est L//=l/cos^. La projection étant conforme 
le rapport d’homothétie est égal à d y/dr). En conséquence dylérj= 1/cos rj, ou dy=dr)/cos r\. Par 
intégration on en déduit: 

y — Log c tg (rc/4+rç/2)=(l/Af) log 10 tg (7r/4+rç/2), où 1/M= 1/log 10 e=2, 3025851 
(voir Chapitre 2). 

Directions nord. La Fig. 11.3-23 montre au point P l’angle y entre le méridien vers le pôle 
N et le petit cercle k parallèle au méridien de contact m. Cet angle est appelé angle de con¬ 
vergence du méridien et donne l’écart entre le nord sur la carte et le nord géographique pour 
le point P. Le nord géographique (ou nord vrai) est la direction partant de P, le long du mé¬ 
ridien et allant vers le pôle nord. Le nord de la carte est la direction partant du point image 
P', dans le plan de Gauss-Krüger, qui est parallèle à l’axe des x. Il correspond sur la sphère 
à la direction de la tangente en P au petit cercle k. En conséquence il est possible de définir 
la direction d’une droite de plusieurs manières. Uazimut a d’une droite en un de ses point P 
est l’angle entre le nord vrai et la droite, mesuré à partir du méridien dans le sens des aiguil¬ 
les d’une montre. L’angle entre le nord de la carte et la droite mesuré dans le même sens est 
appelé Vangle de direction v et il est habituellement noté par deux points P x et P 2 de la droite 
sous la forme v=(P } P 2 ), où (PiP 2 ) = (P 2 Pi)± 180°. Par souci d’exhaustivité nous devons mention¬ 
ner que l’on utilise parfois une troisième direction nord, le nord magnétique. Elle diffère du 
nord vrai de la déviation angulaire indiquée par l’aiguille d’une boussole. L’angle entre la droite 
et la direction du nord magnétique se nomme déclinaison de la droite. 

Latitude et longitude. En coordonnées de Gauss-Krüger la coordonnée x est mesurée le long 
du méridien de contact vers le nord (ou le sud); on l’appelle la latitude et elle donne la 
distance réelle avec Véquateur. La coordonnée y est appelée la longitude. Les valeurs positives 
de y désignent les points situés à l’est du méridien de contact m. Pour éviter d’avoir des va¬ 
leurs négatives pour y, on ne prend pas pour le méridien de contact ou méridien moyen la 
coordonnée y=0 m, mais 500000 m; simultanément le fuseau méridien sur la sphère à partir 
duquel la carte en question a été établie est indiqué par un nombre caractéristique précédant 
cette valeur. Le nombre caractéristique est 1 pour le méridien de contact 3° (1 500000 m), 2 
pour 9° (2 500000 m), 3 pour 15° (3 500000 m) et ainsi de suite: W„, + 3)/6 où Â,„ est la longi¬ 
tude angulaire en degrés du méridien de contact. Un point se trouvant à 65370 m à l’est du 
méridien 3° a ainsi sa coordonnée y— 1 500000 m+65370 m=l 565370 m. Ce nombre est ap¬ 
pelé longitude réduite. Pour un point se trouvant à 74250 m à l’ouest du méridien 9°, la lon¬ 
gitude réduite est 2 500000 m — 74250 m = 2 425750 m. Réciproquement, on atteint un point de 
longitude réduite 4 374981 m et de latitude 5 755899 m, en allant de 5 755899 m vers le nord à 
partir de l’équateur sur le méridien 21° (car 4x6—3 = 21) et ensuite dans la direction perpen¬ 
diculaire durant 500000 m—374981 m= 125019 m vers l’ouest. Sur les cartes topographiques les 
longitudes réduites et les latitudes sont données simplement en nombres entiers de kilomètres 
et les deux premiers nombres sont écrits en exposants, par exemple 4:t 74 et 57 55 pour le der¬ 
nier exemple. Comme les distorsions des longueurs sont maximales au voisinage des méridiens 
limites, les coordonnées de points importants sont calculées en sus en utilisant des fuseaux de 
1°, soit environ 70 km de large à la latitude 52°, chaque couple de coordonnées étant valable 
pour les fuseaux vers l’ouest et vers l’est. 

Pour les cartes topographiques et pour la géodésie, des fuseaux méridiens de 3° au lieu de 
6° sont également utilisés. Les mêmes considérations et numérations sont valables; seuls les 
nombres caractéristiques changent. Ils sont 1,2,3, ...,(A m /3) pour les méridiens de contact 
3°, 6°, 9°, .. .* A m °. 

Triangulation. Ce n’est que pour un petit nombre de points que l’on détermine les coordon¬ 
nées géographiques et l’azimut des segments de droites les joignant et qu’on les convertit dans 
le système de coordonnées de Gauss-Krüger. D’autres points caractéristiques, appelés points tri - 
gonométriques (TP), sont reliés avec eux au moyen d’un treillis triangulaire du premier ordre 
dans lequel presque tous les angles sont mesurés. Sur la figure associée les coordonnées géo¬ 
graphiques des quatre points caractérisés par la direction nord N sont déterminées ainsi que 
l’azimut a d’un segment joignant deux quelconques d’entre eux (Fig.). La longueur-de ce seg¬ 
ment est calculée au moyen d’une base. Le treillis relie chacun de ces segments avec une base 
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b de 4 à 10 km de long au niveau du sol, mesurée avec une grande précision en utilisant des 
fils suspendus en Invar, de 24 m de long et soumis à une tension de 5 kg (=10 livres). On 
obtient une erreur moyenne de 8 mm pour 10 km, soit 1 pour 1 250 000. Les côtés du treillis 
triangulaire du premier ordre ont en moyenne 40 à 70 km de long; ils sont notés en traits épais 
sur la figure. Entre les points trigonométriques du premier ordre ainsi déterminés dans le sys¬ 
tème de coordonnées de Gauss-Krüger on surimpose les points d’un treillis du second ordre , 
simplement par des mesures d’angles. Ses côtés ont en moyenne 20 km de long, ceux du treillis 
du troisième ordre 5 à 10 km de long, et finalement ceux du treillis du quatrième ordre (ou de 
détail) 2 à 5 km de long. Ces points trigonométriques du premier au quatrième ordre sont 
indiqués par une plaque de granit gravée d’une croix et enterrée, et dans certains pays par une 
colonne de granit rectangulaire verticale avec une croix sur le dessus (Fig.). De manière à pouvoir 



voir le TP à de grandes distances et l’utiliser pour effectuer des obser¬ 
vations, un signe distinctif , fournissant également une certaine protec¬ 
tion contre d’éventuelles détériorations, est érigé au dessus de lui. Les 
treillis dont les triangles sont disposés dans un fuseau sont appelés chaî¬ 
nes de triangles. Une chaîne de triangles, le long d’un méridien terres¬ 
tre, fut autrefois utilisée pour déterminer la 
forme de la terre. Une conséquence de d’utili¬ 
sation du radar et autres méthodes basées sur 
les ondes électromagnétiques, pour la mesure 
des distances avec une précision supérieure aux 
anciennes méthodes, est que la trilatération est 
devenue une alternative possible à la triangu¬ 
lation. Alors que les astronomes ont jusqu’à 
présent essayé de déterminer la distance d’une 
planète, habituellement Vénus, en mesurant des 
angles à partir de deux points de la terre sépa¬ 
rés au plus par une distance égale au rayon de 
la terre, ils déterminent maintenant ces distan¬ 
ces par la durée du trajet d’un signal radar. Le 
but de cette investigation est de déterminer avec 
plus de précision qu’auparavant l'unité astronomi¬ 
que , c’est à dire la distance entre la Terre et le 
Soleil. 



11.3-25 Point trigonométri- 
que (TP) 


11.3-26 Signal 


Systèmes de repères. Deux droites issues du centre commun d’une famille de sphères con¬ 
centriques coupent la surface de chaque sphère en deux points. Plus grand est le rayon de la 
sphère, plus long est le segment de droite joignant les points d’intersection correspondants. De 
cette constatation géométrique élémentaire il résulte qu’entre deux fils à plomb, chacun sus¬ 
pendu dans un puits suffisament profond, on mesure des distances différentes selon la hauteur à 
laquelle on fait les mesures. La distance entre deux rayons terrestes est plus grande en mon¬ 
tagne qu’au niveau de la mer. En conséquence, en topographie toutes les longueurs doivent 
être calculées à la même hauteur, en principe au niveau de la mer. Donc, la hauteur de chaque 
point calculé situé au dessus du niveau zéro doit être mesurée. A cet effet un réseau de points 
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de hauteur connue, appelé repères , est déterminé. Le niveau de repère du Service Topographique 
est déterminé par “le niveau moyen approximatif de l’eau à un endroit de référence”, et 
tous les niveaux sur les cartes de ce service sont des altitudes par rapport à ce repère. 

Pour mesurer les différences de hauteur on utilise des instruments appelés niveaux. L’axe de 
la lunette du niveau doit être exactement parallèle à l’axe d’un niveau à bulle sensible , et 

ainsi exactement à l’horizontale. Une lec¬ 
ture arrière est alors faite sur une mire 
L r munie d’une graduation centimétrique 
et tenue verticalement en un point R y et 
ensuite une lecture avant sur mire L v au 
point V (Fig.). La différence r—v—d en¬ 
tre ces deux lectures mesure alors de com¬ 
bien V est plus haut que R. Les centi¬ 
mètres sont lus sur la mire et les milli¬ 
mètres sont, soit estimés, soit mesurés 
par un déviateur à lames à faces paral¬ 
lèles. Dans la partie inférieure de la 
11.3-27 Nivellement géométrique figure on a représenté une chaîne de me¬ 

sures au niveau, c’est à dire qu’à chaque 
point intermédiaire par exemple Z), on fait une lecture arrière puis une lecture avant après 
déplacement du niveau, par exemple de C vers E. Par addition algébrique des différences d 
on obtient la différence de hauteur entre A et B. Une telle chaîne est appelée nivellement , ou 
double nivellement si les mesures sont répétées. Avec un bon niveau, l’erreur moyenne d’un 
double nivellement sur une longueur de 1 km est ±0,4 mm. 

Détermination de nouveaux points. Les points de coordonnées connus, par exemple les points tri- 
gonométriques sont appelés points fixes. Les points 
dont la position est à déterminer sont les nouveaux 
points. 

Section avant. A partir de deux points fixes F x et 
F 2 , dont la distance s est connue, un nouveau point 
N est à déterminer par une mesure d’angle (Fig.). 

Si le théodolite peut être installé uniquement aux 
points fixes, on parle de section avant. Si un seul 
de ces points est accessible, mais avec d’autre part 
une mesure d’angle possible à partir du nouveau 
point, la procédure est appelée une section laté¬ 
rale. Bien évidemment,on essaie habituellement de 
mesurer les trois angles du triangle F l F 2 N de ma¬ 
nière à utiliser la somme des angles comme véri¬ 
fication des mesures angulaires. Géométriquement 
un côté et les trois angles du triangle F X F 2 N sont 
toujours connus, et les côtés restants s x et .v 2 peu¬ 
vent être calculés en utilisant la règle du sinus: 

^ = 5 sin a/sin y, s 2 =s sin (360°—/O/sin Y- 

Du point de vue de la géodésie, les points fixes F x et F 2 sont donnés par leurs latitudes 
x u x 2 et leurs valeurs réduites y Xt y 2 . Dans le triangle rectangle HF X F 2 (Fig.) l’angle de direction 
(F X F 2 ) et la longueur du segment de droite F X F 2 peuvent être calculés à partir des différences 
de coordonnées y^—y x et x 2 —x x . L’angle de direction est mesuré à partir du nord de la grille 
dans le sens des aiguilles d’une montre. Dans les triangles F 2 NH 2 et F x NH Xy en utilisant les 
longueurs des côtés s x et ,s 2 déjà calculées, on peut déterminer les différences de coordonnées 
Ay x , Ax t1 Ax 2 , Ay 2 . En les additionnant aux coordonnées de F x ou F 2 elles donnent les coor¬ 
données de N. Pour vérification les coordonnées du nouveau point sont calculées deux fois. 



11.3-28 Section avant, la direction de x est le 
nord de la carte (ou de la grille) 



Exemple: On se donne x x = 2 524950,98, y x =5 711619,35 et jc 2 =2 525616,57, y 2 =5 710664,92, 
puis les angles a = 61°13'33" et /3' = 328°32'15" mesurés du segment de droite donné s (orienté 
de F x vers F 2 ) vers le nouveau point N. 


1. Angle y= 180° —a —(360°—/?') 


/?=360°—/? , = 31°27'45" 
y = 87°18'42" 
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2. Angle de direction (FiF 2 ): 


tg (/yy= 


y*-yi 

x 2 -x 1 


FF = *^2 x i y*-yi 

1 2 cos (F t F t ) sin (FS,) 


3. Longueurs des côtés s 1 et s 2 : 
Si — \F X F 2 \ sin a/sin y = |/yV| 
j 2 = j/y^l sin PI sin y = \F X N\ 

4. De F x au nouveau point: 
(F X N) = (F X F 2 )+a 

x N — x x = IFiN"! cos (F 1 yV) = zljc 1 
^«-^ 1 = 1^1 sin (F 1 N) = ^y 1 


y*-y i= -954,43 
•*2 ~ *i — +665,59 

(F 1 F 2 )=304°53 f 24", <5 = 340°53'24" 
tg (Fx/y^-cotg ô 
cos (FxF 2 ) = sin ô , sin (FiF 2 )= — cos <5 
F X F 2 = 1163,6 

^= 1021 , 0 = 1^1 

5 2 = 608,9= |F X N| 


(F 1 yV)=366°06'57" = 6°06 , 57" (mod. 360) 
+604,53, ^= +64,78 
x n — 2 525555,51, ^ = 5 711684,13 


5. De F 2 au nouveau point: 

(F,N) = (F,F l )+(r 
x n -x,-\F,M\ cos ( F 2 N)-Ax 2 
3'«-3'2=|/ 7 2^l sin (F i N)=Ay 2 

Section arriére. Si trois points fixes F lt F 2y 
F 3 sont donnés et l’observation possible 
uniquement à partir du nouveau point N 
(Fig.), on parle alors de section arrière. Le 
nouveau point doit être choisi de telle maniè¬ 
re qu'il ne se trouve pas sur le cercle circon¬ 
scrit au triangle F X F 2 F 2 . Le résultat le plus 
précis est obtenu si N est intérieur au trian¬ 
gle. Soit (fi en F lf <p 2 en F 2 et q) 3 en F 3 les 

, — , 

angles du triangle à calculer et soit F 2 NF. A = 

/\ XV. 

= Vj, F 3 NF x =v 2y et F x NF 2 =v 3 les angles me¬ 
surés à partir de N. Une solution pour le 
calcul sur machine résulte des coordonnées 
du cent te de gravité S du triangle donné: 
.Vjc = (ATi -I-x 2 +x 3 )/3, ^ = (^ 1 +^ I %>/3. Dans 
ces formules les sommets ont le même poids 
par rapport aux médianes. Si on leur donne 
des poids différents g x , g 2 , g- A , cela engendre 
des droites transversales différentes passant 
par les sommets qui peuvent se trouver hors 
du triangle si certains poids ont des valeurs 
négatives. Le point d’intersection N des 
droites transversales a alors pour coordonnées 


(F 2 F X )= 124 ü 53'24" 

(F 2 N) = 453°25'39" = 93°25'39” 

Ax 2 = -61,04, Ay 2 = +1019,21 
** = 25 255555,53, ^ = 5 711684,13 



11.3-29 Section arrière 


x=(g i x l +g 2 x 2 

y=(^ 1 +^ 2 1 


\^x 3 )l(g x 


&+&)• 


Les poids peuvent être obtenus à partir d’un résultat de Mécanique qui dit que par rapport 
à une transversale passant par un sommet, les moments des deux autres sommets doivent être 
égaux. Soit G le point d’intersection de la transversale F 3 N avec le cercle circonscrit, G x et G 2 
étant respectivement les pieds des perpendiculaires h x et h 2 abaissées de F x et F 2 sur cette trans¬ 
versale. Les moments des sommets sont égaux: donc g x h x —g 2 h 2 ou gilg 9 =hjht=s - , ~~ / 777777 » où: 

|G/V | / |Cr/V | 


K = ih = 1 _ = _i_ 

\GN\ |GG 2 | + |G 2 N| |GG 2 |/// 2 + |G 2 /V|/// 2 cotg «ft-cotg v x 

// j h x 11 

|G7V| ~ IGGxl + lGxNI “ |GG X \lh x + \G x N\lh x 


cotg <p 2 — cotg v 2 
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Par permutation cyclique et substitution on obtient: 

1 1 


Si : 82 • #3 ~ 


1 


COtg cp x — cotg Vi cotg <p 2 — cotg v 2 cotg <p 3 — cotg v 3 

Puisque un facteur de proportionnalité arbitraire n’entraîne pas de différence sur les coor¬ 
données du nouveau point, il peut être pris égal à 1. Les poids sont alors: 


£1 = 


cotg y?! —cotg v x 


£ 2 = 


1 


cotg <p 2 -cotg v 2 


£3= 


1 


cotg 993 -cotg v 3 


* 1 = 2 524 950,98, 
y t =5 711 619,35, 


*2=2 525 616,57, 
y 2 = 5 710 664,92, 


(cf. section avant) on trouve: 
*3 = 2 525 555,51, 
y 3 = 5 711 684,14, 


(F 1 F 2 ) = 304°53'24", (F 2 F 3 )-\<p 2 =(F^), 

(^3^1)1 ^ = (^3^2), (F 3 Fi)= 186 ü 06'57", 


(F 2 F 3 ) = 93°25'39", 
(FiF2)+<Pi=(FiF*1 


Calculé 

Cotangente 

Mesuré 

Cotangente 

99 2 = 31°27'45" 

1,63425 

v 2 — 153°12'22" 

-1,98019 

99 3 = 87°18'42" 

0,0469547 

v 3 = 97°20'08'' 

-0,128734 


0,549176 

Vj= 109°27'30" 

-0,353300 

180°00'00" 


360°00'00" 



Les valeurs numériques des poids sont ^=1,10806, # 2 =0,27667, ^ 3 = 0,74946 et les coordon¬ 
nées du nouveau point sont * = 2 525 249,55, 3 ^= 5 711 518,37. 

La section arrière a une importance particulière pour les bateaux et les avions dans la dé¬ 
termination de leur propre position. 

Le problème de Hansen. Si deux points fixes F x et F 2 sont donnés mais inaccessibles, par 
exemple les sommets de deux tours, alors deux nouveaux points N x et N 2 peuvent être déter¬ 
minés, si à partir de chacun d’eux l’autre nouveau point et les directions vers les deux points 
fixes peuvent être observées (Fig.) et mesurées. Avec les notations de la figure la solution est 
obtenue en utilisant la règle du sinus, pourvu que l’on puisse calculer les angles 99 et y>. 
Puisque les angles q dans les deux triangles NiN 2 S et F t F 2 S sont égaux, il en résulte que: 
(9H-yO/2=(a-by)/2=ei. 

La demi-différence des angles cherchés peut être trouvée de la manière suivante, en utilisant 
un angle auxiliaire: 


A/WV, : lA/iFil-j 


sin y> 
sin [F 


AF 1 N 2 N 1 :\N 1 N 2 \ = \N 1 F 1 \ 


sin (« | P'Vy) 


sin y 

sin (a-\~P~\-y) sin y> 
sin fi sin y 


AF x F 2 N 2 : \N 2 F 2 \=s 


AF 2 N 2 N 1 : 


sin (p 
sin à ’ 

sin («-l-y-l-d) 
sin <l 

sin (a-|-y-|-d) sin (p 
sin a sin ô ’ 



siny _ sinasindsin(<H/? +y) =co ,, ,. 30 Pro blème de Hansen 

sin xp sin/i sinysin(a-|-)H-<5) ' 

L’angle auxiliaire rj est connu à un multiple de 180° près. Par addition et soustraction et en 
utilisant les relations trigonométriques (en se rappelant que cotg 45 °= 1 ) on obtient: 

sin (p — sin ip _ c otg r/ — 1 2 cos [(99 \-y))/2] sin [((p — v>)/ 2 ] _ cotg 45 ° cotg r/— l 

sin 99 -l-sin yt ~ cotg /y { 1 ’ 2 sin [(99 | ï/;)/2] cos [( 99 - 99 )/2] ~ cotg y | cotg 45° ’ 

tg [(9 5 ~V ; )/2] = tg [( 99 -\~y>)!2] cotg (45°-| -rj). 
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et la valeur (<p-y)/2=e 2 est donc connue. Alors 93 = 6 !+% y)=e x — e 2 . En conséquence on peut 
calculer les longueurs de segments de droites* IF^I, lA^TVgl, et \N 2 F 2 \. Pour les angles de direc¬ 
tion on trouve: 

(F x N 2 )=(F x F 2 )+<p 
(A 2 F 1 ) = (F 1 A 2 )+180 o , 

(N 2 F 2 )=(N 2 F x )+ô, 

(N 2 N x )=(N 2 F x )-y 9 
(F 2 N x )=(F 2 F x )-y> 9 
(bliF 2 )=(F 2 N 1 )-\-lS0 o 9 
(N X F X )=(N X F 2 )~P 9 
(N x N 2 ) = (N x F 2 )+a. 

A partir des angles de direction et 
des longueurs on peut trouver les dif¬ 
férences de coordonnées (cf. section 
avant), et donc de proche en proche 
en partant de F„ les coordonnées des 
points N l9 N 2 , F 2 , on doit en parti¬ 
culier retrouver les valeurs déjà con¬ 
nues des coordonnées de F 2 . 

Arcs polygonaux. En plus des points déjà déterminés de manière trigonométrique, on peut 
calculer les coordonnées de points supplémentaires en mesurant les longueurs de segments 
de droites et des angles. Si P l9 P 2 , P 3 , ..., P„ sont les sommets d’un arc polygonal partant du 
point P x connu, alors les segments ^1 = s 2 =\P 2 P 2 \ 9 et ainsi de suite, sont mesurés à l’aide 

d’une roulette d’arpenteur et en chaque point on mesure également l’angle de déviation 
P l9 /? 2 , ... Cet angle est la différence entre la direction du segment précédent et celle du sui¬ 
vant, mesurée dans le sens des aiguilles d’une montre (Fig.). Pour la première mesure en P x 
on prend la direction avec un autre point fixe, F x sur la figure, comme direction du segment 
précédent. Avec la mesure de l’angle de déviation en P x l’arc polygonal est relié à une direction 
connue. La précision de la mesure de l’arc polygonal peut être améliorée de manière appré¬ 
ciable si les coordonnées du dernier point P n sont connues et si on peut viser un point fixe sup¬ 
plémentaire F 2 à partir de P„. L’arc polygonal relie alors deux directions données et 

(P„F 2 ). Les angles de direction peuvent alors être calculés en additionnant les angles de déviation: 

(P 1 F 1 )=(F 1 P 1 )±180°, -► (F x P 2 )=(P X F X ) +fi l9 

(P 2 P x )=(P x P 2 )±m o , -► 

et ainsi de suite. Les différences de coordonnées Ax t et Ay t entre le point P, et le point 'V 1 
sont obtenues par passage des coordonnées polaires (P,P Hl ), s t aux coordonnées cartésiennes; 
par exemple Ax 1 =x 2 -x x =\P x P' 1 \=s 1 cos (P X P 2 ) et Ay x =y 2 —y x = \P\P 2 \=s x sin (PiP 2 ). 

Les signes des différences de coordonnées dépendent des valeurs des angles de direction; sur 
la figure ceux-ci sont notés v l = (P l P tn ); v x = (P X P 2 ) se trouve dans le premier quadrant, 
î/ 2 =(P 2 P 3 ) et )> 3 = (P 3 P 4 ) dans le second quadrant; ainsi Ax x est positif mais Ax 2 et Ax 3 sont 
négatifs. 


4 X 

I 
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12.1. Grands cercles, petits cercles et fuseaux 


Toute ligne droite passant par le centre M d’une sphère coupe sa surface aux extrémités 
.d’un diamètre dont la longueur est le double du rayon R de la sphère. Tout plan perpendi¬ 
culaire à un diamètre et à une distance / (inférieure ou égale à R) du centre M coupe la sphère 
en un cercle de rayon r=^(R 2 -l 2 ). Si ce plan contient M, alors l’intersection est un grand 
cercle avec r=R. Pour l=R on obtient un plan tangent qui a un seul point commun avec la 
sphère puisque r=0. 


Par deux points A et B sur une sphère et ne se trouvant pas sur 
un diamètre, on peut faire passer un faisceau de plans qui coupe la 
sphère en un faisceau de cercles (Fig.). Parmi ces cercles il en 
existe un plus petit, pour lequel la droite AB est un diamètre, et 
un plus grand dont le centre coïncide avec le centre de la sphère; 
Tunique cercle ayant un rayon égal à celui de la sphère est appelé 
grand cercle; tous les autres sont des petits cercles. Si on fait faire 
à tous les plans du faisceau, avec leur cercle d’intersection, une rota¬ 
tion autour de la droite passant par A et B pour les amener dans 
le plan du grand cercle, on obtient une famille de cercles coaxiaux 
passant par A et B. Plus Tare entre A et B sur chacun de ces 
cercles est petit, plus grand est le rayon des cercles; ainsi Tare a sa 
valeur minimale pour le grand cercle avec r = R. Au moyen de la 



Géométrie Différentielle on peut montrer que l’arc AB du grand 

cercle n’est pas seulement le plus petit arc circulaire joignant A et 12.1-1 Cercles passant par deux 
B , mais aussi la plus petite des courbes sur la sphère reliant A et pointes A et B sur la sphère 
B. C’est une portion d’une géodésique. 


Grands cercles. Toutes les distances entre des points sur la sphère sont mesurées sur des arcs 
de grands cercles. Considérons sur une sphère deux points A et B. Si ces deux points restent 
fixes on augmente le rayon R de la sphère alors pour R suffîsament grand la distance des points 
A , B , mesurée sur le grand cercle passant par A,B de la sphère, est arbitrairement voisine de 
la distance euclidienne d c A, B. A partir des théorèmes de la géométrie plane la longueur de 

Tare AB du grand cercle entre les points A et B dépend de la grandeur du rayon R et de 
l’angle au centre sous-tendu par Tare, angle qui 
peut être donné en radians ou degrés et qui 
est habituellement noté par une lettre de l’al¬ 
phabet latin, par exemple â ou a°. 

Deux grands cercles se coupent en deux points A et B qui sont les extrémités d’un diamètre. 
De tels points, pour lesquels une ligne droite passant par le centre de la sphère rencontre la 
surface de la sphère, sont dits points diamétralement opposés , ou pôles. Le grand cercle dont le 
plan est perpendiculaire à la droite AB est appelé cercle polaire de A (ou B). Si on décrit le 
cercle polaire dans un sens défini, on peut distinguer un pôle à gauche et un pôle à droite (ou 
direct et rétrograde ou positif et négatif ou nord et sud). 


Arc d’un grand cercle 


AB=Râ=7iRa°im° 



Tout plan perpendiculaire au diamètre AB (Fig.) coupe chacun des plans de deux grands 
cercles passant par A et B selon une ligne droite, et l’angle a entre ces deux droites est l’angle 














284 12. Trigonométrie sphérique 

entre les plans. Les tangentes aux deux grands cercles en un pôle sont toutes les deux per¬ 
pendiculaires au diamètre AB et l’angle qu’elles forment est aussi égal à a. Cet angle a est 
l'angle entre les deux grands cercles. 

Cercles sphériques. Tous les points d’une sphère se trouvant à la même distance d’un point 
P , mesurée sur un grand cercle passant par P , sont situés sur un cercle appelé cercle sphérique. 
La distance sphérique constante est appelée rayon sphérique et le point P centre sphérique ou 
pôle du cercle sphérique; par exemple tous les parallèles de latitude <p sont des cercles sphé¬ 
riques. Ils ont pour rayon sphérique (90° — (p) et pour centre sphérique le pôle. Le plus grand 
cercle sphérique est le cercle polaire p qui admet le pôle comme centre sphérique; son rayon 
sphérique est njl ou 90°. Les autres cercles sphériques sont des petits cercles qui sont les inter¬ 
sections de la surface de la sphère avec des plans parallèles au plan du cercle polaire. Si le 
rayon sphérique d’un cercle est r° et le rayon de la sphère R (Fig.), alors le rayon du cercle 
dans le plan d’intersection est q= R cos (90° — r°) et sa circonférence est Inq^lnR cos (90° — r°). 
Ainsi, la circonférence d’un parallèle est 2nq — 2nR cos cp. 

Fuseaux. Deux grands cercles ont toujours en commun un couple de points diamétralement 
opposés et divisent la surface de la sphère en quatre fuseaux. Chacun de ceux-ci a deux côtés 
égaux de dimension 5=180° (ou n). La dimension de son aire dépend uniquement de l’angle a 
entre les grands cercles. La projection de Gauss-Krüger (v. Chap. 11) utilise des fuseaux ayant 
un angle de 6°. Pour un angle de 90° (ou n\2) l’aire A 0 du fuseau est égale au quart de l’aire 
de la surface de la sphère et par conséquent vaut nR 2 . Pour un angle de a° (ou â) l’aire est, 
par proportionnalité, égale à A = nR 2 a°/90° (ou 2 R 2 â). Ainsi, l’aire d’un fuseau méridien de 
Gauss-Krüger est 

A = nR- 6°/90° = 7r/? 2 /15 = 8 501 665 km 2 
(si on prend pour R: 6371,221 km). 


Aire d’un fuseau 


A = 2R 2 â = 7tR 2 a°l90° 


12.2. Le triangle sphérique 

Si trois points A , /i, C situés sur une sphère sont tels qu’ aucun 
couple de deux d’entre eux ne forme un couple de points diamé¬ 
tralement opposés et si l’ensemble des trois n’est pas situé sur 
un grand cercle, ils déterminent alors trois grands cercles qui 
joignent les points deux par deux et qui s’intersectent par cou¬ 
ples aux points A, B , C diamétralement opposés aux points don¬ 
nés. Ces cercles divisent la surface de la sphère en huit portions, 
chacune d’entre elles étant limitée par des arcs des trois grands 
cercles qui sont inférieurs à n (Fig.). Ces régions sont appelées 12.2-1 Triangle sphérique 
triangles sphériques, ou plus particulièrement triangles d'Euler 

pour les distinguer des triangles qui peuvent avoir des côtés supérieurs à n, par exemple le 
triangle dont les côtés sont AB , BC et CACA dans la figure. Ce triangle qui n’est pas un 
triangle d’Euler ne diffère de l’hémisphère limité par le grand cercle CÂCA que par le triangle 
d’Euler ABC. Pour cette raison nous ne considérons ici que des triangles d’Euler. Les angles 
a, ff y du triangle sont les angles formés par les plans des grands cercles qui s’intersectent par 
couples aux sommets du triangle; ce sont également les angles entre les tangentes aux grands 
cercles qui s’intersectent aux sommets. Dans les triangles d’Euler il n’y a pas d’angle supérieur à n. 

Aire d’un triangle sphérique. Les deux triangles de chaque couple des huit triangles sphéri¬ 
ques, dont les sommets sont des points diamétralement opposés, sont symétriques par rapport 
au centre de la sphère et ont donc tous leurs éléments et leurs aires égaux. Par exemple 
AABC— AÂBC, ou AABC—AÂBC. Chaque triangle ayant un côté commun avec le triangle ABC 
forme avec lui un fuseau dont l’aire peut être calculée. A partir de 
AA BC \ A BCÂ =2 R 2 à y AA BC | A CA B= 2 R 2 ff 

AABC+AABC=2R 2 y 

il vient 

3 AA BC \ [A BCA \ A CA B + AA BC) = 2 R 2 (aVf -|- y). 

Avec la symétrie par rapport au centre ou obtient 

AA BC-\- [ABCÂ \-AC AB-\- AA BC] = AA BC-\- ABCÂ-\~ACA B |- AA BC = 2nR 2 



(aire d’un hémisphère), et donc 

2AABC-\-2nR 2 —2R 2 {â -1 fi \ y) y 

A A BC — R 2 (a-\-y —= R 2 /\ 80°) (a o +0°+y°- 180°). 


ou 
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L’excédent à n (ou 180°) de la somme des angles d’un triangle sphérique est appelé Vexcès 
sphérique e. On obtient: 


Aire d’un 

A = êR 2 =nR 2 e°im° 

triangle sphérique 

ê=â+f}+y-n; e°=a°+/3 0 +y°-180° 


II en résulte que dans tout triangle sphérique d’aire non nulle la somme des angles est supé¬ 
rieure à deux angles droits. Par exemple, dans un triangle d’Euler dont les sommets sont les 
pôles des côtés opposés, la somme des angles est égale à 3 angles droits = 3 tz/2=270°. 

Triangle polaire. En correspondance avec chaque triangle sphérique on peut déterminer un 
angle solide à trois faces, appelé angle trièdre ou angle solide , par les vecteurs A, B, C (de 
longueur R) joignant le centre M de la sphère à ses sommets A t B , C. Des sphères de diffé¬ 
rents rayons et de même centre M coupent les rayons formés par les vecteurs A, B, C en for¬ 
mant des triangles sphériques semblables (et même homothétiques). On peut donc supposer que 
les vecteurs sont de longueur 1. Soit P a , P b , P c les pieds des perpendiculaires abaissées d’un 
point P intérieur à l’angle trièdre sur ses trois faces. Ces perpendiculaires déterminent Vangle 
solide polaire de l’angle donné. Les grandeurs de ses faces sont mesurées par les angles c, a et b\ 

P a PPb — c , P b PP c — â , P c PP a = h (Fig.). La face plane PP a BP c , par exemple, est perpendicu¬ 
laire aux faces MBC et MBA de l’angle solide initial, et 
est donc également perpendiculaire à leur droite d’intersec¬ 
tion B. L’angle P a BP c est égal à l’angle P des plans associés 
aux côtés a et c. Dans le quadrilatère PP a BP c on a donc 
b- 1/5=180° puisque les deux autres angles sont des angles 
droits. De manière similaire on trouve que c-\-y=\S0° et 
Â-|-a=180 o . Si on choisit un point intérieur à l’angle solide 
polaire, le point M pour simplifier, alors les vecteurs A, B, C 
sont les perpendiculaires abaissées de ce point sur les faces 
fl, />, c de l’angle solide polaire, et Â, B , C soiit les pieds 
de ces perpendiculaires. Ainsi l’angle solide original MABC 
B est l’angle solide polaire de son angle solide polaire. Ses 
côtés a, /;, c, sont respectivement perpendiculaires aux seg¬ 
ments PP a , PP b , PP C . Les angles â, fi, ÿ de l’angle solide 
polaire sont respectivement contenus dans les quadrilatères 

/\ _ /N 

MBP a C, MCP b Â , MAP C B (â=BP a C fi=CP b A, ÿ = ÂP c B), 
et ainsi â-\ a= 180° fi-\-b=\S0°, ÿ-|-c=180° puisque dans 
chaque cas les deux autres angles sont deux angles droits. 


12.2-2 Angle solide polaire PP a P b P c 
de l’angle solide MABC 


Si le point P arbitrairement choisi se rapproche du point 
M, alors PP a , P P b, PP C deviennent respectivement per¬ 
pendiculaires aux côtés a, b , c chacun d’eux coupant la 
sphère en deux points diamétralement opposés. Les 
points A', B’, C' sont les pôles à gauche des côtés du 
triangle donné décrit de la manière suivante: A-*B, 
B^C, C->A. Le triangle sphérique A'B'C’ est alors 
appelé le triangle polaire du triangle donné; les côtés 
et les angles des deux triangles sont liés par les relations 
données ci-dessus (Fig.). 


12.2-3 Triangle sphérique, angle solide, triangle polaire et angle 
solide polaire 



Relations entre les faces et les angles d’un angle solide 
et de son angle solide polaire 

Â-|-a= 180°, b-\-P= 180°, c+y= 180° 

5-|-fl= 180°, p+b= 180°, y+c= 180° _ 













286 12. Trigonométrie sphérique 

Les principaux théorèmes pour la résolution d’un triangle sphérique quelconque 

Les règles du cosinus pour les côtés et pour les angles. Sur une sphère de centre M et de 
rayon 1, les sommets du triangle ABC sont les extrémités des vecteurs A, B, C issus de M pour 
lesquels \A\ = \B\ = \C\ = 1, A • B—cos c, B- C=cos a, C- A = cos b. Soit également t AC , t AB ; t BA , 
t BC \ t CB , t CA les vecteurs de longueur 1 portés par les tangentes aux grands cercles aux points 
A, B, C. Chaque couple détermine un plan tangent dans lequel ou peut mesurer l’angle corres¬ 
pondant du triangle; 

sin a= \t AB x t AC \, sin /?= \t BC xt BA |, sin y= \t CA xt CB |. 

Sur la figure le côté b=AC apparaît avec sa vraie grandeur et le plan tangent passant par t AC 
et t% est perpendiculaire au plan du tracé. Si on fait faire à ce plan une rotation autour de 
t AC pour l’amener dans le plan tangent, alors la valeur de l’angle a (0) entre t AC et t% est égal 
à la vraie valeur de l’angle a. Dans le plan passant par deux vecteurs, par exemple A et C, 
la tangente t AC en un des points coupe le prolongement de l’autre vecteur C en H v Dans la 
figure le triangle AMH X est situé dans le plan du tracé. En utilisant le point auxiliaire H 2 on 
trouve que \MH 1 \I\MC\ = \MA\I\MH 2 \, où \MH X \ — 1/cos b et \AH 1 \ = tgb. Par addition vecto¬ 
rielle on obtient MA+AH^MH^ ou A+t AC tg b = C/cos ù, t AC tgb = C/cosb-A. De manière 
similaire dans un plan passant par A et B on obtieht t AB tgc=B/cos c-A. En égalant le pro¬ 
duit scalaire des vecteurs membres de gauche des deux équations avec celui des vecteurs mem¬ 
bres de droite on en déduit 

(f ac * t AB ) tgb tgc 

C B Â A CA B A 

=---h A A - — -, 

cos b cos c cos b cos c 

cos a tg b tg c 

_ _cos a | j cos b cos c 

cos b cos c cos b cos c 

cos a sin b sin c = cos a — cos b cos c. 

Par permutation circulaire on obtient la 
règle du cosinus pour les côtés d'un triangle 
sphérique lorsque les côtés et les angles 
sont inférieurs à n (ou 180°). 


En appliquant ce résultat au triangle 
polaire ABC on obtient par exemple 
cos â=cos b cos c + sin b sin c cos «. A 
partir des relations entre triangle et triangle 
polaire, c’est à dire à partir de 5= 180° —a, 
b — 180°—/?, c— 180° —y, â = 180° — a on 
obtient —cos a = ( — cos P) ( — cos y) -b 
sin P sin y ( — cos a). 


Ce résultat donne la règle 
du cosinus pour les angles 
par permutation cyclique. 


La règle du sinus. Les relations t AB tg c=B/cos c-A et t AC tgb=Clcosb — A ont été utili¬ 
sées pour obtenir la règle du cosinus pour les côtés. En les multipliant respectivement par 
cos c et cos b on obtient t AB sin c—B—A cos c et t AC sin b = C—A cos b. En substituant ces 
valeurs dans le produit vectoriel t AB xt AC =A sin a on obtient 

sin b sin c A sin a=Bx C— cos b {BxA) — cos c (Ax C)+cos b cos c (A x A ), où A xA — 0 et les, 
vecteurs BxA et AxC sont perpendiculaires à A. Puisque A • (Æx/4) = 0 et A - (AxC) = 0 
la multiplication scalaire par A y puis une permutation circulaire donnent les trois relations 


Règle du cosinus pour cos a— — cos P cos y-|-sin P sin y cos a 

les angles cos p= — cos y cos a-|-sin y sin a cos b 

cos y — — cos a cos /?+sin a sin P cos c 




12.2-4 Représentation vectorielle du triangle sphérique 
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sin b sin c sin a- A • (BxC), sin c sin a sin fi=B- ( CxA ), sin a sin b sin y = C• (A x B). 

Une permutation circulaire des vecteurs laissant 
le produit mixte inchangé, les trois membres 
de droite sont égaux. En égalant les membres de 
gauche on a sin b sin c sin a = sin c sin a sin /?= 
sin a sin b sin y et on obtient la règle du sinus. 

Formules du demi-angle et du demi-côté. Les formules correspondant à la formule de l’angle 
moitié en trigonométrie plane peuvent être utilisées de la même manière pour calculer les angles 
lorsque les trois côtés sont donnés et, réciproquement, pour calculer les côtés lorsque les trois 
angles sont donnés. Avec la règle du cosinus pour les côtés et à l’aide de relations trigonomé- 
triques on obtient: 


Règle du sinus 


sin a : sin b : sin c*=sin a : sin fi : sin y 


cos 2 — = -— (1 + cos a ) = — 


1 sin b sin c-(-cos a — cos b cos c 


2 sin b sin c 

cos (6-fc) — cos a 


2 2 

COS fl-cos (ô+c) 

2 sin b sin c 2 sin b sin c 

sin [(b-\-c-\-a)/2] sin [(b-\-c-a) 2] sin ^ sin (s-a) 


sin b sin c 


. o « 1 ^ 1 

sin 2 — = — (1 — cos a ) = —- 


sin b sin c 

sin b sin c+cosôcos c— cos a 


2 2 
cos {b — c ) — cos a 
2 sin b sin c 

sin [(a-\ c—b)/2] sin [(a+ô — c)/2] 
sin b sin c 


sin b sin c 


sin (s — b) sin (j— c) 
sin b sin c 


En utilisant les relations sui¬ 
vantes : 

cos a— cos b cos c 

cos a = - : —-— ; - 

sin b sm c 

cos (p — cos ^ 

= _2sin-Ç^sin^ 

s=[(b-\-c+a)l2] 
(s-a)=(b+c-a)l2 
(s-b) = (c+a-b)/2 
(s-c)=(a-\b-c)/2 


La formule de l’angle moitié est obtenue par division, en utilisant le fait que tg (a/2) = 
sin (a/2)/cos (a/2). 


Formules de 
l’angle moitié 


a_ _ i/ /sin (s—b) sin Cs-c)\ 
^2 j \ sin s sin (^—a) / 

y _ il /sin (s—a) sin (s—b)\ 
2 \ \ sin s sin (s—c) / 


t P_ = 1/ / sin Çy-c) sin Çs-a) \ 
b 2 \ \ sin .v sin (s—b) /* 

où 2s=a~\ b+c 


Les formules du demi-côté sont “polaires” des formules de l’angle moitié. Dans le triangle po¬ 


laire ABC la formule de l’angle moitié donne tg 2 (/i/2) = S —— - — sin^(.s^ a) p ar 

sin s sin (s—b) 

en utilisant les relations a = 1 / 2 (a+jS+y), /I = 180° — ô, â= 180° — a, b— 180°— p, 
s= 1 l 2 (â-\-b-\-c) = 270° — a, J— â=90° — (a— a), s—b = 90° —(a— /f), s— c = 90° — (a—y), 


cotg 2 


b_ 

J 


cos (a-y) cos (a—a) 
— cos a cos (a— P) 


substitution, 

c= 180 °—y, 
on obtient 


Formules du 
deitii-côté 



V( 

V( 


— cos or cos (a—/?) \ 
cos (a— y) cos (or— a) /’ 

— cos a cos (a—a) \ 
cos {o—P) cos (or—y)/ 


c _i If —cos a cos (a—y) \ 
tg 2 |r \ cos (or— a) cos (a* — /?) /’ 

où 2cr=a+/?-(-y 


Analogie de Napier. Pour la résolution complète d’un triangle sphérique par utilisation des 
logarithmes, lorsque deux côtés sont donnés ainsi que l’angle inclus ou deux angles et le côté 
adjacent, on dispose des analogies de Napier . Elles peuvent être déduites des formules de l’angle 
moitié ou du demi-côté, en utilisant des relations trigonométriques, en particulier celles qui 
concernent les sommes et les différences de fonctions trigonométriques. Il nous suffit ici de 
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donner une des formules de chaque groupe de trois, les autres s’en déduisant par permutation 
circulaire. 



Si on doit utiliser fréquemment les analogies de Napier on suggère les règles mnémoniques sui¬ 
vantes: Tous les arguments sont divisés par deux; si les arguments des tangentes ou cotangentes 
sont des côtés, ceux du sinus et cosinus sont des angles (et réciproquement); la fonction du 
demi-côté est reliée à la demi-somme ou à la demi-différence des deux autres côtés et il en est 
de même pour les angles. On peut aisément formuler d’autres règles mnémoniques. 


Les problèmes fondamentaux pour un triangle sphérique quelconque 


A la différence du triangle plan, le triangle sphérique est également déterminé par trois angles, 
si bien qu’il y a six problèmes fondamentaux. Pour les résoudre on utilise les relations géné¬ 
rales dans le triangle d’Euler. 

Passage à la limite en trigonométrie sphérique. Trois points A, /i, C dans l’espace qui ne 
sont pas situés sur une même droite déterminent un plan et un triangle plan dans ce dernier. 
Ils forment par ailleurs les sommets d’un triangle sphérique sur une infinité de sphères diffé¬ 
rentes. Si celles-ci sont ordonnées selon la croissance du rayon /?, alors, lorsque R-+ oo, le trian¬ 
gle sphérique tend continûment vers le triangle plan, chaque angle sphérique tendant vers l’angle 
plan correspondant et l'excès sphérique devient arbitrairement petit. Aux longueurs des côtés 
«, 7), c dans le triangle plan correspondent les côtés a/R, b/R, c/R , mesurés en radians, du trian¬ 
gle sphérique. Dans la formule 

tg (e/4)=V{tg W2) tg [(s-a)/2] tg [(s-b)/ 2] tg [(s-c)/ 2]}, 
obtenue par L'Huilier , la tangente peut être remplacée par la valeur de l’angle en radians, car 
l’angle est petit. Cela donne 


£ _ 1 l/r_£_ . Çy-â) (s-b) (s-c) l 

4 4 \ [ R R R Æ J* 


L’aire A du triangle sphérique devient alors l’aire donnée par la formule de Héron pour un 
triangle plan: 

A = e/? 2 = (e/4)- 4R?=y/[s(s-à) (s-b) (s-c)]. 

Pour les grandes (mais cependant finies) valeurs de R on a un théorème dû à Legendre: 


Théorème de Legendre: Un triangle sphérique ayant de petits côtés et donc un petit excès 
sphérique , a approximativement la même aire qu'un triangle plan dont les longueurs des côtés 
ont les mêmes valeurs absolues. Chaque angle du triangle plan est plus petit que l'angle corres¬ 
pondant du triangle sphérique d'approximativement le tiers de l'excès sphérique. 


En utilisant la formule de L’Huilier on peut trouver l’excès sphérique pour un triangle sur. 
la surface de la terre (de rayon R) ayant pour côtés « = 50,009 km, £=60,011 km, c= 70,013 km 
(par exemple entre Compiègne, Paris et Beauvais). Les côtés peuvent être mesurés en radians 


par â=a/R, £ = £//?, c=c/R ou en degrés par «° = 360°«/(2 :tt/?), b° = 360°b/(2nR) y c° — 360° l(2nR) 
ou également en secondes en multipliant a par 206 264,8", car un radian correspond à 206 264,8". 
Les résultats de droite 


montrent que l’excès 
sphérique est e = 7,6". Le 
théorème de Legendre 
nous dit que le triangle 
peut être considéré com- 


Kilomètres 

Radians 

Secondes 

50,009 

0,0078479 

1 618,75" 

60,011 

0,0094173 

1 942,46" 

70,013 

0,0109869 

2 266,21" 


s/2 


= 24T6.85" 


(s—a)/2 — 10'47,47" 
(s-b)/ 2= 8'5,62" 
(s-c)/ 2= 5'23,75" 


me plan tant que la précision sur les angles mesurés n’est pas mieux que à e/3 ~ 2,5". 
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Pour trouver les expressions limites des règles du sinus et du cosinus, lorsque /?-► oo les 
fonctions trigonomctriqucs sont développées en séries convergentes. En posant a/R = q ay blR=q hy 

c/R=q c on obtient sin q a = q a -qll3\-\ - =q u [\-q?J6 +dj et cos q a = 1 -<35/2!+d 2 , où ô 1 et <$ 2 

sont de l’ordre de 1 /R*. Pour la règle du sinus de la trigonométrie sphérique cela donne: 

sin a : sin P : sin y=a[\ — </2/6-h(5J : b[\ — q b /6+ô 3 ] : c[l — <7?/6-b<5 5 ] 
si bien qu’à la limite on a sin a : sin P : sin y = a : b : c. Ceci est la règle du sinus en trigono¬ 
métrie plane. De manière similaire, partant de la règle du cosinus de la trigonométrie sphérique 
on obtient la règle du cosinus de trigonométrie plane: 
cos q a = cos q b cos < 7 c +sin q b sin q c cos a soit 

[1 —d/2+aj = [l —*|/2+$J [1 -qV 2+<5 6 ] 

-Vq b q c cos a[ 1 -q 2 J6- h<S 3 ] [1 -tf 2 /6+<5 5 L 

- l k<ll+à 2 = - 1 k{ql^ql)-\^-Vq b q c cos a[l -(ql\ <7?)/6+<5 3 , 5 ], 

« 2 = 6 2 l-c 2 —2ùc cos a. 

Relations générales dans les triangles sphériques d’Euler. Aucun des angles ou* des côtés ne 
pouvant être supérieur à n (ou 180°) les arguments sont donnés de manière unique par les 
fonctions tangente, cotangente et cosinus; d’autre part deux valeurs sont données par la fonc¬ 
tion sinus. Si deux arguments sont possibles, les solutions correctes au point de vue géomé¬ 
trique sont choisies, au moyen d’inégalités, parmi celles qui sont théoriquement possibles. 

1. Dans un triangle sphérique cV Euler ta somme des angles est comprise entre n et 3n et 
la somme des côtés entre 0 et 2n: 

n<â-\-P+y<3n et 0<aA-b-\-c<2n 
ou 180 o <a-f-/?+y< 540° et 0<a+^+c<360°. 

2. Au plus grand des côtés est opposé le plus grand angle. 

Si on a par exemple a>b , on a sin [(a —b)/ 2]>0 dans l’analogie de Napier 4c) cotg (y/2) sin 
[(a—ù)/2] = tg [(a~P)/2] sin [(a-\~b)/2], mais alors, comme sin [(ûr 1Z>)/2]>0 et cotg (y/2)>0 dans 
les triangles d’Euler, on a également tg [(a -/?)/2] >0, ce qui signifie (a-/?)>0 ou a>p. 

3. La somme de deux côtés est supérieure au troisième. La différence de deux côtés est infé¬ 
rieure au troisième. 

A chaque triangle sphérique correspond un angle solide. Celui-ci dégénère en un secteur cir¬ 
culaire plan lorsque la somme de deux côtés est égale au troisième côté et n’existe pas dans 
l’espace si la somme est plus petite que le troisième côté. Si la différence entre deux côtés 
a et b est supérieure ou égale au troisième côté c, a—b^c, alors il s’ensuit que a^b-\-c, ce 
qui est en contradiction avec la première partie du théorème. 

4. La somme de deux angles est inférieure au troisième augmenté de n (ou 180°). 

Comme il vient juste d’être montré, dans le triangle polaire ABC on a 
à-\-b>c et â — b<c 

Comme ô=180° — a, 5=180°— p, c=180° —y cela signifie que pour le triangle ABC: 

180°—a-|-180°—/?>180°—y, et 180°-a-180° 1 -p< 180°-y, 

180° A-y>a -|- P, et /?+y< 180°-| a. 

5. Si la somme de deux côtés est supérieure (ou inférieure) à deux angles droits, alors la 
somme des deux angles opposés est supérieure (ou inférieure ) à deux angles droits. 

Dans l’analogie de Napier 3c) cotg (y/2) cos l(a-b)l2] = tg [(«+jft)/2] cos [(a-\ b)/2] on a 
cos [(a-\ b)/2]<0 si a \-b>n\ mais comme cotg (y/2) et cos [(a —b)/2] sont positifs dans un 
triangle d’Euler on en déduit que tg [(a-|-/?)/2]<0. Celà signifie que (cH-/j)/2>rc/2, soit a-\-p>n. 
De manière similaire, de a-\-b <n on déduit a-\-P <n et de 
a-\-b = n on déduit a-\-p—7i. 

Le problème fondamental la. Dans le triangle sphérique ABC 
on donne les trois côtés a , b , c et on demande de trouver les 
trois angles a, p , y. La somme de deux quelconques des côtés 
doit être supérieure au troisième et la somme des trois côtés infé¬ 
rieure à 360°. La solution est obtenue au moyen de la règle du 
cosinus pour les côtés (Fig.) cos a = (cos a —cos b cos c)/(sin b 
sin c) ou par les formules de l’angle moitié s—(a-\-b-\-c)/2, 

. a i//sin (s-b) sin C?-c)\ _ _ , „ 

tg — = 1/ ( —:-:— --— ). Les formules pour cos p, cos y 

2 \\ sin s sm (s — a) ) r ' 

et pour tg (P/ 2) et tg^y/2) sont obtenues par permutation circulaire. 

12.2-5 Résolution d’un triangle sphérique étant donnés trois côtés ou trois angles 
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Le problème fondamental lb. Dans le triangle sphérique ABC , les trois angles a, fi, y sont 
donnés de telle façon que la somme de deux d’entre eux soit inférieure au troisième augmenté 
de 180° et que la somme des trois soit comprise entre 180° et 540°. Les côtés peuvent être cal¬ 
culés à l’aide de la règle du cosinus pour les angles, soit 
cos a = (cos a-beos P cos y)/(sin P sin y). 


— cos a cos (rr— a) 


ou par les formules du demi-côté: 

2a=a+P+y, tg -TT = 1 /( - , , 

2 \ \cos (a-P) cos (a—y) 

Le problème fondamental 2a. Si dans le triangle sphérique ABC , deux côtés et l’angle inclus, 
par exemple b , c et a, sont donnés, on obtient le troisième côté par la règle du cosinus pour 
les côtés, soit 


)■ 


cos a = cos h cos c-l-sin b sin c cos a. 


Avec ce côté, les angles restant p et y peuvent être trouvés par la règle du sinus, soit 
sin p=sm b sin a/sin a et sin y = sin c sin a/sin a. 

Avec chaque fonction sinus on obtient deux arguments qui sont supplémentaires. Cependant 
en utilisant le théorème qui dit que le plus grand angle est opposé au plus grand côté, l’angle P 
qui correspond aux valeurs données du problème peut être déterminé de manière unique comme 
l’angle qui est plus grand ou plus petit que l’angle a, suivant que le côté b est plus grand ou 
plus petit que le côté a. L’angle y est choisi de manière similaire tel que y<a selon que c-ga, 
où les deux inégalités supérieures ou inférieures sont simultanément vérifiées. Pour le calcul à 
l’aide des logatithmes on dispose des analogies de Napier. Avec 3a) et 4a) on obtient: 



12.2-6 Résolution d’un triangle 
sphérique avec a = 52,5°, b — 107,8° 
et y = 141,5 


p-\-y a b-c , b-Yc 

tg = cot 8 -J cos —2~ / COS ~2~ 

p—y a . b — c / . b+c 

et tg ~ COtg Y Sin ~Y ~/ Sin ~~2~' 

A partir de ces relations on peut calculer les angles (p~Yy)/2 
et (P~y)l 2 et par suite P et y. Le côté restant a est donné 
par la règle du sinus sin « = sin u. sin 6/sin P; à partir des deux 
valeurs de la fonction arc sin, on choisit celle qui est supérieure 
ou inférieure à c, selon que a est supérieur ou inférieur à y. 

Exemple On donne «=52,5°;ù= 107,8°; y= 141,5° (Fig). 
Avec les analogies de Napier 3c) et 4c): 


a-b P . y 

a-b 

/ a+b 

2 = COte 2 

cos —/ 

' cos — 

a-p y 

a — b 

/ . a+b 

— = cotg- 2 

s,n 2 / 

/sm — 


log sin log cotg log cos sin c=sin y sin a /sin a 
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Problème fondamental 2b. On donne maintenant deux angles du triangle sphérique et le côté 
adjacent, par exemple fl, y et a. Le problème, et donc aussi la solution, est “polaire” du 
problème fondamental 2a. Il est donc suffisant de transposer les formules. 

I. La règle du cosinus pour les angles donne l’angle a : cos a— — cos p cosy-f-sin/i siny cos a . 
La règle du sinus donne b et c : sin b = sin p sin «/sin a, sin c=sin y sin a/sm a, où b^a selon 
que /?§a, et c^a selon que y<«. 

IL Les analogies de Napier la) et 2a) donnent les côtés b et c : 


tg 


b -|- c 


= tg 


l_-v 

2 


: / c 


P+y 


et tg- 


b — c 


= tg 


P-v 


j sir 


P+y 


Problème fondamental 3a. Si deux côtés et un des angles opposés du triangle sphérique ABC 
sont donnés, par exemple a, c et y alors suivant les cas il n’y a pas de solution ou il y a une ou 
deux solutions (Fig.). Les trois cas sont illustrés sur la 
figure par les trois cercles sphériques k ly k 2 et k 3 de 
centre B et de rayons sphériques c différents. Le cercle 

k x de rayon BA X n’intersecte pas le grand cercle pas¬ 
sant par C et A x ; k 2 le touche au point A 3 et k 3 , d’autre 
part, le coupe en A x et A 2 . Pour la longueur du côté 

BA 3 =c il existe une solution, le triangle rectangle A 3 BC. 

/ -V S 

Avec les côtés BA X — BA 2 = c on obtient les deux trian¬ 
gles A X BC et A 2 BC. Comme le triangle A 2 BA X est iso- 

cèle, il s’ensuit que a 2 =BA 1 A 2t ou a 1 =180° —a 2 . Par 
le calcul on obtient ces deux angles a x et a 2 à partir 
de la règle du sinus sin a=sin a sin y/sin c, puisque 
sin a x = sin a 2 . Pour chaque valeur de l’angle a, le côté b 
et l’angle p sont alors donnés de manière unique par les 
analogies de Napier 2b) et 4b): 


tg 2 = tg 
P 

cotg y = tg • 


c—a . y 
——— sin 


.2 


a / . 
— / sir 


y—a 



12.2-7 Résolution d’un triangle sphérique, 
ü étant donnés deux côtés a et c et un angle 

opposé y 

La discussion analytique des cas possibles est basée sur la relation sin a = sin a sin y/sin c et la 
procédure est analogue à celle qui a été suivie en trigonométrie plane (Fig.). 


c+a / . 


I. (sin a sin y/sin c)>l, si bien que sina>l; pas de solution réelle. 


II. (sin a sin y ./sin c)= 1, sin a= 1, a — n\2\ une solution, par exemple le triangle A 3 BC. 

III. sin a = (sin a sin y/sin c)< 1. 

III (1). sin a <sin c->sin a<sin y; une solution, puis¬ 
que pour chaque triplet de valeurs données («,, c ly y,), 

/= 1, 2, la valeur de a est déterminée de manière unique, 
puisque a^y selon que a%c (Fig.). 

III (2). sin «=sin c->sin a=sin y; une solution [ voir 
III (1)]. 

111(3). sin a>sin c->sin a>sin y; deux solutions. Ou 



a>c->a>y, c’est à dire c=c x (aigu)-»y=y 1 * (aigu) et 
ai, a 2 = 180° —cq sont solutions; ou a<c-+a<y, c’est à 
dire c=c 2 (obtus)-> y=y 2 (obtus) et a ly a 2 — 180° — a x 
sont solutions (voir Fig.). 

Problème fondamental 3b. Le problème polaire, ré¬ 
soudre un triangle sphérique ABC à partir de deux an¬ 
gles et un côté opposé à l’un deux, par exemple a, y et c, 
conduit aux différents cas correspondants. Il est donc 
suffisant de donner la méthode de calcul sans discus¬ 
sion supplémentaire: 



1. sin tf=sin a sin c/sin y; 

2. tg (b/2) = tg[(c — a)/2]sin[(y -h a)/2]/sin[(y — a)/2] ; 

3. cotg (P 12) = tg[(y—a)/2]sin[(c+a)/2]/sin[(c—a)/2]. 

19 * 


12.2-8 Pour la discussion des solutions du 
problème fondamental 3 a 
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Exemple: Etant donnés c = 96,5°; a— 101,2°; y— 102,1°, trouver a , A, P (Fig.). 



12.2-9 Résolution d’un triangle sphérique, avec c = 96,5°, a= 101,2° et y= 102,1° 


8,9876 

1 9,9910 


log tg [(c — a)/2] 
log sin [(y+a)/2] 

8,2196 3.' 7,8951 

-I 9,9910 H 9,9999 


log tg t(y-a)/2] 
log sin [(c+a)/2] 

7,8951 

1 9,9980 

8,9786 

-7,8951 


log sin l(y-a)l 2] 

8,2106 7,8950 

-7,8951 -8,9855 


log sin [(c—a)/2] 

7 ? 8931 

-8,2196 

1,0835 

85,28° 

170,56° 


log tg (A/2) 

A/2 

A 

0.3155 8,9095 

64,19° 85,34° 

128,38° 170,68° 


log cotg (1)/ 2) 

m 

p 

9,6735 

64,75° 

129,50° 


Le triangle sphérique rectangle 

Par analogie avec la trigonométrie plane, les calculs en trigonométrie sphérique peuvent éga¬ 
lement être simplifiés en utilisant les triangles rectangles. 11 existe également des triangles polaires 
à ceux-ci, ayant un côté égal à 90° c’est à dire avec un sommet situé sur le cercle polaire d’un 
autre sommet. Ceux-ci sont cependant peu utilisés et ne nécessitent pas d’étude particulière. 

Règles de Napier. Dans un triangle sphérique on suppose que l’angle y vaut 90°; c est alors 
l’hypoténuse (Fig.). Comme sin 90°= 1 et cos 90° = 0, les théorèmes pour un triangle quelconque 
se simplifient d’où les relations suivantes: 

Règle du sinus: sin a = sin a sin cl sin 90°, 

1. sin a —sin a sin c, (1) cos (90°-a)=sin a sin c, 

2. sin A = sin p sin c, (2) cos (90° — A)=sin p sin c. 

Règle du cosinus pour les côtés: cos c = cos a cos /H-sin a sin b cos 90°, 

3. cos c = cos a cos A, (3)cos c=sin (90° — a) sin (90° — b). 

Règle du cosinus pour les angles: cos a= — cos p cos 90° (-sin /i sin 90° cos a, 

4. cos a = sin p cos a , (4) cos a = sin (90° - a) sin /?, 

5. cos p— — cos 90° cos a+sin 90° sin a cos A, 

cos P =sin a cos A, (5) cos p =sin (90° — b ) sin a. 

A partir de ces cinq relations on peut en trouver de nouvelles: 

6. A partir de 4.: cos a = cotg a- sin a/sin p et 5.: cos A = cotg p‘ sin PI sin a, 
on obtient alors d’après 3.:cos c = cotg a cotg p (6) cos c = cotg a cotg p, 

7. On peut écrire 1.: sin a = sin a/sin c et 3.: cos A=cos c/cos a, 

ce qui donne d’après 5.: cos /5=tg a cotg c, (7) cos p= cotg (90° — a) cotg c, 

8. De même 2.: sin p— sin b/ sin c et 3.: cos b= cos c/ cos a 

donnent d’après 4.: cos a = tg /; cotg c, (8) cos a = cotg (90° —ft) cotg c, 

9. De même 5.: sin a = cos /5/cos b et 2.: sin c=sin 6/sin P 

donnent d’après 1.: sin a = tg b cotg P, (9) cos (90° - a) = cotg (90° — b) cotg p, 

10. Enfin 4.: sin p= cos a/cos a et 1.: sin c— sin a/sin a donnent 

d’après 2.: sin b = tg a cotg a, (10) cos (90° — A) = cotg (90° — a) cotg a. 
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Napier a rassemblé les relations (1) à (10) en les règles qui portent son nom. Pour formuler 
ces règles on représente un triangle dans lequel y est un angle droit, les deux angles restants, 
l’hypoténuse et les compléments des côtés incluant l’angle droit sont appelés les éléments cir¬ 
culaires du triangle. Ces cinq éléments £, c, a, (90° —/>), (90° — a) sont disposés sur un cercle dans 



12.2-10 Triangle sphéri- 



mcnts pour les règles de 
Napier 

l’ordre où ils apparaissent naturellement dans le triangle (Fig.). 
Si.un élément quelconque est choisi, les deux éléments situés 
de part et d’autre de celui-ci sont appelés éléments adjacents 
et les deux restants sont les éléments opposés. Les règles de Napier ont alors la forme suivante: 


Règles de Napier. Dans un triangle sphérique rectangle le cosinus d’un élément quelconque 
est égal au produit des cotangentes des éléments adjacents, et est aussi égal au produit des 
sinus des éléments opposés. 

Dans l’application des règles de Napier aux triangles d’Euler les arguments de toutes les fonc¬ 
tions trigonométriques sont donnés de manière unique sauf pour la fonction sinus qui donne 
deux valeurs. A partir des relations générales dans un triangle d’Euler on peut voir s’il existe 
une ou deux solutions. 

Exemple: Si on donne « = 38,4°, a = 42,9°, on trouve alors deux solutions. Avec sin b — cotg a 
tg a on obtient deux valeurs b x et b 2 — 180° — b x et avec cos a = cos a sin p deux valeurs pour £, 
qui peuvent également être calculées avec cos/?=sin a cos b. Finalement l’hypoténuse c peut 
être déterminée à partir de cos a = cotg c tg b. 

log cotg a = 0,0319 

log tg a = 9,8990 


log sin b = 9,9309 

b x = 58.52° 
b*= 121,48° 
log cos a = 9,8648 

log cotg b l92 = 9,7870 

log cotg c = 9,6518 

c x = 65;85° 
c 2 = 114,15° 


Hauteurs. A l’aide de 
culer les hauteurs des 
ques. Elles sont mesure 

par un sommet et perpendiculaire au côté opposé. La hauteur donne la distance sphérique en¬ 
tre le sommet et le côté. Un triangle sphérique quelconque est divisé par une hauteur en deux 
triangles sphériques rectangles et peut être résolu en utilisant les règles de Napier. De cette fa¬ 
çon on peut en général éviter l’utilisation des analogies de Napier. De plus, dans les applica¬ 
tions, la hauteur a souvent une signification directe. Supposons, par exemple, que dans la figu¬ 
re de l’exemple ci-dessous le grand cercle passant par A, C et F représente l’équateur terrestre 
et B la position d’un bateau. Alors h est la latitude géographique de cette position. Une autre 
supposition possible est que B représente le Pôle Nord terrestre et qu’un avion ou un bateau 
se déplace le long du grand cercle passant par A et C; h est alors sa plus courte distance 

<K*S 

au pôle et le côté CF la route vers la position en laquelle cette distance est atteinte. 


log cos a = 9,8648 

log cos a= 9,8941 


log sin p = 9,9707 

Pi= 69,2° 

Ai=110,8 o 


12.2-12 Résolution d’un triangle 
sphérique rectangle étant donnés 
un côté a de l’angle droit et 
l’angle opposé a 

» règles de Napier on peut cal- 
triangles sphériques quelcon- 
îs sur un grand cercle passant 
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Exemple: Dans le triangle ayant pour 
côtés c = 84°, a =42,7° et pour angle y = 

135° (Fig.) la hauteur h — BF abaissée 
sur le côté b est extérieure au triangle 
car l’angle y est obtus. Par la règle du 
sinus: sina = sinysin a/s'm c on obtient 
deux valeurs a l9 et a 2 pour a. Comme le 
plus petit angle est opposé au plus petit 
côté, a x seul peut être solution. 


log sin y= 9,8495 
log sin a— 9,83,13 
9,6808 

log sin c— 9,9976 
log sin a — 9,6832 

a x — 28,83° 
a 2 = 151,17° 


12.2-13 Résolution d’un triangle sphérique ABC , étant donnés 
deux côtés a = 42,7°, c = 84° et un angle opposé y=135° 


Dans les triangles rectangles ABF et CBF l’hypoténuse et un angle sont donnés; par les 
règles de Napier on obtient: 


1. cos a = cotg c tg AF et 

z*—N 

tg AF= cos a tg c 
log cos a = 9,9425 
log tg c = 0,9784 


2. cos ( 180° - y) = cotg a tg CF 

tg CF =cos (180°— y) tg a 
log cos (180° — y)— 9,8495 
log tg a = 9,9651 


logtg AF= 0,9209 
ÆF=83,16° 

Ansi le côté b est donné par AF—CF= 50,04° 


log tg 


CF = 9,8146 
CF =33,12° 


Par la règle du sinus 
appliquée au triangle 
ABC l’angle ft est don¬ 
né par 

. _ sin b sin y 

sin b— - : - . 

sin c 

Comme (i doit être plus 
petit que y, = 33,02° 
est l’unique solution. 


log sin b = 
log sin y— 


9,8845 

9,8495 


log sin c— 


9,7340 

9,9976 


log sin /?= 9,7364 

p x = 33,02° 
=146,98° 



12.2-14 Un triangle sphérique isocèle 


Triangles sphériques isocèles. Si deux côtés d’un 
triangle sphérique ABC sont égaux, par exemple si 
a = 6, alors le triangle est isocèle . Soit F le pied de la 
hauteur h sur le troisième côté (Fig.). Le calcul de la 
hauteur //, en appliquant les règles de Napier au triangle 

rectangle AFC avec b et a donnés, doit donner la même valeur pour h qu’à partir du triangle 

BFC avec a et fi donnés, puisque a = b et a=fi. Il en résulte que AF et BF ont la même valeur, 
c’est à dire y 1 —y 2 - Ainsi, les relations connues en géométrie plane sont aussi valables ici. 


Dans un triangle sphérique isocèle la hauteur abaissée sur la base bissecte la base et l'angle 
opposé à celle-ci ; c'est la médiatrice de la base et une ligne de symétrie du triangle. Les angles 
à la base sont égaux. 


On a un théorème correspondant pour un triangle sphérique avec deux angles égaux. Un tel 
triangle est aussi isocèle. 


12.3. Applications de la trigonométrie sphérique 


Parmi les applications de la trigonométrie sphérique, deux appellent une attention particu 
lière à cause de leur importance pratique. Ce sont les applications à la Géographie Mathéma¬ 
tique et à l’Astronomie. 
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Géographie Mathématique 


La forme de la Terre est, en fait, irrégulière et appelée un géoïde . Cependant les écarts avec 
un des corps permettant des calculs mathématiques sont petits par rapport à la taille de ces 
corps. L’analyse des trajectoires des satellites terrestres artificiels a montré qu’un ellipsoïde con¬ 
venable avec trois axes donne le meilleur ajustement pour le géoïde. En fait, l’écart entre les 
deux axes situés dans le plan équatorial est si petit qu’il n’a pas encore été déterminé par des 
mesures terrestres. En conséquence, en géodésie avancée la terre est considérée comme un 
sphéroïde (<ellipsoïde de révolution). Les premiers calculs précis ont été faits par Friedrich 
Wilhelm Bessel (1784-1846). En 1924 l’ellipsoïde calculé par J. Hayford (1868-1925) fut re¬ 
connu internationalement. Les valeurs les plus récentes ont été données par F. Krasovskii 
(1878-1948); elles sont utilisées en URSS pour la géodésie. 


Ellipsoïde terrestre 

Rayon équ 
km 

atorial a 
miles 

Rayon poli 
km 

aire h 
miles 

Aplatissement (a — b)/a 

Hayford 

Krasovskii 

6 378,388 

6 378,245 

3 964,194 

3 964,105 

6 356,912 

6 356,863 

3 950,846 

3 950,816 

1/297 

1/298,3 


En première approximation la Terre peut être considérée comme une sphère de rayon moyen 
R=6 371,221 km [log/? = 3,8042227] ou R = 3 959,740 miles. 


Unités de mesure sur la surface terrestre 


1° sur un grand cercle. 

1° sur l’équateur . 

1 mile géographique =1/15 degré équatorial . 

longueur d’arc d’un quart de méridien . 

longueur d’arc moyenne d’un degré de méridien . 

1 mile marin ou 1 minute moyenne sur un cercle de longitude 

(méridien) . 

I noeud =1 mile marin/heure . 


111,20 km» 69,111 miles 

111,32 km» 69,186 miles 

7,422 km» 4,613 miles 

10 002,288 km» 6 216,462 miles 

111,137 km» 69,072 miles 

1,852 km 
1,852 km/h 


Un point de la surface terrestre est déterminé par sa longitude A et sa latitude <p, comme 
cela a déjà été décrit au sujet des coordonnées de Gauss-Krüger au Chapitre IL Les méridiens 
sont des grands cercles, mais les parallèles n’en sont pas; leur rayon q est donné par R cos (p . 
Les distances à la surface de la terre sont mesurés le long de grands cercles car ce sont des 
géodésiques et ils représentent les trajets les plus courts sur la sphère. Les routes (ou caps) sont 
les angles faits avec le méridien. 


Détermination des distances et des caps. Si deux endroits P x et P 2 sur la Terre sont donnés 
par leurs longitudes A lt A 2 et latitudes tp lt (p 2 alors leur distance, sur le grand cercle qui les joint 
et les angles entre ce grand cercle et les méridiens passant par P x et P 2 peuvent être calculés. Les 
formules développées précédemment pour les problèmes fondamentaux de la trigonométrie sphé¬ 
rique, et les règles de Napier sont valables pour la résolution. 


Exemple: Si un avion vole à la vitesse de 
800 km/h» 497 miles/h de Leningrad (^ = 59,9° 
N; A l = 30,3° E = —30,3°) à San Francisco 
(<p F = 37,8° N; A f = 122,4°) par la route la plus 

courte, alors son trajet est l’arc LF du grand 
cercle passant par L et F (Fig.). Sur chacun 
des méridiens passant par les deux endroits, 
l’arc entre l’équateur et la ville est donné 
comme étant la latitude géographique. L’arc 
de méridien entre le lieu et le pôle N est 

(90° - (p) et les deux arcs LN = 90° — (p L 

s —\ 

FN—90°—cpi forment avec l’arc de grand 

cercle LF un triangle sphérique dans lequel 
l’angle AA entre les deux méridiens est connu; 
AA=A f -A l = 122,4 ° + 30,3° = 152,7 °. Dans le 
triangle sphérique deux côtés et l’angle inclus 

sont donnés. L’arc de grand cercle g=LF est 
obtenu par la règle du cosinus pour les côtés: 



12.3-1 Route de vol de Léningrad L à San 
Francisco F (schématique) 
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cos # = cos (90° — (p L ) cos (90° - 

sin (90° — 

(p L ) sin (90° - 

<P F ) cos A À, 

cos # = sin (p L sin (p F +cos (p L cos (p F cos A A. 



logsin<p L = 9,9371 

log COS (p L = 

9,7003 

log 2 tï =0,7982 

log sin <p f = 9,7874 

log COS (p F - 

9,8977 

log R =3,8042 

log u = 9,7245 

log cos AÀ = 

9,9487 n 

log g =1,9017 

u = 0,5304 

log v = 

9,5467 n 

6,5041 

=-0,3522 

V — 

-0,3522 

log 360° = 2,5563 

cos g=u+v— -f-0,1782 



log g =3,9478 

#= 79,74° 



#=8 868 km æ 5 511,5 miles 


Cet arc a pour longueur # = 2:rc/?#/360° = 8 868 km, où on a pris pour R la valeur approchée 
6 371 km (3 960 miles), et il peut être parcouru à la vitesse donnée en 11 heures environ 
(11,08 h). 

Les angles a et P dans le triangle sphérique 
sont donnés par la règle du sinus. L’avion 
quitte Léningrad avec un cap N 21,61°0 et 
arrive à San Francisco avec un cap S 13,52°0. 

Chaque méridien coupe la route de vol avec 
un angle différent. L’angle de cap s’accroît 
régulièrement de 144,87° partant de N 21,61 °0 
jusqu’au cap final S 13,52°0. En un certain 
point H du trajet l’avion vole plein ouest. 

U est alors à son point le plus proche du 


sin a = cos (p L sin A\\ sin g 

sin B— cos w F sin A\\ sin g 

log sin p = 

9,5662- ►0=21,61° 

log cos <p F = 

9,8977 

log sin AÀ = 9,6615 

1 


9,6685 

log sin g =9,9930-^ 

1 

log cos (p L = 

9,7003 

log sin a = 

1 9,3688— ► a = 13,52° 


Pôle Nord. Le point H est le pied de la perpendiculaire h du pôle sur le côté LF. La hauteur 
h divise le triangle LNF en deux triangles rectangles. Dans le triangle LNH on peut déter- 

miner la distance h du pôle et l’angle X^LNH. Sur le méridien A//=40,78°O l’avion vole 
donc plein ouest et il est alors à sa plus proche position du pôle, soit 1 183 km. Il croise 
plus tard au point B la parallèle de Léningrad, avec le même angle qu’à Léningrad; son cap 
en ce point est donc S 21,61° O. Le méridien du point B est donné par Â fl = 2ii+A 1 = 40,78°+ 
71,08°= 111,86° O; ainsi les coordonnées géographiques du point B sont <p fl = 59,9° N et 


A B = 111,86° O. On peut trouver l’arc BH— LH en utilisant les règles de Napier dans le triangle 
rectangle LNH. 



Ce n’est qu’au point /i, c’est à dire après avoir parcouru une distance LB =6 300 km ou après 
un temps de vol de 7 h 52 min 30 s (7,875 h), que l’avion se dirige pour la première fois 
vers des latitudes plus au sud. L’avion pourrait également atteindre le point B en volant le 
long de la parallèle <p = 59,9° N qui passe par Léningrad. Cette route couperait tous les méri¬ 
diens à angle droit. Cependant le chemin b de L à B serait plus long puisqu’il ne serait 
pas situé le long d’une géodésique (grand cercle donnant le plus court trajet) mais le long 
d’une loxodromie (courbe à cap constant). Le rayon du cercle de latitude est q = R cos q> L . 
L’arc b sous-tend un angle AÂ au centre de ce cercle et ainsi b — 2nR cos (p x AÀ/360 0 . On 
obtient b = 8 516 km (5 293 miles) au lieu de 6.300 kni (3 915 miles) le long de la géodésique, 
la différence étant de 2 216 km (1 337 miles). L’avion aurait mis environ 2 h 45 min de plus 
pour voler le long de la parallèle. 
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Un corps qui décrivait le même trajet, à la vitesse t> = 8 km/s 
(4,97 miles/s) d’un satellite terrestre artificiel, mettrait 787,5s 

= 13 min 7,5 s pour parcourir l’arc LB et atteindrait San 
Francisco en 1 108,5 s ou 18 min 28,5 s. Sa trajectoire cou¬ 
perait l’équateur Q en deux points E x et E 2 qui, en tant qu’ 
intersections de deux grands cercles, sont situés sur un dia¬ 
mètre de la sphère. Si on note C l’intersection du méridien 
de San Francisco avec l’équateur Q , alors le triangle sphé¬ 
rique E X CF est rectangle en C. Dans ce triangle l’angle 

/—s 

13,52° et le côté CF=(p F sont connus et on peut trouver 

le côté CE X par les règles de Napier. Le point E x a pour coor¬ 
données (pEi — 0, A £l = A F H-8,39°= 130,79° O et par conséquent 
les coordonnées de E 2 sont (p E a = 0, A £a = (130,79°+180°) 0 = 
310,79° O, soit A £a = 49,21° E. 


log (2rc/?/360°) = 2,0461 

log cos (p L — 9,7003 

log AX = 2,1838 

log />_ = 3,9302 

6 = 8 516 km 

x5 293 miles 

/—S 

sin <p £ = cotg « tg E X C 

-—s 

tg £' 1 C=tg a sin (p F 
log tg « = 9,3811 
log sin (p F = 9,7874 

log tg £iC=9,1685 
£^7=8,39° 


Loxodromies. L’avantage pour un bateau ou un avion de suivre une géodésique pour attein¬ 
dre sa destination dans le temps le plus court comporte l’inconvénient qui est que la route doit 
être modifiée durant tout le voyage, en fait à tout instant. Une courbe qui coupe tous les mé¬ 
ridiens sous le même angle « est appelée une loxodromie. Une parallèle est une loxodromie pour 
l’orientation a = 90°, un méridien en est une pour a = 0°, Dans le cas général, pour un angle « 
quelconque, c’est une courbe pour laquelle une fonction transcendante donne la relation en tout 
point entre la latitude (p et la longitude A. Si on considère deux points voisins A et B (Fig.) 
de coordonnées (A, 99 ) et (A-MA, tp-\-A(p) sur une loxodromie / et la parallèle de rayon q = R 

cos (p passant par le point A , alors les arcs AC— R cos <p/lA, CB=RAqp et AB=As forment un 
triangle rectangle ABC. Celui-ci, cependant, n’est pas un triangle sphérique (seul RA(p est situé 
le long d’un grand cercle) mais il peut être considéré comme plan si A(p et AX sont choisis 
suffisamment petits. On a alors dans ce triangle les relations suivantes: 
tg a=zlA cos (plA(p, /1A//1<p = tg a/cos (p et As cos a= R A(p, As/A(p = R/cos a. 

En faisant Aq>-+0 ces deux équations ont pour limites les deux 
équations différentielles dA/dg? = tg a/cos (p et ds/d(p = R/cos « 
dans lesquelles on peut aisément séparer les variables. 
Par intégration, la première donne l’équation de la loxo¬ 
dromie: 

dA = tg a (d<p/cos (p) d’où A = tg «[Log tg (n/4 -|--<p/2) + C] et 
A 2 -Ai = tg « [Log tg (tz/ 4 -|- 99 2 / 2 — Log (tt/4H-^x/2)]. 


12.3-2 Obtention de la loxodromie 

La seconde donne la longueur d’arc s de la loxodromie: 
ds=(R/cos a) d (p d’ou s—(R/ cos a) (<p 2 — <p x ). 

Un examen plus précis de la première équation montre que la loxo¬ 
dromie évolue autour du pôle du grand cercle qui coupe le méridien 
initial à angle droit au point de départ, et tourne en spirale autour 
de lui en une infinité d’enroulements de plus en plus petits, sans l’at¬ 
teindre (point asymptotique). Le changement de latitude durant une 
rotation devient régulièrement plus petit (Fig.). 




Il résulte de la seconde équation que le trajet d’un avion, entre un 123-3 Loxodromie 
point de l’équateur où ce trajet coupe le méridien selon un angle « 

et le point auquel il atteint la latitude <p, a pour longueur s—R(p/ cos «. II est d’autant plus 
long que l’angle a est grand. Pour un vol vers le Pôle Nord (cp=n/2) avec un cap constant 
« = 60° par exemple, on obtient s—2nR/2 (puisque cos 60°= 1/2) alors que le route la plus 
courte suivant un méridien a pour longueur s=Rn/2. Ainsi dans ce cas particulier le chemin 
suivant une loxodromie est deux fois plus long. 

Détermination d’une position par un relèvement. Au moyen d’un relèvement, la position d’un 
bateau, d’un avion ou d’un autre corps est déterminée à partir des directions dans lesquelles 
on reçoit des signaux qui se propagent en ligne droite et qui ne sont pas en principe des signaux 
optiques. D’un point de vue géométrique ceci est basé sur le même schéma que les sections 
avant et arrière en trigonométrie plane. Il y a deux sortes de relèvements: dans un cas les 
directions des signaux émis par l’objet à localiser sont déterminées par deux stations terrestres 
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fixes et à partir de ces directions on calcule les coordonnées de l’objet; dans l’autre cas les 
signaux sont émis par deux stations terrestres connues, leurs directions observées et la position 
calculée à l’endroit où se trouve l’objet lui-même. 

En pratique on utilise presque toujours des signaux radio. Alors qu’en topographie la pré¬ 
cision des angles peut être améliorée par répétition des mesures et la valeur la plus probable 
calculée par la méthode des moindres carrés, le relèvement repose sur une seule mesure des 
directions, qui sont d’une précision moindre. Pour cette raison on fait également usage des 
propriétés physiques des ondes utilisées, par exemple les interférences ou les oscillations, ou 
d’autres méthodes telles que le radar. Par dessus tout on s’intéresse presque toujours à un objet 
en mouvement. La position doit donc être déterminée au moyen de tables, de méthodes gra¬ 
phiques, ou par un dispositif électronique souvent un ordinateur, de telle sorte que le résultat 
soit disponible alors que l’objet du relèvement est encore au voisinage de la position voulue. 
Ainsi, en pratique, prendre un relèvement (ou faire le point) est devenu un problème physique 
et technique. On se contentera de décrire ici un procédé graphique simple. 


Une méthode graphique pour faire le 
point. De manière à obtenir une figure 
claire supposons que la base b vaut 
60°. On note (i x et /4 les angles mesurés 
aux points B 1 et B 2 entre la base et la 
direction du nouveau point C; les va¬ 
leurs sont Pi = 60° et /? 2 =110°. La projec¬ 
tion plane de la terre peut être choisie 
de telle manière que l’image du grand 
cercle passant par B 1 et B 2 soit un cercle 

/V » 

(Fig.); B 2 MB X —60°. La projection du 
grand cercle passant par B x (et le point 
diamétralement opposé B\) et également 
par le point requis C est une ellipse, 
dont le grand axe est \B X B[\ et dont le 
petit axe est par conséquent la perpendi¬ 
culaire à B X B\ passant par M. La lon¬ 
gueur du demi-petit axe est la projection 
du rayon R=\MG'\ de la sphère, et elle 
est donnée par l’intersection de deux 
plans: premièrement le plan du grand 
cercle passant par B l CB 1 qui est incliné 
d’un angle (i x par rapport au plan du 12.3-4 Méthode graphique pour faire le point 
tracé 77, et deuxièmement le plan pas¬ 
sant par M perpendiculaire à 77 et B X B X . Si G est la projection de G', alors MG'G 
est un triangle rectangle dont l’hypoténuse \MG'\ = R et l’angle G'MG=p i sont connus et où 
MG est perpendiculaire à B 1 B\. Sur la figure ce triangle est rabattu en MGG 0 dans le plan 
du tracé, et donne la longueur |A7G| du demi-petit axe (en général G 0 ~AHi). A partir du demi- 
grand axe BM X et du demi-petit axe MG on peut construire tout point de l’ellipse (la projec¬ 
tion du grand cercle passant par B , G' et Æj) avec une précision arbitraire. On a un résultat 
identique pour le grand cercle passant par les points B 2 et Æ 2 , dont le plan est incliné d’un 
angle }i 2 par rapport au plan de la figure. Ainsi, on fait la série de constructions suivantes: 
perpendiculaire en M à B 2 B 2 \ tracé de l’angle /7 2 ; intersection 77 0 du côté libre avec le cercle 
de rayon R; perpendiculaire de T7 0 sur la perpendiculaire à B 2 B 2 en M qui donne 77; \MH\ 
donne alors la position et la grandeur du demi-petit axe de l’ellipse requise. L’intersection C des 

deux ellipses est le point cherché. Pour déterminer les vraies valeurs des côtés s 1 = B 2 C et.s , 2 = /i 1 C 
il suffit de faire subir à leurs grands cercles une rotation autour d’un diamètre pour les amener 
dans le plan de la figure. La projection de tout point de chaque cercle se déplace sur une per- 

, — . . — . 

pcndiculaire à l’axe de rotation. Ainsi C vient en C 1 ou C 2 et B 2 MC 2 =s v 

On peut également trouver l’angle d’inclinaison y des plans des deux grands cercles cités. Les 
deux plans se coupent suivant la ligne droite CMC '. Le cercle polaire de pôle C coupe l’un et 

l’autre de ces grands cercles à angle droit, aux points D et E. L’arc DE correspond à l’angle y. 
En amenant ce cercle polaire dans le plan de la figure par rotation autout d’un diamètre, on 

peut mesurer la valeur de l’angle y puisque E x MD x —y. 
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Astronomie sphérique 


Outre la méthode du relèvement, les positions des bateaux’ et des avions sont, même aujour¬ 
d’hui, déterminées au moyen d’étoiles. C’était autrefois la seule méthode pour la navigation en 
haute mer. Les explorateurs de pays inconnus se basaient uniquement sur elles. Les mesures 
nécessaires étaient faites avec un compas, un théodolite, un sextant à miroir ou un instrument 
similaire de mesure d’angles et une montre précise. Plus tard la télégraphie sans fil fut utilisée 
pour transmettre des signaux horaires afin de contrôler les montres. La connaissance des con¬ 
stellations les plus importantes est suffisante pour une orientation approximative. Pour la dé¬ 
termination précise d’une position on doit connaître des données concernant la position d’étoiles 
faciles à repérer et le mouvement du soleil, des planètes, de la lune et des satellites de Jupiter, 
ainsi que les systèmes de coordonnées astronomiques dans lesquels sont données les positions 
dans le ciel. Les données de l’astronomie sphérique qui sont importantes pour les applications 
en navigation sont données dans les almanachs nautiques et astronomiques (ou éphémérides). 
Les systèmes de coordonécs astronomiques qui sont indispensables pour la navigation sont le 
système horizontal et le système équatorial. 

Comme tous les systèmes de coordonécs astronomiques, ceux-ci sont basés sur le fait que le 
ciel étoilé apparaît à un observateur comme une portion d’une sphère gigantesque appelée la 
Sphère Céleste. La position de chaque point sur celle-ci peut être fixée par deux coordonnées 
numériques (qui correspondent à la longitude et à la latitude sur la surface de la Terre). N’im¬ 
porte quel grand cercle avec ses pôles convient comme système de référence pour ces deux coor¬ 
données. Un angle est mesuré sur ce cercle dit de base dans un sens déterminé à partir d’un 
point fixé; le second est mesuré sur un grand cercle perpendiculaire passant par le point dont 
on veut fixer la position et le pôle du cercle de base. 

Le système horizontal. Pour un observateur O sur la mer ou dans une région plate le ciel 
nocturne apparaît comme un hémisphère limité par l’horizon H (Fig.). Mathématiquement 
Vhorizon (apparent) est le cercle d’intersection du plan tangent à la Terre au point d’observation 
et de la sphère céleste. Par rapport aux distances de la plupart des astres, le rayon de la Terre 
est négligeable. L’horizon apparent coïncide donc avec l’horizon vrai qui est l’intersection avec 
un plan passant par le centre de la Terre et parallèle au plan tangent. Les pôles de l’horizon 
sont le zénith Z situé verticalement au-dessus de l’observateur et le nadir Na diamétralement 
opposé au zénith. Pour l’observateur le mouvement d’un astre semble suivre un chemin qui com¬ 
mence sur l’horizon (on dit qu’il se lève en A), monte vers un sommet, son passage supérieur 
ou culmination ou point culminant C, et descend ensuite en D et finalement tombe au dessous 
de l’horizon et passe par son de passage inférieur (ou culmination inférieure) /C. Le grand cer¬ 
cle passant par les deux points de culmination de tous le astres est appelé le méridien céleste m. 

Il existe également des étoiles, les étoiles circumpolaires, cS, dont le parcours est situé en 
entier au-dessus de l’horizon. En un jour toutes les étoiles décrivent un petit cercle sur la sphère 
céleste. Ces cercles sont parallèles entre eux. Leurs centres sont tous situés sur une ligne droite 
qui forme l’axe de la sphère céleste (axe du monde). Cet axe coupe la sphère céleste en deux 
points, le Pôle Nord céleste P N et le Pôle Sud céleste P s . Le mouvement circulaire apparent des 
étoiles est une conséquence de la rotation de la Terre autour de cet axe, et les pôles célestes 
demeurent au repos car l’axe de la terre pointe vers eux. La direction observateur - pôle 
céleste est parallèle à l’axe de la Terre; pour un observateur au Pôle Nord de la Terre elle 
est donc perpendiculaire à l’horizon et pour un observateur sur l’équateur, de la terre elle est 
horizontale. Si on imagine que le plan tangent glisse le long d’un méridien terrestre, de l’équateur 
au Pôle Nord, alors la hauteur du pôle céleste augmente régulièrement de 0° à 90° et est tou¬ 
jours égale à la latitude géographique. Les hauteurs h d’une étoile St sont mesurées sur les grands 
cercles passant par le zénith et le nadir, les verticaux V, qui sont perpendiculaires à l’horizon, 
et varient de 0° sur l’horizon à +90° au zénith et —90° au nadir. La mesure de la hauteur 
du pôle céleste donne la latitude géographique (p de l’observateur. Les intersections du vertical 
passant par le pôle céleste avec l’horizon sont appelés le point nord N (ou nord ou septentrion ) 
et le point sud S (ou sud ou midi) qui lui est diamétralement opposé. Si l’observateur regarde 
vers le nord, alors à sa droite, à angle droit avec sa ligne de vision, se trouve le point est E 
(ou est ou orient) et à sa gauche le point ouest O (ou ouest ou occident). Ces quatre points 
sont appelés les points cardinaux et leurs directions sont les directions célestes nord, sud, est 
et ouest. Ils peuvent être déterminés en abaissant une perpendiculaire du Pôle Nord céleste ou 
par détermination du vertical sur lequel une étoile fixée quelconque culmine; celui-ci bissecte 
l’angle entre deux verticaux sur lesquels l’étoile fixée a la même hauteur. 

Avec la hauteur //, Vazimuth a sert de seconde coordonnée. Il est mesuré à l’emplacement de 
l’observateur par l’angle entre le plan méridien et le plan vertical de l’étoile St, et varie de 0° 
au point sud à 360°, dans le sens ouest, nord, est du mouvement (apparent) journalier (ou 
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diurne) de l’étoile. Plutôt que la hauteur on mesure souvent l’angle complémentaire, la distance 
zénithale z de l’étoile à partir du zénith: h j-z=90°. 



12.3-5 Système horizontal 


12.3-6 Système équatorial 


Système équatoriaux. Comme toutes les étoiles se déplacent sur des cercles parallèles autour 
du pôle céleste, leur distance (angulaire), avec chacun de ces cercles doit rester constante. Com¬ 
me cercle de référence on choisit parmi eux, le grand cercle qui est polaire au pôle céleste. Il 
est appelé équateur céleste Q y car c’est l’intersection du plan de l’équateur terrestre avec la 
sphère céleste. Sur cette sphère il passe approximativement par la constellation des Poissons, 
par la plus haute (donc la plus au nord) des trois étoiles du baudrier d’Orion et par l’étoile 
Altaïr de la constellation de l’Aigle. L’équateur coupe l’horizon au point ouest et au point est 
(Fig.) et a une inclinaison de (90° - (p) avec l’horizon H. La hauteur d’une étoile St au-dessus 
de l’équateur est appelée sa déclinaison r); elle est mesurée sur un grand cercle, appelé cercle 
horaire , qui passe par les pôles célestes P N et P s et qui est donc perpendiculaire à l’équateur. 
L'angle horaire r est pris comme seconde coordonnée. C’est l’angle entre ce cercle et le 
méridien céleste m sur lequel l’étoile culmine. Ce méridien passe par les points sud et nord, 
le zénith Z et le nadir Na et par les pôles célestes P N et P s . Il représente l’intersection du plan 

du méridien de l’observateur avec lit sphère céleste. L’angle horaire est mesuré à partir du mé¬ 
ridien dans le sens du mouvement diurne apparent des étoiles et prend les valeurs de 0° à 360°, 

ou de (V' à 24''. Ainsi le point ouest (O) a un angle horaire de 90° ou 6'*. 

Ce système (dit premier équatorial ou de l'angle horaire) est indépendant de la latitude géogra¬ 
phique de la position de l’observateur car la déclinaison est rapportée à l’équateur. La direction 
zéro à partir de laquelle l’angle horaire est mesuré est cependant déterminée par le méridien de 
l’observateur et dépend ainsi de sa longitude géographique. L’angle horaire de la même étoile 
au même instant est, par exemple, plus grand pour Moscou que pour Londres puisque l’étoile 
culmine environ 2// 29,2 mn= 149,2 mn plus tôt à Moscou qu’à Londres à cause de la rotation 
de la terre. Comme 24 h correspondent à un angle de 360°, la différence entre les angles horaires 
est 149,2°/4=37,3°. Ainsi Moscou est située plus à l’est que Londres de /U=37,3°. Pour rendre 
la seconde coordonnée du système équatorial indépendante de la position de l’observateur, on 
choisit un point de référence sur l’équateur céleste. Ce point, noté T, est appelé le point 
vernal ou équinoxe de printemps (ou premier point du Bélier). En tant que point de 
l’équateur il participe à la rotation apparente de la sphère céleste. L’angle mesuré à partir de 
ce point le long de l’équateur dans le sens opposé à celui de la rotation apparente est donc 
constant. On l’appelle l'ascension droite a. L’ascension droite a et la déclinaison ô sont les 
coordonnées du second système équatorial (ou système de l'ascension droite). La position appro¬ 
ximative du point vernal est obtenue en prolongeant jusqu’à l’équateur céleste le cercle horaire 
partant de l’étoile polaire ( P N ) et passant par l’extrémité droite de la constellation Cassiopée 
(Constellation ayant la forme d’un W). 
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Les relations entre le système horizontal et le svstème de l'angle horaire. Si on combine 
les deux systèmes (Fig.), l’horizon et l’équateur se coupent aux points est et ouest. Le cercle 
horaire et le vertical passent par l’étoile St. La trajectoire (apparente) de l’étoile est parallèle 
à l’équateur; elle atteint ses points de passage supérieur et inférieur respectivement aux points 
C et IC\ A est le point auquel elle se lève; D est le point auquel elle se couche. La hauteur 
du pôle céleste P N au-dessus du plan horizontal est la latitude géographique de la position O 

de l’observateur; NP N = q). La figure 12.3-7 apparaît comme étant la projection orthogonale 
sur le plan du méridien m passant par N , P N , Z, C, Q, et S de la représentation du système 
équatorial. Le cercle horaire de l’équinoxe de printemps Y n’est pas indiqué, mais le vertical 
de l’étoile St passant par le zénith Z et le nadir Na est représenté. Les points E et A sont 
situés derrière les points W et D et ne sont donc pas visibles. Les angles (90° — (p) et ü ap¬ 
paraissent dans leur vraie grandeur (dans la figure 12.3-7, W—O ouest; de môme dans la figure 
12.3-8). 

Hauteur de culmination. Si une étoile St culmine en C, elle atteint simultanément en ce point 
sa hauteur maximale Lax et sa plus petite distance zénithale z m in. Comme l’équateur Q fait un 
angle (90° —ç?) avec l’horizon, on a (p=ô-\-zm in et la hauteur de culmination est donnée par 
//max+Zmin = 90° soit /fmax = 90° — <p-\-ô. En conséquence, à partir de l’observation de la hauteur 
de culmination hmax d’une étoile on peut déterminer soit la latitude q) pour une déclinaison ô 
connue, ou, réciproquement, la déclinaison ô pour une latitude <p connue. 

Le triangle nautique. Pour la position générale d’une étoile St les deux systèmes sont reliés 
au moyen du triangle nautique dont les sommets sont l’étoile St , le pôle céleste P N et le zénith 

Z. Il contient les éléments suivants: les côtés S/Z=90° — // (distance zénithale), StP N = 90° —<5, 

ZP N = 90 — q) et les angles aux sommets Z et P N . L’azimuth a de sommet Z et l’angle horaire 
r de sommet P N sont tous les deux mesurés à partir du méridien m dans le sens de la rotation 
diurne des étoiles. Comme la position de St représentée sur la figure est située après sa cul- 

/N 

mination, les angles apparaissant dans le triangle ont pour valeurs StZP N — 180° — a et ZP N St = r. 
Si la portion de la sphère céleste située derrière le plan méridien était représentée sur la figure, 
alors l’étoile St serait dans une position précédant la culmination, W serait remplacé par E 

/s 

et D par A t et les angles du triangle nautique seraient donnés par StZP N =a— 180° et ZP N St = 
360° -t. 

Le trajet du Soleil. Lorsque le 
Soleil est à l’équinoxe de prin¬ 
temps, la nuit et le jour sont de 
durée égale; il se lève à 6 heures 
du matin au point est et se dépla¬ 
ce dans le ciel approximativement 
le long de l’équateur céleste, et se 
couche à 6 heures du soir au point 
ouest. Son ascension droite a O 
et sa déclinaison <50 à la diffé¬ 
rence de celles de toutes les étoiles 
fixes, ne sont cependant pas con¬ 
stantes. L’ascension droite aug¬ 
mente régulièrement et la déclinai¬ 
son diminue régulièrement du 22 
Décembre au 22 Juin. A cause de 
la croissance de l’ascension droite 
(Fig.) le Soleil atteint chaque jour 
le méridien céleste plus tard que 
ne le fait le point vernal. Sur l’an¬ 
née ce délai augmente pour attein 
dre un jour plein. Alors que le 
point vernal et toutes les étoiles 
fixes culminent 366 fois, le Soleil 
ne culmine que 365 fois. A cause 
de la croissance de la déclinaison 
du Soleil, ses points de lever A et 
ut tuututi u at ucjjmucm vtia it nuiu tu si 1 ci i/j. la;» jours s’allongent jusqu’au solstice 
d’été. Le Soleil a alors sa déclinaison maximum <5=23°26' (tropique du Cancer). La déclinai¬ 
son décroît ensuite, est égale à zéro à l’équinoxe d’automne, à—23°26' au solstice d’hiver 
(tropique du Capricorne), et à nouveau zéro à l’équinoxe de printemps. En somme le trajet 



12.3-7 Systèmes horizontal et premier équatorial 
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apparent du Soleil dans le ciel n’est pas un cer¬ 
cle, comme pour les autres étoiles fixes, mais une 
spirale ayant 365 enroulements, décrite deux 
fois et occupant une zone de largeur 2x23°26\ 
Alors que toute étoile fixe a, presque sans ex¬ 
ception, les memes étoiles voisines durant son 
trajet annuel (avec des déviations sensibles dans 
quelques cas seulement), le Soleil se déplace 
parmi 13 constellations, qui ont été ramenées à 
12 à cause du système duodécimal. Ces constel¬ 
lations sont situées sur un grand cercle au voi¬ 
sinage du trajet apparent annuel du Soleil, ap¬ 
pelé écliptique. Ces constellations sont le Bélier T» 
le Taureau b, les Géneaux fi, le Cancer sic, le 
Lion D, la Vierge HJ, la Balance ==, le Scor¬ 
pion %, le Sagittaire t , le Capricorne % , le 
Verseau s» et les Poissons )(. L’ écliptique coupe 
l’équateur sous l’angle e = 23°26' à Véquinoxe 
de printemps et en son point diamétralement 
opposé, l'équinoxe d'auto me. 



12.3-8 Mouvement apparent du soleil dans sa route 
annuelle , 



12,3-9 Hémisphère boréal 


Ce mouvement apparent du Soleil le long de l’écliptique est la conséquence du mouvement 
de la Terre autour du Soleil. Les 12 constellations sont situées dans le plan de l’orbite de la 
Terre autour du Soleil. Un système de coordonnées avec l’écliptique comme cercle polaire a le 
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plan de l’orbite de la Terre comme plan de référence. Les amas d’étoiles de la Voie Lactée 
sont situés sur un nouveau grand cercle qui forme le plan de référence du système galactique. 
C’est le système de coordonnées le mieux adapté pour décrire la distribution des étoiles de la 
Voie Lactée (Fig.). 

Le calcul du temps. La mesure d’intervalles de temps nécessite des horloges qui sont con¬ 
trôlées et calibrées par des processus qui sont aussi constants que possible, le plus souvent pé¬ 
riodiques. On a montré que la rotation de la Terre autour de son axe est quasi uniforme; une 
étoile fixe ou le point T du Bélier dans son chemin apparent sur l’équateur céleste peuvent 
servir de référence pour une horloge très précise. Cependant, des observations faites avec des 
horloges à quartz et des horloges atomiques ont montré que cette rotation n’est pas rigou¬ 
reusement uniforme. La longueur d’un jour varie à cause des frottements dûs aux marées et se 
modifie irrégulièrement à cause des déplacements de masse et autres phénomènes à l’intérieur 
de la Terre, ainsi qu’à cause des phénomènes météorologiques en surface. 

Le calcul du temps est basé, par un accord international, sur la durée de la rotation tropi¬ 
cale de la Terre autour du Soleil. On appelle année tropique le temps écoulé entre deux pas¬ 
sages successifs du soleil par le point T du Bélier. En fait, cette période est également variable, 
mais la variation est très petite (quelques secondes en 1000 ans) et sa grandeur est connue. 
De façon pratique on a choisi une année tropique particulière comme référence de temps. Le 
temps déterminé à partir de cette année tropique est absolument uniforme et est appelé Temps 
Newtonien ou Ephéme'ride, car il a été utilisé en Astronomie pour calculer les tables de 
coordonnées des corps célestes appelés Ephémérides. Par définition la seconde, s, est la 
31 556 925,9747ième partie de l’année tropique commençant à 12 h (en temps newtonien) le 0 
Janvier 1900 (soit en fait le 31 Décembre 1899 des Ephémérides). 

Temps sidéral. L’intervalle de temps entre deux culminations successives du point T (premier 
point du Bélier) est appelé jour sidéral. Il est subdivisé en 24 h* (; heures sidérales), chacune de 
60 mn* ( minutes sidérales), chacune de celles-ci étant de 60 s* {secondes sidérales). Le jour sidéral 
commence avec la culmination du point vcrnal. L’angle horaire du point vernal (équinoxe de 
printemps), exprimé en unités de temps et noté par t est le temps sidéral. Il est le même 

pour tous les points d’un meme méridien terrestre (heure sidérale locale) et il est supérieur pour 
les points situés plus à l’est et inférieur pour les points plus à l’ouest. A partir des temps si¬ 
déraux locaux t x et / 2 de deux endroits au même instant, on peut calculer la différence de lon¬ 
gitude /U=(A 2 —Aj) entre les deux endroits. Une différence de temps sidéral /l/=(/ 2 —^) de 
24 h* correspond à une différence de longitude de /1A = 360°, si bien que une heure sidérale cor¬ 
respond à 15°, une minute sidérale à 15' et une seconde sidérale à 15". Réciproquement, une 
différence de longitude de un degré correspond à 24 h*/360=l h*/15=4mn*. Ainsi, lorsque 
le point vernal culmine à New-York (A 2 = 73,5 O), le temps sidéral à Rome (Aj=12,3 E) est 
déjà (73,5 T 12,3) x 4 mn* = 85,8x4 mn* = 343,2 mn* = 5 h* 43,2 mn*. 


Est -►- Ouest 



12.3-10 Equation du temps, = E.T., 
la route annuelle; ^soleil moyen 


Le jour solaire. Parce que la vie de l’homme est 
basée dans une large mesure^ur le cours du Soleil, 
on n’utilise pas uniquement l’équinoxe de prin¬ 
temps, mais également le Soleil comme indicateur 
de temps. A cet effet il a un inconvénient essentiel. 
Alors qu’elle reste fixe par rapport à l’équateur, la 
trajectoire annuelle apparente du Soleil tourne au¬ 
tour de l’écliptique, et sa vitesse n’est pas constante 
à cause du mouvement non uniforme de la Terre 
sur sa trajectoire autour du Soleil. Pour cette rai¬ 
son, en plus du Soleil vrai, on a introduit un corps 
fictif appelé Soleil moyen dont l’ascension droite a„, 
augmente uniformément de 0° à 360° dans son 
trajet d’une année. L’angle horaire t m de ce Soleil 
moyen détermine le temps solaire moyen, ou sim¬ 
plement temps moyen, par contraste avec l’angle 
horaire du Soleil vrai, qui détermine le temps si¬ 
déral. La différence entre les deux est appelée Té- 
quation du temps (E.T.): ainsi E. T. = t s — t m . La 
figure montre la position du Soleil vrai lorsque 
le Soleil moyen culmine. Si, par exemple, 1’ équa¬ 
tion du temps est négative, de sorte que t m >t a , 
alors le Soleil moyen se déplace devant le Soleil 
vrai et ainsi culmine déjà alors que le Soleil vrai 
est encore à l’est du méridien. Le rapport entre 
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la longueur d’un jour sidéral et celle d’un jour solaire moyen peut être obtenu à partir 
du fait que l’annce tropique contient 366,2422 jours sidéraux, mais seulement 365,2422 
jours solaires moyens. On obtient: 24 h de temps solaire moyen = 24* h 3 mn* 56,55536 s*; 
24 h* = 23 h 56 mn 4,09058 s temps solaire moyen; 1 h de temps solaire moyen = 1,002737909 h*; 
1 h* =0,997269567 h de temps solaire moyen. 

Zones de temps. Bien entendu, le temps moyen et le temps vrai sont tous les deux des temps 
locaux , et seuls les points situés sur le même méridien terrestre ont le même temps local. Ce 
fait de la nature, si incommode pour le trafic moderne, est rendu supportable en divisant la 
surface terrestre en zones limitées par des méridiens, à des intervalles de longitude de 15°, et 
en utilisant le temps moyen local propre au méridien central pour tous les lieux à l’intérieur 
d’une zone. Le temps moyen local du méridien de Greenwich, 2 = 0, est appelé Temps Universel 
(U.T. pour Universal time) ou temps moyen de Greenwich (G.M.T. pour Greenwich Mean Time); 
celui du méridien 2= —15° soit 2=15° E est le temps centre-européen (M.E.T. pour Mid-Euro- 
pean Time). 


Exemple 1 : Dans la matinée du 18 novembre un bateau se trouve à la latitude (p = 54°57' N. 
La hauteur du soleil observée est h s = 9°15\ Le chronomètre du bateau donne G.M.T. = 8 h 
58 mn 20 s * l’almanach nautique (ou Connaissance des temps) <5 S = — 19°12' et l’équation du temps 
E.T. = +14 mn 50 s. Sur quel méridien se trouve le bateau? 

/—s 

Dans le triangle nautique zénith Z-pôle Pn —Soleil S les trois côtés sont connus: ZS— 90° 

h s — 80°45', ZP N = 90° — ç? = 35°03', SP n =90°— ô= 109°12\ Pour la différence t' entre l’angle 
horaire / et 360° la formule de l’angle moitié donne: 


. 1 i/f sin (.? — [90° — y]) sin(j-[90°-a]) 1 

Sin 2 t \ L sin (90° — (p) sin (90 ü — <)) J 

Ainsi, l’observation établit que Ton est 2 h 30 mn 
13 s avant la culmination du Soleil vrai, c’est à 
dire à 12 h -2 h 30 min 13 s =9^ 29™ n 47» . Mais le 
temps moyen local est inférieur de 14 mn 50 s, 
soit 9 h 14 min 57 s * La différence entre ce temps et 
le temps moyen de Greenwich (G.M.T.) est 
9 hi 4 min 57 *_ 8 h 58 min 20 s = 16mn 37s,soit(16°37')/4 
= 4°9'15". La position du bateau est 2=4°9'15" 
E et 54°57' N. 



Exemple 2: Sur un bateau naviguant en mer calme au nord de l’équateur on mesure la 
hauteur du Soleil // 1 =21,7° à 18 h 50 mn G.M.T. L’almanach nautique donne la déclinaison du 
Soleil <^= — 10,15° et l’équation du temps E.T.= + 15mn 3 s. Après avoir parcouru 15,2 miles 
marins sur le grand cercle déterminé par le cap N 67,5° O le bateau observe que le Soleil 
culmine à une hauteur /f 2 =35°avec une déclinaison <5 2 =-10,21° (Fig.). Quelles sont les coor¬ 
données des deux positions d’observation? - La hauteur de culmination h 2 du soleil est telle 
que: /*max =// 2 = 90°-ç> 2 +<5 2 soit <p 2 =90°+<S 2 -// 2 , c’est à dire <p 2 = 44,79°. 













12.3. Applications de la trigonométrie sphérique 305 


Les deux points d’observation P x et P 2 forment avec le Pôle Nord un triangle sphérique 
P X NP 2 sur la surface de la terre. Avec un cap a=67,5° au point P l9 le bateau a parcouru 

la distance P X P 2 = 15,2 miles marins = 15,2x 1,852 km entre les points d’observation, ce qui 

. . 360X 15,2X1,852 A ^ J 

correspond a un arc s= --—-- = 0,253 . Le cote PjN oppose a Panglc de cap a 

LnK 


vaut 90° — ^2=45,21°, la règle du sinus, sin ZlA=sin s sin a/sin (90° —ç? 2 ), donne JA=0,329°. 
Dans le même triangle l’analogie de Napier 2a) donne: tg [(90° — 9?i)/2] = tg [(90° — <^ 2 —^)/2] sin 
[(a-|-ZlÂ)/2]/sin [(a—3A)/2], et donc 90° —ç? 1 = 45,3°, <p 1 = 44,7°. 

/—N 

Dans le triangle nautique ZP N S X du premier point d’observation, les trois côtés ZS X = 90° — h lt 

/—N /-S 

ZP N — 90° —^ et P n S 1 —90°—ô 1 sont Connus. Avec la règle du cosinus pour les côtés on peut 
calculer la différence /' entre 360° et l’angle horaire /, d’où: 

cos /' = (sin h x — sin q> x sin ô x )lftcos (p x cos t^). 

On obtient /' = 45,13° = 3,01 h = 3 h 0 mn 36 s. Au premier point d’observation il était 12 h — 3 h 
Qmin 36 s = 8 h 59 min 24 s en temps local vrai, ou 8 h 44 min 21 s en temps moyen local, puisque = — 
E.T. Par rapport au temps moyen local de Greenwich la différence de temps est ÎS* 50 min — 
8h 44min 21 s = 10 h 05 mn 36 s, soit, 10,094 h. Par conséquent la différence de longitude est 
10,094x 15°= 151,41°. Ainsi, Greenwich est situé à l’est de P x et la longitude de P x est 
A 1= 151,41° O et celle de P 2 est A 2 =A,-MA= 151,74°. 
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L’idée de base de la Géométrie Analytique est que les études géométriques peuvent être réa¬ 
lisées au moyen de calculs algébriques. Cette méthode s’est révélée extraordinairement fructueuse. 
La fusion des méthodes géométriques et algébriques, ainsi que les méthodes fonctionnelles, 
fournissent une aide importante à l’homme pour explorer et comprendre la réalité objective. En 
même temps cette approche est particulièrement attrayante sur le plan mathématique et peut 
jouer un rôle important dans la formation de l’esprit scientifique. La naissance des méthodes 
de la Géométrie Analytique, avec comme conséquence le développement des méthodes du calcul 
différentiel et intégral, caractérise la transition vers les mathématiques modernes. On peut prendre 
pour année de naissance 1637, lorsque Descartes (1596-1650) publia, anonymement pour éviter 
une dispute avec l’église, son Discours de la Méthode. Dans ce travail, qui est également im¬ 
portant pour l’histoire de la Philosophie, la troisième partie, intitulée “La Géométrie”, expose 
avec méthode les principes fondamentaux de la Géométrie Analytique. Peu de temps auparavant, 
Fermât (1601-1665) avait également développé la méthode de la Géométrie Analytique, mais 
son traité Ad locos pianos et solidos isagoge (Introduction aux lieux géométriques plans et spa¬ 
tiaux) ne fut pas publié avant 1679. La “Géométrie” de Descartes utilisant également de meil¬ 
leures notations, le développement de la méthode de la Géométrie Analytique est habituclle- 
20 Mathématiques 
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ment attribué à Descartes. Sa forme actuelle fut cependant développée longtemps après Des¬ 
cartes, en particulier par Euler (1707-1783). Descartes, par exemple, n’utilisait pas deux axes, 
et ce n’est que depuis l’époque d’Euler, à qui on doit une part importante des notations mo¬ 
dernes, que l’on a tiré des conclusions de grande portée à partir des équations des lieux géo¬ 
métriques, alors que Descartes et Fermât considéraient généralement leurs recherches terminées 
lorsque l’équation était obtenue. 


13.1. Systèmes de coordonnées planes 

On parvient à l’union des pensées géométrique et algébrique en considérant les figures géo¬ 
métriques comme des ensembles de points et en attribuant à chaque point une valeur numé¬ 
rique qui le distingue des autres points. Une courbe ou une droite est alors le support de la 
totalité des points dont les valeurs numériques satisfont certaines relations, appelées équations de 
la figure , par exemple réquation d'une ellipse ou d'une droite. Le graphe associé à une équation 
linéaire à deux variables est toujours une droite , et celui correspondant à l’équation quadratique 
est une conique. Le fondement de la Géométrie Analytique est la correspondance entre les points 
et les nombres, qui doit être biunivoque. Sur une droite, ou plus généralement sur une courbe, 
il suffit d’un nombre, pour fixer un point de manière unique; sur un plan ou une surface il suffit 
d’un couple de nombre, et d’un triplet dans l’espace; réciproquement, un point sur une courbe 
détermine un nombre de manière unique, sur une surface il détermine un couple de nombre et dans 
l’espace un triplet de nombres. Ces nombres sont appelés coordonnées. On peut les obtenir de 
différentes manières, via les systèmes de coordonnées. 

La droite numérique (ou droite réelle). Sur une droite la position de tout point P est déterminée 
de manière unique si on se donne sur la droite un point zéro (ou origine) O et un segment unitaire 

u=Ol. Les multiples entiers du segment unitaire sont obtenus, par répétition, en portant u soit 
à partir de O au-delà de 1 dans le sens positif\ soit à partir de 1 au-delà de O dans le sens 
négatif (Fig.). Les extrémités des multiples correspondent aux nombres entiers positifs , nul y négatifs 
et le point P est ou une extrémité, ou est situé entre deux extrémités, disons n et «+1; il existe 
toujours un nombre réel x tel que x fois u soit égal à OP. On a pour x positif, et 

— n’>x>—n—\ pour x négatif. Le 
nombre x est la coordonnée du point 
P. Réciproquement, tout nombre réel 
x détermine de manière unique un 
point P de la droite numérique au moyen 
de l’équation m(OP)=xu , où m(OP)= 

\OP\ si *>0 et m(OP) = — \OP\ si x<0. 


sens négatif 


sens positif 


L 




JL 


L 


-n'-7 -n ' -3 -2 -7 7 2 3 

13.1-1 La droite numériauc 


n n+7 


Systèmes de coordonnées parallèles 

Coordonnées parallèles obliques. Pour fixer la position d’un point dans un plan il faut deux 

droites numériques non parallèles, ayant pour origines O et O' et pour segments unitaires u=0\ 
—► 

et u =0 T, car le plan a deux dimensions. Les droites sont toujours disposées de sorte que leurs 
origines coïncident, d’où 0=0’ ; elles sont appelées axes du système de coordonnées , et on les appelle 
habituellement axe des x y ou axe des abscisses , et axe des y, ou axe des ordonnées (du latin abscin- 
dere y couper, et or dinare y ordonner). Si les axes interceptent un angle a<180°, alors dans un 
système direct la notation des axes est choisie de telle sorte qu’une rotation d’un angle a de l’axe 
des x dans le sens ( mathématique ) positif (sens inverse des aiguilles d’une montre) amène le demi- 
axe des x positifs sur le demi-axe des y positifs; pour un système rétrograde on prend le sens 
de rotation opposé. Les axes de coordonnées divisent le plan en quatre régions. Ces quadrants 
sont numérotés 1, II, 111 et IV dans le même sens de rotation que celui du système de coordonnées. 
Si un point P est situé dans un de ces quadrants, on peut tracer deux droites passant par ce 
point, chacune étant parallèle à un axe de coordonnées et rencontrant l’autre axe en un point, 
l’axe des x en P' et l’axe des y en P’’ (Fig.). Les coordonnées x et y de ces points sur les droites 
numériques portées par les axes sont les coordonnées du point P. Des points différents conduisent 
à des couples de nombres ( x y y) différents. Réciproquement, pour tout couple de nombre ( a y b > 
il y a deux points P„ y P h sur les axes de coordonnées tels que ÜP u = au et OP b =bu . Les droites 
passant par ces points P uy P h et parallèles aux axes de coordonnées se coupent en un point P y dont 
les coordonnées sont a et b. Même si le point P est situé sur un axe de coordonnées, un couple 
de nombres est nécessaire pour déterminer sa position en tant que point du plan. Il coïncide alors 
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avec P' ou P" 9 alors que le point sur l’autre axe coïncide avec l’origine et a zéro pour coordonnée. 
Les points sur l’axe des abscisses ont les coordonnées (x, 0) et les points sur l’axe des ordonnées 
ont les coordonnées (0, j>). Dans le couple de nombres qui caractérise le point P y la coordonnée 
en x ou abscisse apparaît toujours à la première place , et la coordonnée en y ou ordonnée à la 

seconde place. Les coordonnées de l’origine sont (0, 0). 

Dans chaque quadrant les coordonnées ont des signes 
bien déterminées. Pour la numérotation des quadrants don¬ 
née sur la figure, les signes correspondants sont donnés par 
le tableau attenant: 



Signe 

Point situé dar 

abscisse 

ordonnée 

le quadrant 

+ 

+ 

1 

— 

+ 

IL 

— 

— 

111 

+ 

— 

IV 


Coordonnées parallèles rectangulaires, coordonnées carté- 
13.1-2 Systèmes de coordonnées obli- siennes. Dans un système de coordonnées cartésiennes, les 
ques axes de coordonnées sont perpendiculaires, et on choisit la 

même unité de longueur sur les deux axes. Les deux parallèles aux axes passant par un point P , 
au moyen desquelles on détermine les coordonnées correspondantes, sont perpendiculaires entre 
elles et aux axes de coordonnées. Ce système de coordonnées rectangulaires est utilisé dans la 
majorité des cas, et on prend en principe un système direct, sauf en topographie où on utilise 
un système rétrograde (voir Chapitre IL). 


Exempte: Sur la figure le point P l a pour coordonnées x t = -\-2 et y t = -{-3. Si on doit tracer 
un point P 2 de coordonnées jc 2 = —3/2 et y 2 = 1-5/4, la seule position qu’il peut avoir est celle 
qui est donnée sur la figure. Les coordonnées de l’origine sont (0, 0). 



Le système de coordonnées polaires. Un système de coordonnées polaires est déterminé par 
un point fixe O, l'origine ou pôle , et une direction zéro ou axe passant par ce point, sur lequel 
on porte et on mesure des longueurs positives, comme sur une droite numérique. Un point 
quelconque P du plan peut alors être fixé premièrement par l'angle (p , qui est l’angle de la rotation 
dans le sens positif que doit subir l’axe pour être amené à passer par P , et deuxièmement par la 
distance positive q entre le point P et le pôle, mesurée sur la droite numérique (Fig.). L’angle (p 
est appelé argument , phase , amplitude ou angle polaire; il peut prendre des valeurs comprises 
entre 0° et 360°; la longueur | OP\ = q est appelée rayon vecteur; q ne peut prendre que des valeurs 
non négatives. Pour le point O lui-même, £ = 0 et (p est indéterminé. 

Passage d’un système de coordonnées à un autre 

La même figure géométrique, par exemple un cercle, peut être décrite dans deux systèmes de 
coordonnées différents C x et C 2 , par exemple en coordonnées cartésiennes et en coordonnées 
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polaires. Pour les mêmes propriétés géométriques on trouve deux équations f x (x, y) = 0 et / 2 (£, rj)=0. 
Au lieu de déduire chacune de ces deux fonctions des propriétés géométriques, on peut calculer 
une fonction à partir de l’autre au moyen des propriétés des systèmes de coordonnées et des 
relations entre ces systèmes. On parle alors d’une transformation (ou passage ou changement de 
coordonnées) d’un système à l’autre. Les équations de la transformation doivent évidemment 
spécifier comment calculer les coordonnées (£, rj) d’un point dans C 2 à partir des coordonnées 
(jc, y) du même point dans C l et réciproquement. Si les équations de transformation sont x=t 1 (Ç i rj ), 
y = t. i (S, V) et leurs inverses ( = r l (x 9 ÿ) 9 rj — T 2 (x y y), alors les équations f x (x y y) = 0 et / 2 (£, rj) = 0 
qui décrivent la figure géométrique sont transformées l’une en l’autre. 

Transformation de coordonnées polaires en cartésiennes et vice versa. Pour simplifier on peut 
supposer que le pôle du système de coordonnées polaires coïncide avec l’origine du système de 
coordonnées cartésiennes, et son axe avec l’axe des x. Dans ces conditions si un point P a pour 
coordonnées polaires (g, q>) et ( x , y) pour coordonnées cartésiennes, les relations trigonométriques 
donnent x=q cos 9 ?, y=Q sin (p et on peut voir, en particulier à partir du cercle unité, que toutes 
les combinaisons de signes possibles de jc et y peuvent être obtenues dans les différents quadrants 
en donnant à (p toutes les valeurs entre 0 et 2 n (Fig.). 


13.1-5 Relation entre coordonnées cartésiennes et polaires 

Exemple 1: Si les coordonnées cartésiennes de P x sont (3,4) alors £ 1 =\/(3 2 -b4 2 )=\/25 = 5, 
cos <p x = 3/5 = 0,6, sin (p 1 — 4/5 = 0,8; les tables trigonométriques donnent 9^ = 53,13°. Les coordon¬ 
nées polaires de P 1 sont donc <^ = 5 et 9^ = 53,13°. 

Exemple 2: Les coordonnées polaires de P 2 sont (> 2 = 3, 9> a = 120°. Les coordonnées cartésiennes 
de P 2 sont alors jc 2 =3 cos 120°, y 2 =3 sin 120° soit jc 2 = —3/2, y 2 =(3/2)y'3. 

Exemples 3: En coordonnées polaires l’équation d’un cercle, dont le centre est au pôle et 
le rayon est r, est donnée par Q = r, 0^(p<2n. Sans considérations géométriques supplémentaires, 
on peut obtenir l’équation du cercle en coordonnée cartésiennes,par substitution, à partir des 
équations de la transformation: Q—-\/(x 2 -i-y 2 ) = r soit Jt 2 -fy 2 = r 2 . 

Déplacement parallèle (translation) d’un système de coordonnées parallèles rectangulaires. Deux 
systèmes de coordonnées cartésiennes dictincts, C x de coordonnées x et y et C 2 de coordonnées £ 
et rj y sont liés de telle manière que les axes correspondants soient parallèles entre eux et que 
l’origine 0 2 de C 2 a pour coordonnées (a, h) dans C x (Fig.). Le même point P a alors pour 
coordonnées (*, y) dans C t et (<?, r/) dans C 2 , où x — a -f -£, y=b-\-rj ou £ = x — a y r\—y—b. 


Ces formules de transformation 
sont toujours valables, indépendam¬ 
ment du quadrant dans lequel se 
trouve l’origine du nouveau système. 
Si, par exemple, a et b sont tous 
les deux positifs, le déplacement a 
lieu vers le haut et vers la droite; 
si a et b sont tous les deux négatifs, 
il est dirigé vers le bas et vers la 
gauche. 

Exemple 1 : On veut transformer le système en (jc, y) de telle sorte que le système parallèle 
en (£, rj) ait son origine au point (4, —2,5), c’est à dire a= 4, b= —2,5. Les équations de trans¬ 
formation sont jc=4+£, y= —2,5 +r). 



13.1-6 Deux systèmes de coordon- 13.1-7 Transformation 
nées rectangulaires translatés l’un de l’équation d’une droite 
par rapport à l’autre 


Transformation 
de coordonnées 
par translation 

* 

Il II 

^ S 

CS rrr 

Transformation 

inverse 

Ç=x—a 

i)=y—b 


X = (> COS (p 

es 

II 

es 

es 

* 

cos 93 = x\<\J ( x 2 +y 2 ) 

y=(>sin (p 


sin <p=yl\/(x 2 -\-y*) 
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Exemple 2: Dans le système de coordonnées (*, y) on a une droite dont l’équation est 
y=2x-l,2 (Fig.). Si on pose x=0 , on obtient son point d’intersection avec l’axe des y dont 
les coordonnées sont (0, —1,2). Prenons ce point comme origine d’un système de coordonnées 
(£, rj), dont les axes sont parallèles à ceux du système (jc, y). Puisque a = 0 et b — -1,2, les 
équations de transformation sont * = £, y-rj- 1,2. Elles 
sont valables pour tout point du plan. Dans le système 
(£, rj) la droite a donc pour équation r\— 1,2 = 2£- 1,2, soit 
t\ — 2%. On peut voir que dans ce cas la forme de l’équation 
a été simplifiée par la transformation. 

Rotation d’un système de coordonnées cartésiennes. Sup¬ 
posons que l’on fasse subir au système de coordonnées car¬ 
tésiennes (jc, y) une rotation d’angle xp (en conservant l’o¬ 
rigine fixe), dans le sens (mathématique) positif, qui l’a¬ 
mène dans la position d’un système (£, rj). Soit P un point 
de coordonnées ( x , y) dans l’ancien système et (£, ry) dans 
le nouveau système (Fig.). 

Notons le point de coordonnées (£, 0) dans le systè¬ 
me (£, ?y). On a OP=OPt \ PçP d’où par projection sur 
l’axe Ox (Fig.) x= OA = OC-\-CA. On a clairement OC— 

£cosy;ct CA—rj cos^yj-b-y^ = —r; sin xp y d’où finale¬ 
ment ;c=£ cos xp — 7i sin xp. On montrerait de môme que 
y—^s'm xp-\~7j cos xp en utilisant les points B et A de la ligure et le point P v de coordonnées (0 ,tj) 
dans le système (£,*?). 



13.1-8 Rotation du système de 
coordonnées 


Transformation des coordonnées par la 

jc=£cos y>— 7) sin y; 

£= *cos y>-hysin xp 

rotation du système (jc, y) d’un angle xp 

j>=£sin xp -b*/cos y; 

T)= — x sin xp -}-y cos xp 


Les formules pour £ et ry sont obtenues par la rotation du système (£, ?y) d’un angle —xp. 


Exemple: Quelles sont les coordonnées du point P(2,4) dans le système de coordonnées 
résultant d’une rotation de 30°? — Les anciennes coordonnées sont jc = 2, y— 4, comme sin xp— 1/2, 
cos V =(l/2)\/3, ona £ = 2x(1/2)a/3+4x i/2=2+y/3, r,= -2x l/2-|-4x(I/2) v / 3= -1+2^3. 

Remarque. Par translation d’un système de coordonnées on peut éliminer le terme constant 
de l’équation d’une courbe, comme dans l’exemple ci-dessus. A l’aide d’une rotation il est toujours 
possible de supprimer le terme croisé xy d’une équation qui est quadratique en les variables x 
et y (voir Etude de Véquation générale du second degré). On utilise ici une transformation des axes 
en axes principaux. Supposons, par exemple, que l’on donne l’équation x 2 -\-xy \ y 2 — 3 = 0. Alors, 
par rotation de 45°: 

x =£ cos 45°— 7] sin 45° = (£—ry) x v / 2/2, 
y =£ si n 45° -f ry cos 45° = (£ -b ry) x 2/2 
puis par substitution on obtient pour nouvelle équation 

V 2 (£ 2 “2£rç-b rf) -bV 2 (f 2— V 2 ) +V+2£ry-brç 2 )—3=0 soit 3£ 2 +*? 2 -6=0. 


13.2. Points et droites 


Segments et rapport de division 


Longueur d’un segment. La longueur d’un segment, 
c’est à dire la distance entre ses deux extrémités, est me¬ 
surée à l’aide d’une règle en géométrie pure, mais en géo¬ 
métrie analytique elle est calculée à partir des coordonnées 
de ses extrémités. Si les extrémités P l et P 2 du segment (Fig.) 
ont pour coordonnées cartésiennes, respectivement, (x lt y x ) 



13.2-1 Distance entre deux points. 
Longueur d’un segment 
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et (jc 2 , y 2 ), on trouve alors la 
longueur du segment P X P 2 
par le théorème de Pytha- 
gore. 

Exemples: 1. Etant donné ^(l, 8 ), P 2 ( 4, 2) on a \P x P 2 \=\/[(.4- 1 ) 2 -f-(2— 8 ) 2 ]=^/[S 2 H-(— 6 ) 2 ] = 

=V 45 * 6 > 71 - 

2. Etant donné P 3 (-3, -2), /> 4 (- 6 , -1) : |/> 3 /> 4 |=^/[(-6+3) 2 +(-- 1 +2) 2 ]=i/l0»3,16. 

3. De combien la route directe de P t à P A est-elle plus courte que la route de P x à P 4 avec 

le détour par P 2 et P J. — On trouve que |/ > 1 P 4 |=y'l30« 11,40 et I /VM +1/ > 3 / > 4 | = 

=-\/45 +a/ 65 +'V 10^ 6,71 -f- 8,06 1-3,16= 17,93, c’est à dire que la différence est 17,93 — 11,40=6,5. 


Longueur du segment P X P 2 , distance entre 
les points P x et P 2 


\P l P2\=V^-x 1 r+(y2-yi) 2 ] 


Rapport de division d’un segment. Si un point P est situé sur le segment P X P 2 et ne coïncide 
pas avec P 2 , alors P divise le segment P X P 2 dans le rapport P X P : PP 2 = À; A est appelé le rapport 
de division du segment P X P 2 par le point P\ P X P n’indique pas seulement la longueur \P X P\ du 


segment mais aussi la direction de P x à P, c’est à dire que P X P— — PP X . On a la môme chose 

pour PP 2 . Par conséquent, si P est situé entre P x et P 2y alors P X P et PP 2 ont la même direction 
et donc le même signe et A est ainsi positif. Les signes des deux segments dépendent, comme pour 
toute droite numérique, de la direction choisie comme étant positive sur la droite, c’est à dire 

l’orientation de la droite. Si on change l’orientation de la droite, alors les segments P X P et PP> 
sont inversés, mais également les signes. U orientât ion de la droite ne modifie pas le rapport de 

division A et peut donc être ignorée. Si P est situé à l’extérieur du segment P x P 2f alors P X P et 

PP .5 sont de signes opposés, et A est ainsi négatif. 

Une étude plus précise montre que chaque position du point P sur la droite peut être caracté¬ 
risée par une valeur du rapport de division A (Fig.). En fait, on peut voir que A croît de manière 

monotone lorsque P se déplace sur le segment P X P 2 à partir de P x , puisque dans X — P X PIPP 2 
le numérateur croît toujours et le dénominateur décroît. Pour P—P x , A = 0; pour le point milieu 

M du segment P x P 2 >h M = +1; lorsque P devient arbitrairement proche de /\>, A croît au-delà 
de toute valeur finie. _> 

Si P est un point de division extérieur du segment P x P 2 , alors la différence des longueurs de 

P t P et PP 2 est toujours \P X P 2 \ et son influence sur le rapport P i P:PP 2 = À est d’autant plus 
—> —► 

faible que les segments P X P et PP 2 sont plus grands, c’est à dire que si P est suffisamment éloigné 

du segment P X P 2 , alors A diffère de —1 d’une quantité arbitrairement petite. Il n’y <1 pas de 

—> 

différence entre le cas où il s’éloigne dans la direction P x P 2y et le cas où il s’éloigne dans la 

direction P 2 P X . On dit de manière brève: au point P à l’infini sur la droite , le rapport de division 

a la valeur A= — l.Si P se rapproche du point P x dans ladircctionde/ > 1 / > 2 ,alors|PP 2 l as! l^/ > iH“ 
-|-|/ > l P 2 |>|P/ > il, et la valeur absolue du rapport de division est toujours inférieure à I, c’est à 

—► 

dire que A croît de — I à 0. Si P se rapporche du point P 2 dans la direction de P„P X alors 
\P x P\ = \P l P. i \ 1 \P t P\>\P % P\ 9 c’est à dire |A|-|P].P|:|FP t |>l 9 et ainsi \PP t \ -► 0 ou |A| -> 00 lorsque 
P -> P 2 ; A décroît donc de manière monotone de —1 à —00 lorsque P se déplace, en tant que 
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point extérieur de division, vers P 2 dans la direction P 2 P v Pour P= P 2 , A n’est pas défini, mais A 
converge vers + oo lorsque P est un point intérieur et vers — oo lorsque P est un point extérieur. 


Equations d’une droite 


Direction d’une droite. Une droite orientée / fait avec le demi-axe des x positifs un angle 
/s 

(xJ) = tp y c’est à dire que ce demi-axe peut être ramené dans la direction de la droite par une 
rotation d’angle (p autour du point d’intersection S avec la droite / (dans le sens positif pour 
un système direct et dans le sens opposé pour un système rétrograde). La droite fait un angle 

0\ l) =( p — n/2 avec le demi-axe des y positifs. Supposons donnés deux points P, et P 2 sur la 

droite, de sorte que P X P 2 soit positif. On trace des droites passant par ces points et parallèles 
aux axes de coordonnées (ces droites sont les droites projetantes) (Fig.), qui coupent les axes en 

P lx , P 2x et P ly , P‘> y - Les projec tio ns du segment P V P 2 su r les axes sont alo rs do nnées pour tout 
angle (p par les formules P u P 2x — P l P 2 cos(p et PiyP^y — P\P^ cos (<p — n/2) = P 1 P 2 sin (p. Si (x 1 ,.y 1 ) 
et C* 2 , y*) sont les coord onnées de P 1 e t P 2y on a alors: 

Xi~\rPi x P 2 x = x 2 i X 2 ~ X l~ PlxPlx et PlyP'iy — y^'i ^2 — ^i = P 1 y? 2 y 9 

donc |/» x /» a |= +y/l(Xi-Xi ) 2 +0' 2 ->’ 1 ) 1! ], 


cos <p - Xl ) 2 -|- (y 2 -yj 2 ] 


sin (p = 


y 2 y i 

Vl( x 2~ x i) 2 +(y2-yi) 2 ] 


L'angle (p est ainsi déterminé par les coordonnées des points P x et P 2 \ il peut prendre des valeurs 
comprises entre 0 et 2 n. Cependant, dans tous les cas où il n’est pas nécessaire de tenir compte 
de l’orientation de la droite, il suffit de déterminer l’angle (p à partir de la valeur de sa tangente: 

m = lg<p = (y a - yi)l(x.i - *i), <p=ai ctg [(y 2 - x ,)]. 


Le mieux est de prendre la valeur principale de l'inverse de la fonction tangente , c’est à dire la 
valeur de (p dans l’intervalle — 7r/2<ç>< + tï/ 2. La valeur m est appelée le gradient ou la pente 
de la droite /. 

Equation d’une droite. Si un point P divise le segment P, P 2 dans le rapport A=P t P: PP 2> les 

—> — y 

équations trouvées ci-dessus son t valables pour les segments P,P et_PP 2 , c’est à dire 
x — x x = PjPcos (p et y—y 1 = P i Ps\n<p > x 2 — x=PP 2 cosq) et y 2 —y=PP 2 s\n(p. 

Donc, pour le rapport de division 

A= P,P : PP 2 =(x— *i)/cos (p : (x 2 — x)/cos(p=(x — x 1 ) :(a* 2 -^) 
ou À=P t P: PP 2 =(y-yi)ls\n<p :(y 2 -y)lsin<p=(y-y 1 ) :(y t -y). 

Si A prend toutes les valeurs entre — oo et -f-oo, alors le point P décrit la droite /; si les coordonnées 
(x, y) d’un point P satisfont l’équation (x — JCi) :(a : 2 — x) = (y— yi )\{ y ^~ ^)» alors le point P est situé 
sur la droite. Les coordonnées (x, .y) sont souvent appelées les coordonnées courantes (ou coordon¬ 
nées du point courant). L’équation a:b—c:d peut se mettre sous la forme a:(a-\-b) = c:(c-\-d)‘ y 
l’équation de la droite est donc (a: —jc x ) :(jc 2 —JCi) = (>^—J'j)Kj'z—^î.)* permutant les termes on 


obtient l’équation de 
la droite passant par 
les deux points. 


Equation de la droite passant 
par deux points donnés 


(y-yi)Kx-x 1 )=(y t -y l )l(x î -x 1 ) 


Equation de la droite passant par un 
point donné et ayant une pente donnée 


(y-yi)=m{x- x i) 


Ceci souligne le fait que 
deux points P x et P 2 déter¬ 
minent complètement la 
droite dans le système de coordonnées. Un point P x et la pente m = (y 2 — yi)l(x 2 — a^) = 
(y-yi)K x ~ x i) déterminent la position de la droite sous la forme (y—y 1 ) = m(x—x 1 ). 

Le terme de droite (y 2 —yi)l(x 2 — * 1 ) de l’équation de la droite passant par deux points corres¬ 
pond à tg 99 et peut prendre toutes les valeurs de cette fonction trigonométrique, selon la position 
relative de P x et P 2 . Les cas particuliers {y 2 — y i) = 0 et (x 2 — *!) = () présentent un intérêt spécial. 
Dans le premier cas, comme tg99 = 0, la droite déterminée par les points P x et P 2 est parallèle à 
l’axe des x et rp— 0° ou (p— 180°. A partir de l’équation de la droite on obtient (y—yi)l(x—x 1 ) = 0 
d’où y— ^i = 0, y=y x \ c’est à dire que pour toute valeur de la coordonnée en x du point P qui 
décrit la droite, sa coordonnée en y a la valeur constante y=y v A partir de l’équation de la droite 
on retrouve donc le fait que la droite est parallèle à l’axe des x. Dans le second cas l’équation 
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donne tg 99 = 00 , c’est à dire 99 = 90 ° ou 99 = 270° et de manière similaire on a (x— x 1 )l(y—y 1 ) = 
= (x 2 — *i)/(y 2 —y x ) = 0 soit x— jq = 0; pour toute coordonnée en y du point courant P sa coor¬ 
donnée en x doit toujours avoir la valeur constante jc=jc 1 , c’est à dire que la droite est parallèle 
à l’axe des y. Pour les axes des x et des y eux-mêmes, comme on a respectivement y^O et 
*! = (), les équations sont y = 0 et x=0. 

A partir des équations X=(x — x 1 )l(x 9 — x\ct A= (y—yi)/(y 2 —y) on peut calculer les coordonnées 
(jt, y) du point P qui divise le segment P 1 P 2 dans le rap port A; par exemple Àx 2 — Xx=x—x 1 ou 
x=(x t +Âx 2 )/( 14-A). Pour le point milieu M du segment P\P 2 on a 

x=(x v +x 2 )I2, 
y=(y 1 +y 2 )j2, puisque 
A= 11. 


Le point P divise le segment 

x x +Xx 2 

J'i+A.Va 

P X P 2 dans le rapport A 

x= x+x-' y= 

l+A 


Exemple 1 : Angle de direction <p du segment P X P 2 . 

a) Etant donné P x ( 2, 3) et P 2 (l , 8 ) : 

cos cp = (7 - 2)/Vt(7 - 2 ) 2 -f (8 - 3) 2 ] = 5/V[5 2 + 5 2 ] = 1 ly/2 ; 
sin 99 = (8-3)/(5-\/2)= l/-\/2. Angle de direction 99 = 45°. 

b) Etant donné P x ( — 1, —2) et P 2 (0, 8 ) : 

cos (p = (0 h 1 )/a/[(° H " 1 ) 2 h (8 I- 2 ) 2 ] = 1 /V 101 ; sin 9 ? = ( 8 + 2 )V 101 = 10 /^/ 101 ; tg 99 == 10 . 

Angle de direction (p— 84,3°. 

c) Etant donné P x ( 2, —3) et P 2 (-3, 4-5): 

cos 99 = (—3 -2)/VK“3 -2) 2 +(5 + 3) 2 ]= -5/V89; 

sin 99 = 8/\/89; tg 99 = —8/5= —1,6. Second quadrant: 99=180° -58°= 122°. 

Exemple 2: Trouver les coordonnées du point T qui divise le segment joignant P x (3, -2) et 

P 2 (-5, 4) de telle sorte que P X T : 77 > 2 = 2:3. 
Comme A = 2/3 on obtient 

Xl +Xx % _ 3 + 2 / 3 (—5) _ 9-10 
* l+A I -I- 2 / 3 5 

= - l / 6 ; 

y t 4 -Ay 2 = -2 + 2 / ;) ’4 _ — 6-|-8 
y ~ l+A l+ 2 /, 5 

= 2 /r,. n- 1 /*; 2 /*). 

Le segment est centré (A = + 1) au point 
P 2 (5, -4) Af(-l,l). 

Exemple 3: Trouver l’équation de la droite joignant les points P x ( — 4, —2) et P 2 (5, —4) 
(Fig.). Par substitution des valeurs données jc x = — 4, y^ — 2, * 2 = 5,y 2 = “4, on obtient 
l’équation (y | 2)/(xT4) = (-4 I 2)/(5-|-4) qui peut être simplifiée en y— — (2/9)*—26/9. La 
valeur de la pente m est m= —2/9= —0,2222... = tg 99 . La valeur de cp est cp x — —12,53° ou 
cp 2 — 180° — 12,53°= 167,47°; la valeur principale est 99 = —12,53°. Un point P 2 sur la droite, 
à une distance 3\P X P 2 \ de P 2 dans la direction P X P 2 divise le segment P X P 2 dans le rapport 

A=/ , 1 jP 3 // > 3 / > 2 = 4|/ > 1 / > 2 |/( — 3|/ > 1 P 2 |)= —4/3. Ses coordonnées sont donc 
^=[^i- 4 / 3 a: 2 ]/(1- 4 /3)=[~4 — 4 / 3 ’5]/(— 1 / 3 )= 12 | 20=32 
et T 3 =bi- 4 / 3 ^]/(l~ 4 / 3)=[-2 — 4 / 3 ( — 4)]/( — V 3 ) = -1646= -10. 

Exemple 4: Trouver l’équation de la droite qui passe par le point / > 1 (3, 4) et qui a comme 
angle de direction a = 50°. Comme A 4 = 3, y 1 = 4, tg a = w = tg 60°=\/3, l’équation de la droite 
est y—4='\/3 (a:— 3) soit y=xy / 34-4-3\/3. 



13.2-4 Un droite vraie P x { — 4, -2) et 


Equation cartésienne d’une droite. Dans le dernier exemple, l’équation de la droite a été 
simplifiée sous la forme y=ax+b. Ceci peut être fait en général pour toute droite, pourvu qu’elle 
ne soit pas parallèle à l’axe des y. A partir de l’équation d’une droite passant par un point et 
de direction donnée, par exemple, on obtient 
y—y x = m(x — A 4 ) = mx—mx 4 , 
y=mx (y !— mx x ), 
ou y=mx-\-c , avec c=y x — mx v 
Comme il a été montré précédemment l’équation des droites parallèles à l’axe des y est x = x x . 
Puisque m = tgcp, mx x est manifestement la différence entre les ordonnées du point P x donné 
et du point d’intersection S de la droite avec l’axe des y; c—{y x — WA 4 ) est donc l’ordonnée du 


Equation cartésienne d’une droite 


y=mx-\-c 
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point S (ordonnée à l’origine). Ceci est confirmé en faisant x=0 dans l’équation cartésienne, 
ce qui donne y s — c. 

Si on prend la droite y= mx et si on donne à x la valeur 1 (Fig.), alors y—m\ la droite y=mx+c 
est obtenue à partir de cette droite par une translation de c dans la direction de l'axe des y. Donc 
si on porte une longueur m à partir du point (1,0) sur la droite parallèle à l’axe des y d’ab¬ 
scisse + 1, alors la droite issue de l’origine et passant par l’extrémité de ce segment est la droite 
y=mx. La droite parallèle à celle-ci passant par l’extrémité du segment de longueur c à partir 



Equation d’une droite dont les points d’intersection avec 
les axes sont donnés. Une droite ne passant pas par l'ori¬ 
gine et qui n’est pas parallèle à l'un ou l'autre des axes 
de coordonnées peut être déterminée dans le système de 
coordonnées si ses points d’intersection a et b avec les 
axes sont donnés. Si elle coupe les axes aux points P x (a , 0) 
et P 2 (0, b) 9 l’équation de la droite passant par les deux 
points donnés, soit (y—0)/(x—a) = (b—0)1(0—a) peut se 
mettre sous la forme ylb=[xl(—a)+ 1], soit encore xfa-V 
+ylb- 1 (Fig.). 



Equation d’une droite dont les points 
d’intersection avec les axes sont donnés 


x/a -\-y/b= 1 


13.2-7 Obtention d’une droite sous la 
forme points d’intersection avec les 
axes donnes 


Exemples: 1. Les points d’intersection sont a—4, b— —2. L’équation de la droite sous la 
forme ci-dessus est */44\y/(—2)= 1. Elle peut se mettre sous la forme cartésienne y—x! 2—2. 

2. L’équation générale donnée par les intersections avec les axes peut également se mettre 
sous la forme cartésienne. A partir de l’équation x/a-]~ylb= 1 on obtient y= — (b/a)x-\-b> c’est 
à dire m— —bla,c=b. 

3. Quels sont les points d’intersection de la droite y— — 4x/3 + 8 avec les axes? — Avec la 
formule de l’Exemple 2 on obtient immédiatement b = 8 et a = 6. 


Equation hessienne (ou normale) d’une droite. Cette forme de l’équation d’une droite porte le 
nom de Otto Hesse (1811-1874). Le plan des (x, y) est divisé en deux demi-plans par une droite 
orientée /; le demi-plan situé à gauche de /, lorsque celle-ci est décrite dans le sens de son orienta¬ 
tion, est appelé positif. Il existe alors une droite n passant par l’origine et normale à /, orientée 
/s 

de telle sorte que l’angle (/, n), dans le sens de rotation du système de coordonnées, vaut +90° 
(Fig.). A l’aide de cette normale n on peut déterminer la distance p de la droite à l'origine O. 
Si la perpendiculaire abaissée de l’origine O sur la droite / la coupe en L, alors OL=p. Sur 
la figure, cette distance p est positive; si O était dans le demi-plan négatif, la distance OL serait 

alors négative; si O et L coïncident, alors p — 0. 

—> /v 

Si la normale, et donc le vecteur OL> fait un angle (p avec l’axe des x, soit (x> n) = (p t l’angle 
(jc, /) que la droite / fait avec l’axe des x est alors obtenu par rotation de la normale de — rc/2. 
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c’est à dire que (*, /) = (*, ri)—n\2=<p—n\2. L’angle (y, n) que la normale fait avec l’axe des y 
est donné par (jyi) = (p — n\2. L’angle (p=(x,n) peut prendre toutes les valeurs entre 0 et 2n. 

Si un point P a pour coordonnées cartésiennes x — OR,y=RP, et est à la distance d—QP de la 

—> —> —> 

droite l, il y a alors deux parcours vectoriels de l’origine O au point P, à savoir OL-{-LQ-\-QP 

—> —> 

et OR \ RP. Leurs projections sur la normale doivent être égales en grandeur et sens, d’où: 

XV 

p+0+r/=jccos<p-| .veosO', w) = -*cosÿH-y sin soit d—x cos ç>+.ysin <p-p. 


Les points P situés dans le demi-plan positif sont 
à une distance d positive de la droite I, et les points 
situés dans le demi-plan négatif sont à une distance 
négative. 


Les points P situés sur la droite en sont à une distan¬ 
ce d= 0; l’équation de la droite est donc x cos <p-\-y 
sin (p—p= 0. 


Equation hessienne 
(ou normale) 


x cos q)+y sin rp—p —0 


Le signe de p dans l’équation dépend de l’orienta¬ 
tion, comme cela a été décrit ci-dessus. Les équations 
des deux parallèles à / aux distances ±<5 sont 


xcos(p -\-ys\n 99 —(p±<5) = 0. 


Pour 5= —p une des parallèles passe par P origine, son 
équation est 


x cos (p-\-y sin. <p = 0. 


soit y= -xcotg(p=xtg(<p-Ji/2)=mx 


sous forme cartésienne. Cependant, si <S >p, une des 
parallèles est alors située de l’autre côté de l’origine, 
et p'=p—ô prend une valeur négative. 



13.2-8 Forme hessienne de l'équation 
d'une droite 


Exemple 1 : Si la droite / est à la distance p = 3 de l’origine et si la direction de la normale 
n est déterminée par l’angle (p = 30° (Fig.), l’équation de la droite dans sa forme hessienne est 
alors x cos 30 o +j> sin 30° — 3 = 0 soit x\/3l2-\-yl2 — 3 = 0; la forme cartésienne est y— — *y'3 + 6. 

Les points P X {5,1) et P 2 ( — 1, —3) sont aux distances ci-dessous de la droite /: 
d x = 6 / 2 V3+'7 2 " 3 « 4,33 -1-0,5 = 4,83 ; 
d 2 = - W 3 - 8 /i-3* -(0,87+4,5)= -5,37. 

Les deux parallèles p 2 et p l à des distances <5 = + 6 de / ont pour équations : x • 1 / 2 \/3 -\-y - 1 / 2 — 9 = 0 
et x- 1 / a v3+y 1 /2"l‘3 = 0; dans la seconde équation la valeur de p est négative. La parallèle p x 
peut être représentée par: —x- 1 / 2 '\/ / 3 —* 1 / 2 — 3 = 0, ou x cos 210° -\-y sin 210° — 3=0. 

Exemple 2: Une droite h (Fig.) coupe les axes des x et des y aux points Pi =( — 5,0) et 

XV XV 

P 2 =(0, +8) et fait un angle (x,h) avec l’axe des x pour lequel tg (jc, /r) = 8 / s = 1,6, c’est à dire 

xv xv 

(*, /î) = 58°. Comme (x, h) — (p—nl2, ç? = 58 o +90°= 148°. Dans la forme hessienne x cos 148°+ 

—>• —>■ 

+.ysin 148°— p=0, p est obtenu en projetant les vecteurs OP x ou OP 2 sur la normale n, d’où 
p = OP x cos 148° = ( — 5) ( — sin 58°) = 5 • 0,8480« 4,24, ou 
p = OP 2 cos ( 148° - 90°) = 8 cos 58° = 8 • 0,5299 » 4,24. 

La forme hessienne est donc —*(0, 85) +^(0,53) — 4,24 = 0. 

La distance d du point P 3 (6, 5) à la droite h est donnée par d— —6x0,85 + 5x0,53 — 4,24= 
= -5,09+2,65-4,24^ —6,68. Cette distance est supérieure à p de p x = 6,68 — 4,24 = 2,44. 
L’équation de la parallèle h x à h passant par P 3 est donc .—jf(0,85)-l .y(0,53)+2,44 = 0 et celle 
de la parallèle h' x avec n x = -n est jccos (148° + 180°)+ < y sin (148°+180°)-2,44 = 0 soit *(0,85)— 
—y(0,53)—2,44=0. 
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13.2-9 Exemple 1 d’une droite sous forpie hessienne : 13.2-10 Exemple 2 d’une droite sous 

(p = 30°, p = 3 forme hessienne 


La forme générale de l'équation d’une droite. L’cquation générale d’une droite est Ax | By 1-C=0, 
où A , B , C sont des nombres réels quelconques, à ceci près que A et B ne peuvent être simultanément 
nuis. Son graphe est toujours une ligne droite. Si A ou B est nul, par exemple A = 0, BfO, alors 
l’équation By+C=0, y— —C\B, représente une droite parallèle à l’axe des x à la distance - C/B ; 
si /i=0, A^O, la droite est parallèle à l’axe des y à la distance —ClA. Si A et B sont tous les 
deux non-nuls, la forme cartésienne de l’équation est y— —(A/B)x—(CIB) avec la pente m — —A/B 
et l’ordonnée à l’origine c= —C/B. Si C=0 la droite passe par l’origine. 

Le demi-plan qui ne contient que les points P(x, y) dont les coordonnées donnent des valeurs 
positives à la fonction linéaire Ax-\ By bC=/(*, y) est appelé positif. L’équation y=(8/5)x-\-S 
considérée dans l’Exemple 2 correspond à la fonction 5y— 8jc — 40. Pour le point P 3 ( 6 , 5) sa valeur 
est 25 — 48 — 40= —63, et P :i est donc dans le demi-plan négatif. 

La droite est orientée de telle manière qu’elle est décrite dans le sens positif quand le demi- 

e 

plan positif est situé à sa gauche. Si l’équation Ax-\-By \-C=0 est multipliée par ’ 

où e= ± 1 on a alors 


eAx eBy eÇ 

^(A 2 +B 2 ) ^{A^VBf) ^(A 2 ^B 2 ) 

elle est, de ce fait, normalisée , c’est à dire que la somme 
des carrés des coefficients de x et y vaut 1 : 

(~j±—)' + t eB Y-., 


Ces coefficients peuvent être interprétés comme les valeurs 
du cosinus et du sinus d’un angle (p (Fig.). Si on pose 


eA 

V (A 2 + B 2 ) 


= COS (p , 


eB 

V(A 2 + B 2 ) 


= sin 99 , 


eC 

V( A 2 -\ B ) 2 

l’équation est alors sous forme hessienne. 



13.2-11 Normalisation de l’équation 
3>> — 2* — 4 = 0 


Exemple: Mettre l’équation 3y— 2jc — 4 = 0 sous la forme hessienne. L’origine est située 
dans le demi-plan négatif, puisque 3x0—2x0 —4= —4. Comme A= —2, B— +3, C— —4, 
chaque coefficient doit être divisé par ^(4+9) =^13. Ceci donne l’équation hessienne de la 
droite -(2/^13)jc-f-(3/-\/13)>^—4/-\/l3 = 0 , c’est à dire cos (p= — 2/^/13, sin 99 = +3/-\/l3, 
tg (p— -3/2= —1,5; 9?=123,69°; p— +4/^13. A partir de la forme cartésienne >»=2/3 a:-L4/3 

on a comme contrôle /w=tg (jc, /) = 2/3, (*,/) =33,69°, c’est à dire 99 —90° = 33,69°, 99 = 123,69°. 
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Incidence d’un point et d’une droite 


On parle de l'incidence entre un point et une droite si le point est situé sur la droite ou si la 
droite passe par le point. Comment peut-on établir analytiquement l’indicencc? Dans l’équation 
d’une droite, par exemple y=2x—l y x et y sont les coordonnées d’un point quelconque P(x y ÿ) 
situé sur la droite. Si / > 1 (4, 1) est un de ces points, l’équation doit en particulier être satisfaite 
pour x=x Xt y=y x . On dit que les coordonnées x l et y l satisfont l'équation de la droite y = 2x — l\ 
dans ce cas 1 = 2 x 4 — 7. Au contraire, les coordonnées du point P 2 (2, 4) ne satisfont pas l’équation 
de la droite puisque 4 + 2x2 — 7. Ces considérations restent évidemment valables indépendamment 
de la forme prise par l’équation de la droite. 

Un point P x (x X9 y x ) est situé sur une droite 
si et seulement si scs coordonnées x x et y x 
satisfont l’équation de la droite. 

Exemples: 1. Le point P(2, 3) n’est pas situé 
sur la droite 2 jc— y/4+8=0, puisque 2*2 — 3/4 -f- 
+ 8 + 0 . 

2. La droite */2+y/3 — 17 = 0 ne passe pas 
par l’origine, puisque 0/2+0/3—17+0. 

3. Le point / > 1 (57, 88 ) est situé sur la droite 
y— 8 = 2*(;c — 17), puisque 88-8 = 2 (57-17). 

4. La droite passant par les points /^(O, 3/2) 
et P 2 { 2,5/2) a pour équation (y- 3/2)/(jc—0) = 

= (5/2 — 3/2)/2 soit y=*/2 + 3/2. Elle coupe 
l’axe des x au point S d’ordonnée ,y o = 0. 

Son abscisse est alors x 0 = —3. Le point 
S( — 3,0) est l’intersection de la droite y= 

= jc/ 24-3/2 avec l’axe des x: x 0 = —3 est le 
zéro de la fonction y—xf 24-3/2. 

5. Si un point P x d’abscisse x x = 5 doit être 
situé sur la droite y=2x13 — 2, son ordonnée 
y doit alors avoir la valeur y x = 2x x /3 — 2 = 

10/3-2 = 4/3. 

6 . Trouver la droite l x passant par le point 
P x ( 6,4), qui est à la distance d= 3 du point 
P 2 (3, —5). On peut construire géométrique¬ 
ment la droite à l’aide du cercle (de Thalès) ayant le segment P X P 2 pour diamètre (Fig.). 

De cette manière on détermine deux droites l x et / 2 ; leur distance, selon l’orientation de la 
perpendiculaire abaissée de l’origine, est soit positive (d x = +3) soit négative (d 2 = —3). En 
même temps il faut noter que la distance donnée d doit être plus petite que la longueur du 
segment P X P 2 pour qu’il existe une solution. Il est judicieux de prendre l’équation de la droite 
sous sa forme hessienne (ou normale) Jccos 9 ?+y sin (p—p=0 y et de déterminer les trois 
nombres cos <p , sin 9 ? et p. Puisque la droite passe par le point P x ( 6 , 4) et se trouve à la dis¬ 
tance d= ±3 du point P 2 ( 3, —5), on a: 

I 6 cos 9 ?+4 sin p=0 

I 3 cos (p — 5 sin <p—p= ±3 | - 

cos 2 99 + sin 2 (p= 1 -* - 

I l ±6 sin çH 9 sin 2 9 >+sin 2 (p= 1 
10 sin 2 6 sin (p =0 

sin 9 ?!= 4-3/5, sin 9? 2 = 0 

Le choix de p x = +4/5 et p 2 = +6 fixe l’orientation des deux droites l x et / 2 ; en posant 
0089 ?!= +4/5, sin 9 ?!= —3/5, p x = +4/5 et cos 9 > 2 = +1, sin 9? 2 = 0, p 2 = +6, on obtient 
les équations cherchées +4*/5 — 3y/5 - 4/5 = 0 et x —6 = 0, ou sous forme cartésienne y =4jc/ 3 — 4 
et * = 6 . Si on substitue les coordonnées jc = 0 , y=0 dans les deux équations f x (x y y)= — 3y/5 + 
+4*/5 — 4/5 et f 2 (x, y) = x—6, on voit que l’origine O est située dans le demi-plan négatif 
pour les deux droites. 



3 cos ç>+9 sin 9 ?= +3 

cos 9 ?= +1 —3 sin 9 ? 

/ 


cos (p x = ±4/5, cos9> 2 =4 = 1 

Pi=±2 2 /5. Pt= “F6 



13.2-12 Les droites /, et / 2 passant par le point P x 
sont à des distances d x et d. t du point P 2 
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13.3. Familles de droites 


En géométrie plane il est bien connu que la position relative de deux droites dans un plan 
peut être décrite à l’aide des concepts de parallélisme et de distance, ou de point d’intersection 
et d’angle. En géométrie analytique on tire la caractérisation correspondante de deux droites 
à partir de leurs équations. 

Si deux droites sont données par leurs équations cartésiennes y=m 1 x+c l et y = m 2 x-\-c 2y 
leurs directions sont caractérisées par leurs pentes m 1 et m 2 . Les droites sont parallèles si et 
seulement si m 1 = m 2 . Si, d’autre part, elles sont données par leurs équations hessiennes, x cos 
+y sin (p 1 —p ± = 0 et x cos q> 2 -\-y sin <p 2 — /? 2 = 0, elles sont alors parallèles si les coefficients des 
termes linéaires sont égaux, à un facteur commun 7t près, cos (p x = x cos q> 2 et sin (p t = x sin q? 2 . 
Puisque ces équations peuvent être obtenues par normalisation des équations linéaires générales, 
on a la même condition pour deux droites parallèles données sous la forme A x x +B^+C^O 
et A 2 x + B 2 y-\-C 2 = 0, soit A l B 2 — A 2 B 1 = 0. 

Si dans une équation linéaire, par exemple Ax \ By \-C=0 y x et y sont interprétés comme 
coordonnées d’un point donné, les coefficients A y B y C sont alors des paramètres , et l’équation 
signifie que dans l’ensemble de tous les points (*, y) on choisit un sous-ensemble; il est composé 
des points dont les coordonnées satisfont la condition donnée par les rapports A:B:C des para¬ 
mètres. On a montré que ce sous-ensemble est une droite. Réciproquement, A y B, C où A et B 
ne sont pas nuis tous les deux, peuvent être considérés comme des coordonnées homogènes. 
Alors x et y sont des paramètres auxquels on peut faire correspondre dans l’ensemble de toutes 
les droites ( A, B , C) ou (cos q? y sin q\ p) le sous-ensemble de celles qui contiennent le point (*, y). 
Elles forment un faisceau de droites. 


Point et angle d’intersection 

Détermination du point d’intersection de deux droites. On cherche les coordonnées * 0 et y 0 
du point d’intersection P 0 (x Oy y 0 ) des deux droites A x x \ B x y+C x = 0 et A 2 x +B 2 y+C 2 =0 dont 
les équations sont données sous la forme générale; P 0 en tant que point d’intersection des deux 
droites doit être situé sur l’une et l’autre, ses coordonnées * 0 et y 0 doivent donc satisfaire les 
équations des deux droites. Le point d’intersection est donc obtenu en résolvant le système 
d’équations 

A x Xq -f- B x y 0 4 C x = 0 I 
A 2 Xq-\-B 2 yQ-\-C 2 = § | , 

ce qui peut être fait selon les règles habituelles (voir Chapitre 4). Si le système a une solution 
(* 0 , y 0 ) cela donne les coordonnées du point d’in¬ 
tersection, S’il n’a pas de solution à cause de 
l’incompatibilité des équations, les droites sont 
alors parallèles. Si le système a une infinité de 
solutions, parce que les équations sont linéai¬ 
rement dépendantes, alors les deux droites 
coïncident. 


Exemples : 1. Déterminer le point d’inter¬ 
section des deux droites — 3*+3.y —6 = 0 et 2* f 
43^49 = 0. Le schéma suivant décrit la résolu¬ 
tion du système d’équations 


— 3* 0 + 3j' 0 —6 = 0 I -*-5* 0 + 15 = 0 


2*o+3^o+9 = 0 |+ 


s 


jf 0 =-3 


5=0 
»= -1 


-3(-3)+3*,-6=( 

les droites se coupent au point P 0 ( — 3,— 1) (Fig.). 

2. Pour trouver le point d’intersection P 0 
de deux droites données par leurs équations 
cartésiennes, par exemple y— — 3*4-14, y= —*—1, la manière la plus commode de ré¬ 
soudre le système est d’égaler les deux membres de droite. Dans l’exemple donné, le point 
d’intersection est ^(7,5; —8,5). 

3. Les droites 3*+^—7 = 0 et 2*—j/—3 = 0 se coupent au point P 0 ( 2, 1). 
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4. Les droites 2*-3y|-5 = 0 et 3y— 2*+2 = 0 sont parallèles. Pour chacune d’elles l’origine 
appartient au demi-plan positif. Sous la forme hessienne le système d’équations devient: 

2* 0 - 3y 0 +5 = 0 w + 2x 0 / V 13 - 3 y 0 ly/ 13 + 5/ V 13 = 0 

— 2* 0 4-3y 0 + 2=0 T -2^ 0 / A /13 + 3y 0 / A /l3+2/ A /13 = 0 

Les droites sont à une distance 7/\/13 l’une de l’autre. 

5. Les équations 0,8*+0,4y—1,2 = 0 et 2*4-y— 3 = 0 représentent la même droite; la 
première équation est obtenue à partir de la seconde en divisant celle-ci par 5/2. Dans le 
système d’équations les deux équations sont dépendantes l’une de l’autre. Les droites coïn¬ 
cident. 

6. Les droites y = 2x — 8 et y— 2*4-12 sont parallèles, puisque m 1 =2=/w 2 . De manière 
similaire les droites */4+y/6=l et */2+y/3=l sont parallèles, puisque leurs équations car¬ 
tésiennes sont y— — 3*/2+6 et y— — 3*/2 + 3. 

7. Trouver l’équation de la droite passant par P x ( 2, —1) et parallèle à la droite y=2x — 3. 
Pour la droite cherchée un point et la pente w = 2sont donnés. En utilisant la forme d’équation 
correspondant à ces données, on obtient ici l’équation de la droite ,H-1=2(* —2). 


Angle d’intersection de deux droites. La manière la plus simple d’obtenir l’angle d’intersection 

yt = (i l9 / 2 ) des deux droites l x et / 2 est d’utiliser leurs formes hessiennes; à partir de *cosç>! + 

-\-y sin yp x — y?i = 0 et * cos <p 2 +y sin <p 2 —/> 2 = 0 on obtient immédiatement ip = (li, / 2 ) = g? 2 — <p x . 
Avec la forme cartésienne on obtient l’angle y> à la constante additive -\-n près par utilisation 
de la fonction réciproque de la fonction tangente. Si y=m x x-\-c x et y = w 2 *+c 2 sont les équa- 

/S -. 

tions des droites, alors m 1 = tga 1 et m 2 = tga 2 , où «! = (*, /j), a 2 = (*, / 2 ) et donc (*, l x ) \ (/ ly / 2 ) = 

/S /V 

= (*, / 2 ) soit (/j, / 2 ) = y>=a 2 —a x . Par le théorème d’addition pour la fonction tangente on obtient 


tg y= 


tga 2 -tgai 
1 + tg tg« 2 


soit 


tg V = 


m 2 — m l 
1 +m x m 2 


Si on permutte les droites on obtient V>' = (/ 2 ,/i) = ai~" a 2 = “V ; ou y>' = n~y>. 

Cette condition contient la condition pour que les droites soient parallèles: avec \p — 0 on 
obtient m l = m 2 , condition déjà trouvée ci-dessus. Pour \p — n\2 on obtient la condition pour que 

les droites soient perpendiculaires comme 
tg ?/; = oo, le dénominateur doit être nul, c’est 
à dire 1 -(-m 1 /;i 2 = 0. 


Condition d’orthogonalité 


m 2 = -1 lm v 


Exemples : 1. Les droites y —2 = 5(* — 13) et y=— */5 sont perpendiculaires puisque leurs 
équations cartésiennes sont y— 5* —63 et y— — 1 Ux, c’est à dire que m x = 5 est l’inverse 
négatif de m 2 — —1/5, soit w 2 = — l//w x . 

2. Trouver la droite passant par le point Pj(l, 1) et perpendiculaire à la droite y— — 2*/3 
4-3. La pente de la droite donnée est m t = —2/3 et la droite cherchée doit avoir pour pente 
m 2 — — 1 jm x — 4-3/2. L’équation de la droite passant par un point donné et dont la pente 
est donnée est donc (y— 1 )/(* — 1)= 4-3/2 ou 2(y— 1) = 3(*— 1) c’est à dire y=3*/2— 1/2. 

3. Les droites y= -2*4-16 et y= — 3*/5 4- 3/5 se coupent avec un angle y). = 32,48°, puisque 
ni x == -2 et w 2 = -3/5 et donc tg y> = (-3/54-2)/(1 4-2 x 3/5) = 7/11 =0,6364; la valeur donnée 
est obtenue par la table des tangentes. Si on avait obtenu a t = -63,43° à partir de m x = —2 = 
= tgq 1 et« 2 = —30,96° avec m 2 = — 0,6 = tg « 2 , alors y) aurait été a 2 —ctj = —30,96°4 63,43° = 
32,47°. 

4. Les droites */4 |-y/5=l et */3 — y/2=[ ont pour équations cartésiennes y— — 5*/44-5 
et y= 2*/3 —2 (Fig.). Puisque m l = —5/4 et m 2 = 4-2/3, l'angle d'intersection y) est donné par 
tg y> = (2/3 + 5/4)/[ 1 - (2/3)(5/4)] = (8 + 15)/( 12-10) = 23/2 =11,5;^ = 85,03°. 

Vérification: tga t = —5/4,0!= — 51,34°; tga 2 = +2/3, o 2 = +33,69°; y;=a 2 —Oi = 85,03°. 


Si on doit trouver l’équation d’une droite passant par un point donné et coupant une droite 
avec un angle donné y\ alors tg y) et m x sont donnés; en résolvant à partir de la formule ci- 
dessus on obtient la valeur cherchée w 2 = (m 1 +tg y)/(l — m x tg y>), et donc l’équation cherchée 
par la formule pour une droite de pente donnée passant par un point donné. 

Les équations des bissectrices d’un angle. Deux droites sécantes l x et / 2 ont deux bissectrices 
b x et b 2 (Fig.). Elles sont définies comme lieu des points ayant la même distance par 
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rapport aux deux droites. L’utilisation de la forme hessienne est recommandée ici. Les droites 
sont données par 

a: cos «pj-j-j'sin (p x — Pi = 0 et 



13.3-2 Représentation graphique des équations 
jc/4-f y/5 = 1 et jc/ 3—y/2 = 1, et l’angle d’intersec¬ 
tion des droites 


x cos <p 2 +y sin <p 2 —p 2 =0. 



Elles déterminent quatre secteurs; P un creux appartient aux deux demi-plans positifs. Il est 
bissecté par b v Dans ce secteur chaque point de b l est à des distances positives d 1 de l x et 
d 2 de / 2 . Dans le secteur opposé par le sommet les distances d’un point P de b t et des droites 
l t et / 2 sont toutes deux négatives. Dans les équations d x = e^x cos cp x H- y sin rp v — p x ) et d 2 = 
e 2 (x cos cp 2 -\~y sin cp 2 —p 2 ), t'i= ±1 et e 2 = ±1 sont de même signe; il vient de d Y = d 2 que l’équa¬ 
tion de la bissectrice b x est x(cos (p t — cos cp 2 ) I.y(sin (p Y — sin cp 2 ) — (Pi~p 2 ) = 0. Sur la bissectrice 
b 2 des deux secteurs restants, chaque point est à une distance positive d’une des 2 droites et 
à une distance négative de l’autre, c’est à dire que e l = — e 2 ou d x = —d 2 ; il en résulte que 
l’équation de b 2 est *(cos çvl-cos <p 2 )+.Ksin (p x -\- sin (p 2 ) — (Pi+p 2 ) = 0. 


Equations des bissectrices 
des deux angles d’inter¬ 
section de deux droites 


*(cos cp x ± cos <p 2 )-|-.y(sin «p^sin (p 2 )-(Pi±p 2 )—0. 

Le choix du signe négatif donne la bissectrice qui divise 
le secteur appartenant aux deux demi-plans positifs. 


Exemple: Les équations des droites x-\-y —2 = 0 et lx-\-y— 32 = 0 sont données sous forme 
hessienne par x/y/l-V y 1^2-21^2 = 0 et 7 a:/( 5^/2)+^/(5\/2) —32/(5\/2) = 0. Les équations 
des bissectrices des deux angles sont 

^(l/V2db7/(5 v / 2))+Xl/\/2)±l/(5V2))-(2/\/2±32/(5V2)) = 0, ou 

•^(5±7)-b> ; (5± l)-(10d=32) = 0; sous forme cartésienne elles sont y—x\2— 11/2 et y= — 2x-j-7. 


Triangle et polygone 

L’aire d’un triangle. Si Pi(x l9 y x ) 9 P 2 (x 2 > y 2 ) et P 3 (x :u y 3 ) sont les sommets du triangle (Fig.) 
son aire A est alors connue comme étant A = 1 / 2 |/ > ii® 2 | x /z 3 = 1 / 2 \PiP 2 \ x |P l P 3 | x sin a, où // 3 

—> —> 

est la distance de P\P 2 et P 3 et a est l’angle entre les vecteurs P X P 2 et P X P 3 dans le sens de 

rotation du système de coordonnées. Si ce sens est le sens mathématique positif, P 3 est alors 

—> 

situé à gauche du segment PiP 2 ; si la frontière du triangle est décrite selon P x -> P 2 -> P 3 , le 
triangle est alors situé à gauche et la fonction sinus est de signe positif. Pour le sens de rotation 
opposé le triangle est situé à droite; l’aire orientée du triangle est alors comptée négativement. 

Par la translation x=x—x lt y —y—y x on peut passer à un système de coordonnées dans 
lequel P l est l’origine; dans ce système (> 2 , <p 2 et p 3 , <p 3 sont les coordonnées polaires de P 2 et 
P 3 ; on a alors 2A =q 2 q 3 sin (<p 3 -<p 2 ) = e 2 cos çv(?a sin (p 3 -Q 2 sin cp 2 -Q 2 cos <p z =x' 2 ÿ 3 -ÿ 2 x 3 . 
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= I *2 y '2 I = I x 2 -x! y 2 -y x I 

1*3 y '3 I l*3-*i y*-yi\ 


1 

*1 

y 1 


1 

*1 

yi 

0 


y 2 -y 1 

= 

1 

x 2 

y* 

0 


y 3- y 1 


1 

X3 

y 2 


Aire A d’un triangle de sommets 

p iC*i> yù, p 2 (^ 2 » y 2)* p 3 (*3> ^ 3 ) 

= l u 

ci(y 2 -y 3 )+ 
1 x x y x 

1 * 2 

1 *3 JVs 

x 2 (y z ~ ^ 1 )+ x 2 (y x - y 2 )] 


Si le déterminant est développé par rapport aux termes de la seconde colonne ou si le déter¬ 
minant d^ordre deux est calculé et les termes réordonnés, on obtient une expression dans laquelle 
les indices de chacun des trois termes de sommation peuvent être interchangés par une permuta¬ 
tion circulaire. Si P 2 est situé sur la droite P\P 2> Paire du triangle est nulle; pour A — 0 l’équa¬ 
tion donne 

* 3 0t “ y 2 ) ~ y 3 (*1 - x 2 ) -f(^ 1^2 “ x 2 y x ) = 0 
soit j > 3 = ^ 3 ^! - y 2 )l(x 1 - x 2 ) -f- (x x y 2 - x 2 y 1 )/(x 1 - x 2 ), 

donc P 3 satisfait Péquation cartésienne de la droite passant par P l et P 2y ce qui concorde 
avec l’intuition géométrique. La condition pour que trois points soient situés sur une 
droite est A — 0. 


Exemple: L’aire du triangle P x (2, 1), P 2 (6, 3), P 3 (4, 7) est 


a = x ! 2 


\ 2 1 

I 6 3 
1 4 7 


1 / 2 [2(3 —7)+6(7— 1)+4(1 —3)] = Va (-8 + 36-8) = 10. 


L’aire du triangle P 4 (- 4, -5), P 6 (5, — 3), ^( 6 , 2) est 

A= 1 / 2 [ —4( —3 —2)-f-5(2 + 5) + 6 ( — 5-f 3)] = 1 / 2 (20-f35— 12) = 21,5. 


Aire d’un polygone. Dans un polygone convexe le segment de droite P x P y joignant deux 
points intérieurs quelconques P x et P y ne contient que des points intérieurs. Toutes les diagonales 
d’un polygone à n côtés passant par un sommet sont entièrement situées à l’intérieur et di¬ 
visent le polygone en (/* —2) triangles. Deux triangles adjacents quelconques ont une diagonale 
comme côté commun, et l’ensemble de ces triangles recouvre totalement la surface du polygone, 
indépendamment du sommet choisi (Fig.). Si chacun des triangles est décrit dans le sens fixé 
comme étant positif, alors le polygone est également décrit dans ce sens. Chaque diagonale est 
décrite une fois dans un sens et ensuite dans le sens opposé dans le triangle voisin. L'aire du 
polygone est la somme des aires des triangles. 
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Si Faire est divisée en n triangles par des droites joignant un point P quelconque, intérieur 
au polygone, aux sommets, alors le sens de description des triangles correspond à nouveau à 
celui du polygone, et les côtés intérieurs sont décrits deux fois dans des sens opposés (Fig.). 
Un polygone non convexe peut également être divisé en triangles par l’une ou l’autre des deux 
méthodes. Il apparaît cependant des diagonales et des côtés “intérieurs” qui contiennent des 
points extérieurs au polygone (Fig.). Si Faire d’un triangle décrit dans le sens opposé à celui 
du polygone est comptée négativement, par exemple le triangle P X P 2 P 2 dans le pentagone 
P X P 2 P* F 5 , Paire du polygone est alors a nouveau la somme algébrique de celles des triangles , 
tant que le polygone n’est pas croisé , c’est à dire tant que des côtés.ne se coupent pas. Le 
quadrangle P 1 P 2 P 3 P I , de la Fig. 13.3-7 est croisé (ou replié). On doit lui attribuer une aire 
orientée composée d’une aire positive (rouge) et d’une négative (bleue); un “parallélogramme” 
croisé a donc une aire nulle. 




13.3-7 Division d’un pentagone et d’un 
quadrangle non convexes respectivement 
en 3 et 2 triangles 


Centre de gravité d’un triangle. Dans un triangle dont les sommets sont P x (x l9 y x ) y P 2 (x 2 > y 2 ) y 
^3) les points milieux des côtés sont AfJVafo-f*3), 1 /a(>'2 I ^3)], MJPUfa+x,), VaO's+J'i)], 
MzV-Ufa+Xi), 1 / 2 0'i+J ; 2)]- Sur les médianes s x = P x M l9 s 2 = P 2 M 2i s 2 = P 2 M 2 les points G Xf G 2 , G 3 
sont fixés au moyen des rapports Â x , A 2 , A 3 (Fig.); leurs coordonnées sont 


* 1 = 

*l + ^ l (*2 + * 3)/2 

*h = 

J ’ i + Ai 0 ' î + J '»)/2 

1 + A X 

1 + A X 


* 2 + A 2 (**+* 1 )/2 

V2 = 

y 2 + a 2 (^ 3 + j ; i)/2 

i + a 2 

i + a 2 

**=■ 

x 3 +h(Xi+*dl 2 

*?3 = 

y 3 +h(yi+y 3 )l2 

i + a 2 

1 - f - a 3 


Il apparaît que sous le choix apparemment arbitraire 
A 1 = À 2 = A 3 = 2, les trois couples de coordonnées deviennent 
égaux, c’est à dire qu’ils représentent le même point 
G=G 1 = G 2 = G 3 : 

Les trois médianes d'un triangle sont concourantes en 
un point G, qui divise chacune d'elles dans le rapport 
\PiG\:\GMi\ = 2:\ 9 et qui est appelé le centre de gravité 
du triangle. 

Les coordonnées du centre de gravité sont les moyen¬ 
nes arithmétiques des coordonnées des sommets du 
triangle. 



Coordonnées du centre gravité d’un triangle 


£=-j-. n= - 3 - 


Exemple: Dans triangle P x ( — 5, 3), P 2 ( — l, -1), P 3 (7, 8) les coordonnées du centre de 
gravité sont f=(-5-2+7)/3 = 0, ?? = (3-1 + 8)/3 = 10/3 = 3,333... . 


Théorème d’Apollonius. Avant de démontrer ce théorème, on donne un lemme sur les 
bissectrices d’un triangle. 

21 Mathématiques 
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13.3-9 Bissectrices d’un angle intérieur y et de 
l’angle extérieur correspondant y 


Dans un triangle la bissectrice d un 
angle interne et la bissectrice de T angle 
externe correspondant divisent le côté 
opposé dans le rapport des côtés adja¬ 
cents à Vangle. 

Sur la figure on note b v et b r , les bis¬ 
sectrices des angles y et y . Elles sont 
perpendiculaires puisque y et y ' sont des 
angles supplémentaires. Les droites pas¬ 
sant par A, soit AD’ et AE' qui leur 
sont parallèles coupent les bissectrices à 
angle droit en D x et E x . Compte tenu 
de l’égalité des triangles A AD X C et 
A E'D X C ainsi que de A AE X C et A D’E X C 
on obtient \CE'\ = \CA\ = \CD '|. Les droi¬ 
tes BD’ et BE sont coupées par les pa¬ 
rallèles AD', DC et par les parallèles CE, 
E’A. Donc, par le théorème de Thalès 
1. \AD\:\DB\ = \D'C\:\CB\ = \CA\:\CB\ 
et 


2. \AE\ :\EB\ = \E'C\ :\CB\ = \CA\:\CB\. 

Si on considère les directions des vecteurs sur le côté c, alors AD, DB, et EB sont de même signe 

et AE de signe opposé. Les rapports A en lesquels les points D et E des bissectrices divisent 

—>■ —>■ 

le segment AB ont la même valeur numérique mais sont de signes opposés: A x = {ABD)=ADjDB= 

—> —> 

= -\-{fy.a) et A 2 =(ABE) = AE/EB= —(b:a). Deux points D et E qui divisent un segment inté¬ 
rieurement et extérieurement dans le même rapport sont appelés points harmoniques et le rapport 
des deux rapports A X \A 2 est appelé rapport anharmonique (A, B, D, E) ou bi-rapport. Pour des 
points harmoniques (Z) et E sont dits conjugués harmoniques par rapport à A et B et inversement) 
le rapport anharmonique prend donc la valeur — 1 = [H-(6 :«)]:[ — (b:aj\ (on dit que A, B, D, E 
forment une division harmonique). On va utiliser ce lemme pourdémontrer le théorème d’Apollonius: 


Théorème d’Apollonius. Le lieu des sommets C de tous les triangles ABC ayant un côté 
donné AB, et dont les deux autres côtés sont dans un rapport constant (AC):(BC)= A, est le 
cercle ayant pour diamètre le segment DE, dont les extrémités D et E divisent intérieurement 
et extérieurement le côté AB dans le rapport A . 

Sur la figure qui correspond au lemme démontré ci-dessus, si le segment AB et ses points de 
division D et E sont considérés comme donnés, alors, hormis le triangle ABC de la figure, il 
existe d’autres triangles ABC ayant la propriété que les bissectrices des angles y et y passent 
par D et E. Pour qu’elles soient les bissectrices, il suffit que les droites CD et CE soient perpendi¬ 
culaires, c’est à dire que C soit situé sur le cercle dont le diamètre est le segment DE. Pour tous 
ces points C le rapport ( b\a) — A de leurs distances aux deux points fixés A et B ont la même 
valeur A=\AD\:\DB\. Ce cercle est donc le lieu de tous les points C, comme l’énonce le théorème 
d’Apollonius. 




13.3-11 Le théorème de Ménélaüs 
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Les théorèmes de de Céva et Ménélaüs. Ces théorèmes portent les noms de Jean de Ceva (1648- 
1734) et de MenelaUs d’Alexandrie (environ 98 après J.C.). On peut voir leur caractère dual (voir 
Chapitre 25) en présentant les questions sous la forme suivante: 


Théorème de de Céva. Sous quelles conditions 
trois droites, chacune d’entre elles passant par 
un sommet d’un triangle mais ne coïncidant 
pas avec un côté, se rencontrent-elles en un 
point? 


Théorème de Ménélaiis. Sous quelles conditions 
trois points, chacun d’entre eux étant situé sur 
un côté d’un triangle mais ne coïncidant pas 
avec un sommet, sont-ils alignés? 


Théorème de de Céva. Trois droites passant chacune par un sommet d’un triangle, se rencon¬ 
trent en un point si et seulement si le produit des rapports dans lesquels elles divisent les côtés 
respectivement opposés a la valeur 1. 


Si on note P Xy P 2y P 3 les sommets du triangle et Q ly Q 2y Q 3 les points d’intersection des trois 
droites avec les côtés opposés, ils donnent alors les rapports: A 1 = P 2 (? 1 :<2 1 / > 3 ; A 2 =P 3 Q 2 :Ô 2 / > 1 ; 

h= p \Qs'Q* P 2 - 0,1 prend un système de coordonnées tel que la droite passant par P x et P 2 est 
l’axe des x et la droite passant par P x et P 3 est l’axe des y; le point P 2 est pris comme point 
(1,0) et P 3 pour (0,1). Les coordonnées de 0 X , 0 2 , <2 3 sont alors calculées de la manière 
suivante: 

p i02*02^*3 = I : ^2 so *t p iQ 2 :P i p 3 = I •(! 4 _ A 2 )= < y 2 ; * 2 =0; 

P 1 0 3«03 ^* 2~A 3 s oit ^103 '*P\P 2 = A 3 :(l 4 ~A 3 ) = .X , 3 ; ^3 = 0 ; 

1:0 +A 1 )=a: 1 ; 

PiQ ï :/ > i/ > 3 = A0i^ 2 Ï > 3 = A 1 :(1 +A x )=^. 

Si x et y sont les coordonnées du point d’intersection P y on doit avoir simultanément les trois 
équations de droites suivantes: 

(1) droite passant par Q x , P et P x : (y x — 0)l(x x — 0)=y/x ou A l =y/x; 

(2) droite passant par 0 2 , P et P 2 : (y 2 ^0)l(x 2 -\)=y/(x- 1) ou [1/(1 4-A 2 )]:(- \)=y/(x- 1); 

(3) droite passant par 0 3 , F et P 3 : (y 3 -\)/x 3 =(y-\)/x ou (- 1):[A 3 /(1 4-A 3 )] = (y- \)jx. 

En éliminant y de (1), (2) et (3) on obtient 

(2') - 1/(1 4-A 2 )=jcA 1 /(x- 1); 1 -Ar = 4A 1 -|-A 1 A 2 ), jc= 1/(1 +A 3 +Â 1 >1 3 ); 

(3') — (1 4-A 3 )/A 3 =(jcA 1 — 1)/jc, x-\-xX 3 = A 3 — xA x A 3 , jc = A 3 /(1 +A 3 -f A x A 3 ). 

En éliminant x de (2') et (3') on obtient 
A 3 +A 1 A s +A 1 A 2 A 3 = 1 -1-A 3 4-A 1 A 3 , 

AiA 2 A 3 =1, c.q.f.d. 


Théorème de Ménélaiis. Une droite transversale coupe les côtés d’un triangle de telle manière, 
que le produit des rapports dans lesquels les points d’intersection divisent les trois côtés a la 
valeur —1. 


Comme dans le théorème de de Céva, soit 

A X = / > 201 : 01^3i A 2 =/ > 3 02.‘02^ i» A 3 = P iQz’-QtP2 

les rapports dans lesquels les points d’intersection divisent les côtés; les sommets du triangle 
peuvent avoir à nouveau les coordonnées ^(0,0), P 2 (l y 0) y /^(O, 1). Les coordonnées des points 
d’intersection sont données par les mêmes relations que ci-dessus; on remarquera que A 2 cor¬ 
respondant à la Figure 13.3-11 a une valeur négative. Si les points 0 X , 0 2 , Q 3 doivent être 
alignés, alors 


(y2 - y 3 ) -0*2 - *3)=( yi - y 3 ) :C*i - *3), 
[1/(1 +A 2 )]:[—A 3 /(l +A 3 )] 

= [Ai/(H-A 1 )]:[1/(1+A 1 )-A 3 /(H-A 3 )], 
-(1+A 3 )/[A 3 (1+A 2 )1 
= A 1 (H-A 3 )/[1+A 3 -A 3 (H-A 1 )], 

~(1 +A 3 )-|-A 3 (1 I-A 1 ) = A 1 A 3 (1 +A 2 ), 

— 1 — A 3 +A 3 -f A x A 3 = A x A 3 4- A x A 2 A 3 , 

-1 = AjA 2 A 3 , c.q.f.d. 
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13.4. Le cercle 


Equations d’un cercle 

Equations d’un cercle en coordonnées rectangulaires. Le cercle est le lieu de tous les points 
P(x y y) du plan qui sont à une distance constante r d’un point fixe C(c, d); C est appelé le 

centre et r le rayon du cercle. Par le théorème de Pythagore 
(Fig.) on obtient l’équation cherchée, soit (x — c) 2 +(y — d) 2 = r 2 . 
Si le centre est à l’origine, alors c=d=0 et l’équation du 
cercle est x 2 +y 2 = r 2 . 



Equation du cercle de position 
quelconque ; centre C(c, d\ rayon r 

C x-cY+{y-dY=r 2 

Equation du cercle de centre 
l’origine, de rayon r 

x*+y*=r i 


13.4-1 Obtention de l’équation d’un cercle 

Exemple 1: L’équation du cercle centré en C(4, 3) et de rayon 2 est (x— 4) 2 -f(y— 3) 2 = 4. 

Exemple 2: Le point P 0 (l,2) n’est pas situé sur le cercle (x— l/2) 2 -b(y—2) 2 = 5 2 , car ses 
coordonnées x 0 =l,y 0 = 2 ne satisfont pas l’équation du cercle, car (1 - l/2) 2 H-(2 —2) 2 t^25. 

Exemple 3: Quelles sont les ordonnées des points P x et P 2 sur le cercle (jc— l) 2 -i-(y — 2) 2 = 61, 
dont l’abscisse est 6? — On cherche les ordonnées y x et y 2 des points P x (6, y x ) et P 2 (6, y 2 ). 
Si on fait x = 6 dans l’équation du cercle et si on résout en y, on obtient y—2= ±\/[61 — (6—l) 2 ] 
c’est à dire y, = 8, y 9 = —4. 

Equation d’un cercle en coordonnées polaires. Le centre C d’un cercle de rayon r a pour 
coordonnées polaires C(q 0 > <p 0 ). P de coordonnées (q , (p) est un point quelconque sur le cercle. 
Dans le triangle OCP y \CP\ = r et \OC\=q 0 ont des valeurs fixées, et q varie avec l’angle (p entre 
les valeurs (>min = |(?o~'*l et (?max=0o+r (Fig ). L? théorème du cosinus donne — 2(?o Q cos 

( ( P~ ( Po )~ r2 * Si le centre du cercle est situé sur l’axe polaire et si le cercle passe par l’origine on 
parle de position au sommet ou tangentielle; alors, puisque l’angle dans un demi-cercle est un 
angle droit, l’équation simplifiée du cercle est g = 2rcosç>. 




Equation générale d’un cercle, 
centré en Cfe 0 , (p 0 ) de rayon r, 
en coordonnées polaire?: 


<? 2 H -00 “ 2<?o<? cos (cp - (p 0 ) = r 2 


Equation du cercle 
au sommet 


rapportée 


Q = 2r cos (p ; q ^ 0 


13.4-2 L’équation d’un cercle en coordonnées polaires 

Exemple: Si les coordonnées de C sont (4; 30°) et si r= 3, l’équation du cercle en coordon¬ 
nées polaires est p 2 +16—2^ *4 cos {yp — 30°) = 9, soit g 2 — Sq cos (<p — 30°)+7 = 0. 

Représentation paramétrique du cercle. Si on considère les deux 
coordonnées x et y comme fonctions x=(p x (t) y y=(p 2 (t) d'une va¬ 
riable t , / est appelé un paramètre , et on parle de représentation 
paramétrique (Fig.). Dans les applications physiques le temps est 
souvent pris comme paramètre. Pour le cercle, une représentation 
paramétrique usuelle est jc = c-l-rcos t y y=d-\-r sin t où le paramè¬ 
tre t est pris comme étant l’angle entre la direction positive de 
l’axe des x et le rayon du point courant P(x,y). 


Représentation paramétrique du cercle de 

jc = c+rcos t 

centre C(c, d) et de rayon r 

y—d-{-r sin t 



Exemple: La représentation paramétrique du cercle de centre 
C(3, 4) et de rayon 2 est x=3+2cos /, y=4+2 sin /. 


13.4-3 Les équations paramétri¬ 
ques d’un cercle 




























Cercle et droite 
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Supposons donné un cercle (* — a) 2 -)-(y—b) 2 = r 2 et une 
droite y—mx-Vc. Les coordonnées * 0 , y 0 d’un point 
d y intersection P doivent satisfaire l’équation du cercle et l’é¬ 
quation de la droite. On obtient ainsi le système d’équations 
En substituant y 0 , en élevant au carré et en regroupant les termes on obtient une équation qua¬ 
dratique de la forme *§+2/>*„-| -q-0 dont la solution générale est * 0 = -p±<\/p 2 -q (voir 
Chapitre 4.). Selon le signe de son discriminant D=p 2 -q, elle a deux racines réelles (D> 0), une 
racine réelle (Z) = 0), ou deux racines complexes conjuguées (D< 0). Géométriquement cela signifie 
que la droite a deux, un, ou pas de point d’intersection avec le cercle, c’est à dire qu’elle est 
sécante , tangente ou qu'elle passe à l'extérieur du cercle. 


(■ Xo -a)*+(y 0 -b) 2 =r 2 
mx 0 -\-c = y 0 


Exemples: 1. Pour les points d’intersection du cercle (x— 3) 2 +(y—2) 2 = 40 avec la droite 
y— — *+9 on obtient 


C*o — 3) 2 -f- (y 0 — 2) 2 = 40 

t 


JJ 


Xoi — 0 , Xo 2 ~ 8 


(x 0 - 3) 2 +( - * 0 4- 7) 2 = 40 
2*g-20;t 0 =-18 

*01 = 9 , * 02=1 


Les deux points d’intersection sont 7^(9, 0) et P 2 (1, 8). 

2. Pour trouver les points d’intersection de la droite y— — */2-|- & / 2 \/ 5 avec I e cercle 
* 2 +y 2 =25, on résout l’équation quadratique obtenue par substitution; souvent, pour simplifier, 
on omet l’indice qui caractérise les points d’intersection, d’où 
* 2 +* 2 /4 +125/4 - (5/2) ^5* = 25, 

(5/4)* 2 — (5/2)^/ 5* = — 25/4, 

* 2 -2*^5=-5, 

(*—\/5) 2 =0, 

^l = ^2 = V 5 * 

obtient l’équation quadratique en y, 36+y 2 = 25, dont le discriminant est Z> =25 -36= -11, 
c’est à dire qu’il n’y a pas de solution réelle. 


Le discriminant D = 5 — 5 a la valeur zéro et 
la droite touche le cercle au point * 0 = \/^» 
Xo = 2V5. 

3. La droite * = 6 n’a pas de point commun 
avec le cercle * 2 +y 2 = 25. Par substitution on 


Normales au cercle. Géométriquement il est bien connu qu’une tangente est perpendiculaire 
au rayon passant par le point de contact. La droite, sur laquelle ce rayon est situé, est donc la 
normale au cercle au point de contact. Pour le point P x (x ly y x ) sur le cercle ( x-c) 2 -\-{y—d) 2 — r 2 
la pente de la normale est (y 1 -d)l(x 1 -c) et son équation est (y-yjlix-xj^id-yj/ic-xj ou 
X-Xi = [(Xi-<0/C*i-c)] (*-*i). 


Equation de la normale passant par P x (x ly y t ) pour 

y yi- y j (* x t ) 

une position quelconque du cercle, et dans le cas où 

*i — C 

le centre est à l’origine 

y-yi= + ( jc - jcj ) 

*1 


Exemple: L’équation de la normale au cercle (*-2) 2 +(y-1) 2 = 25 passant par P x (5, -3) 
est >H-3 = [( —3 — 1 )/(5 — 2)] (*-5) ou, sous forme cartésienne, y- -(4/3)*+11/3. 


Tangentes au cercle. Si le point de contact P x (x tt y x ) d’une tangente au cercle (* — c) 2 -\-(y—d) 2 =r 2 
est donné, la pente du rayon du point de contact est alors rn 1 ==(y 1 ~d)l(x 1 ~c) et m 2 = — 1 lm x = 
= — (*! — c)l(y 1 —d) est la pente de la tangente (Fig.). 

Sous Informe point donné-direction donnée l’équation de la tangente est y—y x = — (*! —c) (*—* x )/ 
(yi-d), ou par multiplication et regroupement des termes yyi~y 2 ~yd+y x d= -xx x -\-xl +c*-c* 1} 
c’est à dire xx x +yy x — cx—dy=x 2 +y 2 — cx x — dy v Si on additionne aux deux côtés l’expression 
(c 2 -]-d 2 — cx 1 —dy l ) en se rappelant que P x est situé sur le cercle, de sorte que (x 1 — c) 2 +(y 1 —d) = r 2 . 
on obtient l’équation de la tangente sous la forme (. x-c)x 1 -(x-c)c~{-(y-d)y 1 -(y-d)d=r 2 soit 
(*-c) ( x 1 -c)+(y-d)(y 1 -d) = r 2 . 


Equation de la tangente en P^*! y x) pour une position quelconque du cercle, et dans le cas 
où le centre est à l’origine 


xx^yy^r 2 


(*-c) (*i -c)-\-(y-d)(y x -d)=r 2 
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Exemple: L’équation de la tangente au cercle (* —2) 2 +(y—1) 2 = 25 au point ^(5, —3) est 
(x—2) (5 —2)+(y— 1) (—3 —1) = 25 ou 3(jc-2)-4(y-I)=25, ou, sous forme cartésienne, 
y=(3/4)*—27/4. 

Au moyen du calcul différentiel on peut trouver la pente de la tangente en différentiant l’équation 
du cercle. Avec (*—c) 2 +(y— d) 2 =r 2 il vient 2(x— c)-\r2(y—d)y =0 soit/= -(* — c)/(y— d). La 
pente de la tangente est donc y\ — — (x l — c)l(y 1 — d) i ce qui concorde avec la valeur déjà trouvée. 



13.4-4 Tangente à un cercle 


13.4-5 Tangentes à un cercle 
issues d’un point extérieur 
au cercle 



Les tangentes à un cercle issues d’un point. Si C(c, d) est le centre du cercle de rayon r et si 
P 0 (* 0 , yo) est un point extérieur au cercle, il existe alors deux tangentes au cercle issues de P 0 (Fig.). 
Leurs points de contact sont y i) et P 2 (* 2 , y 2 )- Les équations (*-c) (x l — c)-\-(y-d)(y 1 — d)=r 2 
et (* — c) (* 2 —c)+ (>>— d)(y 2 — d) = r 2 sont satisfaites par les coordonnées de P 0 (x 0y y 0 ): 

(*o - c) (*! - c)+(y 0 - d)(y l -d)= r 2 , (* 0 - c) (* 2 - c)+0> 0 - d)(y 2 - d) = r 2 . 

L’équation (* 0 — c) {x—c)-y{y Çi —d){y—d)=r 2 est donc satisfaite par les coordonnées des deux 
points de contact Pi(x l9 yf) et P 2 (* 2 , y 2 ). L’équation représente donc la droite qui passe par les 
deux points de contact. Cette droite est appelée la polaire p 0 du pôle P Q et elle est déterminée par 
les coordonnées (c, d) du centre C, celles du pôle P 0 (* 0 , y 0 )> et par le rayon r du cercle. Ses points 
d'intersection avec le cercle sont les points de contact des deux tangentes issues de P 0 . A partir 
des coordonnées du pôle (* 0 »To) et d’un point de contact, on peut toujours donner l’équation 
de la tangente, par exemple sous la forme d’une droite passant par deux points. 


Exemple. Trouver les tangentes, issues de P 0 (3, 5), au cercle d’équation * (*+2) 2 +y 2 = 5. 
L’équation de la polaire est (3+2) (jc-1-2) -F(5 — 0) (y-0) = 5 soit y— — x-\. Pour ses points 
d'intersection P 1 et P 2 avec le cercle on a y— —x— 1 et (*+2) 2 +y 2 = 5 et donc * 2 +4*+4 + 
* 2 +2*+l=5 soit * 2 + 3* = 0 d’où *i = 0, * 2 = —3. Les points de contact sont donc /\(0, — 1) 
et P 2 (— 3,2). La tangente qui touche en P Y a pour équation y=2x- 1, et l’autre y=*/2+7/2. 


Deux cercles 

Points d’intersection de deux cercles. Deux cercles, dont les équations sont (*-c x ) 2 + (y — d x ) 2 = r\ 
et (*—c 2 ) 2 +(y— d 2 ) 2 = r$ peuvent être situés de telle façon qu’ils se coupent en deux points, ou 
qu’ils se touchent en un point, ou ils peuvent être disjoints , c’est à dire qu’ils n’ont pas de point 
commun. 

Pour trouver un possible point d’intersection P 0 (-^oi To) on doit résoudre le système d’équations 

(* 0 -c 1 ) 2 +0'o-</ 1 ) 2 =r?| 

(x 0 -c 2 y+(y 0 -d t y=ri I > 

Si le système a deux solutions réelles distinctes * 01 , y 01 et * 02 , y 02 , Pi(*<n, Toi) et ^2(^02» T02) sont 
alors les deux points d’intersection; dans le cas d’une solution réelle double les cercles se touchent. 
Si le système d’équations n’a pas de solution réelle , les cercles sont disjoints. 

Exemple: Par soustraction des équations (*+4) 2 +(y+5) 2 = 194 et (* — 3) 2 +(y—2) 2 = 40 de 
deux cercles on obtient l’équation jt+y=9 de la droite qui est une corde commune aux deux 
cercles. Ses points d’intersection avec un des cercles sont aussi les points d’intersection des deux 
cercles, on trouve que ces points sont ^(9,0) et P 2 (l, 8). 
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L’angle d’intersection de deux cercles. L’angle d’intersection de deux cercles est défini comme 
étant l’angle entre les tangentes à chaque point d’intersection; il a la même valeur pour les deux 
points d’intersection (Fig.). 

Exemple : Les cercles (x +4) 2 -f- (y +5) 2 = 194 et 
(x— 3) 2 -bO>—2) 2 = 40 se coupent au point P l 
(9, 0). Les tangentes sont 

(9+4)(*+4)+5(y+5) =194 

et (9-3) (x—3)-|-( —2) (y- 2) = 40 
ou, sous forme cartésienne, y— — (13/5)jc+ 1 17/5 
et y=ïx — 21. Pour Vangle d'intersection ip de 
ces deux droites on trouve, à partir de m x = 

= — 13/5 et m 2 — 3, que tg tp= (/w 2 — w x )/(l -f 
■Fm 1 /w 2 )= —14/17 et ainsi y) 2 — —39,47° et y> 1 = 

= 140,53°; à partir de m x = tga L = —13/5 on ob¬ 
tient «!= —68,96° et avec /w 2 = tg a 2 = -j-3 on ob¬ 
tient a 2 = 4-71,57° et ainsi y>=a 2 — cq = 140,53°. 

13.4-6 Points d’intersection et angle d’intersection de deux i_ / 

cercles C/-^-5) / 

13.5. Les coniques 



Coniques comme intersections d’un cône circulaire avec des plans 

Dans l’antiquité les coniques étaient définies comme des intersections d’un plan E avec un 
cône circulaire. Les intersections sont appelées cercle, ellipse, hyperbole et parabole. Si le plan 
d’intersection E contient le sommet Z du cône (double), l’intersection est soit un point, le sommet 
Z, soit une droite génératrice si E touche le cône, soit deux génératrices se coupant en Z, si le 
plan contient des points intérieurs au cône. Ces intersections sont considérées comme des coniques 
dégénérées. 

Si E ne contient pas Z, mais est perpendiculaire à l’axe d’un cône droit (ou de révolution), 
l’intersection est alors un cercle; si E est parallèle à un plan tangent, l’intersection est une para¬ 
bole; si E n’est ni parallèle à un plan tangent, ni perpendiculaire à l’axe, l’intersection est alors 
une ellipse si le plan coupe toutes les génératrices d’un même côté de Z, et sinon une hyperbole. 

Toutes les coniques non dégénérées peuvent être considérées comme les images en perspective 
d’une autre; Z est le centre de la perspective. Sur chaque génératrice est situé un et un seul point de 
chaque conique , sauf pour trois exceptions qui peuvent être éliminées à l’aide du concept de point 
impropre ou point à l’infini d’une droite (comme dans le rapport de la division d’un segment). 
Pour la parabole , la génératrice g 0 parallèle h E a un point (à l’infini) en commun avec la droite 
passant par le sommet V de la parabole et qui lui est parallèle, et c’est un point de la parabole; 
la droite parallèle VF passant par le sommet de la parabole est appelé l'axe de la parabole. Dans 
le cas de l'hyperbole le plan E' parallèle à E et passant par Z coupe le cône suivant deux géné¬ 
ratrices. En géométrie projective les deux plans E et E' ont une droite (à l’infini) l en commun, 
et chacune des deux génératrices coupe / en un point (à l’infini), qui est un point de chacune 
des droites parallèles à la génératrice et est un point de l’hyperbole; en particulier, les deux 
droites parallèles à ces génératrices passant par le centre de l’hyperbole sont appelées ses 
asymptotes. 

Les sphères de Dandelin. Pierre Dandelin (1794-1847) fut le premier à utiliser les sphères en 
contact avec le cône et le plan d’intersection E pour étudier les propriétés des coniques. 

La parabole. Si E est parallèle à un plan tangent au cône qui est en contact avec lui le long 
d’une génératrice g 0i il existe alors une seule sphère de Dandelin en contact avec le cône et E; 
son diamètre est la distance entre g 0 et E (Fig.). La sphère est en contact avec E au point F, et 
avec le cône le long d’un cercle c qui rencontre en un point D. Le plan E passant par c coupe 
E en une droite / qui est appelée la directrice et qui est perpendiculaire au plan 27 passant 
par et l’axe du cône. L’intersection des plans 27 et E est l'axe de la parabole; le point (à 
distance finie) de la parabole situé sur l’axe est le sommet V de la parabole. Par la rotation de 
27 autour de g 0 on obtient des droites d’intersection avec F, par exemple BP , parallèle à l’axe 
de la parabole, c’est à dire perpendiculaires à la directrice. Le plan 27^ obtenu par rotation 
autour de coupe le cône en une seconde génératrice passant par Z, A et P\ A est situé sur 
C et P sur la droite d’intersection; P est donc un point de la parabole. Les segments PF et PA 
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sont de même longueur comme tangentes à 
la sphère issues de P. Les segments PA et PB 
sont de même longueur puisque les droites ZP 
et DB se coupent en A et sont coupées par 
les parallèles BP et DZ, et ainsi \BP\:\PA\ = 
— \DZ\\\ZA\ — 1, c’est à dire \BP\ = \PA\. 

La parabole est le lieu de tous les points P 
du plan qui sont à la même distance d’un 
point fixe F et d’une droite fixe /. Le rap¬ 
port (PF): (PB)~£ a la valeur 1 et il est ap¬ 
pelé l’excentricité. 




13.5-1 Parabole comme section d’un cône 13.5-2 Ellipse comme section d’un cône 

L'ellipse et hyperbole. Si E n’cst pas parallèle à un plan tangent au cône, il existe deux 
sphères de Dandelin en contact avec E aux points F l et F 2 , respectivement, et avec le cône le 
long des cercles c l et c 2 , respectivement. Les plans E x et E 2 de ces cercles coupent E en un couple 
de directrices parallèles l x et / 2 . Le plan 27 perpendiculaire aux directrices et passant par l’axe 
du cône coupe E selon Vaxe de l'ellipse ou de l'hyperbole (Fig.). 

Une droite dans ce plan 27, parallèle à l’axe de la conique et passant par le sommet Z du 
cône, coupe les plans E x en D x et E 2 en 0 2 . Durant la rotation de 27 autour de g 0y sa droite 
d’intersection avec E, disons B X B 2 , reste parallèle à l’axe de la conique, c’est à dire perpendiculaire 
aux directrices l x et / 2 . Le plan 2J A contient une génératrice ZA X A 2 \ le point d’intersection P 
de B X B 2 avec A X A 2 est un point de la conique. Les segments PF l et PA X ont même longueur en 
tant que tangentes à la sphère S x ; de manière similaire on a \PF 2 \ — \PA 2 \. A cause de la position 
de S x et S 2 sur des côtés opposés ou sur le même côté de E> on a \PF X \\-\PF 2 \ = \A, X A 2 \ pour 
Vellipse et \PF X \—\PF 2 \ = \A X A 2 \ pour F hyperbole . 

L’ellipse est le lieu de tous les points P du plan pour lesquels la somme des distances à deux 
points fixes F x et F 2 (les foyers) est constante; par symétrie, cette constante (2a) est égale à 
la distance entre les points V x et V., de l’ellipse situés dans 27, qui sont appelés les sommets. 

L’hyperbole est le lieu de tous les points P du plan pour lesquels la différence des distances à 
deux points F x et F 2 (les foyers) est constante; pour les sommets V x et V 2 dans 27 on a à 
nouveau | V x V 2 \=la=\A x A 2 \. 

Dans le plan 2J A obtenu par rotation autour de g 0 > les droites ZP et B X D X se coupent en A x , 
et B X P est parallèle à ZD X . Donc \PA X \ : \PB X \ = \ZA X \:\ZD X \ = \PF X \:\PB X \ = e. 

Le rapport de la distance |PFj| entre un point P d’une conique et un foyer F x et sa distance 
\PB X \ avec la directrice correspondante / w est une constante c, l’excentricité; pour l’ellipse 
0<£<1 (\ZA l \<\ZD l \), et pour l’hyperbole £>\(\ZA x \>\ZD x \y 
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Les équations des coniques. Pour arriver à une expression analytique pour les coniques, on 
doit choisir un système de coordonnées convenable. Par sa définition une conique est symétrique 
par rapport à son axe. De plus, l’ellipse et l’hyperbole, à partir des considérations ci-dessus, doivent 
également être symétriques par rapport à la médiatrice de F l F 2 ; le point d’intersection de cette 
médiatrice avec l’axe est le centre C de la conique. Par conséquent le meilleur système de co¬ 
ordonnées pour une ellipse ou une hyperbole est un système cartésien ayant l’axe de la conique 
comme axe des x et la droite perpendiculaire passant par le centre C comme axe des y. On 
dit alors que la conique est dans sa position centrale. On parle de position au sommet (ou tangen- 
tielle) si l’axe des x est le même, mais l’axe des y étant la tangente au sommet. Les coordonnées 
polaires , où l’axe de la conique est pris comme axe polaire et un foyer comme pôle, sont également 
adaptées aux trois types de coniques, et elles ont alors une équation commune. Pour l’hyperbole, 
un système de coordonnées obliques naturel, est formé par les deux asymptotes, qui se coupent 
au centre. 




13.5-4 Obtention de l’équation d’une parabole 


Equations de la parabole 

Equation rapportée à l’axe et à la tangente 
au sommet de la parabole. Le système de 
coordonnées cartésiennes est tel que l’axe 
des x est P axe de la parabole et l’axe des y 
est la tangente au sommet (Fig.). A partir de 
la définition de la parabole, chacun de ses 
points P est à la même distance du foyer F 
et de la directrice /. Le sommet V doit donc être le milieu du segment perpendiculaire FL 0 
abaissé de F sur /. Il existe deux points sur la parabole dont les ordonnées sont égales à 
leurs distances de laldirectrice. La|valeur absolue p de ces ordonnées est appelée le demi-paramètre 
de la parabole: \L 0 F\=p. Les coordonnées du foyer F sont donc (/?/2, 0). Un point quelconque 
P(x>y) de la parabole est à la distance \FP\ = -\/[y 2 -\-(x—pl2) 2 ] du foyer F et à la distance 
|FL| = p/2+* de la directrice. Par la définition de la parabole on a 


13.5-3 Hyperbole comme section d’un cône 


(pl2+x) 2 =y 2 +(x—pl2) 2 soit y 2 — 2px. 


Equation de la parabole rapportée à son axe 
et à sa tangente au sommet 


y 2 = 2px 


L’équation montre que l’axe des x est un axe de symétrie; le sommet est à l’origine; pour 
chaque abscisse jc> 0 il y a deux points de la parabole dont les ordonnées sont égales et opposées. 
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Le demi-paramètre détermine la forme de la parabole. Plus la valeur de p est petite, plus le foyer 
et la directrice sont proches de l’axe des y et plus y croît lentement. A la limite, lorsque /;-+0, 
la parabole dégénère en le demi-axe des x positifs compté deux fois. D’autre part, si p prend 
une très grande valeur, le foyer et la directrice sont alors séparés par une très grande distance, 
et lorsque p-> oo la parabole dégénère en l’axe des y , puisque *->0. 

Les équations x 2 — 2py y y 2 = —2px et x 2 — —2py avec p >0 représentent également des para¬ 
boles, comme on peut le voir sur le diagramme (Fig.), dans lequel la parabole rj 2 = 2p £ devient 
une des équations données par une rotation convenable d’angle y) du système de coordonnées 
£, rj. Les équations de transformation sont Ç=xcos y> — ysin y) et r^ = xsin y>+ycos y). 





13.5-5 Positions de la parabole rj 2 = 2p £ avec rotation du système (£, rj) 


Parabole 

V 

Equations de 
transformation 

Equation 

transformée 

Fig. 

Intervalle 

pour x 

pour y 

r) 2 = 2pÇ 

— n\2 

ç=y, n= -x 

rT 

II 

H 

a 

— oo<jc< -f oo 

0^y< +oo 

r) 2 = 2pÇ 


Ç= -x, tj= -y 

y 2 = -2px 

b 

— oo < x ^ 0 

-oo<y<+oo 

rj 2 = 2pi 

+ nl 2 

£= -y, n=x 

x 2 = -2 py 

c 

— oo<x< +oo 

— co < y ^ 0 


Si, après une translation du système de coordonnées, les coordonnées du sommet sont (c, d), 
l’équation de la parabole prend alors une des formes suivantes (p> 0): 

(y — d) 2 = 2p{x—c) ; (x-c) 2 =2p(y-d); 

(y—d) 2 = -2p(x-c); ( x -c) 2 = -2 p(y-d). 

Exemple 1 : Trouver l’équation de la parabole, l’axe des x étant l’axe de la parabole, 
passant par le point P 0 (:2,4). — L’équation de la parabole doit être satisfaite par les 
coordonnées de P 0 : 4=2/>*2; donc p—4. L’équation de la parabole est donc y 2 — 8*. 

Exemple 2: La parabole qui a son “sommet en V(2\ 3), est concave vers le bas, passe par 
le point P 0 (4; ï), doit avoir une équation qui est la transformée, par translation des axes, de 
l’équation x 2 = —2py; son équation est ( x-2) 2 - -2p(y-3). Puisqu’elle passe par le point 
P Q { 4; 1)» on a (4-2) 2 = — 2/^(1 — 3) soit p= +4/4 = -fl. L’équation de la parabole est donc 
(jc — 2) 2 = — 20'—3). Le foyer est à une distance l l 2 p=\/2 du sommet le long de l’axe, c’est à 
dire que ses coordonnées sont F( 2; 2,5). 


Equations de l’ellipse 

Equation cartésienne de l’ellipse (équation de l’ellipse rapportée à ses axes de symétrie). L’axe 
des x coïncide avec P axe de Vellipse et l’axe des y avec la médiatrice du segment V l V 2 entre 
les sommets (du grand axe) (Fig.). L’axe des y coupe l’ellipse en deux points N 1 et N 2 , les 
sommets du petit axe. La longueur \V 1 V 2 \ = 2a est appelée le grand axe et la longueur \N x N 2 \ — 2b 
le petit axe et \F 1 F 2 \/2 = e Pexcentricité linéaire. Comme I^FJ-f \N x F 2 \ = 2a les segments a, b 
et e forment un triangle rectangle et donc e 2 -\-b 2 =a 2 . Les coordonnées des foyers sont donc 
Fi(+e;0)et F 2 ( — e\ 0). Un point quelconque de l’ellipse est à des distances |P/ 7 il=r 1 = 
\/ly 2 +(e—x) 2 ] et \PF 2 \ = r 2 = \/[y 2 +(e+x) 2 ] des foyers. A partir de la définition de l’ellipse on a 
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r 1 -\-r 2 = 2a soit r 1 — 2a—r 2 . Par substitution de r x et r 2 
et en élevant les deux membres au carré, il reste une 
racine carrée: 

y 2 -\-(e-x) 2 =4a 2 -4a\/[y 2 +(e-Yx) 2 ] 
+y 2 +(e+x) 2 

ou a\/[y 2 -\-{e+x) 2 ]=a 2 -\-ex. 

En élevant à nouveau les deux membres au carré on 
obtient: 

a 2 y 2 -| -a 2 e 2 iJxfrrX \-a 2 x 2 = a 4 |-JxrtrX \-e 2 x 2 . 

Puisque e 2 = a 2 — b 2 on peut simplifier cette équation 
a 2 y 2 a 2 b 2 Yj&x*'— b 2 x 2 

soit x 2 la 2 -\-y 2 /b 2 =\. 


Equation cartésienne de l’ellipse 


x 2 /a 2 -\-y 2 lb 2 = I 


13.5-6 L’équation cartésienne d’une ellipse 


L’équation x 2 lb 2 -\-y 2 /a 2 = 1, où a>b , représente également une ellipse comme on peut le voir 
par rotation du système de coordonnées £, rj d’un angle y>= — n/2. Avec la transformation (voir 
Equations de la parabole) Ç=y y r) = —x l’ellipse Ç 2 la 2 -\-rj 2 lb 2 = 1 devient x 2 lb 2 -\-y 2 /a 2 =\. 

Si, après une translation du système de coordonnées, le centre de l’ellipse a pour coordonnées 
(c y d) y l’équation cartésienne (ou centrale) de l’ellipse, pour a>b y prend une des formes suivantes: 

(x — c) 2 /a 2 H- (y - d) 2 /b 2 =1 ou U - c) 2 /b 2 4- (y - d) 2 \a 2 = 1. 


Exemple 1 : Une ellipse rapportée à ses axes de symétrie, dont les longueurs des demi-axes 
sont 3 et 4, a pour équation x 2 l\6-\-y 2 /9= 1 ou x 2 /9-\-y 2 /\6=\ selon que le grand axe est situé 
le long de l’axe des x ou de l’axe des y (Fig.). 

Exemple 2: On sait qu’une ellipse est dans sa position centrale, qu’un de ses demi-axes est 
de longueur 5 et qu’elle passe par le point P 0 ( 3, —8). Comme 8>5, b = 5 doit être le demi 
petit axe. On peut trouver a par la substitution de x 0 = 3 y y {) = —8 dans l’équation cartésienne: 
3 2 /5 2 -|- ( — 8) 2 /a 2 = 1 ou 64 /a 2 = (25 — 9)/25 = 16/25, c’est à dire a = V(25-64/16)= 10. L’équation 
de l’ellipse est donc x 2 /5 2 -\ -y 2 /\0 2 = 1. 




13.5-7 Rotation du système 
de l’ellipse x 2 la 2 -f y 2 jb 2 = 1 



13.5-8 Excentricité d’une ellipse 


L’excentricité. Une droite parallèle à l’axe des y d’une ellipse à une distance | CL 1 \=a 2 /e est 
appelée une directrice l v Le sommet V 1 en est à une distance d\ où d' = \V l L 1 \=(a 2 /e)—a= 
(a/e)(a—e) et un point quelconque P de l’ellipse en est à une distance d , où d— \PQ\ =a 2 /e—x. Pour 
les distances et r 2 entre le point P et les foyers F x et F 2 on a, par le théorème de Pythagore, 
r ï — r î -i~(2e) 2 — 2-2e(e—x)=r 2 -\-4e 2 — 4e 2 +4ex soit r 2 — r 2 =4ex. Comme r 2 +/*i = 2fl, on obtient 
par division r 2 — r l = 2ex/a et donc r 2 =a+exla et r x =a — ex\a. Si on substitue alors, à partir de 
la dernière équation, x=(a 2 — r 1 a)le dans l’expression de d y on obtient d=r x - (fl/e), c’est à dire 
que le rapport d : r x — a : e est indépendant du point P choisi. Son inverse e = e/aest appelé l’excen¬ 
tricité. Sur la figure on montre comment construire e comme rapport de deux segments: R x est 
déterminé sur F 2 Ppar |/ > /? 1 | = et R 2 sur F l R 1 par CR 2 HF 2 R X \ on a alors \CF 1 \:\CR 2 \=e :a=e. 
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L’ellipse est le lieu de tous les points P du plan pour lesquels le rapport r x : d, de la distance 
#* l entre P et un foyer F x et de sa distance J à la directrice correspondante l 19 a une valeur 
constante e —e : a. 


Représentation paramétrique de l’ellipse. L'ellipse peut 
être considérée comme l’image affine du cercle £ 2 -( -rj 2 = a 2 
par réduction des ordonnées dans le rapport y \r) = b : a\ 
dans ce cas, la transformation £=*, transforme 

le cercle (cercle principal) en l’ellipse x 2 la 2 +y 2 lb 2 = 1 . 
La construction est réalisée en prenant les points d’inter¬ 
section A et B d’un rayon passant par l’origine avec les 
cercles c a (principal) et c b (secondaire) de rayons a et b , 
en traçant des droites passant par A et B parallèles aux 
axes et en prenant leur point d’intersection comme point 
P de l’ellipse. On voit que la condition: y :rj = b : a est sa¬ 
tisfaite. Si / est l’angle que fait un rayon quelconque 
avec l’axe des jc, on obtient la représentation paramé¬ 
trique x = acost, y=6sin/ qui satisfait l’équation de 
l’ellipse (Fig.). 


Représentation 


paramétrique de l’ellipse 

* = cos t,y—b sin t 


Equations de l’hyperbole 



13.5-9 Représentation paramétrique 
d’une ellipse 


Comme l’ellipse, l’hyperbole est symétrique par rapport à Vaxe passant par les sommets V x 
et V 2 et par rapport à la droite, perpendiculaire à cet axe, passant par le centre C (axe trans¬ 
verse), \CV X \ = \CV 2 \. Le segment \CV X \ est noté a , et les segments \CF X \ = \CF 2 \ par e. L’hyperbole 
n’a pas de demi petit axe; comme e>a y il existe cependant un segment b donné par b 2 — e 2 — a 2 . 

Equation cartésienne de l’hyperbole (équation de l’hyperbole rapportée à scs axes de symétrie). 
A cause de la symétrie de l’hyperbole, il y a un système de coordonnées cartésiennes particulière¬ 
ment approprié, dans lequel l’axe des x coïncide avec l’axe de l’hyperbole et l’axe des y avec 
la droite qui lui est perpendiculaire passant par C. Les coordonnées des foyers sont F x (-\-e\ 0) et 
Fjj( — <?; 0) (Fig.). Les distances d’un point quelconque P aux foyers sont 

l-PFJ =r,=Vb 2 +(x-e) 2 ] 

et \PF i \=r 2 =y[ÿ i +(x-\-e)' i ]. 

A partir de la définition de l’hyperbole on 
a r 2 —r x = 2a, soit r 2 =la-\-r x . On remplace 
r x et r 2 par leurs expressions; en élevant au 
carré les deux membres il reste une racine 
carrée : 

y 2 + (x -h e ) 2 =4a 2 +4 ay/[y*+(x - e) 2 ] 

+ y 2 - H *-*) 2 

ou ex—a 2 -a\/\y 2 -{-(x—e) 2 ]. 

En élevant à nouveau au carré on obtient: 
e 2 * 2 +û 4 - 2a 2 ex = a 2 y 2 + a 2 x 2 - 2a 2 ex + a 2 e 2 . 

Comme e 2 —a 2 -\-b 2 on peut simplifier cette 
équation : 

a 2 x 2 +b 2 x 2 +a* = a 2 y 2 +a 2 x 2 +a x -Yà l b 2 



ou x 2 la 2 —y 2 lb 2 = 1 . 

On peut avoir la signification du nombre b en réarrangeant l’équation de la manière suivante: 
a 2 y 2 =b 2 (x 2 —a 2 ) y 
y/x= ± (bla)y/[\-a 2 lx*l. 


| Equation cartésienne de l’hyperbole x 2 \à l —y 2 jb 2 — 1 


La valeur limite de cette expression, lorsque *->oo, est lim y\x— YLb/a. Les droites rj= 

qui ont ces valeurs limites comme pentes 
sont les asymptotes de l’hyperbole. 


Asymptotes de l’hyperbole y— ±(6/tf)* 
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Par symétrie, il suffit de considérer le comportement de l’hyperbole x 2 ja 2 —y 2 lb 2 = 1 et de la droite 
rj = (bla)Ç dans le premier quadrant. Si la perpendiculaire est abaissée d’un point (£, 77 ), avec £>a, 
sur l’axe des *, elle coupe l’hyperbole en un point P(*, y). On a alors £= x et à partir de r)=(b/a)x 
et y=(b/a)x\/[\-a 2 \x 2 \ on tire que y<rj y car le terme <\/[\-a 2 lx 2 ] est inférieur à 1. Plus x est 
grand et plus la différence 77 —y est petite, puisque avec l’équation de l’hyperbole on a [x/a—ylb] = 
= [ x/a+y/b ] _1 et comme [xla+y/b\->co lorsque *-kx> alors lim [(x/a)-(y/b)\ = 0 soit [lb/a)x-y] = 

X—> oo 

= (77 —y)-*0 lorsque *->QO . Pour de grandes valeurs de *, l’hyperbole devient arbitrairement proche 
de la droite rj = (bla )£. La droite est une asymptote de l’hyperbole. Son angle d’inclinaison par 
rapport à l’axe des x est obtenu avec le triangle rectangle ayant pour côtés a et b et e pour 
hypoténuse. 

L’équation y 2 /a 2 —* 2 /ù 2 = 1, où a est le demi-axe situé le long de l’axe des y , représente une 
hyperbole (Fig.), comme on peut le voir par une rotation du système de coordonnées £, rj d’un 
angle tp— —ji/I. Avec la transformation £=y, 77 = —x (voir Equations de la parabole) l’hyperbole 
t- 2 la 2 —rj 2 lb 2 = 1 devient y 2 /û 2 —* 2 /ù 2 = 1 . 

Si, après une translation du système de coordonnées, les coordonnées du centre de l’hyperbole 
sont (c, d), l’équation de l’hyperbole prend une des formes suivantes: 

(x—c) 2 la 2 — (y—d) 2 lb 2 = 1 ou (y—d) 2 /a 2 -(x—c) 2 /b 2 = 1 . 

Exemple: Pour l’hyperbole * 2 /25-y 2 /4=l les sommets sont V x {5\ 0) et K 2 (-5;0), les foyers 
F 1 (\/(25±4); 0) et F 2 ( —\/29;0) et les asymptotes y— =b(2/5)*. 

D’autre part, pour l’hyperbole y 2 l25-x 2 /4= 1, les sommets sont K 3 (0; 5) et F 4 (0; -5), les 
foyers F 3 (0; \/29) et /^(O; —^29) et les asymptotes y— ±(5/2)*. 

13.5-11 Rotation du système 
(£, rj) et de l’hyperbole 
* 2 /o 2 — y 2 lb 2 = 1 


x 


13.5-12 L’cquation d’une 
hyperbole rapportée à ses 
asymptotes 

L’équation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes. L’équation de l’hyperbole devient parti¬ 
culièrement simple si ses asymptotes sont prises comme axes d’un système de coordonnées (Fig.). 
Soit £ et rj les coordonnées dans le système initial de coordonnées rectangulaires, et * et y les 
coordonnées avec les asymptotes pour axes obliques. L’équation cartésienne de l’hyperbole est 
alors Ç 2 la 2 — r) 2 lb 2 = 1, et rj= ± (b/a)t; sont les équations de ses asymptotes. Si tg a —b)a on a les 
relations suivantes entre les coordonnées: 

|?/=^sin a — *sin al h = (y—*)sina| 

|£=*cosa+^ cosa| |£ = (^h*)cos«| 

Par substitution dans l’équation cartésienne on obt 
[(y- h *) 2 cos 2 a\la 2 — [(y—x) 2 sin 2 a\/b 2 = 1 
ou (y ±*) 2 b 2 cos 2 a —(y—x) 2 a 2 sin 2 a—a 2 b 2 . 

Comme b 2 cos 2 a—a 2 sin 2 a, on obtient 
2 *y(/> 2 cos 2 a-|-a 2 sin 2 a) = a 2 ù 2 et donc 
4*ycos 2 a=n 2 et 4xy sin 2 a=b 2 . Par addition on en 
tire 4xy=a 2 -\-b 2 et on a finalement xysm2a—ab!2. 

Cette équation établit que le parallélogramme O AP B 
a toujours la même aire. 

U équation d'une hyperbole rapportée à ses asym¬ 
ptotes est de la forme xy= constante. Réciproque¬ 
ment , toute fonction de ce type représente une 
hyperbole. 

Equation d’une hyperbole rapportée à ses 

asymptotes 

xy=(fl 2 ±6 2 )/4=g 2 /4=const. _ 





13.5-13 Excentricité d’une hyperbole 
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L’excentricité. Une droite parallèle à l’axe des y d’une hyperbole à une distance \CL l \=a 2 /e 
est appelée une directrice l l (Fig.). Le sommet V 1 en est à la distance d\ ou d' = \V l L l \=a — a 2 /e = 
= a(e — a)le et un point quelconque P de l’hyperbole en est à la distance cl , où d-x—a 2 \e. Dans 
le triangle F Y F 2 P, par le théorème de Pythagore, on a = r 2 + (2e) 2 — 2 • 2e(e — x) soit r$-r{ = 4ex. 
Puisque r 2 — r x = 2a, on a r^i-r^lex/a et ainsi r 2 = a-\-exla et r x = ex\a — a. En substituant * = 
= (r r a+a 2 )le dans d=x — a 2 /e on obtient d=r 1 a/e, c’est à dire r x : d=e : a=e. Cette constante e est 
appelée l'excentricité. 


L’hyperbole est le lieu de tous les points P du plan pour lesquels le rapport r 1 : d de la distance 
#*! entre P et un foyer F t et de la distance entre P et la directrice ! lt correspondante, a la valeur 
constante e—e : a. 


Si Ri est déterminé sur F 2 P par |/ > /? 1 | = r 1 et R 2 sur ÆjFj par CR 2 //F 2 P, alors \CF 1 \:\CR 2 \ = e : a. 


Conique et droite 

Points d’intersection d’une conique et d’une droite. Dans l’obtention des coniques au moyen 
des sphères de Dandclin comme la section plane d’un cône circulaire, il est clair qu'à chaque 
point P du cercle de contact c de la sphère de Dandclin il correspond un point P' de la conique. 
A une droite / dans le plan E x ou E 2 du cercle il correspond une droite /' dans le plan d’inter¬ 
section £, qui apparaît comme la droite d’intersection de ce plan E avec un plan déterminé 
par la droite / et le sommet Z du cône. Comme dans toute projection, des points d’intersection 
dans E t ou £ 2 donnent des points d’intersection dans le plan image E. Selon que la droite l 
coupe , est en contact avec ou ne rencontre pas les cercles c l ou c 2 , la droite image est une sécante 
ou une tangente de la conique ou n'a pas de point commun avec elle; on peut également avoir des 
points du cercle dont les images sont des points à l’infini de la conique, et ils doivent donc être 
traités séparément. 

1. Dans le cas de la parabole , c’est le point D de c; il est à la plus grande distance de la 

directrice / (voir Fig. 13.5-1). Chaque sécante , passant par Z), du cercle c a une droite parallèle 

à l'axe de la parabole pour image (par exemple DA a BP pour image), et coupe donc la para¬ 
bole en un seul point P à distance finie. La tangente en D au cercle c est parallèle à la direc¬ 
trice, son image est la droite à l'infini de E. 

2. Dans le cas d’une hyperbole , un plan, passant par le sommet Z du cône et parallèle au 

plan E, coupe le cercle en deux points P 2 et P 2 dont les images sont les points à l’infini sur les 

asymptotes. La droite passant par ces deux points a pour image la droite à l'infini de E. Une 
sécante du cercle c\ ou c 2 passant par un de ces points , disons P 2 > a pour image une droite parallèle 
à l'asymptote , qui coupe l’hyperbole en un seul point à distance finie. Les tangentes au cercle 
en P 2 et P 2 donnent les asymptotes. Leur point d’intersection est donc l’image inverse du centre C 
de l’hyperbole. 

En trouvant les points d’intersection d’une conique avec une droite il est aisé de voir à partir 
de l’équation de la droite sous forme cartésienne s’il se produit le cas particulier d’une sécante 
avec un seul point d’intersection (///,, = 0 pour une parabole, ///,,= ± (bla) pour une hyperbole). 
Dans tous les autres cas, en substituant y de l’équation de la droite dans l’équation de la conique, 
on obtient une équation quadratique dont le discriminant nous renseigne sur le nombre de points 
d’intersection. 

Exemple 1: Pour les coordonnées des points d’intersection de la droite y= — jc/2 H-2 avec 
la parabole * 2 = 4 y on a à résoudre le système de ces deux équations. Par substitution on obtient 

* 2 = — 2jc I 8 ou * 2 -b2*’+l=9, 

*i = 2, x 2 = -4 et y 1 =l t y 2 =4. 

Les points d’intersection sont donc P t (2; 1) et P 2 (- 4; 4). 

Exemple 2: La conique 16 jc 2 b25y 2 1-32*—lOOy—284 = 0 est parallèle aux axes, puisqu’il 
n’y a pas de terme croisé dans son équation. On peut écrire l’équation 
16* 2 -h 32* H-16 -b 25y 2 — 100y+100- 16- 100-284 = 0 
ou 16(* b 1 ) 2 -b25(y—2) 2 = 400 ou (*-b l) 2 /25 b(y-2) 2 /16= 1. 

Les coordonnées du centre C de la conique sont (— 1 ; 2). La droite 5y = 28*—62 coupe l’ellipse 
aux points ^(2; —6/5) et P 2 0\ 22/5), puisque par substitution de l’équation de la droite dans 
celle de l’ellipse on obtient l’équation quadratique * 2 —5*-b6 = 0 ayant pour racines x t =2> 
* 2 =3. 
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Pentes des tangentes. Equations des tangentes à une conique. On peut obtenir les équations 
des tangentes à une parabole, une ellipse et une hyperbole par les méthodes de géométrie analy¬ 
tique, exactement comme pour un cercle. Il est cependant plus avantageux d’utiliser la méthode 
du calcul différentiel. La dérivée de l’équation d’une conique en x Y donne le gradient (ou pente) 
de la tangente à la conique au point P 1 (jq; y x ) où y x est la valeur de la fonction, c’est à dire 
l’ordonnée de la conique en x v En tenant compte de l’équation de la conique, l’équation d’une 
droite, sous la forme point donné-direction donnée , donne l’équation de la tangente: par exemple, 
pour la parabole y 2 = 2px on obtient par différentiation 2yy' = 2p soit y =pjy et ainsi le gradient y 
de la tangente (au point P x ) est yf—p!y x et l’équation de la tangente est 

yf=(y-yi)K* -* 1 ) ou (ply x )x-(ply 1 )x l =y-y\, 
px-px 1 =yy 1 -yl=yy 1 -2px 1 , c’est à dire p(x+x l )=yy l . 

Pour X ellipse et Y hyperbole, si P x (x x ; y x ) est le point de contact, 

x\la 2 ±y\lb 2 = 1; 2x x la 2 ±2y x ÿ x lb 2 =0; y x = T(b 2 x x )l(a 2 y x ) 
est le gradient, et l’équation de la tangente est 

ÿ x (x-x x )=y-y x , TC**! la 2 ) (b 2 ly 1 )±(xlla 2 ) (b 2 ly x )=y-y ly 

{xx 1 la 2 )±(yy l lb 2 )-x\ia 2 ±y\lb 2 ou xxja 2 ±yy 1 lb 2 =\. 

On peut faire des dérivations correspondantes pour les paraboles x 2 — 2py, y 2 — —2px et x 2 — — 2py t 
l’ellipse x 2 lb 2 +y 2 /a 2 =\ et l’hyperbole y 2 \a 2 — x 2 !b 2 — 1. Le tableau suivant contient les résultats 
pour les cas les plus importants. 


Conique 

Equation 

Tangente au point PiCxj ; .Vi) 
gradient 1 équation 

Parabole, sommet V 

K(0; 0) 

y 2 = 2px 

rlyi 

yy l =p(x+x l ) 

V(c; d) 

(y-d)*=2p(x-c) 

pl(yi-d) 

(y-d)(y l -d)=p(x-c+x 1 -c) 

Ellipse, centre C 

C(0; 0) 

** . y* 

a 2 1 b 2 

b 2 x i 
à 2 yi 

xx x yy t 
a 2 ' b 2 

C(c; d) 

(x-c) 2 (y—d) 2 

b 2 x x — C 

(x-c)(x x -c) ( y-d)(y x -d) 

a 2 ' b 2 

a 2 y^~d 

1 b 2 

Cercle, centre C 

C(0; 0) 

x 2 ~Yy 2 =r 2 

-x l ly l 

xx x Y yy x = r 2 

C(c;d) 

(je — c) 2 +(y—d) 2 — r 2 

~(x 1 -c)/(y 1 -d ) 

(x - c) (x x — c)-\-(y—d) (y x -d) = r 2 

Hyperbole, centre C 

C(0;0) 

jc 2 y 2 

V 2 b*~ ~ 

b 2 x x 
a 2 y x 

xxi yyi = . 

a 2 b 2 

C(c; d) 

(x-c) 2 (y-d) 2 

a 2 b 2 

b 2 x x — c 
a 2 y,-d 

(jc-c)(jc,-c) (y-d)(y 1 -d) 

a 2 b 2 
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Exemple: La tangente à une conique en un point. L’équation de la tangente à l’ellipse 


(*+l) 2 /25±(y-2) 2 /16=l 
au point P x ( 2; -6/5) est 
(*±l)(* 1 ±l)/û 2 ±(y— 2 ) (y x — 2)lb 2 = 1 
ou 

16(* ± 1) (2± 1 ) H-25(y — 2) ( — 6/5 — 2) = 400, 

48*+48-80y+160=400, 

y=(3/5)jc—12/5. 


L’angle d’intersection d’une conique et d’une 
droite. Cet angle d’intersection est défini comme 
l’angle entre la droite et la tangente à la coni¬ 
que au point d’intersection approprié; il peut 
être calculé comme l’angle entre deux droites. La 
droite y— — */2 -|- 2 et la parabole x 2 = 4 y se 
coupent au point P x (2; 1). L’équation de la 
tangente t x à la parabole en P x est y=x— I; 
son angle d’inclinaison a 2 par rapport à l’axe 
des x a pour valeur a = 45°, et celui de la droite 
est a x = —26,56°; l’angle y> entre elles est donc 
y) = a 2 -a l = 7\,56° (Fig.). 



12.5-14 Point d’intersection d’une droite et d’une 
parabole 


Tangentes à une conique ayant une pente donnée. Le gradient, de valeur donnée m x , doit 
être égal au gradient ÿ x de la conique. Dans le cas de la parabole la direction donnée par m x 
ne doit pas être celle de l’axe, puisqu’il n’y a pas de tangente à la parabole ayant cette direction. 
A partir de ÿi = m 1 =ply l on obtient la coordonnée y 1 =p//w 1 ; l’autre peut être calculée avec 
l’équation de la parabole, puisque les coordonnées du point de contact doivent la satisfaire. Dans le 
cas d’une ellipse ou d’une hyperbole (m x = z fb 2 x x la 2 y x ) on obtient le rapport des coordonnées x x , y x 
du point de contact et par substitution dans l’équation de la conique on obtient * 2 = a 4 m 2 /(fl 2 mi± 6 2 ) 
équation quadratique qui est un carré parfait qui, pour toutes les ellipses et pour les hyperboles 
telles que \m x \>b/a y a deux racines opposées. Le résultat correspond à la propriété géo¬ 
métrique qui est que pour toute direction il existe deux tangentes à une ellipse qui sont parallèles 
et dont les points de contact sont symétriques par rapport au centre, mais pour une hyperbole 
ce cas ne se produit que lorsque la droite passant par l'origine et ayant ta direction donnée est 
située à l'extérieur de la région comprise entre les asymptotes. Si la tangente cherchée est parallèle 
à une droite y=mx -)-c, m x est alors déterminé par m x =m\ si la tangente est perpendiculaire à 
la droite y=mx-\-c, alors m x — — l/m; finalement, si y) est l'angle inclus entre les deux droites, 
à partir de tg y) = (m x — m)/(l -\-m x m) on obtient alors la valeur m 1 = (m-|-tg y>)l(\ — m tg y)). 


Exemple. Si on donne l’ellipse 36* 2 ±100y 2 = 9 et la droite y— — (4/5)*, alors m= —4/5. 
jc 2 y 2 

Comme —b 7 ^ 777 ^ 7 - = 1, les longueurs des demi-axes de l’ellipse sont a= 1/2 et 

(y/jo) (y/iuu; 

6 = 3/10. Pour une tangente parallèle à la droite, —4/5 = —(9/25) (. x x /y x ), c’est à dire 
^ 1 = (9/20)a: 1 . En outre, les points de contact des tangentes sont situés sur l’ellipse, c’est à dire 
36*?±100.y 2 =9. Avec ces deux équations on obtient par substitution 36*? ±(100-81/400)*? = 9 
soit jc? = 36/225 et donc * lt2 =? ± 2 / 5 , y Xt2 = ±9/50. Les points de contact sont donc 
B x (2/5; 9/50) et Æ 2 (—2/5; —9/50); les équations des tangentes sont y— - (4/5)*± 1/2 et 
y= -(4/5*)-1/2. 


Toute tangente à une hyperbole forme avec les asymptotes un triangle (P 2 MP 3 ) d’aire con¬ 
stante A=ab. 


La tangente xx x la 2 —yy x lb 2 = 1 au point P x (x x ; y x ) de l’hyperbole x 2 la 2 —y 2 lb 2 = 1 coupe les 
asymptotes y— ±( 6 /tf)* aux points P 2 et P 3 (Fig.). Pour leur coordonnées on trouve par sub¬ 
stitution: 


*[* 1 /fl 2 ±y 1 /(a 6 )]= 1 ou x 2y2 =a 2 bl(bx x Tay x \ 
=tf^ 2 /( ± 6*1 - ay x ). 


d’où, puisque y 2 , 3 = ± ( 6 /a)* 2 , 3 , 
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13.5-15 Triangles formés par les tangentes à 
une hyperbole et les asymptotes 

direction donnée l’équation d’une normale. 


Pour l’aire A du triangle MP^P 2 on obtient 
1 0 0 
1 x 


y s 
y% 


o 


3 

*2 

0 

a 2 bl(bx x +ay t ) ab 2 /( - bx 1 - ay l ) 

a 2 b/(bx 1 - ay x ) ab 2 /(bx x - ay x ) 

= l U[cPb 2 !{b 2 x\ — a 2 y\) -\d*b 2 l(b 2 x\ — a 2 yf)\ 

= a 2 b 2 j(b 2 x\ - a 2 y\) = ab/[xj/a 2 —y\b 2 ] = ab. 


Normale et polaire d’une conique 

Gradients de normales. Equations de normales. 
Une normale est la droite perpendiculaire à la 
tangente en son point de contact ; y 2 ). On 
peut donc utiliser la table des gradients de tangentes 
à la conique pour obtenir le gradient d’une normale 
et obtenir ainsi, à l’aide de la forme point donné- 
Dans les cas les plus importants on a: 


Equation de la 
conique 

Gradient de la normale 

Equation de la normale au point Pi(x x ;y j) 

y 2 = 2px 

-y ilp 

y-yi= -( yilp)(,x-xi ) 

x 2 /a 2 -\-y 2 /b 2 = 1 

[«»*/(***,)] 

y - yi = la' l yil(b 2 x ,)] (x - xj 

x 2 la 2 —y 2 lb 2 = 1 

-(aVl/(***l)] 

y-y t = -[a-yid^x^Çx-xi) 


Exemple: La normale à l’hyperbole 



Théorèmes importants sur les normales d’une conique : 

La droite joignant un point P i d'une parabole au foyer et la droite , passant par P lt parallèle 
à l'axe forment le même angle avec la normale en P ly puisqu'elles forment le même angle avec 
la tangente en P v 

La normale en un point P l d'une ellipse est la bissectrice de l'angle inclus entre les droites joignant 
P 1 aux foyers, puisque ces droites font le même angle avec la tangente en P l . 

La tangente et la normale à une ellipse en P 1 et les droites joignant P t aux foyers forment 
un faisceau harmonique , puisque dans tout triangle F l F 2 P l les bissectrices interne et externe d'un 
angle (en P x ) sont les conjuguées harmoniques des deux côtés qui forment l'angle. 

La tangente et la normale à une hyperbole en P x et les droites joignant P x aux foyers forment 
un faisceau harmonique , puisque la tangente et la normale en P x sont les bissectrices interne et 
externe de l'angle en P x du triangle F X F 2 P V La normale est la bissectrice de l'angle supplémen¬ 
taire de l'angle inclus entre les droites joignant P 1 aux foyers. 
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Equations de la polaire. De même que pour un 
cercle, on peut trouver les tangentes à une conique issues 
d’un point extérieur PoC^o î .Vo) à l’aide de la polaire p 0 
du pôle P 0 . La polaire p 0 est définie comme étant 
la droite joignant les points de contact P x (x l ; y x ) et 
P 2 (x 2 ; y 2 ) des tangentes t l et t 2 (Fig.). A partir des 
équations des deux tangentes, par exemple pour une 
ellipse rapportée à ses axes de symétrie: 

(ti)xix/a 2 +yty/b 2 = 1 et (t 2 )x 2 x/a 2 -\-y 2 y/b 2 = 1 
on obtient l’équation ( p 0 )xxja 2 +yy 0 lb 2 = 1 qui est 
l’équation de la polaire parce que c’est l’équation d’une 
droite satisfaite par les coordonnées des point Pi(x 1 ; y-j) 
et P 2 (x 2 ;y 2 ). 

L’équation est identique formellement à celle d’une 
tangente mais les constantes jc„, .Vo sont les coordonnées 
du pôle et non celles du point de contact. Si on déduit 
de la même manière les équations des polaires d’autres 
coniques, on obtient le tableau suivant: 


Equation de la coniqi 

Parabole 

10 et de la polaire p 0 di 

Ellipse 

1 pôle p 0 (x 0 ;y 0 ). 

Cercle 

Hyperbole 

y 2 — 2 px 

x 2 y 2 

~cf + = 1 

x 2 -h y 2 = r 2 

x* y 2 _ . 

à 2 b* 

yy» = />(■*+•*<>) 

xx 0 yy 0 

a 2 1 b 2 

xx a \-yy 0 = r l 

XX 0 yy 0 

a 2 b 0 


Une droite q qui n’a pas de point commun avec une conique, par exemple une hyperbole, peut 
être également interprétée comme la polaire d’un point 0 intérieur à la conique. Si on prend 
pour pôles deux points distincts 0 i(fiî*h) et 62 ^ 2 ^ 2 ) de les équations de leurs polaires q v 
et q 2 sont alors ^x/a 2 — r\ v y\b 2 = 1 et Ç 2 xla 2 — r] 2 /b 2 =[. A partir de ces équations on peut calculer 
le point d’intersection Q(jc 0 ;y 0 ) des polaires q x et q 2 . Ceci donne xx 0 /a 2 -yy 0 lb 2 = 1, qui est l’équa¬ 
tion d’une droite qui passe par Q x et Q 2 et qui est donc la polaire q de 0. 

Exemple: Les équations (x— 2)“/16 

- OH- 3 ) 2 / 100=1 et y = - 70 a :- 1-217 dé¬ 
terminent une hyperbole et une droite 
q qui ne se coupent pas (Fig.). Les 
points G 2 (3 81 /ii 3 ; - 12 2a / 113 ) et 0^7) 
sont situés sur q . L’équation de la po¬ 
laire q x de 0i est (a: — 2) — 2)/16 

- - 1 - 3) (*h H- 3)/100=1, et comme 
£ x = 3 t rj x — 7, elle prend la forme 
y = 6 / 8 jc— 114 / 8 . De manière similaire, 
l’équation de.la polaire q 2 de 0 2 est 
1 00(* — 2) (3 31 /113 — 2) 

- 16(^+3) (— 12 23 / 113 -L 3) = 1600 

ou ^7 

- 45 / 6 2^+9 31 /52. 

Les coordonnées du point d’intersec¬ 
tion 0 de q x et q 2 sont données par,, 
ces deux équations; on trouve que 
x 0 = 16, y 0 = — 4V 4 sont les coordonnées 
du pôle 0 de la droite q. Dans le 
triangle 00 i 0 2 , chaque sommet est le 
pôle du côté opposé. 


13.5-18 L’hyperbole donnée par 
(x - 2) 2 /16 - (y + 3) 2 :/IOO = 1 




13.5-17 Tangentes à une ellipse issues d’un 
point extérieur P 0 ; polaire p 0 
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Tangentes à une conique issues d’un point. Si on veut tracer les tangentes issues d’un point P 
extérieur à une conique, il est commode de prendre les points d’intersection de la polaire p de P 
avec la conique. Ces points B Y et B 2 sont les points de contact des tangentes. 


Exemple: La polaire du point ^(14; 1) 
par rapport à l’ellipse x 2 4- 4y 2 = 100 (Fig.) 
a pour équation 1 4 jc/ 100 ±.y/25 = 1 soit 
14*±4.y=100, y— — (7/2)*±25. Elle coupe 
l’ellipse en Æ x ( 8 ; —3) et B 2 (6; 4), puisque 
* 2 ±4(49* 2 /4- 175*4-625)= 100, * 2 - 14*= 
= —48, * t = 6 , *2 — 8 ; ^i = 4, y 2 = —3. Les 
équations des tangentes sont y=(2/3)x— 
-25/3 et y= -(3/8)* -h 25/4. 


13.5-19 Tangentes à une conique issues d’un 
point P 



Deux coniques 

Les points d’intersection de deux coniques. Pour déterminer les points d’intersection de deux 
coniques on doit résoudre le système d’équations correspondant. Les solutions réelles donnent 
les coordonnées des points d’intersection. 

Exemple 1: La parabole / 2 =12* et le cercle (*±3) 2 -f -/ 2 = 72 se coupent aux points S x (3;6) 
et ^ 2(3 ; — 6 ) puisque leurs coordonnées satisfont les deux équations. Elles sont obtenues par 
le système d’équations 

(* o - I - 3) 2 -|-;> 2 = 72 

y%=\2x 0 , 

qui a pour solutions * 1 = 3 ,^ 1 = 6 et * 2 = 3, y 2 — — 6 . 

Exemple 2: Pour déterminer les 
points d’intersection de l’ellipse 
(*-|-6) 2 /80-|-( t y— 2 ) 2 / 20 = 1 avec la para¬ 
bole (*-t- 6) 2 = 4(.y—2) on doit résoudre 
le système d’équations (Fig.) 

(* 0 ±6) 2 /80±0> 0 -2) 2 /20=l 
(*o+6) 2 =40> 0 -2) 

Avec la transformation * 0 ±6 = £, 
y Q — 2 = rj les équations deviennent 
20£ 2 +80// 2 = I 600 et £ 2 = 4 rj. Par l’éli¬ 
mination de £ on obtient 80rç±80rç 2 
= 1600, rç 2 ± n + 1/4 = 81/4, ^,2 = 

-1/2±9/2, *h = 4, rj 2 = —5 et £ 1>2 = 

± 4, £ 3,4 = ±2\/5i. On a donc * x = 

= £1 — 6 = —2, * 2 = £2 ~ 6 = -10, 

y 1 = rj i±2 = 6 , y 2 = ^ + 2 = 6 . Les 
coniques ont donc deux points d’in¬ 
tersection S^ — 2; 6 ) et S 2 (— 10; 6 ). 



Deux coniques n’ont pas nécessairement de point (réel) d’intersection. Elles peuvent également 
se toucher en un ou deux points. On peut montrer que deux coniques non dégénérées ont quatre 
points d'intersection au plus. Si une section d’un cône (double) se compose de deux génératrices 
se coupant au sommet et si une autre section se compose d’une génératrice, alors, pour une position 
convenable des sections, les deux coniques dégénérées peuvent avoir une infinité de points communs. 

L’angle d’intersection de deux coniques. L’angle d’intersection de deux coniques est défini 
comme étant l’angle entre leurs tangentes au point d’intersection. On doit donc trouver les équa¬ 
tions des tangentes et calculer l’angle d’intersection. 

22 * 
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Exemple 1 : La parabole y 2 — \2x et le cercle (x+3) 2 +y 2 = 72 se coupent aux points S x (3; 6) 
et S 2 (3; —6). L’équation de la tangente au cercle en S 1 est y— — x+9 et celle de la tangente 
à la parabole est y=x+ 3. Puisque les gradients sont les inverses négatifs l’un de l’autre, la 
parabole et le cercle se coupent à angle droit en S t9 et de même en S 2 . 

Exemple 2: L’ellipse (jc+6) 2 /80-b(y—2) 2 /20= 1 et la parabole (x+6) 2 =4(y-2) se coupent 
aux points 5^-2; 6) et S 2 (— 10; 6). L’équation de la tangente à l’ellipse en Si est (jc+ 6) (^4- 
-|-6)/80-}-(y-2) (y x —2)/20= 1 soit y = — ( 1 /4)x 4- 11 /2, et l’équation de la tangente à la parabole 
est (*+6) (j Cl -f-6) = 2(y-2-hyi~2) soit y = 2*-HO. Puisque tga t = -1/4, a x = - 14,04° et tg a 2 = 

= +2, a 2 = -1-63,43°, l’angle d’intersection est v ; =a 2 — a l = 77,47°. 

Equation commune des coniques rapportée à leur sommet (axe de symétrie et tangente au 
sommet) 

Le paramètre d’une conique. Le paramètre 2 p de la parabole y 2 = 2px rapportée à son axe 
de symétrie et à la tangente au sommet est défini comme étant la longueur de la corde de la 
parabole, perpendiculaire à l’axe, au foyer; elle mesure, pour ainsi dire, la largeur de la parabole 
au foyer. Cette définition peut être reprise pour les autres coniques. 

Le paramètre d'une conique est défini comme la longueur de la corde perpendiculaire en un 
foyer à l'axe principal. 


Le paramètre d’une conique dont l’axe principal est situé le long de l’axe des x peut être 
calculé en prenant deux fois l’ordonnée positive y F au foyer, c’est à dire en substituant 
l’abscisse x F du foyer dans l’équation de la conique et en résolvant cette équation pour y F : 
parabole : y 2 = 2 px, x F = p/2, donc y F =p, 
cl 1 i pse : x 2 ]a 2 -1- y 2 /b 2 = 1, x F = e t 
e 2 la 2 -\-y 2 lb 2 = 1, donc y F - (b/a)y/[a 2 — e 2 ], 
et ainsi a 2 — e 2 =b 2 , y F =b 2 /a, 
hyperbole : x 2 /a 2 — y 2 /b 2 = 1, 
x F = e , e 2 /a 2 - y F /b 2 = l, donc y F = y/ [< e 2 - a 2 ], 
ou, puisque e 2 - a 2 = b 2 , y F = b 2 /a. 


Paramètre 

parabole 

2 P 


ellipse 

2p=2b 2 /a 


hyperbole 

2p — 2b 2 \a 


Equations des coniques rapportées aux sommets (axe de symétrie et tangente au sommet). La 
relation interne entre les coniques apparaît clairement à partir de leurs équations aux sommets. 
Pour la parabole cette équation est y 2 = 2px et pour l’ellipse et l’hyperbole on peut l’obtenir à 
partir de l’équation au centre (rapportée aux axes de symétrie) par une translation du système 
de coordonnées. 


Ellipse: A partir de l’équation au centre £ 2 /« 2 -f -rfi/b 2 = 1 dans le système £, on obtient, en 
translatant l’origine au sommet K 2 (-«; 0), c’est à dire par la transformation a, y—t] 

l’équation (jc — a) 2 /a 2 +y 2 lb 2 = 1 dans le nouveau système; cette équation peut être réécrite 
y 2 =2b 2 xla — b 2 x 2 /a 2 y ou, en utilisant le demi-paramètre p=b 2 /a de l’ellipse, y 2 = 2px—(pla)x 2 
(Fig.). La relation avec l’équation au sommet de la parabole est évidente: au terme 2px de la para¬ 
bole on soustrait le terme ( p/a)x 2 pour obtenir l’ellipse. Ceci explique le nom ellipse: il vient d’un 
“manque” (du grec elleipsis) par rapport à la parabole. 


Equation de l’ellipse rapportée au sommet 


Equation dç l’hyperbole rapportée au sommet 

y 2 = 2 px—(p/a)x 2 , p = b 2 ja 


y 2 = 2 px 4 (p/a)x 2 y p = b 2 la 
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Hyperbole: A partir de réquation au centre £ 2 /a 2 —rç 2 /ô 2 = 1 dans le système £,rj on obtient, 
en translatant l’origine au sommet V x (a, 0), c’est à dire par la transformation x = Ç—a i y=r), 
l’équation (x+a) 2 la 2 —y 2 lb 2 = 1 dans le nouveau système; cette équation peut être réécrite y 2 = 
2b 2 /a+b 2 x 2 /a 2 y ou, en utilisant le demi-paramètre p — b 2 \a de l’hyperbole, y 2 = 2px-\-(p/a)x 2 
(Fig.). En comparant avec la parabole y 2 = 2px, il y a un terme ( p\a)x 2 en excès par rapport au 
terme 2 px. Ceci explique le nom hyperbole (du grec hyperbole , l’excès). 

Equation commune des coniques rapportées au sommet. En introduisant l’excentricité e=e/a 
pour l’ellipse ( 0 <e<l) et l’hyperbole (e>l) et e=\ pour» la parabole, les trois coniques peuvent 
être données par une équation au sommet commune. Pour l’ellipse pla=b 2 la 2 = (a 2 — e 2 )la 2 = 1 — 
— e 2 >0 puisque 0 <e<l; d’autre part, pour l’hyperbole p\a — b 2 \a 2 = {e 2 -a 2 )\a 2 —e 2 — 1<0 car 
e>l, et ainsi 1-e 2 est toujours positif. Pour e=l le terme (\ — e 2 )x 2 est évidemment nul; l’équa¬ 
tion y 2 = 2px—(\ — e 2 )x 2 décrit donc chacune des trois coniques, selon la valeur de e. 


Equation au sommet commune des coniques 


y 2 = 2px — ( 1 — e 2 )* 2 


L’équation du cercle rapportée au sommet est 
également comprise dans cette équation. Si on 
prend/; = /* et e = 0 on obtient y 2 — 2rx — x 2 soit 
y 2 = x(2r—x); cette relation est satisfaite, en vertu 
du théorème de la hauteur, pour les triangles 
rectangles. 

Dans l’équation commune ci-dessus une coni¬ 
que est déterminée par le paramètre 2 p et l’excen¬ 
tricité e. Les quantités utilisées jusqu’à présent, 
les demi-axes a et b et l’excentricité linéaire e , 
peuvent s’exprimer en p et e si on considère que 
^ 0=0 donne x 0 = 2a et que p = b 2 /a pour l’ellipse 
et l’hyperbole et p — r pour le cercle. On trouve 
pour l’ellipse a—p\{\ — e 2 ), b = p\y/(\ — e 2 ), 
e=pe/(\ — e 2 ) et pour l’hyperbole a=pl(e 2 — 1 ), 
b=pl\/(e 2 —\) t e=pel(e 2 — 1 ); si on choisit p=\ 
alors, pour e = 0,8 par exemple, les valeurs ar¬ 
rondies sont a=2,78, b= 1,67, e= 2,22, alors que 
pour c= 1,5, o=0,8, ô = 0,89, e— 1,2 (Fig.). 



13.5-23 Dépendance d’une conique avec l’excentricité 


liquations polaires des coniques 

Pour décrire une conique en coordonnées polaires il est naturel de prendre son axe pour direction 
zéro (axe polaire); pour l’ellipse et l’hyperbole on pourrait choisir le centre pour pôle, mais il 
est plus habituel de prendre un foyer. 

Equations polaires des coniques ayant le centre pour pôle. L’équation au centre de l’ellipse 
x 2 /a 2 \-y 2 /b 2 =\ est transformée en coordonnées polaires en posant x—r cos y», .y = rsin^, où le 
pôle est le centre de l’ellipse, et l’équation polaire est donnée par: 

(r 2 ja 2 ) cos 2 (p-\-(r 2 /b 2 ) sin 2 rp— 1 

soit 1 =(r 2 /b 2 ) (b 2 cos 2 (p-Va 2 sin 2 <p)/a 2 =(r 2 /b 2 ) (b 2 cos 2 q>-\ a 2 — a 2 cos 2 (p)/a 2 
= ( r 2 /b 2 ) [a 2 — (a 2 — b 2 ) cos 2 (p]ja 2 = ( r 2 /b 2 ) [ 1 — ( e 2 /a 2 ) cos 2 (p] 

= ( r 2 /b 2 ) ( 1 — e 2 cos 2 (p ), 
c’est à dire r 2 = b 2 /(\ — e 2 cos 2 99 ). 


L’équation polaire de l’hyperbole 
peut être obtenue de manière simi¬ 
laire. 

Equations polaires des coniques ayant un foyer pour pôle. Ces équations de coniques trouvent 
de nombreuse applications, en astronomie particulièrement, à cause de la première loi de Képler 
qui dit que les planètes décrivent autour du soleil des ellipses dont le centre du soleil occupe un 


Equation polaires ellipse r 2 = b 2 /(\ — e 2 cos 2 (p) 

rapportées au centre —- 

hyperbole r 2 = b 2 /(e 2 cos 2 q> — 1 ) 
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foyer. On utilise naturellement comme coordonnées du mouvement planétaire la distance au soleil 
et l’angle sur l’orbite, et on utilise ainsi un système de coordonnées polaires dont le pôle est un 
foyer de l’ellipse. Simultanément, l’excentricité e est utilisée en astronomie comme mesure de 
l’écart de l’orbite elliptique par rapport à un chemin circulaire. Le mot excentricité est un choix 
heureux; dans un cercle, le centre coïncide avec le centre de gravitation; plus l’ellipse est allongée 
et plus le centre est éloigné du centre de gravitation et plus le chemin est excentrique. Kepler 
découvrit le fait que les planètes décrivent actuellement des ellipses, et non pas des cercles, en 
considérant Mars qui, de toutes les planètes connues alors, a la plus grande excentricité, e = 0,0933. 
L’excentricité de l’orbite de la terre est seulement e = 0,0168. De même les météores, les comètes 
et les satellites artificiels, s’ils ont un mouvement périodique à l’intérieur du système solaire, 
décrivent des orbites elliptiques. S’ils ne sont pas périodiques, c’est à dire si leur énergie cinétique 
est suffisante pour les amener à l’extérieur du système solaire, ils décrivent alors des paraboles 
ou des hyperboles, pourvu que l’on néglige la perturbation causée par la force d’attraction des 
planètes. 

Equation polaire de l’ellipse. Sur la Fig. 13.5-8 on a pris le foyer F 1 comme pôle d’un système 
de coordonnées polaires dont la direction origine est celle de l’axe des x de F x à V x . Dans le 
triangle F X PF 2 , comme r 2 = 2a-r l et \F 2 F 1 \—2e, la règle du cosinus donne: 

(2a — r x ) 2 = (2c) 2 -|- r 2 -)- 2 • 2e\\ cos (p ou 4a 2 — 4ar 1 -F r 2 = 4c 2 -|- rj+4 er l cos <p, 
r i = (a 2 - e 2 )l(a + e cos (p) = a( 1 - £ 2 )/( 1+ e cos (p) = b 2 /[a( 1+ e cos (p )] =p/( 1 + e cos (p ), 
en posant e—efa et b 2 /a=p. 

Equation polaire de l’hyperbole. Sur la Fig. 13.5-13 on a pris le foyer F x pour pôle d’un 
système de coordonnées polaires dont la direction origine est celle de l’axe des x négatifs de F x 
à V 1 . Dans le triangle F 1 PF 2 puisque r=2a-\-r x et \F 2 F x \=2e, la règle du cosinus donne 

(2a H- r x ) 2 = (2c) 2 + r x - 2 • 2c/*! cos q> ou 4 a 2 + 4 ar x + r\ = 4c 2 -Fr*— 4er x cos (p , 
r x = (c 2 - a 2 )l(a -F c cos (p) = b 2 /[a( 1 + £ cos (p )] = p/( 1 F e cos <p). 

Equation polaire de la parabole. Sur la Fig. 13.5-4 on a pris le foyer F pour pôle d’un système 
de coordonnées polaires dont la direction origine est celle de l’axe des x négatifs de F h V. 
Comme \L 0 F\=p, la définition de la parabole donne 

p —r cos <p=r soit r=p/(\ +cos (p). 

Toutes les coniques ont donc des équations de la même forme r—pj(\ + £ cos (p) dans un système 
de coordonnées polaires dont l’axe polaire va du pôle au sommet le plus proche; elles diffèrent 
par les valeurs de l’excentricité qui est positive, mais inférieure à 1 pour une ellipse, supérieure 
à 1 pour une hyperbole et égale à 1 pour une parabole. Le cercle peut être également inclus en 
prenant e = 0, de telle sorte que le rayon vecteur a la valeur constante r—p. 


Equations polaires des 

/• = /;/(! -|- £ COS (p) 

£> 1 hyperbole 

coniques rapportées à 


£= 1 parabole 

un foyer pour pôle 


0 < £ < 1 ellipse 
£ = 0 cercle 


Pour la parabole (e = 1), r n’est pas défini lorsque (p — n. Si £ = 0 ou 0<e< l, c’est à dire 
pour le cercle ou l’ellipse, à toute valeur de l’angle il correspond une valeur unique de r. Enfin, 
si e>l, r n’est pas défini pour toute valeur (p x pour laquelle 1 T(c/a) cos <p = 0, c’est à dire cos <p = 
= —a\e, lorsque le côté libre de l’angle </?, ou —q> x est parallèle à une asymptote. 

Exemple. Le périhélie est défini comme le point d’une ordite planétaire le plus proche du soleil 
et l 'aphélie le point le plus éloigné. A quelle distance du soleil est située l’aphélie de Mars? 
— A partir d’observations astronomiques on sait que le demi-grand axe a de l’orbite de Mars 
est, en chiffres ronds, 1,52 rayons de l’orbite de la terre (1 rayon de l’orbite terrestre est d’en¬ 
viron 92,6 millions de miles) et que son excentricité est £ = 0,0933. A l’aphélie (p=n . Comme 
p=b 2 la—a(b 2 la 2 ) = a(a 2 — e 2 )la 2 = a(\ — £ 2 ), alors r=a( 1 — £ 2 )/(l — £) = tf(l +£>= 1,52 x 1,0933» 1,66 
mesuré en rayons de l’orbite terrestre. Ceci signifie que la distance de Mars au soleil à l’aphélie 
est d’environ 154*10® miles (247,9- 10 e km). 

L'anomalie excentrique. En astronomie et dans le calcul des trajectoires elliptiques des satellites 
artificiels on utilise l’anomalie excentrique E , introduite par Kepler. C’est l’angle E mesuré de 
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l’axe polaire à CP" où C est le centre de l’ellipse et P" est le point du cercle auxiliaire (cercle 
principal) qui correspond à un point P de l’ellipse (Fig.). 

En géométrie plane la construction d’une ellipse est réali¬ 
sée a partir du cercle auxiliaire de rayon a (demi-grand — 
axe) et du cercle concentrique de rayon b = ^/(a 2 — e 2 ) 

(demi-petit axe) (ce cercle est appelé second cercle princi¬ 
pal). Comme il a été montré dans la représentation para¬ 
métrique de l’ellipse toutes ses cordes perpendiculaires au 
grand axe V^V\ sont dans le rapport b\a avec les cordes 
correspondantes du cercle principal. Si P est un point de 
l’ellipse, les segments \P'P\ et \P P"\ sont les moitiés de ces 
cordes et donc \P'P\ :\P'P"\ = b:a. Dans le triangle rectangle 
représenté sur la figure, \P'P\ = r sin 99 , \P'P"\=a sin E et 
donc ba sin E=ar sin <p soit r sin (p = b sin E. Sur le grand 
axe, comme \CF 1 \ = e et \CP'\=a cos E, on obtient r cos 99 
— a cos E— e. En utilisant les expressions 1 = sin 2 99 +cos 2 9 ? 
et e 2 —a 2 — b 2 , r peut s’exprimer comme une fonction de E: 

r 2 = b 2 sin 2 E-Y (a 2 cos 2 E— 2ae cos E-\-e 2 ) 

= b 2 sin 2 E-\-a 2 cos 2 E— 2ae cos E -|-« 2 
— b 2 sin 2 E— b 2 cos 2 E 
= ( a 2 — b 2 ) cos 2 E— lae cos E-\-a 2 — (a — e cos E ) 2 , 
et comme a>e et r>0, r—a — ecos E. 

Cette équation contient la première loi de Kepler , selon laquelle les planètes se déplacent autour 
du soleil en suivant des orbites elliptiques dont un des foyers est le soleil. 

La relation entre Panomalie (p et P anomalie excentrique E est donnée par les deux équations 
cos (p = (\/r)(a cos E—e) = (a cos E—e)/(a — e cos E ), 
sin (p = (1 /r)b sin E=^/(a 2 —e 2 ) sin E/(a — e cos E), 

qui peuvent également se mettre sous la forme tg ((p/2) = -\/(a+e)l(a-e) Ig (E/2). Pour obtenir 
le temps / comme une fonction de E, on diflférentie une de ces équations, la seconde par exemple, 
par rapport à /, ou comme il est habituel, la différentiation par rapport ù / est notée par un point: 



13.5-24 Anomalie excentrique 


cos (p’(p = 


b cos E-E(a — e cos E) —É'sin E Eb sin E 

{a — ecos E ) 2 

, _ «cos E— ?cos 2 E— £»sin 2 E , r , 
= b- E- -:-—- =/>• E- 


On obtient donc «?= =bE 
' d t 


(a — e cos E ) 2 
a cos E— e 


a cos E— e 
(a — e cos E ) 2 


a — e cos E 


(a — e cos E ) 2 a cos E— e 


ou (p — 


d<p 

“d7 


bE 


a — e cos E 


bE 

r 


Par la seconde loi de Kepler , Paire balayée par le rayon vecteur en un temps donné est constante: 
r 2 (p = C. En introduisant C dans la dernière équation on obtient 
dE r 2 œ C 


d E _ r ü (p _ C 

“dT “ ^7 ~ 7^ “ 


C b 

— -— ou dt = ~— (a — ecosE)dE, 

b(a — e cos E) C 


et la fonction cherchée t = t(E) est obtenue par intégration: 


. b . \/(à 2 - 

t= -ç (Ea-e sin E) = 


(Ea—e sin E). 


Comme E croît de 0 à 2n, on obtient la durée orbitale T: 


T= 


_b_ 

C 


2na — 


2 nay/ (a 2 — e 2 ) 


Par la troisième loi de Kepler , pour chaque planète il existe une constante pl(An 2 ) pour laquelle 
a 2 IT 2 =p/(4n 2 ), ou, en substituant la valeur ci-dessus pour E, fi=aC 2 l(a 2 — e 2 ). Trois des quatre 
constantes sont donc suffisantes pour toutes les relations; on choisit habituellement e = e/«, C et 
/1 et on tire de r=/?/(H-e cos ç)) = /> 2 /[«(l+e cos 99 )]: 

r—C 2 l[p( 1 + e cos 99 )]= C 2 (l — e cos E)/[^(l — e 2 )], 
cos 99 = (— e-bcos E)/(l — ecos E), sin 99 = ^(1 — e 2 )sin E/(l — ecos E), 

/= C\E- e sin E)/[^ 2 (l - e 2 ) 3/2 ]. 
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Etude de l’équation générale du second degré 


L’équation générale du secont degré en deux variables x et y est de la forme 
ax 2 + 2bxy + cy 2 + 2 dx +2 ey +/== 0, 

où a,b,c y d,e,f sont des coefficients réels quelconques. Elle est du second degré uniquement 
lorsque les coefficients a , b , c ne sont pas tous nuis. Cette équation définit une courbe dans le 
système de coordonnées (x, y). Le type de courbe dépend des valeurs des coefficients. L’étude, 
dans laquelle on se propose de caractériser la courbe selon les coefficients, montre la validité du 
théorème suivant. 


U équation générale du second degré représente toujours une conique. 


Elimination du terme croisé. Par une rotation du système de coordonnées, c’est à dire par une 
transformation jc = £ cos a — rj sin a, y = £ sin a-\-r) cos a avec un angle a convenable, on peut tou¬ 
jours faire en sorte que le terme croisé en Çr) disparaisse. Si les coefficients a et c des termes 
carrés sont égaux (a — c ), on choisit a = 45°; s’ils sont différents on choisit a de sorte que tg 2a = 
= 2 bl(a — c), comme on peut le voir en substituant les équations de la transformation dans l’équation 
initiale. On obtient de cette manière une équation transformée en £ et rj. Il est commode de 
noter ces variables à nouveau x et y\ l’équation est alors de la forme 
Ax 2 + Cy 2 | 2 Dx +2 Ey + F= 0. 

Cela signifie que les axes de la conique sont maintenant parallèles aux axes de coordonnées. 

Elimination des termes linéaires. Les équations de l’ellipse et de l’hyperbole rapportées à leur 
centre n’ont pas de terme linéaire. On cherche donc une translation *=£+c, y=rj-\-d du 
système de coordonnées, où c et d sont des constantes, de telle sorte que les termes linéaires 
disparaissent. En faisant la transformation on obtient: 

Ai 2 -1- Crj 2 -|- 2 (Ac -I- /))£+2(0/+ E)rj + Ac 2 + Cd 2 + 2 De + 2 Ed+F= 0. 


Discussion : 


(1) Si A^O et C t^O, on peut supprimer les deux termes linéaires en choisissant c= —D/A et 

d= —E\C. L’équation prend alors la forme /4£ 2 + Crç 2 = A, où N= D 2 \A + F 2 /C— F. Il y a trois 
cas possibles pour N: /V>0, N—0, N<0. 

N> 0: Cas I : A et C sont tous les deux positifs. La courbe est une ellipse dont l’équation 


7V=0: 


rapportée à ses axes de symétrie est 


£ 2 

(N/A) 


if 

(NIC) 


et dont les demi-axes sont 


y/(N!A) et VWC). 

Cas 2: A et C négatifs. Il n’existe pas de courbe réelle. 

Cas 3: A et C de signes opposés. La courbe est une hyperbole. 


Cas 1 : Si A et C sont de môme signe, l’équation est satisfaite uniquement pour £=77 = 0 . 
La courbe est réduite à un point. 

Cas 2: A et C de signes opposés. Le membre de gauche de l’équation se factorise 
donc et la courbe est un couple de droites sécantes. 


N<0: On obtient les mêmes coniques que pour /V>0 (mais les cas I et 2 sont interchangés). 
(2) Si AC= 0, il existe trois possibilités. 

A=0 , C+= 0: Cas 1: Dÿ£ 0. On peut alors choisir c et d de telle sorte que Cd-\-E= 0, Cd 2 + 


+ 2Dc + 2Ed-\-F= 0. L’équation devient q 2 — —2 (D/C)£, et la courbe est une 
parabole. 

Cas 2: D — 0. L’équation est quadratique en rj et elle représente donc un couple de 
droites parallèles. Elle coïncident, et représentent donc une droite double, si 

e 2 -fc= 0. 


A^0, C— 0: Cas 1: £+0. La courbe est une parabole. 

Cas 2: E= 0. La courbe est un couple de droites parallèles ou une droite double. 
Cas 3: D = E= 0. F doit également être nul. 

A — 0, C= 0: Cas 1 : D et F ne sont pas nuis simultanément. La courbe est une droite unique. 
Cas 2: D = E= 0. Alors F doit être également nul. 
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Remarque: Le cas d’un couple de droites parallèles peut être considéré comme un cas parti¬ 
culier d’une section d’un cône par un plan parallèle à l’axe, où le sommet du cône est à l’infini, 
et le cône est donc un cylindre. 


Discussion de l’équation Ax 2 -\-Cy 2 -\-2Dx-\-2Ey-\-F—0 

ACÿéO 

D 2 E 2 


;v>o 

A> 0, C>0 

ellipse 



A< 0, C<0 

pas de courbe réelle 



AC< 0 

hyperbole 


O 

II 

AC>0 

point 



AC< 0 

couple de droites sécantes 


n<o 

A> 0, C>0 

pas de courbe réelle 



A< 0, C<0 

ellipse 



AC< 0 

hyperbole 

AC= 0 

A = o, c^o 

D^0 

parabole 



II 

o 

couple de droites parallèles, 
coïncidant si E 2 — FC=0 


A^o, C= 0 

E^0 

parabole 



o 

II 

tq 

couple de droites parallèles, 
coïnsidant si D 2 —FA = 0 


A = 0, C=0 

Del E non simultanément nuis 

droite 



o 

II 

tq 

II 

Ci 

(trivial) 


Exemple 1: Dans l’équation 3* 2 —30*4-8>H-65 = 0, les valeurs des coefficients sont A = 3=fi0> 
C— 0, D^O; la courbe est donc une parabole. Pour trouver le sommet, le foyer et le paramètre 
on divise par 3 et on complète le carré; avec l’équation x 2 — 10*+25 = — (8/3)>» — 65/3-j-75/3 
soit (* — 5) 2 = —(8/3) (>^ — 5/4) on voit que la parabole est concave vers le bas, que le sommet 
est en K(5; 5/4) et que le paramètre est p = 4/3. 

Exemple 2: L’équation 25* 2 -|-49/* 4150* —196^— 804 = 0 décrit une ellipse , dont le grand 
axe est parallèle à l’axe des x puisque A = 25^-0, C= 49^0, N>0. L’équation peut être rap¬ 
portée aux axes des symétries en complétant deux fois le carré: (x-b3) 2 /49-b(y—2) 2 /25= 1. Le 
centre de l’ellipse est en C(- 3; 2). Le demi-grand axe est a=7, et le demi-petit axe b— 5. 

Exemple 3: L’équation 64* 2 —25/“ 4256* | 300y —2244 = 0 représente une hyperbole, comme 
on peut le voir immédiatement. De l’équation on tire 64(* 2 -|-4*) — 25(/ 2 —12>>) = 2244. En 
complétant les carrés on trouve 64(* 2 |4* f 4) — 25(y 2 — 12^ -b 36) = 2244-1 256 — 900 soit 64(*4- 
2) 2 — 250>—6) 2 = 1 600. L’équation rapportée au centre est donc (*4-2) 2 /25 — (y— 6) 2 /64= 1. Le 
grand axe est parallèle à l’axe des *, le centre est en C( —2; 6) et les demi-axes sont 5 et 8. 

Exemple 4: Pour la conique 9* 2 — 4.y 2 = 0, AC=fi0 mais N= 0. Comme AC< 0, la conique 
est un couple de droites sécantes. En fait 9* 2 — 4y 2 =(3*— 2y) (3* -|- 2y) = 0. Chaque facteur donne 
une droite et les équations des droites sont y—( 3/2)* et y= — (3/2)*. Les deux droites se 
coupent à l’origine. 
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II. Etapes vers les mathématiques supérieures 


14. Théorie des ensembles 


14.1. Le concept d’ensemble. 346 

14.2. Opérations sur les ensembles. 348 

14.3. Relations. 349 

14.4. Applications . 352 


14.5. Ensembles infinis et nombres car¬ 
dinaux . 353 

14.6. Ensembles bien ordonnés et nom¬ 
bres ordinaux . 356 


La théorie des ensembles est le fondement des mathématiques modernes. Les définitions pré¬ 
cises de tous les concepts mathématiques sont en elTet basées sur cette théorie. En outre, les 
méthodes de déduction mathématique sont caractérisées par des arguments à la fois logiques et 
empruntés à la théorie des ensembles. En bref, le langage de la théorie des ensembles est l’idiome 
commun parlé et compris par les mathématiciens du monde entier. De tout cela, il s’en suit 
que, si on veut progresser dans les mathématiques proprement dites ou dans les applications 
pratiques, on doit se familiariser avec les concepts de base et les résultats de la théorie des 
ensembles ainsi qu’avec le langage dans lequel ils sont exprimés. 

La définition d’ensemble énoncée ci-dessous donne l’impression que le concept d’ensemble est 
facile à appréhender en raison de son apparente clarté. En fait, il soulève de grandes difficultés 
qui ont été seulement maîtrisées grâce au développement des systèmes axiomatiques dans la 
théorie des ensembles. 

Quand Georges Cantor (1845-1918), qui fonda la théorie des ensembles, publia ses nouveaux 
concepts audacieux, leur importance ne fut reconnue que par un nombre restreint de mathé¬ 
maticiens. Mais, par la suite, cette théorie pénétra presque dans toutes les branches des mathé¬ 
matiques, ayant une profonde influence sur leur développement, et modifiant la présentation 
même des théories déjà établies. En effet, le développement de certaines disciplines, telle que la 
topologie, dépendait essentiellement de celui de la théorie des ensembles. De plus, la théorie des 
ensembles se montra une force unificatrice, donnant à toutes les branches des mathématiques, 
une base commune, et a leurs concepts une nouvelle clarté et précision. 

Les paragraphes qui vont suivre soulignent, parmi les parties de la théorie des ensembles, 
celles qui ont des applications particulièrement importantes dans le développement des diffé¬ 
rentes branches des mathématiques. 


14.1. Le concept d'ensemble 

Familièrement, le terme “ensemble” est pris dans le sens de collection d’objets qui d’une 
manière ou d’One autre sont rassemblés. Ce dernier aspect est difficile à préciser et est passé 
sous silence dans le concept mathématique. 


Définition d’ensemble due à Cantor. Un ensemble résulte de la réunion, dans une même 
entité de certains objets bien déterminés. On appelle ces objets les éléments de l’ensemble. 


En dépit du manque de précision de cette définition qui soulève actuellement des contra¬ 
dictions (voir exemple 5) il suffit d’introduire différentes définitions importantes et des concepts. 


Si un objet a est un élément de l’ensemble S , on écrit aeS (lire “a appartient à S” ou “S con¬ 
tient «”); on écrit a $ S si a n’est pas un élément de S. Si S est l’ensemble des éléments 
a> b y Cy ..., on écrit b , c, ... }, par exemple {1, 2, ... } est l’ensemble des entiers 

naturels positifs. Si S contient un seul élément «, alors S est appelé un singletoHy S - {a}. 
Si S contient deux éléments distincts a et b, alors S est appelé une paire non ordonnée, 

S {dy b). 
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Un sous ensemble T d’un ensemble S est un ensemble dont tous les éléments appartiennent 
à S\ on note T^S. On appelle sous ensembles propres de S les sous ensembles T de S , dis¬ 
tincts de 5; on écrit seulement dans ce cas TC S. L’ensemble vide ne contient aucun élément. 
Il joue le même rôle dans la théorie des ensembles que celui joué par le nombre 0 dans les 
calculs d’arithmétique. Le symbole usuel est 0. 

Les ensembles dont les éléments sont eux-mêmes des ensembles sont appelés familles ou sys¬ 
tèmes, par exemple une nation est un ensemble de personnes et un élément de la “famille” 
des nations. Un très important système est l’ensemble de tous les sous-ensembles d’un ensemble 
donné S, que l’on appelle ensemble des parties de S et que l’on note P(S). 

Exemple 1: L’ensemble S de toutes les personnes habitant un même immeuble B à un 
certain instant /. Cet ensemble est parfaitement défini même si personne n’habite cet im¬ 
meuble à l’instant choisi; dans ce dernier cas, S est l’ensemble vide. L’ensemble W des fem¬ 
mes habitant B à l’instant / est un sous ensemble de S , W n’est par nécessairement 

un sous ensemble propre de 5. 

Exemple 2: L’ensemble de tous les nombres premiers. Cet ensemble est infini, comme cela 
a été démontré par Euclide, alors que les ensembles de l’exemple 1 sont toujours finis. 

Exemple S: L’ensemble de tous les polygones réguliers inscrits dans le cercle unité est uti¬ 
lisé pour le calcul de n. 

Exemple 4: L’ensemble de tous les sous ensembles des entiers naturels. Il est aussi infini, 
en fait, comme on le verra plus loin, il est “plus” infini que l’ensemble des entiers naturels 
lui-même. 

Exemple 5: L’ensemble de tous les ensembles qui ne contiennent pas eux-mêmes comme 
élément. Cet ensemble, qui est parfaitement admissible avec la définition de Cantor, conduit 
au célèbre paradoxe de Bertrand Russel (1872-1970). Si on note cet ensemble R et si on 
suppose que R est un élément de lui même (R e R), alors R est — comme tout autre élément 
de R — un ensemble qui ne contient pas lui même comme élément (R $ R ); c’est à dire que 
l’hypothèse nous conduit à une contradiction. Si, d’un autre côté, R n’est pas un élément 
de lui-même (R $ R), alors puisque R contient tous les ensembles qui ne contiennent pas 
eux-mêmes, R ne peut être l’un de ces ensembles. Donc R contient lui-même (Re /?), ce qui 
est à nouveau contradictoire. Puisque l’une des deux hypothèses doit être vraie, la situation 
reste contradictoire avec les lois de la logique. 

L’exemple 6 montre que la construction de nouveaux ensembles ne peut pas être étendue 
sans limites, si on veut éviter les contradictions. 

Les exemples montrent comment les ensembles doivent être construits. Un ensemble est défini 
par la description d’une propriété. Pour être plus précis, l’ensemble est constitué de tous les 
objets £ pour lesquels une affirmation A(x) avec l’objet variable x devient vraie si on remplace 
x par £. 

Dans les exemples de 1 à 4, ces affirmations sont : 

x est un être humain, habitant l’immeuble B à l’instant t. 
x est un nombre premier. 

x est un polygone régulier inscrit dans le cercle unité. 
x est un sous ensemble de l’ensemble des entiers naturels. 

Si on remplace x par un objet arbitraire, une affirmation en résulte qui est soit vraie, soit 
fausse. Dans les systèmes axiomatiques de la théorie des ensembles, il est de la plus grande 
importance de décrire de façon précise quelle forme logique une proposition doit avoir pour 
être admissible dans la définition d’ensemble. 


L’ensemble défini par la proposition H(x) est noté {x\H(x)} (lire: “l’ensemble de tous les x 
tels que H(x)”). 


Exemple 6: {*|* est un entier naturel et il existe un entier naturel y avec x=y 2 } est 
l’ensemble de tous carrés. On note {*eN | x=y 2 pour un certain yeN}. 

Les systèmes axiomatiques de la théorie des ensembles développés dans la première moitié 
de ce siècle ont tous en commun quatre principes de base: les principes d’extcnsionalité, de 
constructions des ensembles, de l’existence d’ensembles infinis et l’axiome du choix. 

L’axiome (Textensiona/ité affirme que si deux ensembles S et T ont les mêmes éléments, alors 
ils sont identiques (S^=T). Le mot identique est pris ici au sens de Leibniz, c’est à dire que 
dans toute proposition on peut remplacer S par T et vice versa, sans modifier la proposition. 
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Le principe de construction dit qu’un nombre restreint de types de propositions servent à 
définir les ensembles; une restriction habituelle est que la proposition ne contient que les sym¬ 
boles des objets, des symboles logiques et le signe 6. 

L'axiome de l'infini garantit l'existence des ensembles infinis comme son nom l’indique. Le 
sens du mot infini doit, bien sûr, être précisé. Ce principe est difficile à appréhender en se ré¬ 
férant uniquement à la réalité. Mais, sans lui, la plus grande partie des mathématiques et des 
sciences théoriques comme le calcul intégral et différentiel ou la mécanique classique devien¬ 
draient dénué de sens. On ne pourrait même pas donner un fondement théorique ensembliste de 
la théorie des nombres entiers. 

Enfin, il y a l’axiome du choix qui est à la base de nombreuses argumentations mathémati¬ 
ques. Toutefois, de nombreux auteurs considèrent cet axiome d’une façon dubitative, comme le 
postulat d’Euclide le fut dans le passé. 

Axiome du choix. Si S est un système d’ensemble non vides alors, il existe un ensemble A 
ayant exactement un élément en commun avec chacun des ensembles S de S. 


14.2. Operations sur les ensembles 


Les opérations sur les ensembles sont utili¬ 
sées pour construire de nouveaux ensembles. 
Les plus importants sont l’intersection, l’union 
et la différence d’ensembles S et T. 


Intersection : SnT Acf {x 1 xeS et xeT} 
Union : SuT= (lef {x | xeS ou xe T} 
Différence : S\ T— def {x \ xeS et xT) 


Exemple 1: (a, />, c}n{a, c, d}={a t c), { a , />, c , d}—{a y b , c, d), 

{«, b, c } \ {«, c, d}={b}. 

Exemple 2: L’intersection de l’ensemble de tous les rectangles et de l’ensemble de tous les 
losanges est l’ensemble de tous les carrés. 

Exemple 3: L’union de l’ensemble de tous les rectangles et de l’ensemble de tous les parallé¬ 
logrammes est l’ensemble de tous les parallélogrammes, car tout rectangle est un parallélo¬ 
gramme, et ainsi rien n’a été ajouté à l’ensemble des parallélogrammes. 


Il est important de distinguer entre l’union SuT et l’ensemble des éléments de S et T appar¬ 
tenant soit à S y soit à T (mais pas aux deux). Ce dernier ensemble s’appelle la différence sy¬ 
métrique de S et T et est utilisé occasionnellement. 

Les ensembles S et T dont l’intersection est vide sont disjoints. Si S est un sous ensemble 
de U y alors U\S est le complémentaire de S dans U. 

Les propriétés de base des opérations sur les ensembles qui sont énoncées dans le tableau 
ci-dessous, peuvent être illustrées en représentant les ensembles par des parties bornées du 
plan. 

Commutativité Associativité 

S n T = T n S S n (Tn R)=(S n T) nR 

Su T = Tu S Su(Tu R)=(SuT)u R 



Distributivité 


Idempotence 


S^(TkjR) = 
/Sr^Th(Sr^R) 


S'ufTrs R) — 
(S\J T)r\(S^R) 


Sn(Tu R) (SnT) u (S n R) 


Sn S=S 


14.2-1 Distributivité de ^ et 


5 u (Tn R)—(S u T) n (S u R) Su S=S 

Si S et T sont des sous ensembles de {/, et si leurs com¬ 
plémentaires dans U s’écrivent S' et T\ alors on a la 
règle de Morgan (SnT)'=S'uT '; (SuT)'=S'nT '. 

A titre d’exemple, on peut montrer ici la première pro¬ 
position (Fig.). Pour montrer que (SuT)' =S'nT\ on 
doit prouver ces deux affirmations suivantes /) (SnT)' 
Ç S'uT'y ii) (SnT) ^S'uT'. 



14.2-2 Règle de Morgan. (S^T)' = 
S'^T'\ S' est bleu ou violet, T' est 
rouge ou violet, S^T est laissé en blanc 


Pour démontrer /), prenons xe(SnT)\ c’est à dire que x $ S n T. C’est dire que x 
n’appartient pas au moins à l’un d’eux, donc soit x f S y soit x $ T y c’est à dire x G S' ou x G T' 
et donc xeS'uT'. La partie ii) se démontre de façon analogue. 
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Opérations généralisées sur les ensembles. Les opérations d’intersection et d’union ont été ini¬ 
tialement définies comme des opérations sur deux arguments. On peut cependant généraliser ces 
opérations non seulement pour 3, 4, ... ensembles, mais pour une famille arbitraire d’ensembles. 
Mais d’abord, donnons quelques explications. 

Les éléments 5, T , ... d’une famille S sont souvent étiquetés par des minuscules ou dépen¬ 
dent de paramètres. Par exemple, un ensemble fini S peut s’écrire { S l9 ..., S k } ou £={ 5 , | /= 
1 ,...,&}. Très souvent on utilise S={S l } l $ k . Ainsi, si A„ = {xe N | *</!}, alors {A n } n ç n est la 
famille de tous les intervalles initiaux de la suite des entiers naturels. 

En général, {S i } l 6/ est dite une famille indexée d'ensemble si l’ensemble /, ensemble d'indices , 
est donné, et si pour tout i e /, on assigne un ensemble S t de la famille. Chaque ensemble de 
la famille peut arriver au moins une fois, mais on n’exige pas que deux indices distincts don¬ 
nent deux ensembles distincts. Avec la terminologie des applications (voir 14.4), une famille 
indexée S ' est une application surjective de / dans S; ici S lui même est l’image de l’appli¬ 
cation. Toute famille S peut être indexée en prenant S lui même comme ensemble d’indices. 


Définition de l’intersection 

et l’union pour un système arbitraire S: 

n S—def {■* 1 x E s 

pour tout Se S} 

U S= dcf {x | xeS 

pour un S au moins 565} 

Si S est indexé, S^{S t } t ei 

on écrit alors C\S=C\S,; U5=US / 

tel tel 


Ces définitions contiennent le cas particulier d’une famille de deux ensembles. 
Généralisations des lois de distributivité: Sn\JS l = U5n£<; S^jnSt — CïSuSi. 

tel tel tel tel 

Si tous les ensembles sont les sous ensembles d’un ensemble U , les généralisations suivantes 
de la règle de Morgan sont vraies: [ 0 S t \ — U S\; [U S t \ = fi 5, 

tel tel tel tel 


14.3. Relations 

11 est bien connu que si a et b sont des nombres réels distincts, alors a<b ou b<a. Si a<b , 
on peut dire que la relation “plus petit que” est vraie pour le couple (a, b). Cette relation peut 
être notée R< et est complètement caractérisée par l’ensemble de toutes les paires ordonnées 
de nombres réels. Une extension de cette notion conduit à la définition suivante: 


Une relation R sur un ensemble S est un ensemble de couples ordonnés d’éléments de S. 
Si (a, b) E R, on dit aussi que R est vérifié pour le couple ordonné (a, b) y et on l’écrit quel¬ 
quefois sous la forme aRb. 

Dans la définition ci-dessus, le terme “couple ordonné” est utilisé dans le sens intuitif comme 
une agrégation d’objets a et b tel que a est le premier élément du couple ordonné (a, b) et b 
le second. Dans la suite du paragraphe une définition rigoureuse, au sens de la théorie des 
ensembles, de la notion de couple ordonné sera énoncée. 

Exemple 1: Dans l’ensemble S de tous les êtres humains vivant à l’instant présent, on peut 
définir une relation C par “/I est un parent de B" ou “Æ est l’enfant de A". 

Exemple 2: La relation R d sur l’ensemble 5-^{l, 2, 3, 4, 6, 12} 
définie par “x divise y" est constituée des couples (1, 1), (1, 2), ..., 

(2, 2), (2, 4) et ainsi de suite. Sur la figure 14.3-1, on a représenté 
cette relation par un diagramme avec des flèches dans lequel les 
nombres, notés par des points, sont reliés par des flèches si la relation 
est vérifiée entre eux. Puisque chaque nombre est divisé par lui-mê¬ 
me, chaque point est relié à lui-même par une flèche circulaire 
(boucle). 

14.3-1 Diagramme avec flèches pour la relation de divisibilité sur (1,2, 3, 4, 6, 12} 


L’ensemble {x G S \ (x, y)e R pour au moins un y de 5} s’appelle le domaine de R. L’ensem¬ 
ble {*e£|0', x)eR pour au moins un .yeS} s’appelle l'image de R. Le domaine et l’image 
de R seront notés par la suite Dont R et Im R. 
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Le domaine de C est, dans l’exemple 1, constitué de tous les êtres vivants ayant au moins un 
enfant, l’image est constitué de tous les hommes dont un des parents est encore en vie. Dans 
l’exemple 2, tous les éléments appartiennent à la fois au domaine et à l’image. 

Certaines propriétés des relations jouent un rôle particulier en mathématiques; nous don¬ 
nons les plus importantes dans le tableau suivant (où R est line relation sur 5). 


R est réflexive 

def 

R est irreflexive 

def 

R est symétrique 

~ def 

R est asymétrique 

def 

R est antisymétrique 

~ def 

R est transitive 

= def 

R est totale 

~ def 

R est régulière à gauche 

— def 

R est régulière à droite 

~ def 

R est régulière 

~ def 


xRx pour tout xgS. 
il n’y a pas de xeS pour lequel xRx 
pour tout x , tout y de S y si xRy, alors yRx. 
il n’y a pas d’élément x y yeS avec xRy et yRx. 
pour tout x, yeS; si xRy et yRy, alors x=y. 
pour tout x , y , zeS; si xRy et yRz , alors xRz. 
pour tout x, y G S; si x^y y alors xRy ou yRx. 
pour tout jc, y , zeS; si xRz et yRz y alors x—y. 
pour tout jc, y 9 zgS\ si xRy et xRz y alors y=^z. 

R est régulière à gauche et à droite. 


Restrictions des relations. Si R est une relation sur S et si T est un sous ensemble de S y 
alors {(.y, >>)eÆ|.y, yGT} est une relation sur T. On l’appelle Ici restriction de R à T et on la 
note très souvent R\t- Par exemple, la relation “plus petit que” sur les entiers naturels N 
est la restriction à N de la relation “plus petit que” sur les nombres réels R. 

Relation d’équivalence. Une relation d’équivalence sur S est une relation qui est reflexive, 
symétrique, transititive, dont le domaine est S. Les relations d’équivalence se rencontrent non 
seulement, à tout moment, en mathématiques, mais également dans presque toutes les sciences. 


Exemple 3: Une droite / est parallèle à une droite /' : /1| /'. 

Exemple 4: Un nombre a est congru à un nombre b modulo m : a=b (mod m). 

Exemple 5: Un triangle ABC est semblable à un triangle A'B'C : ABC~ A'B'C' ou une 
ligure F est homéomorphe à une ligure F' (voir Chapitre 34). 

Exemple G: x est identique à y. La relation identité sur S y icl s est l’ensemble {(a-, x)IxgS}. 

Une relation d’équivalence R sur S définit sur S une partition en classes, constituées des élé¬ 
ments qui sont en relation. 


Une partition d’un ensemble S est une famille P de sous-ensembles non vides de S y appe¬ 
lés classes de la partition, et ayant les propriétés suivantes: I. Deux classes distinctes sont 
disjointes, 2. tout élément de S appartient à une seule classe (Fig.). 


Si P est une partition, alors tout élément a de S appartient exactement 
à une seule classe C de P y notée C a . De façon évidente C (l C b si et 
seulement si b appartient à C tr Le théorème suivant est d’une importance 
fondamentale. 

11 est à la base du principe cVidentification par abstraction. 14.3-2 Partition de S 

en trois classes 

Théorème important sur les relations d’équivalence. Si R est une relation d’équivalence sur 
un ensemble S y alors il existe une partition P de S telle que les éléments a, b G S sont dans une 
même classe de P si est seulement si on a a Rb. Réciproquement, si P est une partit ion de 5, 
alors la relation {(«, b) | il y a une classe C G P avec a , b G C } est une relation d’équivalence. 

Démonstration. Soit R donné. Définissons C a = (lcf {x g S/aRx} . Nous l’appelons la classe d’équi¬ 
valence de a. Soit P une famille de classes d’équivalence d’éléments de S. Puisque aRa pour 
tous les éléments de S y a G C u . Donc tout élément de S appartient à une classe de P. Il reste 
à montrer que des classes distinctes de P sont disjointes. Supposons que C a et C b ne soient 
pas disjointes, c’est à dire qu’il existe cG C a n C b ; alors on a aRc et bRc. Puisque R est symétri¬ 
que, ceci implique cRb et donc aRb par transitivité de R. Soit maintenant eG C hy alors bRe et par 
transitivité aRe. Donc eGC a et C fl çC 5 . De la même manière, on montrerait que C t çC ? , et 
donc que C„^C b . Par conséquent, des classes non disjointes sont identiques, et P est la partition 
cherchée. 

D’un autre côté, soit P une partition de S et soit R la relation définie dans l’énoncé 
ci-dessus. R est de façon évidente réflexive et symétrique. Supposons que aRb et bRc y alors par 
définition, il existe deux classes Cet C' de P avec a , b G C et b y cg C'. Ces deux classes ne sont 
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pas disjointes, car beC n C', par conséquent elles sont identiques. Mais maintenent a,ceC et 
donc aRc par définition de R. Donc R est transitive, ceci achève la démonstration. 

Les classes d’équivalence de l’exemple 4 sont les nombres rationnels et celles de l’exemple 6 
les singletons de S. 

Relation d’ordre. Une relation R sur un ensemble S est dite un ordre partiel sur S si R 
est réflexive, transitive et antisymétrique. Si R est aussi totale, elle est dite un ordre total. 

Exemple 7: La relation divisibilité R ü est un ordre partiel sur les entiers naturels. 

Exemple 8: La relation est un sous ensemble de 7”’ est une relation d’ordre partiel sur 
les sous-ensembles de l’ensemble U. 

Exemple 9: La relation a<b “ a est plus petit ou égal à ù” est un ordre total sur l’ensemble 
des nombres réels. 


Un ensemble ordonné est défini par le couple (S, R) où R est un ordre partiel sur l’ensem¬ 
ble S. La restriction R lr de R à un sous ensemble T de S est aussi un ordre, en d’autres 
termes, les sous ensembles d’ensembles ordonnés sont aussi ordonnés. Si S est un ensemble 
ordonné par R^ t ordre partiel, alors un élément ueS est appelé un majorant d’un sous ensem¬ 
ble T de S, si x R$ u pour tout xe T. Un élément me S est dit maximal dans S s’il n’existe 
pas de j dans S pour lequel mR^x. 


Un des lemmes le plus souvent utilisé en mathématiques est le suivant, qui est l’équivalent 
de l’axiome du choix. 

Lcmmc de Kuratowski-Zorn. Si tout sous ensemble totalement ordonné d’un ensemble ordonné 
(S, R) admet un majorant dans 5, alors S admet au moins un élément maximal. 

Un exemple important de l’utilité de ce lemme se rencontrera dans le paragraphe sur les 
nombres cardinaux. 

Définition au sens de la théorie des ensembles d’un couple ordonné. Puisque a est l’élément 
de gauche d’un couple ordonné ( a , b) et b celui de droite, le couple ne peut pas simplement 
être défini par {, a , b). On lève cette difficulté à l’aide de la définition suivante. 


Définition de couple ordonné 


(a, b)= def {{a}, {a, b}} 


Si a^b, on peut distinguer l’élément de gauche d’un couple ordonné (a, b) comme l’élément 
du singleton de l’ensemble, tandis que l’élément de droite est celui qui n’est pas dans le singlcton. 
De cette définition, on peut déduire la propriété fondamentale suivante des couples ordonnés: 


La proposition (a u a 2 ) = ( b l9 b 2 ) est vraie si et seulement si h x — a x et b 2 = a 2 . 


Le produit cartésien Sx 7* de deux ensembles S et Test l’ensemble de tous les couples ordon¬ 
nés (a, b) où aeS et beT. Le produit Sx S est noté S 2 , S 2 xS est noté S 3 et ainsi de suite. 
Les éléments de S n sont des n-uplets d’éléments de S. Le 3-uplet ou triplet est noté ( a , b , c ) 
et ainsi de suite. 


Exemple El: L’ensemble C des nombres complexes peut être aussi considéré comme le pro¬ 
duit RxR = R 2 de l’ensemble des nombres réels avec lui-même. 


Un sous ensemble de S n est appelé une relation à n arguments sur S. Si on définit S 1 
comme S lui-même, alors les relations à 1 argument sur S sont les sous ensembles de S. 
Les relations binaires ou à 2 arguments sont les seules étudiées dans ce paragraphe. Occasion¬ 
nellement les relations à «-arguments sont dites des prédicats. 


Exemple 12: La relation “le point X est entre les points Y et Z” est une relation à trois 
arguments sur l’ensemble des points du plan. 

Exemple 13: “z est la somme de x et de y" est une relation à trois arguments sur l’ensemble 
des entiers naturels et sur tout autre ensemble de nombres. 

Exemple 14: “Le quadruplet de points [O, P, Q , R] forme un parallélogramme dans le 
plan’’ est une relation à quatre arguments sur l’ensemble des points du plan. 
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14.4. Applications 


Une fonction définie sur S à valeurs dans F est une relation “régulière à droite” de domaine 
dans S et d’image dans F. Si le domaine est S tout entier, on dit que c’est une application 
de S clans F. Si l’image d’une application est F, on dit que c’est une application de S sur T 
ou application surjective. 

Remarque. Les fonctions définies sur S à valeurs dans F sont des sous-ensembles particuliers 
de Sx T. Dans certaines parties des mathématiques (comme l’analyse complexe) il n’est pas 
nécessaire de supposer que les fonctions sont régulières à droite ou “univoques”. La définition 
donnée ici correspond à la définition usuelle en mathématiques. 

Les notions de fonctions et d’applications interviennent dans l’ensemble des mathématiques. 
Celles que l’on rencontre le plus souvent sont les applications de S dans F, que l’on note aussi 
F : S-+T. L’ensemble de toutes les applications de S dans T est noté T s . 

On peut avoir affaire, assez souvent, à des applications de types différents simultanément, 
par exemple, des applications dont les arguments sont eux-mêmes des fonctions ou des appli¬ 
cations (voir exemple 3). Il y a un certain nombre de synonymes pour les applications ou pour 
certains types particuliers d’applications. On rencontre parmi eux, le plus souvent, opérations 
(pour les applications de S 2 dans S) y opérateurs , fonctionnelles (pour les applications à valeurs 
réelles définies sur un espace de fonctions), foncteurs et morphismes. 

Image et image inverse. Si F est une fonction de S à valeurs dans T et si (*, y) G F , alors 
y est appelé l’image de x par F, ou la valeur de F en x. On peut écrire: y=x F , y=xF y 
y=F(x ) ou y = F x . Si y F(x) y on dit que x est l’antécédent de y par F. L’ensemble 
F~ 1 (y)=aef {*e S | F(x)=y} est l’image inverse de y. 

Fonctions particulières. On appelle fonctions réelles à valeurs réelles, les fonctions définies sur 
l’ensemble R des nombres réels à valeurs dans R. Les fonctions de n variables réelles sont des 
fonctions de R" à valeurs dans R. On appelle fonctions arithmétiques les fonctions définies sur 
l’ensemble N des entiers naturels à valeurs dans lui-même. 

Exemple 1: y=x 2 est une fonction réelle; la notation peut cependant facilement cacher 
des malentendus, une meilleure notation serait F : x->x 2 . On notera pour le moment cette 
fonction Ca (pour carré). Le domaine de Ca est R tout entier, son image est R 5 ' 0 , ensemble 
des réels non-négatifs. 

Les applications de {0, 1, ..., n —1} dans S sont appelées des suites de n termes d’éléments 
de S. Si F(i)—a t (/=0, ..., n —1), on écrira F—(a 0i . .,. a „_j). Les applications de N dans S sont 
simplement appelées suites d’éléments de S. On écrit la suite F où F(i) a ly (a ly a 2y tf 3 , ...) 

OU (tf|)i<EN- 

Restrictions des applications. Soit F une application de S dans F, et soit U un sous ensemble 
de S y alors {(*, y) G F \ x G U} est une application de U dans T. On dit que c’est la restriction 
de F à U y on la note F ( u. Par exemple, l’addition des entiers naturels est la restriction à N 
de l’opération du même nom sur les nombres réels. Comme cet exemple le montre, les restric¬ 
tions des applications sont souvent notées de la même façon que les applications elles-mêmes. 


Fonctions injcctivcs. Une fonction de S à valeurs dans T est dite injcctive si c’est une 
relation régulière à gauche. Dans ce cas, tout élément de l’image de F a un antécédent uni¬ 
que et l’ensemble {(y, x)G TxS/(x y y) G P} est une fonction définie sur F à valeurs dans 5 que 
l’on appelle fonction réciproque de F et que l’on note F -1 . Si F est injective, alors F -1 est 
une application si et seulement si F est surjective, et donc si F est bijective. L’inverse d’une 
application bijective est bijcctive. _ 

Exemple 2: id s est une application bijective de S dans lui-même; elle est égale à son ap¬ 
plication réciproque. 

Exemple 3: est l’ensemble de toutes les applications de {0, 1} dans S y c’est à dire, 

l’ensemble de toutes les suites à deux termes, d’éléments de S : {(<?<>, a t ) \ a Qy e 5} . Soit 

F: -+M 2 l’application qui à toute suite (a 0y a t ) associe le couple ordonné (a 0t af). Il 

est évident que F est bijective. A cause de cela, il n’y a pas de différence essentielle entre 
les suites de n termes d’éléments de S et les «-uplets d’éléments de S. 

Exemple 4: Soit S une famille d’ensembles et soit A un ensemble ayant exactement un 
élément en commun avec chacun des membres de la famille. Associons à chacun des membres 
de la famille, l’unique élément de SnA. L’application e de S dans A ainsi définie est appelée 
la fonction de choix pour S. Les fonctions de choix sont inversibles seulement dans certains cas. 
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Compositions des applications. Soient F et G deux fonctions, alors l'ensemble 
H= def {(x, z) il existe un y tel que (x> y)e F et ( y , z)eG} 
est aussi une fonction dont le domaine est contenu dans le domaine de F et dont l'image est 
contenue dans l’image de G. H est la composée de F et G, et se note G-F, car z=H(x) 
signifie que z=G(F(*)). Si on utilise la notation y=x F et z=y G , alors on écrira le produit de 
la façon suivante z=(x F ) G =x FG . Il faut faire attention aux notations. 

Si F est une application de S dans U et G une application de U dans T , alors H=G • F est 
une application de S dans T. Le produit d'applications est associatif, c’est à dire que F-(G H) 
=(F-G) H pour trois applications quelconques F, G, H. 

Exemple 5: Les déplacements parallèles sont des applications particulières (bijectives) défi¬ 
nies sur l’ensemble des points du plan à valeurs dans lui-même. Dans ce cas, on écrit la com¬ 
position de deux déplacements parallèles p et q comme la somme p+q. L’opération -f est ici 
commutative, ce qui n’est pas en général le cas pour la composition des applications. 


14.5. Ensembles infinis et nombres cardinaux 


Définition de la notion de fini. D’un point de vue naïf, un ensemble S est fini s’il existe 
un entier naturel w, tel que les éléments de S puissent être comptés jusqu’à n\ de façon plus 
précise, s’il existe une bijection de l’ensemble des entiers naturels plus petits que n dans S. 

Cette définition présente l’inconvénient de supposer la donnée des entiers naturels. D’un autre 
côté, on a besoin du concept d’ensemble fini pour définir les entiers naturels. Cette difficulté 
fut pour la première fois clairement comprise par Dedekind. 11 la surmonta en donnant une 
définition de la notion de fini sans utiliser les entiers naturels mais seulement les applications. 


Définition de la notion de fini de Dedekind. Un ensemble S est fini si toute application 
injective de S dans lui-même est bijectivc. 


On en déduit que S est infini si et seulement si il existe une application injective de S dans 
lui même qui ne soit pas surjective, en d’autres termes s’il existe une application bijective de S 
dans un sous-ensemble propre de S. Une autre définition, peut être la plus souvent utilisée, 
est due à Russell. 


Définition de notion de fini de Russell. Un ensemble S est fini s’il appartient à tout système 
S avec les propriétés suivantes: 1. 0e S, 2. si UeS alors Gu {a} e S pour tout aeS. 


On montre facilement qu’un ensemble fini au sens de Russell, est aussi fini au sens de Dede¬ 
kind. La réciproque nécessite l’axiome du choix. 


Exemple 1: L’ensemble N des entiers naturels est infini, car il existe 
une application bijective de. N dans un sous ensemble propre de N, par 
exemple dans l’ensemble des nombres pairs (Fig.). Une autre application 
également possible est F: n->n+ 1. 
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14.5-1 Application 
bijective de l’ensem¬ 
ble des entiers natu¬ 
rels N dans un sous 
ensemble propre 

On voit facilement que la relation définie ci-dessus est une relation d’équi- ^ après Ga,i,ée ) 
valence sur toute famille convenable d’ensembles. On est alors conduit à une partition de la 
famille en classes d’ensembles équipotents. 


Nombres cardinaux 


On dit que deux ensembles S et T sont équipotents ou ont la même 
puissance (écrire S~ T) s’il existe une application bijective de S dans T. 


Un nombre cardinal est la classe des ensembles équipotents à un ensemble donné. Les nom¬ 
bres cardinaux d'ensembles finis sont appelés les entiers naturels. Les nombres cardinaux 
d’énsembles infinis sont appelés transfinis. 


On ne peut opérer avec la famille de tous les ensembles, ou même avec la famille de tous 
les ensembles équipotents à un ensemble donné, car cela conduitait au paradoxe de Russell. 
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Pour éviter cet ennui, on restreint habituellement la définition ci dessus à une famille F aussi 
grande que possible ou nécessaire. Dans ce cas, les nombres cardinaux sont les ensembles eux- 
mêmes à savoir, les familles d’ensembles. Il peut, cependant, devenir nécessaire d’élargir la fa¬ 
mille F. 

Comparaison des nombres cardinaux. La puissance ou le nombre cardinal de l’ensemble S 
est notée par card S. On note les nombres cardinaux par des lettres minuscules s, /, etc. 


n<s= def n est le nombre cardinal d’un sous ensemble d’un ensemble S où card S=j. 


Cette définition est indépendante du choix de S. 

Théorème de Bernstein: S'il existe des applications injectives de S dans T , et de T dans S , 
alors S et T sont équipotents. 

Ce théorème implique que la relation < sur les nombres cardinaux est antisymétrique. 

Théorème. La relation < sur les nombres cardinaux est une relation d'ordre. 

A la fin de ce paragraphe, on montrera que l’on peut comparer les nombres cardinaux deux 
à deux, c’est à dire que < est une relation d’ordre totale. Dans 14.6, on montrera meme que 
tout ensemble non vide de nombres cardinaux contient un plus petit élément. 

L’existence de nombres cardinaux arbitrairement grands. Le théorème suivant dû à Cantor 
est fondamental pour la théorie des cardinaux transfinis. 

Théorème de Cantor. Pour tout ensemble, il existe un ensemble de puissance plus élevée; par 
exemple: card P(5)>card S. 

La démonstration de ce théorème est étonnement courte et élégante. D’un côté, il est évident 
qu’il existe une application injcctive de S dans P(S), à savoir l’application qui à un élément a de S 
associe l’ensemble {a} de P(S). Il est nécessaire maintenant de montrer qu’aucune application 
injcctive de S dans P(S ) n’est surjective, en d’autres termes, que pour toute application injective (p 
de S dans P(S ), il existe des éléments de P(S ) qui n’ont aucun antécédent. On montre, pour 
cela que l’ensemble U dcJ - {x G S/x $ <p(x)} n’est jamais une image par <p. Supposons le contraire, 
c’est à dire que U (p{u) pour un ueS. Maintenant ou bien ueU, ou bien u $ U. Si ueU, alors 
u e <p{u) U, puisque U (p(u); mais par définition U contient seulement les éléments de S qui 
ne sont pas éléments de leurs images par (p. D’où cette hypothèse conduit à une contradiction. 
Mais l’autre hypothèse conduit également à une contradiction, en effet si u ÿ (/, alors u y{ii) 
et puisque U est l’ensemble des éléments de S qui ne sont pas éléments de leurs images, cela 
implique que ueU. D’où, l’hypothèse initiale n’est pas valable (comparer cette démonstration 
avec celle du paradoxe de Russell. Ici on fait une hypothèse, on démontre qu’elle conduit à 
une contradiction; dans le paradoxe de Russell, l’argument, appliqué à l’ensemble de tous les 
ensembles, est le même, mais il n’y a pas d’hypothèse préalable. On est conduit à un paradoxe 
insoluble). 


Ensembles dénombrables 


On dit que S est dénombrable s’il est équipotent à l'ensemble N des entiers naturels , c’est à 
dire s’il existe une application bijective cp : n->a n de N dans S. Le cardinal des ensembles 
dénombrables est noté No- 


Le plus petit cardinal transfini est No* 

Démonstration. L’exemple 1 montre que No est transfini. 11 reste à montrer que No< w P° ur 
tous les cardinaux transfinis, c’est à dire que tout ensemble transfini contient un sous ensemble 
dénombrable. Soit S un ensemble infini et soit (p une application injective de S dans un sous 
ensemble propre T de S. Choisissons aeS \ T et posons a=a 0 > définissons a nn =q)(a n ). L’en¬ 
semble {a t \ie N} est un sous ensemble dénombrable de S. 

Dans la démonstration habituelle de ce théorème, on choisit un élément a 0 de 5, puis un 
élément a x de S 1 ~S\ {tf 0 } et ainsi de suite. Ce procédé ne s’arrête pas car S est infini et donc les 
ensembles S t sont non vides. Cette argumentation est une application tacite de l’axiome au choix. 

L'union de plusieurs ensembles dénombrables est dénombrable. 
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Soit = {a /0 , a lx , a l2 ,...} et supposons que les éléments 
de tous les ensembles sont rangés en une matrice infinie 
(Fig.). Le comptage peut commencer par le sommet gauche 
et continuer en diagonale, comme le montre le sens des flè¬ 
ches. Les éléments qui ont été comptés une fois sont omis 
dans les répétitions, par exemble, si a n =a 20 , alors on saute a lv 

00 

11 est évident que de cette manière Uest complètement 
dénombré. 1=0 

Cette démonstration fut utilisée par Cantor pour montrer 
que l’ensemble des nombres rationnels est dénombrable. On 
peut imaginer qu’on les range de la même manière, comme 
les éléments a u d’une matrice infinie. 

Sommes et produits de nombres cardinaux. Si 5 et T sont 
des ensembles disjoints représentatifs des cardinaux s et /, 
alors la somme est définie comme s-\-t= def card ( SuT ) et le 
produit s • t= dcf card (Sx T). On peut étendre ces définitions 
à plusieurs nombres cardinaux. 


Soit {mjiei un système de nombres cardinaux et soit 
{M,}ici un système d’ensembles mutuellement disjoints re¬ 
présentatifs, on peut alors définir X rn t = def card U M t . 

iei iGI 



\/ / / 

° m a * °22 Oa . . . 



À 



14.5-2 Matrice pour démontrer que 
l’union d’ensembles dénombrables 
est dénombrable M { = {«<„, a llt ...} 


Pour définir le produit, et finalement les puissances de nombres cardinaux on a besoin de 
la généralisation du produit cartésien à des systèmes d’ensembles [SJi El}. On utilise aussi cette 
généralisation dans d’autres parties des mathématiques. 


Généralisation du produit Cartésien 

X Si= de/ {f\f est une application de / dans U S t avec /(/) e S t } 77 « 1 ,=^ card X M, 
i£ I iG I iGI iG I 

Si S t =S pour tout /G /, on écrit 5* à la place de X S t et de même m n si tous les cardi¬ 
naux m i sont égaux (n=card /). ><=i 


On peut montrer que pour les cardinaux transfinis on obtient 
m-\-n=m • n max (m, n ). En particulier, 1 K 0 =w pour 

tout cardinal transfini m. Cela signifie que les opérations arithmé¬ 
tiques ordinaires deviennent évidentes quand elles sont étendues aux 
cardinaux transfinis. Mais ceci n’est plus vrai pour les puissances; 
par exemple le théorème suivant montre que m< 2 m . 

Si un ensemble M a un cardinal égal à m, alors P(/Vf) a pour 
cardinal 2 m . 

Pour le démontrer, on associe à 
tout sous ensemble T de M sa forte- , , f * s ‘ oG T 
tion caractéristique x = Xt est dé- ^ ^ ( 0 si aEM\T 

finie par 

On définit ainsi une application injcctive de P(M) dans {0,1} M en¬ 
semble de toutes les applications de M dans {0,1}. Par définition, 
l’ensemble de toutes ces applications a pour cardinal 2 m . 



14.5-3 Application de l’intervalle (0, 1) sur toute la droite réelle à l’aide de la fonction 
y=(x- l/2)/[x(l -*)]= 1/(1 -x)-\l[2x(l -je)] 


Le continu. Le cardinal de l’ensemble des nombres réels est appelé le cardinal du continu 
et est noté x ou c. Le cardinal de l’ensemble des nombres réels de l’intervalle ouvert ]0, 1[ 
est aussi X, car cet ensemble est en bijection avec l’ensemble des nombres réels, par exemple, 
par la fonction y=(x —1 /2)/[jc(1— jc)] (Fig.). 


Les cardinaux X 0 et X sont liés par la formule x=2^°. 

On démontre ce résultat en définissant deux applications. La première est une application 
injective de P( N) dans R : si AfeP(N), M est associé au nombre décimal O,^^- ■ • où a t = 1 

23* 









356 14. Théorie des ensembles 


si / e M et a, 0 sinon. Ceci démontre que 2**°<x. La seconde associe l’ensemble des nombres 
réels de (0, 1) à P(N) de façon injective: soit r=0, ... (0 <a,< 9) et excluons les dévelop¬ 

pements qui ne contiennent que des neuf à partir d’un certain moment. Alors, associons r à 
l’ensemble {1 a ly 1 a, a 2 ...}, par exemple r=0,1406 est associé à l’ensemble {11, 114, 1140, 

11406, ...}. Ceci démontre que X<2**° et donc que 
L’hypothèse de continu assure qu’il n’y a pas ici de nombre cardinal entre X et Xo> en d’au¬ 
tres termes, qu’un ensemble infini de nombres réels est soit dénombrable, soit a un cardinal 
égal à X- En 1964 Cohen démontra qu’il est impossible de* prouver l’hypothèse de continu à 
l’aide des axiomes classiques de la théorie des ensembles; auparavant, en 1938, Godel avait 
montré que l’hypothèse de continu ne contredisait pas ces axiomes. Ces deux résultats mon¬ 
trent que l’hypothèse de continu est indépendante des autres axiomes de la théorie des ensembles. 


Comparaison des cardinaux 

Pour deux nombres cardinaux on a soit m <#i, soit n >m. 

Il suffit de montrer que pour tout couple d’ensembles M et A, il existe une fonction injective 
tp de M dans N telle que le domaine de (p soit M ou l’image de (p soit N. Dans le premier 
cas card M < card N et dans le second card N < card M. La démonstration donnée ici utilise 
le lemme de Zorn-Kuratowski, ce qui illustre bien un type important de démonstration dans les 
mathématiques modernes. 

Soit 0 l’ensemble des fonction injectives de M dans N. Cet ensemble est non vide, car il 
contient la fonction % telle que Dom (pQ = \\x\<pQ^&. On définit, pour les éléments (p et y) de <I>, 
la relation tp<ip si cp est une restriction de y> ou, de la meme façon, (p^yv lorsque ces appli¬ 
cations sont considérées comme ensembles de couples ordonnés. Il est évident qué < est un 
ordre sur </>. Maintenant, si ü est une chaîne (sous-ensemble totalement ordonnée) de <Z>, alors 
UI2 (avec les fonctions encore considérées comme ensembles de couples) est une fonction injec¬ 
tive de M dans A, et par conséquent est un majorant de ü dans </>. D’après le lemme de 
Zorn, 0 contient un élément maximal (p*. Supposons que Dom (p* CM et Im<p C A, alors soient 
ae M \ Dom < p * et beN\ Im (p* et définissons ç>'=ç>*u{(fl, 6)}. Puisque q> est encore injec¬ 
tive, elle appartient à 0 , mais ceci est en contradiction avec le fait que (p * est maximal. Donc, 
Dom (p* = M ou Im yp*—N (C.Q.F.D.). 


14.6. Ensembles bien ordonnés et nombres ordinaux 

Types d’ordres 


Deux ensembles ordonnés S et T sont semblables s’il existe une application bijcctive (p de 
S dans T telle que a < b si et seulement si a* < b <p pour tout a et beS. 


La relation ainsi définie est une relation d’équivalence sur les ensembles ordonnés. Les clas¬ 
ses d’équivalence sont appelées les classes de similitude des ensembles ordonnés. 

On rencontre avec cette relation les mêmes difficultés que celles rencontrées avec la relation 
d’équipotence pour des ensembles quelconques. On les évite de la même manière en restreignant 
tous les arguments à une famille convenable d’ensembles ordonnés. 

Les types d'ordre sont les classes de similitude pour les ensembles totalement ordonnés. 

Exemple 2: L'ensemble de tous les nombres réels a le même type d’ordre que l’ensemble des 
nombres réels sur (0, 1), car l’application bijective donnée en 14.5 conserve l’ordre dans les 
deux sens. C’est le type d’ordre linéaire du continu. 

Exemple 3: L'ensemble ordonné de tous les nombres rationnels possède les propriétés suivantes 
1. il est dénombrable , 2. il est dense , c’est à dire qu’entre deux éléments distincts, il existe 
un élément supplémentaire et 3. il n’y a pas d'élément initial ou d'élément final. Cantor a 
montré que tous les ensembles totalement ordonnés ayant les propriétés 1,2, 3 sont du même 
type d'ordre n. Donc ceci est le type d’ordre de tout intervalle ouvert de nombres réels algé¬ 
briques pris dans leur ordre naturel, car cet ensemble est la réunion d’ensembles dénombra¬ 
bles et donc est dénombrable. 
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Exemple 4 : Deux ensembles finis totalement ordonnés ont le même type d'ordre si et seulement si 
ils ont le même nombre cardinal. La similitude est construite d’abord en associant l’élément 
minimal de l’un à celui de l’autre et ainsi de suite. Les types d’ordre finis sont alors en cor¬ 
respondance biunivoque avec les nombres cardinaux finis. Les entiers naturels peuvent être 
considérés soit comme des cardinaux, soit comme des types d’ordre. 

Exemple 5: Le type d'ordre des nombres pairs est le même que celui des entiers naturels. 
En effet, tout ensemble dénombrable S peut être rendu ordonné de la même manière que les 
entiers naturels en utilisant une application bijective cp : N ->S pour définir l’ordre sur S : 
mv^n? si et seulement si ra<//. 


Addition et multiplication des types d’ordre. Soient A et B deux représentants disjoints des 
types d’ordre a et p et donc totalement ordonnés. La somme a-\~p est définie comme le type 
d’ordre de AuB ordonné en plaçant B derrière A \ c’est à dire que pour tout a , b e Au B, 


on définit: 


a<b dans Au B si et seulement 



a E A et h e B ou 

a , be A (ou B) et a<b dans A (ou B) 


Le produit ci’ p est défini comme le type d’ordre du produit AxB avec l’ordre suivant: 

f b<d ou 

(a, b)<(c , d) si et seulement si j f} ^ et a<c 
On dit que c’est Vordre anti lexicographique de AxB. 


Pour les entiers naturels, considérés comme des types d’ordre, la somme et le produit sont 
les mêmes que ceux déjà définis. L’addition et la multiplication des types d’ordre sont asso¬ 
ciatives et distributives, mais en général non commutatives. 

Ensembles bien ordonnes. L’ensemble ordonné des entiers naturels a la propriété remarquable 
suivante: tout sous ensemble non vide a un plus petit élément. Cette propriété est utilisée pour 
dénombrer les entiers naturels et est le fondement du principe de la récurrence mathématique. 
Cantor reconnut l’importance fondamentale de cette propriété et l’utilisa pour définir les en¬ 
sembles bien ordonnés. 


Un ensemble totalement ordonné (5, <) est dit bien ordonné si tout sous ensemble non vide a 
un plus petit élément (élément minimal unique). Les types d’ordre des ensembles bien ordonnés 
sont les nombres ordinaux. 


Par définition tout ensemble bien ordonné a un 
plus petit élément. L’ensemble des entiers naturels 
est bien ordonné avec son ordre naturel. On note 
son nombre ordinal (transfini) par co (Fig.). Un 
segment d’un ensemble bien ordonné S est un sous 
ensemble propre T de S qui contient tous les 
éléments de S qui sont plus petits que tout élément 
de T. Si A est un segment de S y alors, il y a 
toujours un élément a e S tel que A {x e S 1 x<a}. 
A l’aide de ce concept on peut maintenant com¬ 
parer les nombres ordinaux. 


Tout ensemble de nombres ordinaux est totalement ordonné par <. 

On ne peut reformuler ce théorème sous la forme “ L'ensemble de tous les nombres ordinaux 
est totalement ordonné" car le concept même “d’ensemble de tous les nombres ordinaux” con¬ 
duit à une contradiction comme celui “d’ensemble de tous les cardinaux”. 

On voit de suite que la relation<est transitive. Le fait que<est non réflexive est équivalent 
au fait qu’aucun ensemble bien ordonné n’est semblable à l’un de ses segments. L’hypothèse 
contraire conduit à une contradiction. Supposons qu’il existe une similitude cp de S avec son 
segment A. Alors il doit exister des éléments x de S tel que jc v <jc. Soit a le plus petit d’entre 


Si ci et (} sont des nombres ordinaux de repré¬ 
sentants A et B , alors a<f} si A est semblable 
à un segment de B , en d'autres termes , a<fj 
si a est le nombre ordinal d'un segment de B. 


U) 

| . . . . | ... . 

u) *cu - 2eu 

| | ...| | ...| ...... 

U ) 2 m OU U) 

14.6-1 Représentation schématique de cer¬ 
tains nombres ordinaux 
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eux, et b^a*. Puisque b<a , on a b*<cP=b y et donc b*<b, ce qui contredit le fait que a 
est le plus petit élément. La démonstration que deux nombres ordinaux quelconques peuvent 
être comparés est dans une certaine mesure plus compliquée. 

Tout ensemble de nombres ordinaux est bien ordonné, en d'autres termes, tout ensemble de 
nombres ordinaux a un clément minimal. 

Pour démontrer cela, soit W(a) l’ensemble des nombres ordinaux plus petit qu’un nombre 
ordinal donné a. Si A est un ensemble bien ordonné de type a, alors A et fV(a) sont sem¬ 
blables; à tout nombre ordinal p<a correspond un segment S de A y qui, à son tour, corres¬ 
pond à un élément b de A avec S={jce/1 1 x<b ). Par conséquent, \V{a) est bien ordonné. 
Si maintenant Z est un ensemble quelconque de nombres ordinaux, et si a est pris dans Z arbi¬ 
trairement, alors ZnW(a), s’il est non vide, admet un plus petit élément et donc celui-ci doit 
être le plus petit élément de Z. 

Le plus petit nombre ordinal transfini est œ. 

Classes d’ordinaux. Si m est un nombre cardinal transfini, on peut considérer la classe de 
tous les nombres ordinaux dont les représentants ont pour cardinal m. On appelle ces ensembles 
les classes transfinies d'ordinaux. Dans toute classe non vide il existe un plus petit nombre 
ordinal; on l’appelle le nombre ordinal initial de la classe. Cantor classa les nombres ordinaux 
finis dans la première classe , et les nombres ordinaux des ensembles dénombrables dans la 
seconde classe (voir le bon ordre des cardinaux). A tout nombre ordinal a correspond un nom¬ 
bre plus grand, par exemple, son suivant a-|-l; en outre, à tout ensemble de nombres cardi¬ 
naux Z, correspond un nombre cardinal qui est plus grand que tout a g Z. Alors l’ensemble 
UW(a) est bien ordonné, et son nombre ordinal p est plus grand que tout a G Z. En cfiet p 

a g Z 

est le plus petit de tels ordinaux et on l’appelle la borne supérieure de Z (sup Z). 

De façon évidente sup YV(a) a, en particulier, sup {0, 1, 2, ... } =co. 


Un nombre ordinal a est dit un nombre limite si W(a) n’a pas de plus grand élément. 
Tous les autres nombres ordinaux ont des prédécesseurs immédiats et sont dits isolés. 


Donc, co est un ordinal limite, mais tous les nombres ordinaux finis sont isolés et tel est 
le cas de co-f-1. 

Principe de récurrence (induction translinie). C’est une importante généralisation du principe 
d’induction aux ensembles bien ordonnés quelconques. 


Démonstration par récurrence. Soit S un ensemble bien ordonné, et supposons qu’une pro¬ 
position soit vraie pour le plus petit élément de S et qu’en outre, elle soit vraie pour tout 
élément quelconque de S , si elle est vraie pour tous les éléments plus petits. Alors la pro¬ 
position est vraie quelque soit l’élément de S. 


Ceci est très facile à démontrer. L’hypothèse que la proposition n’est pas vraie pour tout 
élément de S conduit à une contradiction. Si a est le plus petit élément pour lequel la pro¬ 
position est fausse (il doit exister par définition même du bon ordre), alors la proposition est 
vraie, pour tous les éléments plus petits que r/, et donc, par hypothèse, pour a , puisque a est 
le plus petit élément de S. Le principe suivant est plus difficile. 

Définition par récurrence. Si S est un ensemble bien ordonné et T un ensemble quelcon¬ 
que, alors on peut définir une application unique de S dans T si l’image f(a 0 ) du plus petit 
élément a 0 de S est donnée et si J\a) est déterminée par les valeurs de / pour tous les éléments 
plus petits que a. 

On peut utiliser le principe pour définir les puissances des nombres ordinaux a 11 par un sys¬ 
tème d’équations récurrentes. 

(i) a°= 1 (//) a p+1 - a n • a (//'/) a x sup {«*!£< A} pour les ordinaux limites A. 

Exemple 6: a) l =a)° • œ — 1 * co, co 2 =co l • co=co • co, ...» co w —sup {co, co 2 , co 2 , . • •} et 
co-™=sup {a)”, a/* 2 , co- 3 , ...}. 

Tous ces nombres appartiennent à la seconde classe. Le premier nombre de la seconde 
classe qui ne peut pas être exprimé comme somme de puissances de co est 
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f 0 sup {ro, (o f, \ (t) M<0 y ...}. On l’appelle le plus petit e-nombre. Il satisfait à l'équation 
(o r f. La réitération de ce procédé conduit aux nombres e, ...» e 2 » •••>««>••• > e E , . .., 
f c c , ..., et ainsi de suite. La dénomination des nombres de la seconde classe peut être 
continuée à l’infini, mais on ne peut pas définir de notation universelle, car on peut montrer 
qu’il existe un ensemble non dénombrable dans cette classe. 

Le théorème du bon ordre. Les arguments précédents n’excluent pas la possibilité que cer¬ 
taines classes transfinies de nombres ordinaux soient vides; en d’autres termes, la question 
suivante est encore ouverte: est-ce que tout ensemble peut être bien ordonné au moins d’une 
façon? Ceci forme l’objet du théorème du bon ordre qui est équivalent à l’axiome du choix. 
La première démonstration rigoureuse (utilisant l’axiome du choix) a été donné par Ernst 
Zermelo (1871-1953) en 1904 dans une lettre adressée à Hilbert. De là, partit la controverse 
sur le bien fondé de l’axiome du choix, qui n’est pas encore résolue. 

Théorème du bon ordre. Sur tout ensemble S , il existe une relation pour laquelle S est bien 
ordonnée. 

Cantor considéra ce théorème comme un principe de pensée et le rendit plausible de la 
manière suivante. Prenons un élément quelconque a 0 de S y puis un second, et ainsi de suite. 
Si S est infinie, on obtient une suite a 0 , a ly • • Maintenant, ou bien S est épuisé, ou bien il 
ne l’est pas; s’il ne l’est pas, répétons le procédé aussi longtemps que cela est nécessaire pour 
épuiser tout l’ensemble. Si S est ordonné par une suite dans laquelle les éléments sont choi¬ 
sis, alors tout sous ensemble a un plus petit élément, à savoir celui choisi en premier. 

On ne peut considérer cette démonstration que comme une première approche heuristique. 
Les démonstrations rigoureuses sont longues et trop difficiles pour être présentées ici. 

Bon ordre des cardinaux. D’après le théorème du bon ordre, aucun cardinal transfini m 
n’a une classe vide d’ordinaux Z m . On peut utiliser le théorème du bon ordre pour montrer 
que deux cardinaux quelconques sont comparables, c’est à dire que pour deux ensembles quelconques 
S et T y il existe une application injective de S dans T et de T dans S. Ceci n’est pas surpre¬ 
nant, puisque le lemme de Zorn, l’axiome du choix et le théorème de bon ordre sont tous 
équivalents. 

En mettant un bon ordre sur S et T, la proposition se réduit à la comparaison d’ordinaux. 
De plus, on peut montrer que tout ensemble non vide de nombres cardinaux K a un plus petit 
élément: car l’ensemble des cardinaux est semblable à l’ensemble des nombres ordinaux initiaux 
de leurs classes (en fait, les nombres cardinaux sont souvent identifiés avec les nombres initiaux). 
De cette identification, il s’en suit que pour tout ensemble de nombres cardinaux, il existe un 
nombre cardinal plus grand que tout élément de l’ensemble. Il est ainsi possible d’indexer les 
nombres cardinaux par les nombres ordinaux de la manière suivante: 

X„ =le plus petit nombre cardinal infini, 

Ka+i=le plus petit nombre cardinal plus grand que x«, 

Ka sup I £<A} pour les nombres ordinaux limités. 

Cela donne la célèbre suite de Cantor des nombres cardinaux Xi» Ni, • • •, X«/, • • • 

Puisque 2^°>Xo, le problème de l’hypothèse du continu peut être repris comme étant le 
problème où X le nombre cardinal du continu, appartient à cette suite. L’hypothèse du continu 

de Cantor est que 2^°=Xi- L’hypothèse généralisée du continu est que 2^ a =Xo+i- 
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Une des tâches principales de la logique mathématique est l’étude de la pensée formelle et 
de l'inférence grâce à des méthodes mathématiques issues de l’algèbre et de l’algorithmique no¬ 
tamment. 
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Mais cette tâche qui a ses origines dans la philosophie, n’est pas la seule; actuellement la 
logique mathématique s’étend à une multitude de problèmes et s’applique aux domaines les 
plus divers comme les sciences de la nature, l’algèbre de Boole, la théorie des systèmes infor¬ 
matiques, la linguistique ainsi qu’à plusieurs branches des sciences sociales: philosophie, droit 
et éthique. 

L’essor décisif du développement de la logique mathématique a résulté de la situation des 
mathématiques à la fin du 19 ème siècle. A cette époque les mathématiques englobaient un 
grand nombre de résultats isolés et avaient déjà atteint un haut degré d’abstraction, mais sans s’at¬ 
tacher avec la rigueur nécessaire à l’élucidation du contenu des concepts fondamentaux utilisés 
alors de manière intuitive comme la notion d’ensemble ou celle d’inférence logique (cf. Chapitre 
42). C’est à partir de la nécessité de fondements inattaquables pour la théorie des ensembles 
qu’il devint indispensable pour la première fois, de s’intéresser à la signification intrinsèque de 
la logique et du raisonnement déductif. 


15.1. La logique des propositions 


Principes de la logique classique des propositions. Propositions est le nom que donnent cer¬ 
tains linguistes à des énoncés qui servent à décrire et à communiquer des faits. La logique clas¬ 
sique des propositions est fondée sur deux présomptions. Selon le premier principe fondamental, 
toute proposition est vraie ou fausse. Le concept de vérité utilisé ici et qui remonte à Aristote, 
pose qu’une proposition est vraie si les faits qu’elle rapporte correspondent à une réalité. Ce 
principe en contient deux: 

1. Le principe du tiers exclu selon lequel toute proposition est soit vraie, soit fausse et 2. Le 
principe de non-contradiction selon lequel aucune proposition ne peut être vraie et fausse à la 
fois. La classe des propositions se subdivise donc en deux sous-classes disjointes qui sont dési¬ 
gnées par les symboles 1 (vrai) et 0 (faux) appelés valeurs de vérité. 

Au moyen de particules linguistiques telles que “non”, “et”, “ou” etc., des propositions don¬ 
nées peuvent être composées en propositions complexes. Selon le deuxième principe fondamental, 
le principe d'extent tonalité, les valeurs de vérité d’une proposition composée dépendent exclu¬ 
sivement des valeurs de vérité de ses composants et non pas de leur signification. En consé¬ 
quence de telles combinaisons peuvent être considérées comme des fonctions qui attribuent les 
valeurs de vérités aux «-uplcts à partir de toutes les attributions possibles des composants. 

Les connecteurs propositionnels les plus souvent utilisés dans le calcul propositionnel corres¬ 
pondent aux fonctions de vérité suivantes: les fonctions non, et, la fonction vel correspondant à 
“ou”, seq à “si ..., alors, ... ”, aeq à “si et seulement si ... ”. Ces fonctions sont déter¬ 
minées comme suit: 


Fonctions 
de vérité 

Foncteurs 

p 

0 

p 

1 

p (i 

0 0 

P <7 

0 1 

p q 

1 0 

P Q 

1 1 

non p 

~p 

i 

0 





et O, q) 

P A q 


0 

0 

0 

1 

vel (p, q) 

pvq 


0 

1 

1 

1 

seq (p, q) 

p ->q 


1 

1 

0 

1 

aeq (p, q) 

p q 


1 

0 

0 

1 


Ces définitions ne correspondent pas exactement au sens où les connecteurs sont utilisés dans 
le langage courant. Ainsi la proposition suivante est vraie: 

‘Si 2 -2 = 5, alors la lune est habitée par des êtres vivants conscients’; car en notation fonc- 
torielle (0 -> 0) -> 1. 
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La tâche de la logique consiste en l’analyse mathématique de tels concepts qui, dans ce but, 
sont étudiés selon un schéma calculatoire: le calcul des propositions. Pour le développer on part 
d’une collection de symboles fondamentaux qui sont: 

(/) les variables propositionnelles: p ly p 2 , •. •, p, q> r, s y ... ; 

(//) les fondeurs ~ , a , v, ->, <->, désignant dans cet ordre les fonctions non, et, ou, implique, 
équivalent; 

(///) les symboles techniques : (,). 

Parmi tous les assemblages de symboles, les objets fondamentaux du calcul des propositions, 
qui sont les formules , peuvent alors être déterminées par la définition inductive suivante: 


Définition des formules 

(/) p , < 7 , • • • sont des formules. 

(il) Si H et G sont des formules, alors ~ //, (H a G), (H v G), ( H->G ), (//<->G) sont aussi des 
formules. 

(i'iï) Une suite de symboles est une formule si et seulement si elle est formée selon (/) ou (//). 


Cette définition permet de reconnaître en un nombre fini d’étapes si une suite donnée de 
symboles est ou non une formule. 

Exemple 1: Les expressions suivantes sont des formules: 

((p->q) A 0 v .s» et 


Pour simplifier l’écriture des formules on observe les règles suivantes pour Vutilisation des 
parenthèses : 

(/) Si la formule toute entière est comprise entre parenthèse, ces parenthèses peuvent être omises. 
(//) Dans l’ordre a, v, chaque foncteur l’emporte sur le précédent; par exemple 

p A q->r remplace sans ambiguité (p v 

(///) Un foncteur souligné d’un point a priorité sur celui qui ne l’est pas (voir exemples 3., 4., 
5., 6 .; dans 6 . le foncteur souligné de deux points l’emporte sur celui qui est souligné d’un 
seul point). 

La sémantique fait le lien entre les valeurs de vérité d’une part et les formules de l’autre; et 
ceci par l’intermédiaire des systèmes de valeurs. Un système de valeurs est une fonction qui à 
toute variable propositionnelle associe une valeur de vérité 0 ou 1. Un tel système de valeurs / 
se prolonge de façon naturelle en une fonction v f qui attribue une valeur de vérité à toute for¬ 
mule: / étant donnée, v f est définie par induction de la façon suivante: 


(/) pour toute variable propositionnelle 
p on a v f (p)=f(p); 

(//) v f (~ H)= non 


(ai) pour des formules H ci G on a 
Vf (H a G)=et Vf(G)), 

Vf(ffvG) vel (v/H), Vf (G)), 
v f (H—>G)=seq (*v(//), v f (G)\ 
v f (H<r->G)='deq (v f (H), v f (G)). 


Les concepts sémantiques d’équivalence et de validité universelle peuvent alors être 
définis. Deux formules H et G sont équivalentes (sémantiquement) ou synonymes , ce que 
l’on note H=G , si v f (H)=v f (G) pour tout système de valeurs /. Une formule H est universel¬ 
lement valide ou tautologique si v f (H)= 1, c’est à dire si H est vraie pour tout système de 
valeurs f 


Exemple 2: p->(q->p) est une tautologie, p->(p->q)->q est une tautologie, (p~>q) a(/>-> ~ q) 
->~p est une tautologie (principe du tiers exclu). 

L "inférence logique sert à obtenir de nouvelles propositions vraies à partir de propositions qui 
ont déjà été établies comme vraies. Les règles d'inférence doivent donc permettre de déduire la 
vérité d’une formule de celle de la formule initiale. Dans la recherche de telles règles d’infé¬ 
rence les tautologies jouent un rôle particulier: toute tautologie de la forme H->G conduit à 
une règle d’inférence. Les conditions d’application d’une règle les prémisses sont écrites au des¬ 
sus d’un trait horizontal, le résultat de l’application de la règle, la conclusion , en-dessous. Un 
système S de règles d’inférence détermine une relation “A peut être déduite de S”, notée sym¬ 
boliquement 5'!-^. 
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Exemples de règles d’inférence, pour lesquelles H , G , F sont des formules et S un ensemble 
de formules. 


3. p-+(p-*q)~+q 

S\-H 

5. La contraposition 


conduit à la règle: 

S\-H^G 

p^~q^q-+~p 

S\-H->~G 


S\-G 

conduit à la règle: 

S\-G->~H 

4. La chaîne d'inférences 


6. Le principe de non 


(p->q)-+(q-+r)^p->r 

S\-H->G 

contradiction 

S\-H->G 

conduit à la règle: 

S\-G-+F 

p^q->p^~q->~p 

S\-H->~G 


S\—H->F 

conduit à la règle: 

S\-~H 


Les règles d’inférence du calcul des propositions ne tiennent pas compte de structures plus fines 
éventuelles des propositions; d’autres règles d’inférence interviendront dans le calcul des prédicats. 


15.2. La logique des prédicats 


Les formules du calcul des propositions ne sont pas suffisantes pour représenter la totalité 
des faits mathématiques; une version formalisée du langage mathématique doit être beaucoup 
plus riche. Un des traits caractéristiques est l’usage fréquent de variables et de symboles spé¬ 
cifiques pour les fonctions et les relations. Les variables sont des symboles préassignés, qui dé¬ 
signent des objets arbitraires d’un domaine préalablement délimité. Les symboles dont le sens 
est entièrement fixé sont appelés constantes , comme 0 et + dans le domaine des nombres naturels. 

Une autre caractéristique du langage mathématique est l’existence de variables liées par les 
quantificateurs de la logique des prédicats. 

Dans l’expression “il existe des nombres premiers p et q tels que 2 n=p-\-q” les symboles 
p et q sont liés par le foncteur de la logique des prédicats “il existe ... ”, alors que la variable 
n est libre. On a constaté que pour les variables liées utilisées en mathématiques les deux opé¬ 
rateurs de la logique des prédicats 3 “/Y existe ...” et V “ pour tout ...” sont suffisants. Le 
langage de la logique des prédicats n’utilisera donc que ces deux sortes de variables liées. 

La logique des prédicats aborde une structure des énoncés mathématiques plus fine que ne 
le fait la logique des propositions; cette dernière est incapable de transcrire l’énoncé suivant à 
propos des nombres rationnels. 

V xV y 3 z(x < y -► * < z < y) 

Syntaxe des langages élémentaires. Les propositions d’une théorie mathématique contiennent 
parmi leurs concepts fondamentaux certains prédicats et certaines fonctions; ainsi dans la théo¬ 
rie des ensembles la relation e “... est élément de ... ”, en géométrie les relations d’incidence 
et d’encadrement, en arithmétique l’addition, la multiplication et la relation d’ordre. Pour ces 
concepts fondamentaux on introduit des symboles dont la liste constitue la signature de la théo¬ 
rie. Une signature est donc formée de symboles représentant les relations, les fonctions et les 
individus. Chacun de ces symboles a sa valence , ou arité propre. Dans la signature 27 {4-, *,<, 

0, 1} de l’arithmétique élémentaire H- et* sont des symboles d’opérations binaires, < est un 
symbole de relation binaire, 0 et 1 des symboles d’éléments particuliers. 

En plus des symboles de 27, une théorie mathématique utilise des variables pour représenter 
les éléments, par exemple les symboles des symboles logiques comme 

a, v 3, V et des symboles techniques auxiliaires. 

Comme pour le calcul des propositions on peut alors définir un langage élémentaire L E (ou 
langage du calcul des prédicats) en référence à une signature donnée et en utilisant les symboles 
fondamentaux. Ses éléments sont des suites finies (ou assemblages) de symboles appelées for¬ 
mules. La construction des formules se déduit de celle des termes. 


Définition des termes 

(/) Les individus et les constantes sont des termes. 

(//) Si F est un signe fonctionnel n- aire et si t l9 ..., /„ sont des termes alors F tt ... tn est 
un terme. 

(///) Un assemblage de symboles est un terme si et seulement si il est formé selon (z) ou (zz). 
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Exemple 7 : Si sin, + , • sont les symboles fonctionnels habituels interprétés dans le do¬ 
maine des nombres réels, alors les assemblages suivants sont des termes: 
sin x, x^y+j^+z 3 , sin (jtr-f-sin (y 2 -!-*)). 

Les formules du langage élémentaire L z sont caractérisées par induction. 


Définition des formules 

(/) Si R est une relation formelle n- aire et si t l9 ..., t n sont des termes alors R tl ... tn 
est une formule. 

(//) Si A et R sont des formules alors ~A,(A a B ), ( A v Æ), ( A->B), (A~B) sont des formules. 

(l/i) Si A(x ) est une formule contenant la variable x mais pas les symboles 3x ou Vx, alors 
3 xA(x) et VxA(x) sont des formules. 

(iv) Une suite de symbole est une formule si elle est construite selon (/), (//), ( iii ). 


Exemple 8: Pour le signature E— {P, Q, R, /, g, T) les assemblages suivants sont des for¬ 
mules: Vx(Rxy-*Qxf(y) t ~3x[Rxy v Qxg(y t x )], Vx[Px a 3y(Tyx^Sxy)]. 

Comme dans le calcul des propositions on peut vérifier en un nombre fini d’étapes si une 
suite donnée de symboles est ou non une formule. 

Une variable x apparaissant dans une formule H est libre si x figure dans H mais pas 3x 
ou Vx; x est quantifiée dans H si 3x ou Vx figurent dans //. Après toute expression de la forme 
6 >x, où S est 3 ou V, alors commence une sous-formule H' de H dans laquelle sans le sym¬ 
bole Sx la variable x serait libre. Cette sous-formule H' de H est dite portée du quanti¬ 
ficateur S pour l’expression concernée. Dans H' la variable x est quantifiée. Une variable x 
apparaît de façon libre à une certaine position de H si elle apparaît à cette position et n’est 
ni quantifiée ni à l’intérieur de la portée d’un quantificateur. Si x apparaît au moins une fois de 
façon libre dans H alors x est dite libre dans H: 

15 8 10 12 15 20 22 25 30 

Exempte 9: Dans l’expression 3x[Px V Q [ÿ] A g( [ÿj)=z]->[3xV y Rx y a /(x, z)=z] 

les places sont indiquées par des nombres surmontant les symboles. La variable y est libre 
aux places 8 et 12 et liée aux places 22 et 25; elle est quantifiée en 22 et 25 appartient à la 
portée du quantificateur de la place 21 . 

En général les formules ne sont pas des propositions. La formule x<y , dans laquelle < re¬ 
présente l’ordre dans les entiers naturels n’est une proposition que si des valeurs sont substi¬ 
tuées aux variables x et y , par exemple, 0< 1, 3<2, 5<7 ou quand ces variables sont liées par 
des quantificateurs, par exemple, Vx 3 y x<y. Les propositions peuvent donc être caractérisées 
comme des formules ne contenant aucune variable libre. 


Exemptes de propositions ; 

10. La conservation de Vordre pour Vaddition des entiers naturels: 

Vx My Vz (x < y -> x -|- z < y -|- z). 

11. La conjecture de Fermât: ~ 3x 3 y 3z 3 n («>2ax"4-/=z"). 

12. La conjecture de Goldbach: Vx[2 | x ax^2 Ax^0->3y 3z (y premier a z premier a x = 
=y+z)\; 


où premier est une abréviation pour ^1a V w V v (. y=u • v->« = lvu = l) et 2 | x est une 
abréviation pour 3 y (y-\-y=x). En langage courant la formule affirme “Pour tout entier na¬ 
turel x, si x est pair, différent de 0 et différent de 2 , alors il existe des nombres premiers y 
et z tels que x soit la somme de y et z”. 

On obtient une généralisation des langages élémentaires par la quantification des prédicats 
unaires, ce qui revient à les traiter comme des individus. Dans de tels langages, appelés lan¬ 
gages monadiques du second ordre, on peut traduire beaucoup plus d’énoncés que dans les lan¬ 
gages élémentaires. 
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Exemples de propositions dans les langages monadiques du second ordre: 

13. Axiome de Peano pour les entiers naturels: 

VP(P0 a \/x(Px->Px')->Vx Px) y 

en langage courant “si un prédicat unaire P est valide pour 0 et si lorsque P est valide pour 
un entier x il est valide pour son successeur x\ alors -P est valide pour tous les entiers naturels"* 

14. Axiome de la borne supérieure pour les nombres réels: 

VP[3z Pza3u Vv(Pv-+v<u)->3y(Vv(Pu->v<,y )a ~3y'(Vv(Pv-+v<,/) a/CjO)]; 
en langage courant “Tout ensemble non vide majoré de nombres réels, admet une borne 
supérieure". 


Les langages de la logique des prédicats sont descriptifs, c’est à dire que les formules de ces 
langages décrivent les relations prévalant dans les structures mathématiques. 

Avec le développement du traitement des données par les ordinateurs les langages algorithmi¬ 
ques ont pris beaucoup d’importance. Les langages algorithmiques ont pour but de donner des 
instructions, d’initialiser des actions et de commander des processus. Parmi les langages algo¬ 
rithmiques utilisés en informatique on peut citer l’ALGOL 60, le PL 1, le FORTRAN, le 
COBOL, etc. 

Quelques éléments algorithmiques sont contenus dans les langages élémentaires: un terme 
peut être considéré comme une suite d’instructions à exécuter; ainsi (jc+1 )*T représente l’ordre: 
“ajouter 1 à x et multiplier le résultat par y 

Sémantique des langages élémentaires. Comme pour le calcul propositionnel, la sémantique 
fait le lien entre les formules de L x et le domaine des structures mathématiques dans lequel 
ces formules ont un sens. 

Soit 27 un ensemble de relations et d’opérations formelles et S un ensemble non vide. Pat* 
interprétation de 27 dans S on désigne une application Ô qui associe à toute relation formelle 
«-aire R de 27 une relation «-aire R** sur S , c’est à dire, un sous-ensemble de S'\ et à toute 
opération formelle «-aire F une fonction à « arguments F 6 sur S , c’est à dire, une application 
à une seule valeur de S " dans S. Le symbole d’égalité est toujours interprété comme une identité. 

On note la suite des relations et des opérations sur les symboles de 27. 

Une 27-structure, 27-algèbre ou 27-modèle est le couple ordonné S (S, ô^). On désigne par 
Kz la classe de toutes les ^-structures. Les symboles contenus dans 27 se rapportent tous à la 
classe On peut alors définir la vérité d'un concept à partir des langages élémentaires L z > 
c’est à dire, donner un sens à l’énoncé: “la proposition H est vraie dans la structure S'\ sym¬ 
boliquement S f= H. Cette notion est fondamentale pour la sémantique. Le concept de vérité 
dans les langages élémentaires peut être précisé par l’introduction d’un concept plus général: 
“la ^-assignation a satisfait H dans symboliquement S \= a /L. 

Par ^-assignation a on désigne une fonction qui associe à toute variable individuelle un 
élément de S. Une telle assignation a peut être prolongée de façon naturelle, comme pour le 
calcul des propositions en une application a de tous les termes de dans S :x*=c 0 où c 
est constante pour un individu de 27: 


m. 1 , •••., t n )Y FTdr ■■■> O. 


Exemple 15: Soit /=(*- H)* T, «(*)=2, a(y)~3. Alors /*=(jc a -|-l) -j> a =(2T 1) • 3=9. 


Définition de la relation “a satisfait A dans 5" notée S |= a A où ssi signifie “Si et seulement si". 


(0 ./, 

07) S£ a ~A 

S M A B 
S \= a A v B 
S \r a A—>B 
S \= a A<->B 


ssi (/*,G R , c’est à dire si R est vraie pour le «-uple (/J, 

ssi non S 1 = a A ; 

ssi (p |= a A et S \= a B; 

ssi (p \= a A ou S \= a B\ 

ssi (p \r 0l A l implique S |=« B; 

ssi (p \= a A->B et S \= a B->A ; 


0/7) S \= x 3x A(x) ssi la valeur de a pour la variable x peut-être modifiée de telle sorte que 
la nouvelle assignation a satisfasse A(x) dans S ; 

S KxVa; A(x) ssi toute assignation a ne différant de a que par la modification de la valeur 
de la variable x satisfasse A(x) dans S. 


Exemple 16: 3x (y—x * x) où désigne la multiplication des entiers naturels. Si a est une 
assignation de toutes les variables telle que y a = 4, alors cette formule est satisfaite pour a; 
pour l’assignation a qui donne à la variable x la valeur 2 et est confondue avec a pour les 
autres variables la formule y—x • x est satisfaite. 
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Cet exemple montre que S \= a A est ou n’est pas valide indépendamment des variables libres 
de A. Si A est une. proposition, c’est à dire, une formule sans variable libre, alors S f= a A est 
valide pour tout a ou n’est valide pour aucun a. 


Définition (/) Une formule A est valide dans S , symboliquement S \= A, si et seulement si 
toute assignation a satisfait A dans 5, c’est à dire, si S l= a A est vraie pour toute ^-assignation a; 

(ii ) une formule A G est dite universellement valide et appelée une thèse si A est valide 
dans toute 27-structure. 


Exemple : 17. La proposition yx 3 y x<y est valide dans le domaine des entiers naturels, 
mais ce n’est pas une thèse, car elle est fausse dans un ensemble ordonné fini (5,<). 

Exemple : 18. La proposition Vx Vy Rxy v ~ V* Vy Rxy est une thèse; de même S \=H ou 
S |=~//est vraie pour toute proposition H et toute structure S. 

Une formule H est dite irréductible en logique des propositions si elle commence par un 
quantificateur, c’est à dire, si H est de la forme H=GxH\ où G désigne 3 ou V. Toute for¬ 
mule est composée de formules irréductibles au moyen des foncteurs ~,a,v, -> et <-». Quand 
on substitue des propositions aux composantes irréductibles d’une formule on obtient une for¬ 
mule du calcul des propositions; par exemple, la formule Vx Vy Rxyw ~ Vx Vy Rxy se trans¬ 
forme en la tautologie pv ~p. Une formule H est dite universellement valide pour la logique 
des propositions si il a été établi que la formule correspondante de la logique des propositions 
est universellement valide pour le calcul des propositions. Si H est universellement valide pour 
la logique des propositions elle l’est aussi pour la logique des prédicats. Cependant les formules 
qui sont universellement valides pour la logique des prédicats ne le sont pas toujours pour la 
logique des propositions; par exemple \/x Px->3x Px. C’est la raison de l’existence en logique 
des prédicats, de règles de déduction qui ne sont pas utilisables pour le calcul des propositions. 


Définition. Soit S un ensemble de formules de L z . Une 27-structure M est un modèle de S 
si toutes les formules A e S sont valides dans M. On désigne par Mod S la classe de tous 
les modèles de S. 


Soit 27={f, 0} et l’ensemble des formules suivantes: 

(0 \~y) ~hz~x -1- (y -h z ), (iii) Vx 3y(x+y=0), 

(ii) V*(*3~0=*), (iv) Vx Vy(x3-y=y~\~x). 

Alors une 27-structure M-^(M, 3-, 0) est un modèle de S si et seulement si M est un groupe 
abélien additif et Mod S est la classe de tous les groupes abéliens. 

Deux formules H et G sont dites synonymes si la formule H+-+G est une thèse. 

Exemples d'équivalences logiques: 

19. ~3* A(x)~Vx~ A(x). 20. V* A(x)== 3x~A(x). 

21. 0xA(x)~OyA(y) si y n’apparaît pas dans A(x) ni x dans A(y ), G étant un des quanti¬ 
ficateurs 3 ou V. 

22. Mx[A(x)/\B(x)\~Vx A(x) a Vx B(x). 23. 3x[A(x) v B(x)]~3x A(x) a 3x B(x). 

Les formules du type G x x x • • • G n x n A(x l9 • • -, x„), où chaque G t est 3 ou V et où A ne 
contient aucun quantificateur sont dites sous forme prénexe. 

Toute formule est logiquement équivalente à une formule mise sous forme prénexe et con¬ 
tenant les mêmes variables libres. 

Exemples de transformation d’une formule en la forme prénexe logiquement équivalente. 

24. V* Vylx<y->3z(x<z<y)]=\/x Vy 3 z(x<y->x<z<y). 

25. Vx 3 z VtQxyz->Vy 3 z Ryz=Vu 3v 3x y y 3z~(Qxyz a Ruv). 

Inférence mathématique. L’inférence mathématique sert à obtenir de nouvelles propositions 
vraies à partir de propositions vraies données. Son but est donc d’aboutir à une conclusion. 
Si S est un ensemble de propositions vraies dans une structure S et si une proposition A peut 
être déduite de S alors A reste vraie dans S , ou encore A est une proposition vraie dans la 
structure S. 


Définition d’une conclusion. Si S est un ensemble de propositions d’un langage élémentaire 
L e et si H est une formule de L E , alors H est déductible de 5, symboliquement S |=//, si 
tout modèle de S est aussi un modèle de //, c’est à dire si Mod SçMod H. Vensemble des 

conséquences de S est S ^ = {H e L l ; S y H} _ 
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Par exemple si 5 est le système d’axiomes suivant: 

Vjt Vy Vz(x • y) • z=x(y • z), V* Vy * • • *, V* Vy Vz(y • x=z • x->y=z), 

alors une proposition H est déductible de 5 si et seulement si H est vraie dans tout semi-groupe 
commutatif régulier. L’ensemble des conséquences de 5 contient donc toutes les propositions de 
la théorie élémentaire de la classe de tous les semi-groupes commutatifs réguliers. 

L’inférence mathématique n’exige pas toujours le recours à la définition d’une conclusion; elle 
utilise des règles d'inférence qui légitiment le processus de déduction. 


Exemples de règles d'inférence. 

26. Règle de détachement 27. Règle de dérivation 28. Théorème de la 

déduction 


29. Conclusion indi¬ 
recte: 


S\\-H 

S\[-H—>G 


SU-G 


Su{/4}||-i? S\YA->B 

S\\-A->B 5u{/t}||-i? 


Su {A} Il -B 
Su {>4} Ih ~B 

S\V~A 


Pour tout système R de règles d’inférence de cette sorte on peut définir une relation de dé¬ 
ductibilité: “La formule A est déductible de l’ensemble S". Une formule A est /^-déductible 
de S si on peut déduire A d’une formule appartenant à S en appliquant les règles de R un 
nombre fini de fois. Une déduction ou une démonstration de A peut être considérée comme 
une suite finie de formules (F lt • • -, F„, A) qui peuvent être déduites de 5 par application des 
règles de R. Si l’ensemble des règles de R et l’ensemble initial S sont finis, alors on peut tou¬ 
jours décider en un nombre fini d’étapes si une suite finie de formules est ou non une démons¬ 
tration. 


Le processus de déduction, qui est à la base de toute inférence, peut être caractérisé par 
un système fini de règles d’inférence. 


En accord avec ce fait fondamental, il résulte qu’un système de règles d’inférence est bien 
choisi s’il est adapté d’aussi près que possible au processus de déduction naturel. Pour chacun 
des connecteurs ~, a, v , ->-, <->, 3, V on donne ci-dessous deux règles d’inférence, l’une pour 
le faire apparaître , l’autre pour {'éliminer. La relation de déductibilité décrite par ces règles 
d’inférence est notée H. 


Définition d’un système de règles d’inférence 

(Oa) AeS (Ob) Si-A, 5ç5' 


S\-A 


5' h A 

(la) 5, Ai-B 

db) 

Sh-A , A->B 

S\-A->B 


Si-B 

La règle (la) correspond 

au théorème de la déduction (cf. exemple 28). 

(2a) 5, A\-B,~B 

(2b) 

S,~Ai-B,~B 

S~ V-A 


Si-A 

(3a) S\-A, B 

(3b) 

S\-AaB 

SI-AaB 


S\-A , B 

(4a) S h A 

(4b) 

Si- Av 5, A->C, B->C 

Si-A v 5, Bv A 


SV-C 

(5a) S\—A->B, B->A 

(5b) 

S\-A<r+B 

SY-A^B 


S\-A->B, B->A 

(6a) 5 

(6b) 

SI-3jc A(x), A(y)->B 

51-3* A{x) 


Si-B 

Dans (6a) t est un terme 

arbitraire, dans (6b) y 

n’apparait ni dans B , ni dans 5. 

(7a) Si-A(y) 

(7b) 

5h-Vx A(x) 


51-Vx A(x) S\-A(t ) 

Dans (7a) y n’apparait pas dans S. 

(8a) 51-/ = /' (8b) 51— A(t), /=/' 


51 —A(t) 

Dans (8a) / et /' sont des termes du langage L z . 
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Ces règles sont telles que si SV-A alors S\\- A (Si A se déduit de S , alors A est valide dans S). 
En plus de ces règles l’inférence mathématique utilise les règles qui s’en déduisent. Par exemple: 
(le) SV-A->B (2c) 51- A (4c) S\-AwB 


5, AY-B SV- A S,~ A \-B 

(6c) 5, A(x)V-B (8c) 5h^(Q, t=t' 

S, 3x A(x)—B (x lié dans B et dans S) Sv-A(tHt’) 

Dans (8c) A(tHt') signifie que t ne doit pas nécessairement être remplacé par /' chaque fois 
qu’il apparaît dans A(t). 

Le théorème suivant donne un résultat important pour la relation de déductibilité. 


Théorème sur la complétude de la relation de déductibilité. Pour tout ensemble S de formules 
de et pour toute formule A E S\Y A si et seulement si S V-A. En particulier, 0|h A 
si et seulement si 0V-A, c’est à dire, A est une thèse si et seulement si A est démontrable ou 
encore déductible de l’ensemble vide. 


Exemple 30: Démonstration formelle d’un énoncé numérique formel. Les explications con¬ 
cernant chaque étape de la déduction sont écrites entre crochets. 

Vjc~ 3y x=3 • y->3z x 2 —\ — 3 • z 

[Pour tout entier x , si x n’est pas divisible par 3, alors x 2 —1 est divisible par 3]. 

Soit B(x, z) une abréviation de x 2 —1=3 z. Selon la règle (7a) il suffit de montrer 
que S b- ~3j> a- y->3z B{x , z). 

[Il suffit de montrer l’assertion pour a fixé mais arbitraire]. 

Par (la), il suffit de montrer que 
S, ~3y a z- y\~3z B(a, z). 

[Sachant que a n’est pas divisible par 3, il faut montrer que a 2 —1 est divisible par 3]. 

On suppose connue la propriété: 5b-EU a=3 • x v 3x a-V 1 3 • * v 3 jc a—1 =3 • x 
Par (4c) on a 

S, ~3x a 3 • x\— 3x a-V\ — 3 • x v 3x a —1=3*. 

[Comme a n’est pas divisible par 3, ou bien û+1 ou bien a —1 l’est]. 

Par (4a) on peut alors montrer que 

(/) S, 3x a \ \ 3-a: h-3 z B(a , z) et (//) S y 3x a —l=3*l-3z B(a y z). 

[Deux cas sont à envisager (/) a-V 1 est divisible par 3, (//) a —1 est divisible par 3]. 

On va démontrer (/), on utiliserait des arguments analogues pour (//). Par (6c) il 
suffit de montrer que S, a 1+3 • bV-z B(a y z ) et par (6a) S y a+1 =3 ■ b V-B(a y t) 
pour un certain t. 

[Soit b l’une des valeurs de x telles que a-V 1=3* jc; il suffit d’exhiber un nombre t tel 
que a 2 —1 3 • /] 

SV-(a \ I) (a—4) a 2 1 d’où par application des règles (8a), (8b) et (8c) 

S y a-V 1 =3 • b V-a 2 — 1 3 b (< a —1), 

c’est à dire que le terme / b ■ (a —l) convient. 


15.3. Théories formalisées 

La formalisation d’une théorie se fait en plusieurs étapes. D’abord il faut se donner le do¬ 
maine des objets et leurs relations spécifiques. A ce niveau, les premiers concepts mathémati¬ 
ques sont obtenus par abstraction de situations concrètes; par exemple les concepts géométriques 
fondamentaux de point et de droite sont des abstractions de la réalité. Dans une seconde étape 
on précise le concept de proposition et d’interprétation des propositions dans le domaine en ques¬ 
tion. Finalement on se donne un système d'axiomes et de règles de déduction. Le système 
d’axiomes doit être complet , c’est à dire, caractériser complètement le domaine concerné. Plus 
précisément toute proposition vraie dans ce domaine doit être déductible du système d’axiomes. 

La plupart des théories mathématiques se rapportent à une certaine classe de structures. La 
théorie d’une classe K de structures peut être identifiée à l’ensemble des propositions valides 
dans toute structure de cette classe. 
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Définition. Relativement à une classe donnée K d’une 27-structure la théorie élémentaire T(K) 
de cette classe est définie par T(K)= {He L l : K N H} ; où K \= H signifie A f= H pour toute 
structure A e K, c’est à dire que H est vraie dans K. 


T(K) est la théorie élémentaire de la classe K de structures. Un ensemble X de propositions 
est un système d’axiomes pour une théorie T si X h — T et si X est décidable, c’est à dire si 
pour toute formule H de on peut décider en un nombre fini d’étapes si H 6 X ou H $ X. 


Exemples de théories élémentaires formalisées. 

31. La théorie des corps avec 27={ + ,-, 0, 1} est caractérisée par le système d’axiome suivant : 

Vx Vy Vz[x+(y+z)=(x+y)+x], V*[*+0=0+*=*], 

Vx 3y(x+y=0), Vx Vy(x-Fy=y-l-x), 

Vx Vy Vz[(x • y) • z=x • ( y • z)], Vx Vy(x • y=y • x), 

Vx(x • 1 = x), Vx[x ^ 0-> 3 y(x • y=l)], 

Vx Vy Vz[(x+y) • z=x z+y • z]. 

32. La théorie des ensembles totalement ordonnés avec 27={<} est caractérisée par: 

~3x(x<x), Vx Vy Vz(x<y Ay<z->x<z), 

Vx Vy(x=y vx<y vy<x). 


33. La théorie des groupes avec 27= {-, 1} est caractérisée par: 
Vx Vy Vz[(x • y) ■ z=x • (y • z)], Vx(x • 1 =x), 

Vx 3y(xy=l). 


Définissabilité dans les théories formalisées. Fréquemment dans une théorie mathématique- T y 
en plus des symboles fondamentaux donnés dans la signature 27, on définit de nouveaux con¬ 
cepts, prédicats et opérations. Par exemple dans l’arithmétique des entiers naturels la relation 
x | y de divisibilité “x divise y” est définie par: x | y= de/ 3z (y=xz) et la relation a<b par: 
a<b= dcf 3x ( a+x=b ). De telles définitions explicites peuvent être caractérisées comme des pro¬ 
positions formelles particulières. Dans l’exemple cité on étend la signature initiale 27= {-F, *, 0, 1} 
de l’arithmétique élémentaire en lui ajoutant le symbole de prédicat binaire |, alors on peut 
ajouter aux axiomes de l’arithmétique la proposition Vx Vy [x | y->3z (y=x z)] qui est appelée 
définition du prédicat x | y. 

Tout symbole fonctionnel ou individuel peut être introduit par une définition. Une définition 
explicite d'une fonction Fan arguments dans une théorie T a la forme suivante: 

Vxj • - • Vx„ 3 y[Fx y - - - x„=y->V(x 1 ,..., x„, y)], 
où il est supposé que dans T les propositions 

Vx, -.. Vx„ 3y V(x„ - •., x„, y) et Vx,. - - Vx„ Vy Vz[/t(x„ ...» x„, y) A V(x„ ... x„, z)->y=z] 

sont déductibles. 


Définition: Soient une théorie élémentaire T de signature 27, et une relation R élément 
de 27. Si 27'ç=27\ {R} est un sous-ensemble de 27, alors on dit que la relation R est expli¬ 
citement définissable dans T si il existe une définition de R dans T à l’aide de symboles de 27' 
uniquement. 


Si dans une théorie T une relation R est explicitement définissable par l’intermédiaire des 
autres relations, alors toute expression peut être transformée dans T en une expression équi¬ 
valente ne contenant pas le symbole R. La relation R n’est donc pas indispensable. Mais d’un 
point de vue méthodologique la recherche de “bonnes” définitions est aussi importante que 
celle de bonne démonstration. 

Si un prédicat R est définissable dans une théorie T au moyen de prédicats Q ly . - • , Q n alors 
dans tout modèle de T l’interprétation de R ne dépend que des interprétations des Q t . Le prin¬ 
cipe suivant est donc valide. 

Principe de Padoa: Le fait qu'un prédicat R ne puisse être défini dans une théorie T par 
les prédicats Q u ...» Q„ peut être établi en exhibant deux modèles M et M’ qui ne diffèrent 
que par la signification de R. 

Les définitions axiomatiques sont d’une autre nature. Elles tendent à cerner un concept ou 
une relation d’un domaine d’objets axiomatiquement , c’est à dire à les caractériser par un ensem¬ 
ble de propositions. Pour une classe K de structures ceci signifie qu’un système d’axiomes doit 
être donné à priori pour la théorie élémentaire de K. 
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15.4. Algorithmes et fonctions récursives 

Dans le cadre des mathématiques et de la logique, les algorithmes apparaissent comme des 
méthodes générales de résolution des problèmes d’une classe donnée. Leur propos est de dé¬ 
crire des processus qui peuvent être répétés ou commandés par une machine. Comme exem¬ 
ples de processus algorithmiques on peut citer l’inférence logique et certains processus de calcul 
utilisés en mathématiques, en particulier, les méthodes de résolution de nombreux types d’équa¬ 
tions. 

Une des caractéristiques d’un algorithme est de transformer des données initales (entrées) en 
données finales (sorties) à l’aide d’un système de règles de transformation. Mais on ne parle 
d’algorithme que si certaines conditions supplémentaires sont satisfaites: 

(#) Le système des données à transformer doit être cité explicitement ; 

(U) l’algorithme doit pouvoir être décrit en un nombre fini de règles car aucune machine ne 
peut en enregistrer un nombre infini; 

(///) la transformation des données qui est l’oeuvre de l’algorithme doit se faire en une suite 
d’étapes. Chacune de ces étapes correspond à l’application de l’une des règles définies. 

De 1931 à 1947, dans le cadre de la logique mathématique, se développèrent autour 
de la notion d’algorithme un certain nombre de concepts tendant à préciser celle-ci. Les 
plus importants sont le calcul des équations (J. Herbrand, K. Gôdel, S. C. Kleene de 1931 
à 1936), la machine de Turing (A. M. Turing 1936), le A-calcul (A. Church 1936) et les con¬ 
cepts algorithmiques de E. L. Post (1936) et A. A. Markov (1947). 

Il est très significatif de remarquer que toutes ces notions sont équivalentes au sens où les 
fonctions numériques formelles ou encore fonctions récursives peuvent être effectivement calcu¬ 
lées pour chacune d’entre elles. Une fonction numérique formelle est une fonction définie sur 
le domaine des entiers naturels. Sur la base de cette équivalence on voit bien que le concept 
intuitif d’algorithme a gagné une grande précision. C’est ce que Church avait mis en évi¬ 
dence dès 1936 et qui est connu dans la littérature mathématique comme l'hypothèse de Church. 

Une fonction numérique formelle / est dite calculable s’il existe un algorithme qui permette 
de calculer /(//) pour toute valeur n de l’argument. 

Exemples de fonctions calculables. 

34. Soit f(x) le x-ième nombre premier. Alors la méthode du crible d’Eratosthènc (cf. Cha¬ 
pitre 1) permet de calculer la fonction. 

35. Soit /(x, y) le plus grand commun diviseur de x et y. Cette fonction peut être calculée 
par l’algorithme d’Euclide (cf. Chapitre 1). 

36. Soit /(x) la x-ième décimale de la représentation de tt= 3,141 59.... Alors une appro¬ 
ximation de n par une série convergente permet de calculer la fonction (cf. Chapitre 21). 

La classe des fonctions récursives s’obtient en précisant le concept intuitif de fonction cal¬ 
culable. Certaines fonctions élémentaires , considérées comme immédiatement calculables, sont 
dites réci'irsivcs et des règles sont spécifiées qui permettent d’engendrer de nouvelles fonctions 
récursives à partir de fonctions récursives données. Ces règles sont telles que pour toute fonc¬ 
tion récursive nouvelle on puisse indiquer immédiatement l’algorithme utilisé pour calculer la 
fonction cet algorithme étant compatible avec les fonctions récursives données. 


A. Fonctions récursives élémentaires 

(/) Les fonctions projections /"'(I <w</i) définies par les équations I„(x l , ., x rt )=x, M ; 

(//) les fonctions constantes définies par les équations F?(x lt ..., x„)=c, où c est un entier 
naturel fixé; 

(///) la fonction successeur définie par f(x)=x-\-l. 

B. Règles de génération de fonctions 

(i) La composition de fonctions. Si /est une fonction à k arguments et g l9 ..., g k des fonctions 
à n arguments alors la relation g(x ly ..., xj^fg^x^ ...» x„), ... , g k (x lf • • ,*„)] 
définit une fonction à n arguments. 

(ri) La récurrence simple. Si h est une fonction à (AH-1) arguments et g une fonction à (k — 1) 
arguments, alors le système d’équations suivant détermine une fonction à k arguments 
et une seule: 

f(x 1, • • • , X*-1, 0) =#(*„ .... JC»-,), 

/(*i.x*-!, y+i) =/»[*!, • • ■, *>-!, y, /(*i, • • •, y)l 
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L’existence et l’unicité de cette fonction étant garanties pas le théorème de justification de 
Dcdekind (cf. Chapitre 3). 

(///) La minimisation. Si /est une fonction à (k+ 1) arguments telle que pour tout A:-uple 
(jCj, x k ) d’entiers naturels il existe un nombre y vérifiant f(x l9 ..., x k , >0=0, alors 
une nouvelle fonction g est définie au point (x l9 ..., x k ) comme le plus petit y vérifiant 

/(*i, y)= 0. 


Une fonction numérique formelle est récursive si c’est une fonction récursive élémentaire ou 
si elle peut être engendrée à partir des fonctions élémentaires par un nombre fini d’applica¬ 
tions des règles ci-dessus. Si on n’admet que les règles B (i) et B (//) alors la classe des fonctions 
résultantes est celle des fonctions récursives primitives. 

Exemples de fonctions récursives primitives. 

37. La suite des nombres de Fibonacci: /(0)=1, /( 1 ) == 1, f(x -f-2) = f(x +1 ) +/(*). 

38. La fonction /( x, y)=xA-y se déduit par récurrence simple des fonctions récursives ini¬ 
tiales h(x> y , z)=z-\~ 1 et I}(x)—x: 

x~\-0=I\(x)--=x, x-\r(y+\)=h(x 9 y y x-\-y). 

39. La fonction g(x t y)=xy se déduit par récurrence simple des fonctions récursives 
h\Xy y, z)=x-hz et C 0 (*)=0: 

g(Xy 0)=x • 0=C 0 C*)=0, g(Xy yAr\)=h’(Xy y, x • y). 

40. La fonction e(jt, y)=x y se déduit par récurrence simple des fonctions récursives 
h"(x, y y z)—X' z y C^jc) = 1 : 

e(*, 0) = C 1 (*)=1, e(Xy y+\)=h"[Xy y t e(x t y)]. 

Selon l’équivalence entre les différents concepts d’algorithme, mentionnée précédemment, on 
s’aperçoit que la classe des fonctions calculables coïncide avec celle des fonctions récursives. 

Hypothèse de Church. Une fonction numérique formelle est calculable si et seulement si elle 
est récursivc. 

Le problème de la décision. Une définition précise du concept d’algorithme était une con¬ 
dition préalable à la recherche de la résolution algorithmique de certains problèmes. De telles 
questions avaient été débattues dès le Moyen Age. Ainsi, vers 1300 Raymundus Lullus déve¬ 
loppait l’idée d’un Ars magna qui donnerait une méthode .générale de découverte de toutes les 
vérités. Ces idées redevinrent actuelles quand Leibniz (1646-1716) montra qu’en fait le concept 
d’Ars magna en recouvre deux, celui d'Ars indicandi , méthode de décision et celui d'Ars inve- 
niendiy méthode de génération et d'axiomatisation. Après Leibniz ces idées furent abandonnées. 
Une des raisons en est que les techniques de formalisation et d’interprétation de la logique ma¬ 
thématique qui sont indispensables pour de telles investigations n’existaient pas encore. 

Mais, grâce aux fonctions récursives on peut décrire une procédure précise de décision et de 
génération. Ces concepts sont d’abord définis pour les ensembles d’entiers naturels. 


Définition de la méthode de décision et de génération 

(/) Un ensemble S d’entiers naturels est récursivement énumérable si et seulement si il existe 
une fonction récursive / dont l’image coïncide avec S. Cette fonction / donne une mé¬ 
thode de génération de l’ensemble S. 

(//) Un ensemble S d’entiers naturels est décidable si et seulement si la fonction caractéris¬ 
tique f s est récursive; f s étant définie par 



Si f s est récursive, alors on peut décider si un nombre entier donné n est ou non un 
élément de S. 


L’ensemble des nombres pairs est décidable. 
L’ensemble des nombres de Fibonacci est décidable. 
L’ensemble des nombres premiers est décidable. 
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Le concept d’algorithme, originellement peu restrictif, ne se référé pas seulement aux entiers 
naturels mais aussi à des domaines plus généraux, par exemple l’algorithme de dérivation des 
polynômes. 


Les algorithmes non-numcriqucs peuvent être réduits à des fonctions récursives et à des 
ensembles récursifs d’entiers naturels. 

Soit K une classe de données (entrées-sorties) non numériques; supposons fixée une ap¬ 
plication de cette classe dans l’ensemble des entiers naturels. Cette application, appelée codage 
doit être choisie de telle sorte que 
(/) elle soit elle-même donnée par un algorithme; 

(il) il existe un algorithme permettant de savoir si un nombre est le code d’un objet non-nu¬ 
mérique et si oui de connaître cet objet; 

(///) ce codage ne peut être utilisé que lorsque la classe non numérique K est elle-même engen¬ 
drée par un algorithme. 

Par identification des objets d’une classe non-numérique à leurs codes, le problème de la 
décision pour des sous-classes de K se ramène au problème de la décision pour des sous-ensem¬ 
bles d’entiers naturels. 

Les problèmes de décision et d’axiomatisation sont d’une grande importance pour les théo¬ 
ries mathématiques, spécialement pour les théories élémentaires. Dans l’étude de ces questions 
on part d’un codage <I> qui associe un entier naturel à tout assemblage de symboles choisis 
dans l’ensemble 

A=£\j{~, v, a, *-*, 9, V, jc„ * 2 , • • • } 

d’un langage élémentaire. De tels codages sont faciles à déterminer. 


Définition de la décidabilité et de Paxioniatisabilité d’un langage élémentaire. Soit <7> un co¬ 
dage des assemblages de symboles d’un langage élémentaire L E . Une théorie élémentaire 
T^L l est décidable si et seulement si 0(7’ h ) est récursive. T est axiomatisable si et seule¬ 
ment si il existe un ensemble décidable 5çL E tel que £‘" = 7^. 


Grâce à ces définitions la tentative médiévale de créer un Ars magna prend un sens bien 
défini. Les premiers résultats importants sont dûs à Godel. Il démontra en 1930 que les thèses 
d’un langage élémentaire sont axiomatisables, ou encore qu’elles peuvent être générées au sens 
de l’Ars inveniendi. Güdel obtint ensuite un résultat encore plus important: à savoir que la 
théorie élémentaire des nombres n’est pas axiomatisable, c’est à dire, qu’il n’existe pas d’algo¬ 
rithme pour produire les propositions qui sont valides dans le domaine des entiers naturels 
N =(N, + , -, 0, 1). Bien sûr une telle preuve ne peut être établie sans une définition précise 
du concept d’algorithme. La démonstration de Godel repose sur la notion de fonction récursive 
et donne un exemple de problème algorithmiquement insoluble. Depuis il a été démontré que 
plusieurs autres théories élémentaires sont indécidables. 

La théorie élémentaire des groupes est indécidable. 

La théorie élémentaire des corps est indécidable. 

Si une signature H contient une relation formelle /i-aire avec #»>2 alors l'ensemble P des 
formules logiquement valides est indécidable. 

En 1970 un problème célèbre a été résolu par la négative. C’est le dixième problème posé 
par Hilbert lui-même en 1900 au Premier Congrès International des Mathématiciens à Paris: 
existe-t-il un algorithme universel de résolution des équations diophantiennes? 

Il existe aussi des théories décidables. 

La théorie élémentaire du corps des nombres réels est décidable. 

La théorie élémentaire de la géométrie euclidienne est décidable. 

La théorie élémentaire des groupes abéliens est décidable. 

On a constaté que toute théorie suffisamment expressive est indécidable. Cette reconnaissance 
des limitations et du champ de la méthode axiomatique peut être considérée comme l’un des 
résultats les plus importants de la recherche sur les fondements des mathématiques. 
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16.1. Groupes et semi-groupes 

Groupes 

Les ensembles, dont deux éléments peuvent être combinés à l’aide d’une règle spécifique et 
dans un ordre particulier afin d’obtenir un troisième élément de ce même ensemble, se ren¬ 
contrent fréquemment dans toutes les branches des mathématiques. 


Une opération sur un ensemble S est une application qui à tout couple ordonné (a, b) 
d’éléments de S, associe un troisième élément c de cet ensemble. On écrit habituellement ces 
opérations avec les symboles de la multiplication ou de l’addition c’est à dire c=ab ou c=a-\-b , 
appelées respectivement produit et somme des éléments a et b. 


Exemples. L’addition et la multiplication ordinaires sont des opérations sur l’ensemble des 
entiers, des nombres rationnels, des nombres réels et des nombres complexes. La multiplica¬ 
tion des matrices est une opération sur l’ensemble des matrices ( nXn ), et sur celui des ma¬ 
trices (nXn) de déterminant non nul, et sur celui des matrices {n X n) de déterminant égal à 1. 

On peut définir une opération sur l’ensemble des permutations d’un nombre fixé d’éléments 
en définissant le produit de deux permutations comme la permutation obtenue en exécutant 
l’une après l’autre. (Il s’agit d’un cas particulier de la composition des applications.) 


( 1 2 3 4\ /I 2 3 4\ 

2 3 1 4/ Ct \4 1 3 2/ est à 

-C 234 ) 

\l 342/ 


th'l Y 


'12 3 4 
,13 4 2 

Comme on peut le constater sur le schéma suivant 


(■■• ■)( 


12 3 4 



lt 3 t 2 


■cm: :i> 


Le produit de deux permutations d'un nombre déterminé d'éléments est encore une permu¬ 
tation de ces mêmes éléments. 


Une permutation P ( 1 ^ de n objets peut être aussi écrite comme le produit 

Vi h't r - ij 

de cycles. L’élément i r qui suit r> doit lui-même arriver dans la rangée du haut et il est suivi 
par son image ï r . L’étape suivante donne un autre élément i' r ' et ainsi de suite. Ce processus 
s’arrête après un nombre fini d’étapes, lorsque l’élément r est de nouveau atteint. Ce cycle 
peut avoir au plus n éléments. S’il ne contient pas tous les éléments, on commence un nouveau 
cycle; si i r =r y on peut écrire le cycle sous la forme (r), mais en général il est omis dans le 
produit. 


Par exemple, les permutations A = 


/I 2 3 4 5 6 7\ /I 2 3 4 5 6 7\ 

\2 4 1 7 6 5 3/ C V7 3 5 1 2 4 6/ 


peuvent 


s’é¬ 


crire A = (1 2 4 7 3) (5 6) et B=( 1 7 6 4 ) (2 3 5). Leur produit AB=C= 


/I 2 3 4 5 6 7\ 
\3 1 7 6 4 2 5/ 


=(1 3 7 5 4 6 2) ct = \ J * J \ ’) = (| 3 6 7 5 4 2). 
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Les exemples précédents ne sont pas tous de même nature. Certains ensembles sont infinis, 
d’autres -sont finis, et un examen plus approfondi de ces opérations révèle des différences plus 
poussées. On dit qu’une opération sur un ensemble est associative si pour trois éléments quel¬ 
conques a y b , c de 5, on a (a b) c=a (b c) (si l’opération est écrite multiplicativement) et 
(<H -b)+c=a-\-(b l e) (si on écrit l’opération comme une addition). On dit qu’une opération est 
commutative si pour deux éléments quelconques on a ab^-ba ou bien a-\-b=b-\-a respectivement. 
Il est facile de vérifier que la multiplication des matrices ou des permutations est une opération 
associative. La multiplication et l’addition des nombres sont associatives et commutatives. Ce¬ 
pendant, la multiplication des permutations et des matrices ne sont pas commutatives comme 
cela est montré dans l’exemple ci dessus où AB^BA. 

Un élément e d’un ensemble S est dit élément neutre d’une opération si quelque soit l’élément 
a de 5, l’application de l’opération à e et à a dans n’importe quel ordre donne encore a. Si 
l’opération est notée multiplicativement, on appelle e l'élément unité et ea^ae=a. Par exemple, 
/I 2 3 4\ 

la permutation (. ^ 3 4 y est l’élément unité de l’ensemble des permutations à quatre éléments 


et la matrice ^ j est l’élément unité dans l’ensemble des matrices (2x2). De même, pour 

la multiplication, 1 est élément unité dans l’ensemble des entiers, des nombres rationnels, des 
nombres réels et des nombres complexes. Soit S un ensemble dont la loi de composition est 
notée “multiplié” et soit e l’élément unité pour cette loi, on dit que a e S est l’inverse d’un 
élément aeS si aa=aa =e, on note a par a~ x \ par exemple, la permutation inverse de 


-G* a si GtîtîtitMiîîî) 

clés />=( 1 2 4) et p x ={\ 4 2). 

A partir de nombreux exemples on obtient le concept de groupe. 


dans la notation des cy- 


Un ensemble G a une structure de groupe si les quatre conditions suivantes sont satisfaites: 

(I) Une opération (multiplication) est définie sur G. 

(II) L’opération est associative. 

(III) L’ensemble G a un élément unité e . 

(IV) Tout élément « de G admet un inverse a~ l dans G. 


On voit facilement, que l’élément unité e et l’élément inverse a~ l sont uniques. 

Si l’opération est de plus commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien en l’honneur 
de N. H. Abel (1802-1829). 

L’emploi de la notation multiplicative est seulement une question de convention, mais 11 e 
doit pas masquer la nature de l’opération. On peut tout aussi bien utiliser la notation additive. 
Dans ce cas, l’élément unité s’appelle le zéro et l’inverse, l'élément opposé. On réserve la no¬ 
tation additive pour les groupes abéliens. 

En accord avec les concepts de la théorie des ensembles, on distingue groupes finis et grou¬ 
pes infinis. Le nombre d’éléments dans un groupe est appelé l ’ordre du groupe. Pour les grou¬ 
pes finis, on peut écrire la table de multiplication, dans laquelle l’élément dans la ligne 

et la jième colonne est le produit du iième élément et du jîàma élément du groupe. On donne 
des exemples de tables dé multiplication dans le paragraphe sur les sous-groupes. 

Exemples de groupes. Les entiers, les rationnels, les réels et les nombres complexes for¬ 
ment des groupes abéliens infinis pour la loi d’addition. Les nombres rationnels, réels, com¬ 
plexes non nuis forment des groupes abéliens infinis pour la multiplication (bien qu’ils soient 
abéliens, on les note multiplicativement pour éviter les confusions). 

Les matrices (nXn) de déterminant non nul, ainsi que celles de déterminant égal à 1 forment 
des groupes infinis non abéliens pour la multiplication des matrices. Les premier s’appelle le 
groupe linéaire général (GL(n)) t et le second le groupe linéaire particulier SL(n). 

Groupes des permutations. Les permutations d’un nombre fixé de n éléments forment un 
groupe fini pour la multiplication définie précédemment, on l’appelle le groupe symétrique S n . 

Son ordre est n\. Pour n> 3, il est non abélien. Si p= ( ! ? est une permutation, alors 

Vi h • • • l n/ 

le nombre d’inversions dénombre combien de fois un nombre plus grand se rencontre avant 
un plus petit dans la suite 4 , i 2i • •., Si le nombre d’inversion est un nombre pair, la .per¬ 
mutation est dite paire, dans le cas contraire, elle est impaire. 
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Exemple 1: La permutation 3152 / com P orte 6 inversions: 4 est avant 3, 2 et 1, 

3 est avant 2 et 1, et enfin 5 est avant 2 

S n se divise en ai !/2 permutations paires et ai !/2 impaires. 

Le produit de deux permutations paires est paire. Le produit de deux impaires est aussi paire. 
Le produit d'une paire et d'une impaire est impaire. 

A partir de ce résultat, on introduit l’idée d’un signe pour les permutations: sgn p= + l si 
p est paire et sgn p= —1 si p est impaire. D’où la signature du produit de deux permutations 
est le produit de leurs signatures. On voit maintenant aisément que l’inverse d’une permutation 
paire est paire car la permutation identique est paire. Donc, l’ensemble des permutations paires 
forment un groupe d’ordre ai !/2 appelé groupe alterné A „. 

Sous-groupes. Un sous ensemble H d’un groupe G est dit un sous-groupe si H est lui-même 
un groupe pour la même opération que celle définie sur G. Par définition, le groupe lui-même 
et le sous-ensemble réduit à l’élément unité, sont des sous-groupes de G. Tous les groupes 
ayant un seul élément sont appelés triviaux et tous les sous-groupes d’un groupe G autre que 
G lui-même sont appelés propres. La plupart des groupes mentionnés dans l’introduction sont 
eux-mêmes les sous-groupes du groupe additif des réels. Le groupe multiplicatif des rationnels 
non nuis est un sous-groupe du groupe multiplicatif des nombres réels non nuis. Le groupe 
alterné A„ est un sous-groupe du groupe symétrique S n . Le groupe particulier linéaire SL(n ) est 
un sous-groupe du groupe linéaire plus général GL(n). La proposition suivante découle immé¬ 
diatement de la définition du sous-groupe: 

L'intersection d'une famille de sous-groupes est un sous-groupe. 

Soit a un élément d’un groupe G , il existe des sous-groupes contenant cet élément, par exemple 
G,lui-même. L’intersection de tous les sous-groupes, contenant a , contient a aussi par définition, 
et est appelé le plus petit sous-groupe contenant a. On l’appelle le sous-groupe cyclique engen¬ 
dré par r/et on écrit <a>. De façon évidente, <a> est formé de toutes les puissances a n , 
ne Z (les puissances négatives sont les puissances de l’inverse; les puissances positives sont 
comme d’habitude les produits d’un élément par lui-même). 

Si toutes les puissances a" sont distinctes, alors <a> est appelé un groupe cyclique infini. Sinon, 
il existe un plus petit entier n tel que a n =e , et <a> est un groupe cyclique d'ordre n: <a> 
est constitué des éléments e, a, • • a n ~ l =a~\ a" +1 =fl etc. Un groupe qui coïncide avec 
l’un de ses sous groupes cycliques, est dit cyclique. 

La réunion U x kjU 2 de deux sous-groupes n’est pas, en général, un sous-groupe, comme le 
montre l’exemple ci-dessous. L’union est simplement un sous-cnscmblc de G ; mais à tout 
sous-ensemble S de G, on peut associer l'intersection de tous les sous-groupes contenant S 
(c’est le plus petit sous-groupe contenant S) comme le sous-groupe <S> engendré par S. Le 
sous-groupe <U ly U 2 > est alors le plus petit sous-groupe contenant à la fois U Y et G 2 . Si 
<5> = G pour un sous-ensemble S de G, on dit que G est engendré par S. 

Exemple 2; Les éléments de S 3 sont ^=(1), p 2 =(l 2 3) p 3 =( 1 3 2), /> 4 =( 1 2), p 6 =( 1 3) 


et Pq=(2 3). La table d’opération est: 








En utilisant cette table, on voit que les ensembles 
-4 = {Pu Pi) > B= {p lt /%} C= {p,, p,} et D= {p u p 2 ,p 3 } 


Pi 

P2 

Pi 

P\ 

Pb 

Po 

Pi 

Pi 

Pi 

Pi 

P\ 

Pb 

Pi 1 

sont des sous-groupes de S 2 . En outre, A — <p 4 >, 

B=<p 5 >, C=<p 0 > sont des groupes cycliques 

Ih 

Pi 

Pi 

Pl 

P« 

P\ 

Pb 

d’ordre 2 et D=</? 2 >=</> 3 > est un groupe cyclique 

P 3 

P3 

Pi 

Pi 

fh 

Pu 

Pl 

d’ordre 3. L’union de A et de D n’est pas un 

Ih 

P\ 

Pu 

Ih 

Pl 

Pi 

Pi 

sous-groupe, car le produit Pb^PiPi appartiendrait 

Ih 

Pt> 

P G 

P\ 

Pi 

Pl 

Pi 

à {Pi, Pi)^t{Pu Pi, A*}> ce qui n’est évidemment pas le 
cas. Le groupe engendré par l’union est 5 3 tout entier. 

P« 

th 

Ih 

Pb 

Pi 

Pi 

Pl 


Homomorphismes 

Homomorphisme. Le concept d'homomorphisme occupe une place importante dans la théorie 
des groupes. Cette notion est caractérisée par deux affirmations. L’une concerne l’ensemble des 
éléments, l’autre des lois des groupes. 

Une application f d'un groupe G dans un groupe G' est un homomorphisme si pour deux élé- 
ments quelconques a et b e G, on a la relation (H) f(a • b)=f(a) f(b). _ 
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Ici, le produit qui est dans le rpembre de gauche de l’égalité, est pris dans G, celui de droite 
dans G'. L’image de G par / est un sous-groupe de G'. Si l’homomorphisme de G, dans G ' 
est surjectif, c’est à dire si tout élément de G' est l’image d’un élément de G par /, alors, on 
dit que G' est limage homomorphe de G. Il est parfaitement possible que deux éléments distincts 
de G aient pour image le même élément de G'. On n’impose pas que les homomorphismes 
soient injectifs. 


Exemple 1: Soit G le groupe de toutes les matrices réelles (2x2) de déterminant non nul, 
et soit G' le groupe multiplicatif des nombres réels non nuis. L’application, qui à toute matrice 
associe son déterminant, satisfait l’hypothèse H et est un homo¬ 


morphisme. De plus, il est surjectif, car tout nombre réel r 
est le déterminant d’une matrice 


Co :) 


' /a b\ la b 


\c d)-*\c d 

= {ad — bc) 


Exemple 2: L’application qui à toute permutation peS„ y associe sa signature sgn p est un 
homomorphisme de S„ dans le groupe multiplicatif des nombres réels, à l’aide de la règle: 
sgn (pi /? 2 ) = sgn Pi' sgn p 2 . Son image est le sous-groupe constitué des nombres -}-l et —1. 


La condition (//) signifie que, dans un certain sens, un homomorphisme préserve la structure 
du groupe d’origine. 

L’image est en général “plus petite’’ que le groupe d’origine. Par exemple, toutes les matrices 
de type^^ où A et p sont des nombres réels tels que Xp = \, ont même déterminant 
(a b\ 

que la matrice I ^ L’ensemble des éléments qui ont pour image l’élement unité est une 

mesure du rétrécissement de G. Ces éléments forment un sous-groupe particulier du groupe 
initial, appelé le noyau de l’homomorphisme. Dans l’exemple I, le noyau de l’homomorphismc 
est le groupe particulier linéaire SL{2) des matrices (2x2) et le noyau de l’homomorphisme 
dans l’exemple 2 est le groupe alterné A„ de toutes les permutations paires de S n . 


Isomorphismes | On appelle isomorphisme un homomorphisme bijectif. | 

Si / est un isomorphisme de G sur G', alors G' est son image et son noyau est le sous- 
groupe réduit à l’élément unité de G. L’application réciproque de G ' dans G satisfait aussi à 
l’hypothèse {H) et est aussi un isomorphisme. S’il existe un isomorphisme de G dans G', on 
dit que les deux groupes sont isomorphes , on note GçzG'. 


Exemple 3: Soit V 4 le groupe de Klein constitué des permutations e~{\), a (1 2) (3 4), 


b={\ 3) (2 4) et c— (1 4) (2 3). Soit G le groupe formé des matrices e 



/—1 0\ , /O 1\ 

( 0 —l)’ b '-\i 0/* et c 



Définissons l’application /suivante: 



y i 

e 

a 

b 

c 


G 

e 

d 

b' 

c 

e 

e 

a 

b 

c 


e 

e 

d 

b ’ 

c 

a 

a 

e 

c 

b 


d 

d 

e 

c 

b' 

b 

b 

c 

e 

a 


H 

b' 

c r 

e' 

d 

c 

c 

b 

a 

e 


c 

c 

b ' 

d 

e 


c - c 

A partir des tables des deux groupes V x 
et G, on peut vérifier que l’hypothèse 
(H) est satisfaite. V 4 est isomorphe au 
groupe G. 


Comme le montrent les exemples, les groupes isomorphes ont des structures identiques, même 
si leurs éléments sont de types totalement différents, comme ici les matrices et les permutations. 
Les homomorphismes et isomorphismes ne s’appliquent pas seulement aux groupes finis. Les 
groupes isomorphes ont le même nombre cardinal. 

Exemple 4: Soit R* le groupe multiplicatif des nombres réels positifs et R' le groupe ad¬ 
ditif des nombres réels. L’application / : a-> ln a qui à tout nombre positif réel associe son 
logarithme est un isomorphisme de groupes; on a bien sûr f{a • b)=f{a)\f{b) car ln (a b) = 
ln a+ ln b , c’est à dire que R* ^ R + . 
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L'isomorphisme est une relation d'équivalence sur les groupes. On peut donc seulement s’inté¬ 
resser à la classe d’isomorphisme d’un groupe et non pas à sa représentation particulière,, on 
parlera alors d'un groupe abstrait. 

Les groupes isomorphes ont la même structure et les règles de calculs à l’intérieur suivent 
les mêmes lois et règles même si les cléments sont de types différents et si les opérations peuvent 
être définies de manières différentes. 

Sous-groupes distingués. On a déjà mentionné que les noyaux des homomorphismes forment 
un type particulier de sous-groupe. Un sous groupe N qui est le noyau d’un homomorphisme d’un 
groupe G dans un autre groupe est dit distingué. Ainsi, dans l’exemple 1 (du paragraphe sur les 
homomorphismes), le groupe linéaire particulier est un sous-groupe distingué du groupe symétrique. 
On appelle groupe simple un groupe dont les seuls sous-groupes distingués sont lui-même et le 
sous groupe réduit à l’élément unité. Un homomorphisme d’un groupe simple G dans un groupe 
H est tel que, soit H est trivial, soit cet homomorphisme est un isomorphisme. Le résultat 
suivant sur les groupes de permutations est mentionné ici à cause de ses applications dans la 
théorie de Galois. 

Pour n >4 te groupe alterné A„ est ie seul sous-groupe propre non trivial de S n . Pour n> 4, 
le groupe alterné est simple. 

On dit qu’un sous-groupe propre distingué M de G est maximal si, pour tout sous-groupe 
distingué À de G tel que MgiVçG, on a soit M=N , soit N—G. Le groupe de Klein V x est 
un sous-groupe distingué maximal de A x . 

Groupes quotients. Soient S un sous-ensemble de G et « un élément de G, l’ensemble aS 
est défini par {«.y | .s e S}. On peut définir de même Sa. Si H est un sous-groupe de G, les en¬ 
sembles a H pour a e G sont appelés les classes à gauche de H dans G. On voit facilement 
qu’elles forment une partition de G. On peut prendre bien sûr les mêmes définitions pour les 
classes à droite, qui forment également une partition de G. Cependant, ces deux partitions ne 
sont pas identiques, en général. Maintenant, si f est un homomorphisme de G de noyau N y 
alors N a la propriété remarquable suivante, à savoir que pour tout a de G les classes aN et 
Na sont identiques, car elles sont toutes deux formées exactement des mêmes éléments, images 
par l’homomorphisme / du même élément a. Cette propriété est d’une grande importance, aussi 
va-t-on définir un terme spécial. 

Un sous-groupe N de G est dit invariant si pour tout a de G, on a aN=Na. Cette condition 
est équivalente à aNa~ l N pour tout a de G. _ 


Puisque les classes à gauche et à droite des sous-groupes invariants sont identiques, les mots 
gauche et droite peuvent être omis. Comme elles forment une partition, deux classes sont soit 
égales, soit disjointes. En généralisant maintenant la notation de produit encore plus, et en définis¬ 
sant pour les sous ensembles S et T de G, le produit ST—{st\s eS et te T}, alors pour les 
sous-groupes H de G, on a la relation HH^H. Pour les sous-groupes invariants N y on peut 
même dire plus. Si aN et bN sont deux classes alors (aN) (bN) ^(aN) (Nb)~a((NN)b) a(Nb) = 
a(bN)=abN. Par conséquent, le produit de deux classes d’un sous-groupe invariant est une 
classe et contient les produits d’éléments de deux classes. On peut maintenant vérifier que l’en¬ 
semble des classes d’un groupe invariant N forment véritablement un groupe pour la multipli¬ 
cation, l’élément unité est eN=N et l’inverse de a N est a~ l N. L’application n : a->aN , qui à 
tout élément de G fait correspondre sa classe, est un homomorphisme que l’on appelle / 'homomor¬ 
phisme canonique. Le noyau de n est, par définition, le sous-groupe invariant N. Les concepts 
de sous-groupes distingués et invariants sont identiques. Le groupe des classes de N est appelé 
le groupe quotient de G par N y et est noté G/N. 


Exemple 5: Le groupe quotient de S n par A n est constitué des éléments p 0 A n et A„ où p 0 

est pair 
est impaire 

est de façon évidente l’homomorphisme canonique n de S n dans SJA n . 


T , f pA n —A„ si p es 

est une permutation impaire. L application n\ p->{ . . 

{ pA„—p 0 A„ si p 


Le théorème d'homomorphisme. Si / est un homomorphisme de G sur un groupe G' (c’est à 
dire, que / est surjective), alors il existe une application naturelle des classes de N dans G', 
car tous les éléments des a classes ont la même image par /. L’application (p qui à la classe 
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aN fait correspondre son image f(à) est un isomorphisme de GjN et de l’image homomorphe 
G'. Ceci est l’objet du théorème d’homomorphisme (Fig.). 


Théorème d’homomorphisme. Tout homomorphisme surjectif d’un groupe G sur 
un groupe G' peut se décomposer en un produit de l’homomorphismc canonique 
de G sur G/ Ker / et d’un isomorphisme tp de G/ Ker / sur G'. 

16.1-1 Le théorème d’homomorphisme 



0/ Ker f 


Le théorème d’homomorphisme implique que la recherche des homomorphismes se ramène 
à la recherche des groupes quotients, des isomorphismes, et des sous-groupes. 


Exemple 6: On a montré que l’application / :/?->sgn p est un homomorphisme du groupe 
symétrique S n sur le sous-groupe { + 1, — 1} des nombres réels, son noyau est A n . Dans 

p est pair . 

a ete introduit. 


l’exemple 5, l’homomorphisme canonique n : s ‘ p 

[ pA„—p 0 A„ si p est impaire 

La décomposition énoncée dans le théorème d’homomorphisme est maintenant f—n • q> où (p 

4r*+l 


est l’application 


* ! { 


P 0 /t„-*— 1 

quotient SJA n sur le groupe {-H, — 1}. 


. De façon évidente, <p est en effet un isomorphisme du groupe 


La relation entre sous-groupes distingués maximaux et groupes simples est donnée par le théo¬ 
rème suivant. 

Un sous-groupe distingué N d’un groupe G est maximal si et seulement si le groupe quotient 
G/N est simple. 

Automorphismes. Un automorphisme est un isomorphisme d’un groupe G sur lui-même. Le 
produit de deux automorphismes d’un groupe G est encore un automorphisme de G. L’appli¬ 
cation identique de G sur lui-même qui laisse tout élément invariant, est un automorphisme, 
et si / est un automorphisme de G sur lui-même, l’application réciproque J'~ l l’est aussi. L’en¬ 
semble des automorphismes de G forme un groupe pour la composition des applications. C’est 
le groupe des automorphismes de G. 


Groupes finis 

La théorie des groupes finis se développa, à l’origine, comme un outil pour traiter le problème 
de la résolution des équations algébriques et s’intéressa d’abord seulement aux groupes des per¬ 
mutations , c’est à dire les sous-groupes des groupes symétriques. L’importance de ces groupes 
apparaît à travers les deux théorèmes suivants. 

Théorème de Caylcy. Tout groupe d’ordre // est isomorphe à un sous-groupe du groupe symé¬ 
trique S n . 

Théorème de Lagrange. Pour tout sous-groupe // d’un groupe fini G, l’index |G : H\ de H 
dans G est défini comme le nombre de classes à gauche de H dans G . Si E est le groupe unité, 
c’est à dire réduit à l’élément unité, alors IG : E\ est l’ordre de G. Maintenant pour tout sous- 
groupe H de G, l’ordre de H divise l’ordre de G. Plus précisément: [G : ZsI=IG : H\ [H : E\. 

L’ordre d’un élément a d’un groupe G est l'ordre du sous-groupe cyclique engendré par a. De 
façon évidente, si G est fini, alors tout élément a un ordre fini, en effet, d’après le théorème 
de Lagrange son ordre divise celui du groupe. Cependant, il existe des groupes infinis dont les 
éléments ont tous un ordre fini, par exemple, le groupe multiplicatif des racines complexes de 
l’unité, c’est à dire le groupe de toutes les solutions des équations x n —1 0 où /i=l, 2, ..., 

W. Burnside a soulevé le problème de savoir si un groupe dont tous les éléments sont d’ordre 
fini et qui est engendré par un nombre fini d’éléments est nécessairement fini. Cette question 
fut seulement réglée (par la négative) en 1967 par Novïkov et Adyan. 

Dans la théorie des solutions des équations algébriques, le concept de suites de composition 
d’un groupe joue un rôle important. Une suite de composition d’un groupe fini G est une suite 
de sous-groupes G=G 0 3 G x 3 G 2 ... 3 G, = E, chacun contenant le suivant de telle sorte que chaque 
groupe soit un sous groupe distingué maximal de son prédécesseur immédiat. Les groupes 
simples G 0 /G ly Gj/G 2 , ..., G^JG^, G,_ 1 /£’=G 1 _ 1 sont appelés les facteurs de la composition. 
Les groupes dont les facteurs de composition sont d’ordre un sont dits résolubles, à cause 
de leurs relations avec la résolution des équations algébriques. Les facteurs de la composition 



378 16. Groupes et corps 

d’un groupe fini sont déterminés de façon unique à un isomorphisme près et l’ordre dans lequel 
ils se rencontrent (Théorème de Jordan-Hôlder). 

Applications. En dehors des applications de la théorie des groupes à la géométrie, on peut 
dire approximativement que les groupes jouent un rôle partout où l’on rencontre les applications, 
transformations, et les symétries et où les concepts étudiés sont invariants par applications, 
transformations ou symétries. En particulier, la théorie des groupes finis s’applique dans la théorie 
des solutions des équations algébriques (voir théorie de Galois). En physique, la théorie des 
groupes est importante en théorie de la relativitié où on utilise le groupe des transformations 
de Lorentz, et en mécanique quantique. La division faite entre physique relativiste et non rela¬ 
tiviste est basée sur la théorie des groupes. En cristallographie, elle rend possible la détermi¬ 
nation de toutes les formes de cristaux en recherchant leurs groupes de symétrie. 

Groupes topologiqucs 

De nombreux groupes, importants dans les applications, en particulier en géométrie et en 
physique, sont infinis et ont, en dehors de leur structure algébrique, une structure d’espace topo¬ 
logique. 

Un groupe topologique est un ensemble qui, d’un côté est un groupe, et d’un autre a une 
structure d’espace topologique de telle sorte que les deux structures sont compatibles au sens 
où la multiplication et l'inversion sont des applications continues. On peut donner comme exem¬ 
ples les groupes de matrices, les groupes de transformations en géométrie, et le groupe de 
Lorentz. 

Par exemple, cela a un sens de se demander si deux matrices (2x2) à coefficients réels sont 
seulement légèrement différentes, si elles ont quelque chose en commun. Ceci conduit à une topo¬ 
logie des matrices (2x2) déduite de celle de la droite réelle. On peut montrer que, dans cette 
topologie, la multiplication des matrices est une opération continue. Ainsi, le groupe 
linéaire GL( 2) des matrices (2x2) de déterminant non nul est un groupe topologique. Alors 
que le fait que les groupes topologiqucs non triviaux sont infinis, ce qui rend plus difficile leur 
étude, leur structure topologique rend maintenant possible l’utilisation des méthodes non néces¬ 
sairement algébriques, qui ont donné d’excellents résultats dans les groupes topologiques Abé- 
liens, et dans la théorie des groupes topologiques compacts. L’interaction des méthodes 
topologiques et algébriques donne à cette partie de la théorie des groupes son intérêt 
particulier. 

Groupes de Lie. Les rotations dans le plan autour d’un point fixe for- ( COS< ^ s,n TX 

ment un groupe. Chaque rotation est déterminée par son angle (p de rota- V s ‘ n *P cos <P/ 

lion et peut être décrite par une matrice. On peut montrer que l’ensemble de ces matrices forme 
un groupe. Puisque (p varie continûment de 0 à 2 n, on peut définir une topologie sur ce 
groupe, mais il diffère des autres groupes topologiques par le fait que ses éléments dépendent 
d’un paramètre, et que cette dépendance s’exprime à l’aide de fonctions différentiables. On peut 
donc définir non seulement des fonctions continues, mais aussi différentiables sur le groupe, en 
disant fonction différentiable, si elle est différentiable comme fonction d'un paramètre réel (p. Un 
espace topologique sur lequel on peut définir des fonctions différentiables est appelé une variété 
différentiable, et le groupe des rotations autour d’un point fixe n’est pas seulement un espace 
topologique, mais bel et bien une variété différentiable. A la suite de Sophus Lie, on appelle 
de tels groupes, groupes de Lie; ils constituent un cas particulier de la classe des groupes 
topologiqucs et sont par de nombreux aspects plus faciles à manier que les groupes topologiques 
arbitraires, car on peut utiliser également les outils de l’analyse dans leur recherche. 

Applications. Les groupes de Lie et leurs représentations (voir Chapitre 33) sont particuliè¬ 
rement importants dans la théorie des fonctions spéciales ( fonctions sphériques , fonctions de 
Bessel etc.), ainsi que dans la théorie des fonctions presque périodiques. Lie utilisa cette théorie 
pour classer et résoudre les équations différentielles. En théorie quantique, le groupe de Lie 
des rotations d’une sphère et le groupe de Lorentz, qui est également un groupe de Lie, jouent 
un grand rôle. 

Semi-groupes 

Un semi-groupe est un ensemble non vide muni d’une loi de composition associative. Si cette 
opération est de plus commutative , on dit que le semi-groupe est commutatif. Si H est un semi- 
groupe noté multiplicativement et s’il contient un élément e tel que, pour tout aeH , on a 
ea ae=a, alors H est dit semi-groupe avec élément unité. Comme exemples de semi-groupes 
commutatifs avec élément unité qui ne soient pas des groupes, on peut donner les nombres 
entiers pour la multiplication et les entiers non négatifs pour l’addition (avec 0 comme élément 
unité). Bien entendu, tout groupe est un semi-groupe. Les théorèmes vrais pour les semi-groupes 
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le sont egalement pour les groupes. Par analogie avec les groupes, on distingue semi-groupes 
finis et infinis et on appelle le nombre d’éléments du semi-groupe, son ordre. Si les équations 
ax b et ya b ont chacune au moins une solution, pour tout couple arbitraire d’éléments 
a et b du semi-groupe H , on dit que H est régulier. Les entiers non nuis forment un semi- 
groupe régulier pour la multiplication. 

Pour les semi-groupes finis, on a le 
théorème suivant: 

Exemple 7: Si une fonction /(/) décrit un processus dépendant du temps, et si /(H~a) est 
le processus retardé d’un intervalle de temps a, alors l’ensemble des applications T a :/(/)->/(/Ta) 
forme un semi-groupe. 

Exemple 8: La puissance d’ensemble d’un ensemble arbitraire S (c’est à dire, l’ensemble de 
tous les sous-ensembles de 5) forme un semi-groupe commutatif à l’élément unité, pour l’inter¬ 
section comme loi de composition et également pour la réunion. L’ensemble S tout entier 
est l’élément unité de l’intersection et l’ensemble vide l’est pour l’union. 


Un semi-groupe régulier d'ordre fini est un groupe. 


16.2. Corps et équations algébriques 


Jusqu’au commencement du dix-neuvième siècle, l’algèbre pouvait être décrite comme la théorie 
des solutions des équations algébriques. Son objet était de trouver les méthodes, les plus géné¬ 
rales possibles, de calculer de telles solutions. Les solutions effectives étaient de moindre intérêt 
que les méthodes utilisées pour les trouver. Les idées des mathématiciens du dix-neuvième siècle, 
vis à vis de ces problèmes, ont conduit à la définition de groupes et de corps, considérés com¬ 
me les outils essentiels dans la théorie des solutions des équations algébriques. Plus tard, ces 
concepts acquèrirent de l’intérêt et de l’importance par eux-mêmes, principalement à causes des 
applications trouvées dans des domaines tout à fait différents. La théorie des groupes et des 
corps sont maintenant de vastes branches de l’algèbre. On trouva d’autres objets avec des struc¬ 
tures semblables dans de nombreuses branches des mathématiques et cela a conduit à la défi¬ 
nition d’autres structures algébriques telles que anneaux, algèbres, treillis et corps (voir 
Chapitre 33). 

Corps et domaines d’intégrité 

Corps. Un corps est un ensemble K d’éléments satisfaisant aux axiomes suivants: 


Axiomes des corps. Axiome I. On définit sur K deux operations appelées addition et multipli¬ 
cation. 

Axiome 2. Pour l’addition, K est un groupe Abélien d’élément unité 0. 

Axiome 3. Pour la multiplication, les éléments de K différents de 0 forment un groupe Abélien. 
Axiome 4. La multiplication est distributive par rapport à l’addition, c’est à dire que quels 
que soient les éléments a, />, c de K, on a : a(b +c)=ab | ca. 


Les nombres rationnels, les nombres réels, et les nombres complexes forment les exemples 
les plus importants de corps. Intuitivement, on peut dire qu’un corps est un ensemble dans 
lequel on peut appliquer lés règles classiques d’arithmétique. Comme pour les groupes, on dis¬ 
tingue corps finis et infinis. Un sous-ensemble P d’un corps ü est un sous-corps s’il satisfait 
aux axiomes du corps pour les opérations définies sur Q, en particulier, la somme et le produit 
d’éléments de P restent dans P, et de même, les opposés et les inverses d’éléments de P. Le 
corps Q est aussi appelé une extension du corps P. Si K est une extension du corps P et aussi 
un sous-corps de Q , on dit que K est un corps intermédiaire entre P et ü : P^K^Ü. 

Tout corps peut être considéré comme un espace vectoriel (voir Chapitre 17) sur tout sous 
corps P considéré comme ensemble de scalaires, en prenant l’addition du corps comme addition 
de l’espace vectoriel, et la multiplication du corps avec des éléments du sous-corps comme la 
multiplication avec des scalaires. La dimension de ü sur P considéré comme espace vectoriel sur 
P est appelée le degré de l'extension ü sur P. Si ü est un espace vectoriel sur P de dimension 
finie, on dit que l’extension est finie. On note son degré n=[ü : P]. Dans ce cas, on peut trouver 
des éléments ft 2 , • • • , p n dans Ü tels que tout élément fieQ puisse s’écrire, d’une façon 
unique, fi — c T c 2 (l 2 “1“ * * *T c„p„ où c 1# c 2 , ..., c„ sont des éléments de P. Les éléments 
P l9 . •••,/?„ forment une base de Q sur P. 

Si Q est un corps d’extension de P et si a x , a 2 ,..., a in sont des éléments quelconques de ü, 
alors on note P (a x , a 2 ,..., a,„) le plus petit sous-corps de Q contenant P et a x , a 2 ,... , a m . 
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Il est constitué de tous les éléments de & obtenus à partir de P et de a l9 a 2 , • • •, a m par opé¬ 
rations arithmétiques élémentaires. On dit que le corps P(a Xy a 2 , ..., a m ) est obtenu par adjonc¬ 
tion de au a 2 , .. •, a m à P. On peut l’obtenir en adjoignant d’abord a x à P pour obtenir le 
corps K x =P(af) y puis a 2 à K l pour obtenir K 2 = K x (a^—P(a x , a 2 ) et ainsi de suite. En m étapes, 
K m = ~P(Pi> a 2 » •••» a m ) est obtenu. On appelle extension simple une extension P(a) 

obtenue en adjoignant un seul élément au corps P. 

Si K x et K 2 sont des corps, alors une application bijective / de K x dans K 2 vérifiant f(a-\-b) = 

f(a) Vf (b) et f(ab)=f(a)f(b ), pour tout a et b de K l9 s’appelle un isomorphisme de K x sur K 2 : 
on dit que K x et K 2 sont isomorphes et on écrit K X ^K 2 . Un automorphisme du corps K est 
un isomorphisme de K sur lui-même. Si K x et K 2 sont des corps et si P est un sous corps de 
K x et de K 2y alors un isomorphisme de K x sur K 2 laissant les élémemts de P fixés est dit un 
isomorphisme relatif. Lorsque K x =K 2t on parle d’automorphisme relatif. De nombreux exem¬ 
ples de ces concepts seront donnés dans les paragraphes suivants. 

Domaine d’intégrité. Le corps Q des nombres rationnels a un sous-ensemble satisfaisant aux 
axiomes 1, 2 et 4, mais pas à l’axiome 3. Dans l’ensemble des entiers, la division n’est pas par¬ 
tout possible, mais satisfait au moins à la loi plus faible de simplification: Si ab~ac et a^ 0, 
alors b =c (voir semi-groupes). 


Un domaine d'intégrité est un ensemble I pour lequel les axiomes 1, 2 et 4 des corps sont 
satisfaits , et pour lequel l'axiome 3 est remplacé par l'axiome 3': les éléments non nuis de l 
forment un semi groupe commutatif et régulier pour la multiplication. 


Tous les corps sont des domaines d’intégrité. L’ensemble des entiers est un exemple de do¬ 
maine d’intégrité qui n’est pas un corps. Un exemple important, étudié plus loin, de domaine 
d’intégrité est l’ensemble des polynômes à coefficients dans un corps (voir Polynômes). Si l’en¬ 
semble / est fini, on dit alors que / est un domaine d’intégrité fini. A partir du théorème sur 
les semi-groupes réguliers finis mentionné 
plus haut, on obtient tout de suite: 

Deux domaines d’intégrité sont isomorphes (I x ^/ 2 ) s’il existe une application bijective de 
l x sur / 2 , compatible avec les opérations au même sens que l’isomorphisme de corps. Cette 
application s’appelle un isomorphisme (voir Corps de fractions). 

Exemples: En dehors des corps et domaines d’intégrité déjà mentionnés, les nombres gaus¬ 
siens forment un exemple important. Ils sont constituées des nombres complexes a Vib où a 
et b sont des nombres rationnels et / 2 = — 1. Le sous ensemble des nombres gaussiens pour 
lesquels a et b sont des entiers, s’appelle l’ensemble des entiers 
gaussiens et est un domaine d’intégrité. Les nombres gaussiens 
sont obtenus en adjoignant / aux nombres rationnels. 

Le plus petit corps fini est formé de deux éléments 0 et e avec 
les tables d’addition et de multiplication ci-jointes. 

Les corps des restes modulo un nombre premier sont également des exemples importants 
(voir Chapitre 31). 

Polynômes. Une expression de la forme f(x)=a n x n +a n _ x x n ~ l + - \-a x x+aç dans laquelle n 

est un entier naturel et a 0 , ..., a n des éléments d’un corps K est appelée un polynôme à une 
indéterminée x sur K. Les quantités « 0 , a l9 • • • , a n sont les coefficients. Le polynôme dont tous 
les coefficients sont nuis est le polynôme nul. Si le coefficient a 0 est différent de zéro, le degré 
du polynôme est //. Lorsque l’indéterminée x est remplacée par un élément du corps, on obtient 
une fonction définie sur K à valeurs dans K. Ces fonctions s’appellent des fonctions polynômes; 

oo 

On utilise fréquemment la notation f(x)= E a où seulement un nombre fini de a t sont 

/=0 00 

différents de zéro. On peut alors écrire la somme et le produit de polynômes, f(x) E fl/-*' et 

OO OO OO IsO 

g(x)— E bjxf comme f(x)+g(x) = E c k x k et f(x)-g(x) E d k x k y les coefficients c k et d k satisfont 

J-0 OO fc = 0 *=0 

les é uations c k a k -\ b k et d k = E af,. Les polynômes à coefficients dans un certain corps 

l+J = k 

fixe K forment un domaine d’intégrité, noté K[x]. Dans ce domaine d’intégrité, K[x] y on peut 
effectuer la division avec reste. Ceci signifie que si f(x) et g(x) où g(x)=^0 sont deux polynômes 
donnés, il existe des polynômes uniques //(*) et r(*) tels que f(x)^ h(x) ’ g(x)-hr(x) et soit r(x)=O f 
soit le degré de r(x-) est plus petit que celui de g(x). Par analogie avec la théorie des nombres 
(voir Chapitre 1), on dit que deux polynômes f x (x) et f 2 (x) sont congrus modulo #(jc) et on 
écrit f x (x)=f 2 (x) mod #(*) s’ils ont le même reste /*(*) dans la division par g(x). La congruence 
modulo g(x) est une relation d’équivalence qui détermine une partition sur le domaine d’inté¬ 
grité /C[jc]. On définit la somme et le produit de classes comme la classe de la somme et du 



Tout domaine d'intégrité fini est un corps. 
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produit de polynômes. On montre que l’on obtient la même classe même si on change les po¬ 
lynômes pris dans chacune des classes. Si #(*) est un polynôme irréductible, ces classes, appelées 
classes résiduelles modulo g{x) y forment un corps, noté K[x]/(g(x)) et appelé le corps des classes 
résiduelles K[x] modulo #(*). 

Un polynôme non constant est dit irréductible sur K s’il ne peut pas être écrit comme le 
produit de deux polynômes sur K de degré inférieur. On dit qu’un polynôme de degré n est 
unitaire , si son coefficient de plus haut degré a„ est égal à 1. Le théorème suivant est valable 
pour les polynômes définis sur un corps K: 

Tout polynôme /(jc) sur K s’écrit /(jc) = cp x ( jc) ... p s (x) comme produit d’un élément du 
corps c et des polynômes unitaires irréductibles p x (jc) ... p s (x) dans K(x). Cette représentation 
est unique à l’ordre des polynômes irréductibles près. 

Corps des fractions. Le concept de corps des fractions provient de la question suivante: 
“Quel est le plus petit corps contenant un domaine d’intégrité donné?” On peut formuler au¬ 
trement cette question. “Etant donné un domaine d’intégrité /, existe-t-il un corps K contenant I 
dont les éléments puissent être écrit comme des fractions d’éléments de /? Pour avoir une idée 
d’un tel corps, il faut commencer par supposer qu’il existe. On opère sur les fractions a/b de 
la manière habituelle. Les éléments a et h^O sont dans /, et: (1) alb=a'lb\ si ab’=ab> (2) 
alb-\-c/d- (ad-\-bc)lbd (3) (a/b) • (c/d) ac/bd où, bien sur, tous les dénominateurs sont différents 
de zéro. Si un tel corps existe, les règles (I), (2) et (3) doivent être valables. On utilise ces 
règles pour construire un corps K en remplaçant d’abord les fractions cherchées par des paires 
ordonnées (a> b) d’éléments a et b^O de /. On définit une relation d’équivalence sur ces paires 
par («, b) (a y b') si ab' à b dans /. Les classes seront notées entre crochets [ ]. Pour définir 
l’addition et la multiplication des classes, on utilise les règles (2) et (3): d’après (2) [a, A]-|-[c, d] 
[ad-\-bCy bd] et d’après (3) [a, /;] • [c, d]~[ac, bd]. On vérifie que ces opérations sont indépen¬ 
dantes du représentant choisi dans la classe [#, b] etc., et que l’ensemble des classes K' forme 
un corps pour l’addition et la multiplication dans lequel tout élément [r/, b] peut être repré¬ 
senté par une fraction [«, e]/[b t e] où e est l’élément unité de /. On montre que les éléments 
[«, e] de K' forment un domaine d’intégrité /', isomorphe à / par l’application qui à [«, e] 
associe a. Par conséquent, on peut construire un corps du type cherché; cependant, il ne con¬ 
tient pas / lui-même, mais un domaine d’intégrité isomorphe à /. Maintenant, si les éléments 
de i sont remplacés par leurs images isomorphes dans / et si les opérations élémentaires sont 
redéfinies de façon convenable, on obtient un corps K contenant / dans lequel tout élément 
peut être représenté comme une fraction a/b d’éléments de /. Ce corps s’appelle le corps des 
fractions du domaine d'intégrité 1. C’est le plus petit corps contenant /. Si / est l’ensemble des 
entiers, alors ce processus coïncide avec celui utilisé pour construire les nombres rationnels 
(voir Chapitre 3). 

Le corps des fractions des entiers est l’ensemble des nombres rationnels. 

Si / est le domaine d’intégrité des polynômes Â'|jr| sur un corps K, son corps des fractions 
s’appelle le corps des fonctions rationnelles sur K et est noté K(x). 

Equations algébriques et extensions des corps. Une équation algébrique de degré n est une 
équation f(x) 0 où le membre de gauche est un polynôme de degré //. En particulier, l’équa¬ 
tion est irréductible sur K si le polynôme /(jc) est irréductible sur K. Les solutions de f(x)= 0 
sont appelées les racines du polynôme J\x) ou de l’équation f(x) 0. En général, les équations 
algébriques peuvent seulement être résolues dans une extension du corps; par exemple, la né¬ 
cessité de définir une racine pour tout polynôme quadratique a conduit à un élargissement con¬ 
sidérable du système des nombres: les nombres complexes. Souvent, une extension plus faible 
est suffisante. Par exemple, les coefficients de l’équation jc 2 —2=0 et jc 2 I 4=0 sont dans le 
corps des nombres rationnels et leurs solutions sont respectivement dans le corps Q(\/2) et 
dans le corps des nombres gaussiens. Si f{x )=0 est une équation irréductible sur K de degré 
plus grand que I, alors elle n’a pas de solution dans K et une extension est nécessaire pour 
trouver une solution. 

Si a est une solution d’une équation irréductible /(jc)=0 sur K , on dit que a est algébrique 
sur K. Si ü est une extension de K et si tout élément de Ü est algébrique sur /f, alors ü est 
une extension algébrique de K, et une extension algébrique de Q s’appelle un corps de nom¬ 
bres. Les extensions non algébriques s’appellent transcendantes. Si /(jc) 0 est une équation 
irréductible dans un corps K de nombres, alors d’après le théorème fondamental de l'algèbre 
(voir Chapitre 4) elle a une solution « dans le corps des nombres complexes. Le corps K(a) y 
obtenu en adjoignant a à K est le plus petit sous corps des nombres complexes contenant K 
et la racine a de l’équation. Il n’est pas possible de construire une extension convenable de 
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ce type pour l’équation générale de degré n dont les coefficients sont inconnus. Etant donné 
que même dans le cas d’une équation particulière, le théorème fondamental de l’algèbre assure 
seulement l’existence d’une solution dans le corps des nombres complexes, mais ne dit rien 
sur le moyen de la construire. Il semble raisonnable dans tous les cas d’essayer de trouver 
une méthode générale de construction d’un corps d’extension contenant une racine d’une équa¬ 
tion donnée, appelé pour cela, corps de rupture. 

Construction d’un corps de rupture. Soit /(jc) un polynôme unitaire de degré n dont les 
coefficients sont dans un corps K. Le corps des classes résiduelles K[x]jf{x) contient un sous- 
corps K, formé des classes de congruence a des éléments a de K. La classe ZT de a est con¬ 
stituée de tous les polynômes ayant le reste a dans la division par f(x). L’application a->a est 
un isomorphisme de K dans K : K^K. Si on remplace K par K dans K[x]/f(x) en conservant 
les mêmes opérations et relations , on obtient un corps K’ contenant K et isomorphe à K[x]/f(x). 

Soit maintenant /(jc) =jc" \ a n _ 1 x n ~ l +-1 -a Q et soit a la classe de tous les polynômes ayant 

pour reste x dans la division par f(x). Alors a n -\-a n _ 1 a n ~ l + 1 -a 0 est, d’après les règles d’ad¬ 
dition et de multiplication des classes résiduelles, la classe de /(jc); mais c’est la classe des poly¬ 
nômes ayant 0 pour reste dans la division par /(jc), et dans K' cela a été remplacé par 0 lui- 
même. Le corps K' contient une solution de l’équation f(x)=0 et s’appelle le corps de rupture. 

Le corps de rupture K'=K(a) est l'extension algébrique simple de AT, et tout élément de K* 
peut s’écrire sous la forme b 0 -\-b x a-\- ’ ’ ‘+^ n -i a " _1 où b Q , b x , sont des éléments de K. 

Le degré de l’extension K(a) sur K est égal au degré du polynôme irréductible f(x) : [Kl(a) : K] = 
degré (f(x)) ^n. 

Exemple 1: Un corps de rupture obtenu à partir de l’équation x 2 -\-i^ 0 sur les nombres 
rationnels Q est l’extension simple Q (i) dans laquelle tout élément peut être écrit sous 
la forme a-j-ib où a et b sont des nombres rationnels et où i 2 -f-l=0. Ce corps est isomorphe 
au corps des nombres gaussiens. 

Corps de décomposition. Soit /(jc) un polynôme unitaire de degré n à coefficients dans un 
corps K. Le corps de décomposition de f(x) sur K est la plus petite extension L de K sur la¬ 
quelle /(jc) se décompose en facteurs linéaires: f(x) (x —oq) (jc —a 2 ) • • •( x —a„) où a l9 a 2 , ..., «„ 
sont les racines de /(jc) dans L. Le corps de décomposition d’un polynôme ou d’une équation 
algébrique sur K est la plus petite extension de K contenant toutes les solutions de l’équation 
algébrique. Elle est unique à un isomorphisme prés. On peut construire un corps de décompo¬ 
sition par répétitions de la construction d’un corps de rupture. D’abord, /(jc) est factorisé en 
polynômes irréductibles sur K. Si tous les facteurs irréductibles sont de degré 1, alors K lui- 
même est le corps de décomposition. Sinon, on constuit un corps de rupture K ' pour l’un des 
facteurs irréductibles de degré >1 et on factorise /(jc) en facteurs irréductibles sur K'. Si, main¬ 
tenant, tous les facteurs sont de degré 1, K' est alors le corps de décomposition cherché. Au¬ 
trement on choisit un facteur de degré >1 et on construit un corps de rupture K" sur K' par 
le même procédé. A nouveau, /(jc) est factorisé en polynômes irréductibles sur K " et ainsi de 
suite. Comme le degré, d’au moins un facteur irréductible est réduit à chaque étape, le pro¬ 
cessus prend fin avec un corps de décomposition de /(jc). 

3 

Exemple 2: Considérons le polynôme /(jc)=jc 3 —2 sur Q. Les racines sont a x - y 2 et 
a 2 =co y 2, a. y my2 où co ^ 1 / 2 (- l-Hy^) et O A /à(—1-iV 3 )- Le corps de décomposition est 
Q(\/2, co\/2, 0 'Y^ 2 )=^Q('y/ 2 , co) car (55= — 1— co. 


Théorie de Galois 

Le groupe de Galois et le théorème fondamental de la théorie de Galois. La liaison entre 
les solutions des équations algébriques et la théorie des groupes découverte par E. Galois con¬ 
duit à des résultats particulièrement élégants dans la théorie des corps d’extension finis. A cause 
de cela, la partie centrale de la théorie des corps traitant des solutions des équations algébri¬ 
ques s’appelle la théorie de Galois. Si N est un corps de décomposition d’un polynôme sur P 
sans racine multiple , alors N a la propriété importante suivante à savoir que tout automor¬ 
phisme relatif de toute extension L x de P contenant A, applique N sur lui-même, c’est à dire, 
induit un automorphisme de N. Un corps d’extension possédant une telle propriété est dit 
normal. Si K est une extension de P contenue dans L x mais non normale sur P, alors il est 
appliqué par des automorphismes relatifs de L x sur P sur des isomorphes K\ K'\ ..., appelés 
les conjugués de K dans L v Une extension normale K est caractérisée par la propriété que K 
est égal à tous ses conjugués. 

Soit /(jc) un polynôme irréductible de degré n sur un corps P. Supposons qu’une extension 
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L de P contienne toutes les solutions a x , a 2 , ..., a„ de l’équation f(x)=0, et qu’elles soient 
toutes distinctes. Si a est l’une de ces solutions, alors les conjugués de l’extension simple P(a) 
sont P(<t x ), .. ., P(a n ), dont l’une est identique à P(a). Les n isomorphismes de P(a) appliquent 
« sur «j, •• -, Etant donné que tout isomorphisme relatif doit faire correspondre une racine 
de /(*) à une autre racine de f(x). 

Le nombre d'isomorphismes relatifs d'une extension simple P(a ) de P est égal au degré [/*(«) : P], 

Cette proposition peut être généralisée. Une entension finie K P(/3 ly ...» f n ) peut toujours 
être obtenue par adjonction d’un seul élément: K P(0) pourvu que les équations irréductibles, 
dont les racines ft, ..., sont adjointes, n’aient pas de racines répétées. Si N—P(0) est une 
extension normale de P, alors le nombre d’automorphismes relatifs de N est égal au degré de 
l’extension [N : P]. Les automorphismes relatifs d’une extension normale forment un groupe 
d’ordre [N : P] pour la composition des applications. Ce groupe est appelé le groupe de Galois 
G de l’extension normale N sur P : [G : E] = [ W : P]. 

Si K est un corps compris entre P et TV, alors N est aussi normal sur K , et ceux des auto¬ 
morphismes relatifs du groupe de Galois G de N sur P qui laissent tous les éléments de K 
fixés, en d’autres termes, les automorphismes relatifs de N sur K , forment un sous groupe H 
de G, qui est le groupe de Galois G de N sur K. 

Dans ce qui précède, un sous groupe H d’un groupe de Galois G est associé à tout corps 
intermédiaire K. Cette correspondance peut être inversée. Si H est un sous-groupe de G, alors 
les éléments de TV qui sont invariants par tous les automorphismes relatifs dans H forment 
un corps intermédiaire K. Par conséquent, la recherche de corps intermédiaires entre TV et P 
se ramène à celle des sous-groupes du groupe de Galois. Les méthodes de théorie des groupes 
peuvent être maintenant appliquées à la théorie des corps. Si on connaît les sous groupes du 
groupe de Galois G 6c N sur P, on est à même d’avoir une vue d’ensemble de toutes les exten¬ 
sions entre P ci N ci des corps intermédiaires, ainsi que les relations qui existent entre eux. 
Si P est un corps contenant les nombres rationnels, alors le théorème fondamental de la théorie 
de Galois est le suivant. 

Théorème fondamental de la théorie de Galois. Soit TV une extension normale finie de P et 
soit G son groupe de Galois. (1) Il existe une correspondance hiiinivoque entre les sous-groupes 
H de G et les corps intermédiaires K de l’extension. 

(II) Si K et // se correspondent, alors H est constitué de tous les automorphismes relatifs de TV 
qui laissent les éléments de K invariants; et K est constitué de tous les éléments de TV qui sont 
invariants par les automorphismes relatifs dans H . 

(III) Un corps intermédiaire K est normal sur P si le sous groupe associé H est normal dans G. 
Dans ce cas, le groupe de Galois de K sur P est isomorphe à G/H. 

(IV) Les relations suivantes sont valables: 


N E 

\H.E\ = \N-.K\ {N : K\ -H |- 

AT* . H 

\G : H] IK :P\ [K : P] -»| |- ►[<?://] 

P-* -- G 

Exemple 3: Considérons l’extension normale finie Q[\/2, co\/2, «)\/2] Q(\/2, a>) le corps 

de rupture du polynôme x* — 2 sur Q. Pour trouver le groupe de Galois de L sur Q, on 

cherche d’abord tous les autormorphismesrelatifs de Q(y2)dansL. Ici: y2 >y2, y2->coy2, 

3 3 3 3 

y 2->55y 2. Donc, les automorphismes relatifs de Q(y 2, œ) agissent sur y 2 et œ de six ma- 

Ces six automorphismes relatifs forment le groupe de Galois 
G de L sur Q, avec la multiplication définie comme accomplis¬ 
sant les deux applications à la suite. Si on note a> 2 =ô) et œtô = \ y 
il est facile de vérifier les relations précédentes. En outre, on a: 
A 3 — E y B 2 =E , et BA—A 2 B. Les sous-groupes { E , A , A 2 } y 
{E, B}, {E, AB} et {E, A 2 B} correspondent aux corps inter¬ 
médiaires Q(rw), Q(y^2), Q(co-\/ 2), et Q(w\/2). 

Q(^2, m ), Q(a>), 0(^2), Q(cu^2), Q(ffl^2), Q 

1 II III 

<E> <A> <B> <AB> <A 2 B> G 


nières possibles suivantes: 


VW 2 , 

-\/2->ct>\/2, 

y^2->a>\/2, 

^2-y% 

>^2, 

y / 2->co\/2, 


ü)—>a> ~ E 
o)->o)~A 
oj—>œ ~ A 2 
oj->G5~B 
ü)-+ô)~ A 2 B 
œ—>&~ AB. 
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Le groupe de Galois d’une équation. Si f(x)=x n -\-a n ~iX n ~ l + • • -+a 1 x+a o =0 est une équation 
à coefficients dans Q, alors, il existe des relations rationnelles H (a 4 , . ..,a n )=0 entre les so¬ 
lutions a x , a n de l’équation; par exemple les 
relations symétriques (voir Chapitre 4). 

Ces relations sont indépendantes de l’ordre dans 
lequel les solutions ont été numérotées. En d’au¬ 
tres termes, ces relations entre les racines restent 
invariantes par rapport à toutes tes permutations 
des solutions. Il peut arriver qu’il y ait des relations 

supplémentaires qui dépendent de l’équation particulière en question et qu’elles puissent ou non 
rester invariantes par certaines permutations. Si on considère l’ensemble des permutations qui 
ne détruisent aucune des relations entre les solutions, alors le résultat suivant est valable: 


ai + a 2 + 

a l a 2 + a l«3 + 


•+<*„ 
• + 


= ~ a n~l 
i = a w-2 

= (- l)"Oo 


L'ensemble des permutations qui laissent toutes les relations H(a ly ..., a„)=0, à coefficients 
dans Q, invariantes est un sous groupe de S n . On l'appelle le groupe de Galois de l'équation. 


Exemple 4: Pour trouver le groupe de Galois de l’équation f{x)—(x 2 — 2)(x 2 — 3)=0. Les 
racines de l’équation sont «i=y/2, a 2 = —y/2, a 3 =y/3, a 4 = — y/3. Il faut trouver toutes les 
permutations de quatre éléments qui laissent toutes les relations entre les racines invariantes, 
II suffit de considérer les relations H x (a l9 ..., a 4 )=a 1 a 2 =2 et i/ 2 (a l9 ..., a 4 )=a 3 a 4 =3 à partir 
desquelles il est facile de voir que les permutations 



sont exactement les éléments du groupe de Galois G, car toute permutation qui fait corres¬ 
pondre a ly ou a 2 à a 3 ou a 4 et vice versa, détruirait l’une des relations M l ou H 2 . 

Si f(x)= 0 est l'équation générale de degré n , c’est à dire si f(x) 0 est une équation à coeffi¬ 
cients indéterminés qui peuvent être remplacés arbitrairement par des éléments de n’importe quel 
corps, alors il n’y a pas d’autres relations en dehors de celles données plus haut, appelées les 
relations symétriques élémentaires et leurs conséquences. 

Le groupe de Galois de l'équation générale de degré n est le groupe symétrique S n . 

Les groupes de Galois d’une équation et leurs corps de rupture. Pour trouver une relation 
entre le groupe de Galois d’une équation f(x)=0 et celui d’un corps d’extension, on considère 
le corps de rupture L du polynôme f(x) sur Q. Soient a„ ..., a„ les racines du polynômes dans 
L et supposons qu’elles sont tous distinctes. Si A est un automorphisme relatif de L sur Q, 
alors toute relation rationnelle H (a,, ..., a n ) 0 à coefficients dans Q est transformée par 
A en H ( Aa j, ..., Aa„) Q. En outre, puisque tout automorphisme relatif de L fait correspondre 
les racines de f(x) aux racines de f(x) on a Aa x Aa 2 =a,^ ..., Aa n =a, n . Donc, tout auto_ 
morphisme relatif A, en d’autres termes, tout élément du groupe de Galois de L sur Q, définit 

une permutation p l\ ^ n \ des racines de l’équation f(x) 0 dans laquelle toute relation 
\ l i h * ' * l nJ 

H(a ly ..., a„)=0 se transforme en une relation //(a^, ..., a, ) 0 et la permutation appartient 
au groupe de Galois de l’équation. On peut montrer que l’application, définie par A^p y est, en 
fait, un isomorphisme du groupe de Galois de l’extension L sur Q sur le groupe de Galois 
de l’équation f(x)= 0. 

Exemple 5: Le groupe de Galois de l’équation f(x)=(x 2 — 2) (x 2 — 3) est constitué des élé¬ 
ments (voir exemple 4): 



Le groupe de Galois du corps d’extension correspondant Q(y/2, y/3) est constitué des élé¬ 
ments e\ p\ y p\ y p\ qui agissent sur y/2 et y/3 de la manière suivante: 



V3->V 3 

e -+ë 

p\~V 2--V2. 

V3-V 3 

Pi^Pi 

p’ 2 ~ y/2-*y/2. 

y/3—> — \/3 

Pi~ y P 2 

P — \/2> 

y/ 3-> — y/3 

Ps~ y Pv 


Il est facile de vérifier que cette application est un isomorphisme entre deux groupes de Galois. 
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Solutions des équations par radicaux. En dehors du problème de /’ existence des solutions 
d'une équation /(*)--0 qui est résolu par construction du corps de rupture, il y a egalement 
le problème de leur détermination , c’est à dire le problème de trouver une méthode pour donner 
leurs valeurs précises. Pour les équations quadratiques, les formules sont connues depuis long¬ 
temps. Les formules de Cardan peuvent être utilisées pour résoudre les équations cubiques 
et Ferrari, élève de Cardan, était capable de donner une formule analogue pour les équations 
du quatrième degré. Ces formules utilisent seulement les quatre opérations arithmétiques ainsi 
que l’extraction des racines. Après Ferrari, tout le monde essaya de trouver une formule géné¬ 
rale utilisant uniquement ces opérations pour les équations de degré cinq ou plus, mais sans 
succès. La “puissance des radicaux” avait été largement surestimée, comme on va le montrer. 
Comme justification de ces efforts, on peut remarquer que la perspective de trouver des formules 
donnant les solutions pour des équations générales de degré plus grand que 4 était encouragée 
par le fait que l’on pourait trouver des équations particulières dont les solutions peuvent être 
exprimées par des radicaux. De telles équations sont appelées solubles, ou soluble par des ra- 

n 

dicaux. Un radical est une solution d’une équation du wième degré x n —a 0 est noté ya. 

Une expression avec radicaux sur un corps P est définie de la manière suivante: il existe un 
élément g x e P , et des polynômes en nombre fini # 2 (*i)» * 2 )» • • • , tfmC* 1 » • • • et g(x lt ..., x m ) 

et des entiers positifs n m , tels que p=g(fi v ..., PJ où ^ y^, Pz^V^iP 1 )» 

n 3 . n itt 

Exemple G: Avec g x *= 2, g 2 6xl+5x x -\-3 et g(x x , 3*i)jr 2 H 7*!-! 2 et n x ~2 et n 2 = 4, 

on obtient l’expression p: 

P=g(P» &)=(1 + 3\/2) :, y[6(y / 2) 3 H • 5-y/2+3] + 7^2+2 
sur le corps des nombres rationnels. Ici on a 

Pt^V 2 ct 3+5i/2-f-6(V2) 3 ]. 

Une équation f(x) 0 est dite soluble par radicaux sur P si ses solutions sont des expressions 
avec radicaux sur P. Dans le langage de la théorie des corps, une expression avec radicaux 
correspond à une chaîne de corps: 

P=K 0 ^K 0 (P X ) K x ^K x (p 2 )=K 2 ^K 2 (p 2 )=K 2 ... K m _ x (PJ K m K, 
où p est un élément de K et où toute extension K lxl sur K t est obtenue en résolvant une équa¬ 
tion x n i — g,(P v - .. ,Pi-i)= 0. Dans ce cas, le corps K est dit soluble. Par conséquent, dans le 
langage de la théorie des corps, le fait qu’une équation soit soluble peut s’exprimer de la ma¬ 
nière suivante: 

L'équation f{x) 0 est soluble par des radicaux si et seulement si il existe un corps soluble K 
contenant le corps de rupture L du polynôme f(x). 

On peut montrer que dans ce cas le corps de rupture L de /( x) peut lui aussi être soluble: 


L’équation /( x) =0 est soluble par des radicaux si et seulement si le corps de rupture L 
du polynôme f(x ) peut être cherché à l’aide d’une chaîne de corps P=K 0 cK 0 (P x )=K l ç 
. .. <= K m _ x (P m )=K m =L dans laquelle tout corps K n l =K,(P ni ) est obtenu à partir de K par 
adjonction d’une solution d’une équation x n i — h t =0. 

On peut montrer que l’existence d’une telle chaîne implique l’existence d’une chaîne dans la¬ 
quelle chaque corps est le corps de rupture d’une équation pure sur son prédécesseur. D’après 
le théorème fondamental de la théorie de Galois, ceci implique l’existence de séries de sous- 
groupes dans le groupe de Galois G: 

G=H m ^H m _ x z-^H x ^H 0 =E, 

dans lequel tout sous-groupe est distingué dans son prédécesseur, et les groupes quotients sont 
isomorphes aux groupes de Galois des extensions dans la chaîne. Ils sont toujours abéliens 
pour des équations pures, si le corps de base contient toutes les racines nième de l’unité. A 
partir de là, on peut montrer que le groupe de Galois a une suite de composition avec facteurs 
du premier ordre. La réciproque est encore vraie, et ainsi on obtient ce critère définitif: 

L’équation /(jc)= 0 est soluble par radicaux si et seulement si son groupe de Galois est soluble. 

Etant donné que les groupes symétriques de degré 2, 3 ou 4 sont solubles, cela implique que 
les équations générales de degré 2, 3 ou 4 sont solubles à l’aide de radicaux. D’un autre côté, 
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les groupes symétriques de degré 5 et plus ne sont pas solubles, et donc il n’y a pas de for¬ 
mules pour les solutions des équations générales de degré 5 et plus. Ce résultat a été découvert 
indépendemment par Galois et par Abfx; ce dernier ne réussit pas à donner le critère général 
de Galois pour la résolution des équations particulières à l’aide de radicaux. 

Equations cubiques. La forme réduite de l’équation cubique (voir Chapitre 4) est x*+px+q = 0 
où p et q sont des éléments d’un corps P. Le groupe de Galois de l’équation est S 3 . La suite 
de composition S^A^E du groupe de Galois correspond à la succession des corps P^KçN. 
En outre, on a les relations [S 3 : A :i ] = [K : P] 2 et [/* 3 : £T] = [A^ : AT] = 3. Pour rendre les choses 
plus simples, supposons que P contienne déjà les racines cubiques de l’unité. Pour passer de 
P à K y on a seulement besoin d’ajouter une racine carrée y/D à P, avec y/D restant fixe à 
travers toutes les permutations de A a . A partir de cette condition, on obtient y/D=y/(-4p i -«27q 2 ). 
Si on note les solutions de l’équation initiale a lt a 2 , a 3 et si on forme le résolvant de Lagrange , 
r=a 1 -\-(oa 2 -\ œa . 3 , où œ , co sont les racines cubiques de l’unité, alors on peut montrer que 
r 3 =27*7/2+(3/2)y( — 3Z>)= s est valable dans le corps K P(y/D). On obtient maintenant l’exten- 

3 

sion N par adjonction de r y/s à K. Les racines a ly a 2 , « 3 peuvent maintenant être calculées 
à partir des équations ai-fa 2 + a 3 0 , a r |-wa 2 +oa 3 r, et a 1 Hroa 2 +^ a 3 =—3 p/r. 

Construction à l’aide de la règle et du compas. Le problème des constructions à l’aide de 
la règle et du compas seuls peut être formulé de la manière suivante: à partir d’un nombre fini 
de points donnés dans le plan construire en un nombre fini d'étapes un point requis, où chaque 
étape est de l’un des types suivants: 

(1) On ne doit utiliser la règle que pour tracer la droite joignant deux points donnés ou pré¬ 
cédemment construits. 

(2) O 11 ne doit utiliser le compas que pour dessiner un cercle dont le centre est un point donné 
ou précédemment construit et dont le rayon est la distance entre deux points donnés ou dé¬ 
terminés auparavant. 

(3) Les nouveaux points peuvent être construits par intersection de deux droites, d’une droite 
et d’un cercle, ou de deux cercles qui ont été tracés à l’aide des règles (1) ou (2). 

Pour obtenir une vue d’ensemble des points à déterminer, on transpose le problème géomé¬ 
trique dans le langage algébrique. Cela se fait en introduisant le système de coordonnées carté¬ 
siennes orthogonaux pour décrire les points P ly P 2 , ..., P„ y à savoir P x est l’origine et le point 
(0, 1) est P,. Si K est le plus petit corps contenant les coordonnées de tous les points donnés, 
alors on peut montrer, à l’aide de la géométrie analytique, que tous les points qui peuvent être 
construits en une seule étape du type (I), (2) ou (3), doivent avoir leurs coordonnées dans K 
ou dans un corps obtenu à partir de K par adjonction des racines carrées. D’un autre côté, 
on peut aussi montrer que toutes les opérations et l’extraction des racines carrées peuvent être 
exécutées par étapes succesives du type (1), (2) et (3). Généralement, on obtient le critère suivant: 

Un point peut être construit à l’aide de la règle et du compas seuls si et seulement si scs 
coordonnées appartiennent à un corps d’extension fini normal de K dont le degré sur K est une 
puissance de 2. 

Etant donné que dans de nombreux cas, le problème est de construire une quantité x donnée 
par une équation /(jc)= 0, le critère doit être réexprimé: Une quantité x peut être construite 
par la règle et le compas si et seulement si l’équation/(jt) 0 peut être résolue par des radicaux 
quadratiques sur K. 

Les problèmes célèbres des mathématiques grecques classiques, construire, par la règle et le 
compas seuls, un carré dont l’aire soit égale à celle d’un cercle donné (la quadrature du cercle ), 
diviser un angle en trois parts égales ( trisection de l'angle) et trouver un cube de volume double 
d’un cube donné (le doublement du cube) deviennent tous insolubles. La formulation algébrique 
du doublement du cube est jc 3 —2=0 où x est la longueur de l’arête du cube cherché. Cette 
équation est irréductible sur le corps des nombres rationnels. Chacune de ses racines engendre 
un corps d’extension de degré 3. Un tel corps ne peut jamais être contenu dans un corps d’exten¬ 
sion dont le degré est une puissance de 2. 

Le problème de la trisection de l’angle a est équivalent à celui de la construction d’un segment 
de longueur cos (a/3) où cos a est donné. L’équation qui en résulte est 4[cos (a/3)] 3 —3 cos (a/3) 
—cosa=0. La question est de savoir si les racines de l’équation 4.x 3 —3.*—cos a=0 appartien¬ 
nent à un corps d’extension de degré 2'" (m étant un entier naturel) de Q(cos a) où Q est le 
corps des nombres rationnels. On peut montrer que l’équation est, en général, irréductible et 
que, alors, comme avec le doublement du cube, chaque racine engendre un corps d’extension 
de degré 3, et il ne peut y avoir de règle générale de construction à l’aide de la règle et du 
compas. 
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La quadrature du cercle nécessite la construction d’un segment de droite de longueur y/n. 
Puisque n est transcendant sur les nombres rationnels, c’est à dire, ne satisfait à aucune équa¬ 
tion algébrique, ce problème est égaJement insoluble. 

La construction d'un polygone régulier à n côtés. Les racines fl-ième de l’unité divisent le cercle 
unité en n parties égales. Un polygone à n côtés inscrit dans le cercle unité peut être construit 
à l’aide de la règle et du compas seuls si et seulement si n est de la forme 2 l p x p 2 ... p k où / est 
un entier non négatif, et p Xi p 2 , • • •, p k sont des nombres de Fermât distincts, c’est à dire des nombres 
premiers de la forme 2 m -|-l. Donc on peut construire des polygones réguliers à n côtés pour 
/i=3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24,..., 257, ..., en utilisant seulement la règle et le compas. 

Applications 

La théorie des corps a trouvé de nombreux domaines d’applications dans d’autres parties des 
mathématiques. On utilise ces méthodes en théorie de Galois et dans la théorie algébrique des 
nombres. De nombreuses classes de fonctions importantes en analyse complexe (voir Chapitre 23) 
forment un corps, par exemple, les fonctions rationnelles et les fonctions elliptiques. D’un autre 
côté, les méthodes d’analyse complexe sont souvent utilisées en théorie des corps, par exemple 
dans la démonstration du théorème fondamental de l’algèbre et dans d’autres recherches sur 
le corps des nombres complexes. 

On étudie les variétés algébriques dans les Chapitres 32 et 33. 
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17.1. Systèmes d'équations linéaires 

On a examiné dans le Chapitre 4, sous quelles conditions et par quels moyens, des équa¬ 
tions de la forme ax=b ou ax \ by=c peuvent être résolues, quand «, b, et c sont des nom¬ 
bres rationnels, réels ou complexes. La première équation contient la variable x et la seconde 
les deux variables x et y. Dans les deux cas les variables n’interviennent qu’avec l’exposant 1 ; 
de telles équations sont appelées linéaires à une ou deux variables respectivement. En général 
une équation linéaire à n variables {ou inconnues) x l9 x 2 , ..., x n est une équation de la forme 
a x x x A-a 2 x 2 -\ -h a n x„^b. 

Les nombres a±, a 2 , ..., a n sont appelés les coefficients et b est appelé terme constant ou 
absolu de l’équation. Pour /i=l et n 2 on obtient les cas considérés précédemment. 

De nombreux problèmes en mathématiques ne conduisent pas à une simple équation linéaire 
mais à tout un système de telles équations 

Systèmes d’équations linéaires. Un exemple simple d’un système (ou ensemble) d’équations 
linéaires simultanées est donné par la juxtaposition de deux équations. 

Ici a l9 a 2 , b l9 ù 2 , c x et c 2 sont des nombres donnés. La solution d’un tel a x x Lb l y=c l9 

système d’équations est un couple de nombres (jc, ÿ) tels que lorsque x est a 2 x \ b 2 y c 2 . 

remplacé par x et y par ÿ les deux équations sont satis¬ 
faites simultanément, c’est à dire que les deux éga- a x t -\-a 12 x 2 +_ \-a lfn x„—b l9 

lités deviennent des propositions vraies. Généralisant a u x-\ a*x -f.| a"x =b.\ 

cette situation, on entend par système de m équations 21 . 1 22 2 

linéaires à n variables ( inconnues) x l9 Jt 2 , . .., x n un 

système du type ci-contre. Dans ce système les a tJ et a mi x i+ a m 2 x 2 + \ a mn x n—b m . 
b, sont des nombres donnés pour /= 1, ..., m, et 

7=1, n. L’indice / indique dans quelle équation du système interviennent ces nombres, 
et l’indice j du coefficient a u indique le numéro de l’inconnue associée à ce coefficient. Par 
exemple, a 23 (lire ‘ a deux trois’, ‘ a indice deux trois’, mais non pas ‘a vingt trois’), est le coefficient 
de l’inconnue * 3 dans la deuxième équation. Une équation linéaire n’est qu’un cas spécial d’un 
système, caractérisé par m= 1. 

Un système d’équations linéaires est appelé homogène si les termes constants b l9 b 2 , ..., b m 
sont tous nuis; autrement, même si un seul des b t est différent de zéro le système est dit 
25* 
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inhomogène (ou non homogène). Si dans un système inhomogène tous les termes constants sont 
remplacés par des zéros, alors le système résultant est appelé système homogène associé. 

Une solution d’un système de m équations linéaires à n inconnues est une suite de nombres 
*i, x 2y ..., x„ tels que lorsque les inconnues sont remplacées par les nombres correspondants, 
alors toutes les équations sont satisfaites simultanément. Une suite de nombres c l9 c 2y ..., c n 
est appelé n-uple et noté (c l9 c 2y ...» c„). Deux /i-uples (c Xy c 2 , ..., c n ) et (d Xy d 2 , ..., d n ) sont 
égaux si et seulement si c x =d ly c 2 =d 2y ..., c n =d n . Si le n-uple (jc lf * 2 , .. •, *„) est une solution 
du système d’équations linéaires, il peut être nécessaire de vérifier si les valeurs *, appartien¬ 
nent au domaine fondamental de variation. Pour simplifier on supposera que ce domaine est 
l’ensemble des nombres réels (resp. complexes) si les coefficients et les termes constants du sys¬ 
tème sont des nombres réels (resp. complexes). 

La recherche des solutions d’un système d’équations linéaires conduit à trois problèmes devant 
être traités chacun de manière propre. Le premier est la question de Inexistence de solutions. 
Cela conduit à se demander sous quelles conditions un système a des solutions, car même la 
simple équation. 0 • x =1 n’a pas de solution. Le second problème est de trouver une méthode 
donnant une solution d’un système d’équations linéaires donné. Enfin le troisième problème est 
de décrire l’ensemble de toutes les solutions d’un tel système d’équations. 

Existence de solutions. Les opérations suivantes sur un système d’équations linéaires n’altè¬ 
rent en rien le fait que le système soit résoluble ou non, ni ne changent les solutions du système. 

1. Addition d’équations du système à d’autres équations du système. 

2. Multiplication d’équations du système par des facteurs différents de zéro. 

3. Changer l’ordre des équations. 


Exemple 1: 2jc 1 -bJt 2 =l 


+ 1 

2x x + x 2 — 1 

2*!+*2=1 

II 

s" 

1 

H 


-2 

-2*!-1-6*2=-8 

+ — ►7*2=- 7 


Tous ces systèmes ont pour solution unique Jc 1 =l, Jc 2 = — 1. 


Le critère suivant donne un point de vue théorique sur la résolubilité d’un système. Il peut 
être aussi utilisé dans la pratique pour prouver qu’un système donné n’a pas de solution. 


Un système d'équations linéaires possède une solution si et seulement si la condition suivante 
est vérifiée: lorsque par des applications répétées des opérations 1 et 2 on obtient une équation 
dans laquelle tous les coefficients sont zéros y alors le terme constant de cette équation est aussi zéro. 

Exemple 2: Le système d’équations adjacent n’a 
pas de solution. Comme cela est indiqué par les 
nombres en rouge, les équations sont multipliées par 
—1, 1 et — 1 respectivement, et puis additionnées; 
l’équation résultante est 0 • x x +0 • * 2 +0 • * 3 = 1. 

Equations homogènes et ensemble complet de solutions. Le problème de la recherche de 
toutes les solutions d’un système donné inhomogène peut être partiellement réduit au problème 
plus simple de la recherche de toutes les solutions du système homogène associé. Cela est une 
conséquence des propriétés des solutions d’un système homogène, propriétés que l’on peut aisé¬ 
ment vérifier (noter l’analogie avec les opération 1 et 2). 

1. Si (Jcj, * 2 , ...» *„) et (ÿ Xy ÿ 2 , ..., ÿ n ) sont tous deux solutions du système homogène, il 
en est de même de leur somme (j? 1 +j' 1 , * 2 +ÿ 2 , ..., *„+.ÿ n ) qui est définie composante par 
composante. 

2. Si (jcj, jc 2 , ..., *„) est une solution du système homogène, il en est de même de son mul¬ 
tiple par un facteur c. y (cx Xy cx 2y ..., cx n ). 

3. Le /i-uple (0, 0, ..., 0) est toujours solution du système homogène et est appelé solution 
triviale. 

Des propriétés 1. et 2. il s’ensuit que si (jrJ 1> , (jcJ 2) , jc 2 2) » •••» *1 2) ), •••» 

(x x m \ *£ m) , ..., x ( n m) ) sont m solutions d’un système homogène d’équations linéaires, il 
est de même de 

h(x[ l \ 4” • • •, Jr< 1 >)+A 2 (Jc} a >, x?\ ..., *< 2 >) + • • -+U* i m) » • • •, *iT') 

= (A 1 jc 1 1 >+A 2 ^ 2 >+ • * . • •, ‘ +A m .v<- > ). 

pour tous nombres réels A,(/= 1 , 2, ...» m). Une telle somme est appelée combinaison linéaire. 
Ainsi les propriétés 1 et 2 impliquent que toute combinaison linéaire de solutions d’un système 
d’équations linéaires homogène est encore une solution. 


2 * 1 + *2 + * 3 = 1 


-1 

* 1 + 2* 2 + * 3 = 1 


+ 1 

-* 1 + *2 = - 1 


-1 
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Ces propriétés ne sont pas valables pour un système non homogène. Cependant le théorème 
suivant montre le lien entre les solutions d’un système non homogène et celles du système 
homogène associé. 


Si une solution du système homogène associé est ajoutée à une solution arbitraire du système 
non homogène, alors le résultat est encore une solution du système non homogène. Si on choisit 
une solution du système non homogène et qu’on fixe cette solution, alors chaque solution du 
système non homogène peut être obtenue en ajoutant à cette solution particulière, une solution 
du système homogène. 


Résolution par élimination et algorithme de Gauss. Cette méthode peut être utilisée pour 
trouver une solution ou l’ensemble de toutes les solutions d’un système donné d’équations li¬ 
néaires. 

L’algorithme est particulièrement bien adapté à l’utilisation d’ordinateurs et c’est pour cette 
raison que son importance a cru ces dernières années. L’idée de base de la méthode est la sui¬ 
vante: utilisant les opérations I à 3, l’ensemble des m équations à n inconnues est transformé 
en un nouvel ensemble de m équations à n inconnues, dans lequel une des inconnues, disons x l9 
n’intervient que dans une seule équation. On dit que x x a été éliminée des m— 1 autres équa¬ 
tions. Par la même méthode ces m— 1 équations sont transformées de telle sorte qu’une autre 
variable, disons * 2 , n’intervienne que dans une seule d’entre elles. Répétant ce processus on 
obtient finalement un système dans lequel *j n’intervient que dans la première équation, * 2 
n’intervient que dans les deux premières équations, * 3 dans les 3 premières etc. De tels systèmes 
sont très simples à résoudre. 


L’exemple suivant, très simple, va expliciter le fonctionnement de l’algorithme de Gauss. 


Exemple 3: 

3*! - 3*2 b *3 = 0 

(1) 

4*2 — *3 = 5 

( 2 ) 

2 * 1 — 2*2 H-* 3=1 

(3) 

3*! — 3*2-|-*3—0 

(D 

4 * 2 — * 3 = 5 

(2') 

1 /3*3~ 1 

(3’) 


L’équation (2) ne contient pas x x qui intervient seulement 
dans les équations (1) et (3). En multipliant (1) par — 2/3 
et en additionnant le résultat à (3) on obtient le nouveau 
système d’équations (L), (2'), (3'). 

Puisque * 2 est déjà absent de (3'), il n’est pas nécessaire de 
l’éliminer. De (3 ) on peut voir que * 3 = 3, puis en substituant 
cette valeur dans (2 ) on obtient * 2 =2 et puis (T) conduit 
à jc l = 1 . 


«11*1 +« + «,3*3 + «,4*4 =6, 

« 21 * 14 « 22 * 24 « 2 a *3 4 " « 21*1 ^2 

«31*1 + «32*2 + «33*3 + «34*4 = *3 


« 11*1 


Si 


I 0,2*2 4 « 13 * 3 -| «14*4 = 6, 

«22*2 -I a ^ x 3 I a ' u x 4 = />2 

«32*2 H' «33*34 «34*4 = K 


U) 

( 2 ) 

(3) 

(D 

( 2 ') 

(3’) 


GG 


Un exemple plus difficile est le cas de 
trois équations à quatre inconnues dans le 
cas général. En appliquant l’opération 3, 
on peut supposer si cela est nécessaire, que 
a n est différent de zéro dans le système S 
ci-contre. 

Alors le système S x peut être obtenu à 
partir de S en soustrayant a 2l /a n (resp. 
a [n /a n ) fois l’équation ( 1 ) de l’équation ( 2 ) 

(resp. (3)). 

On a a'ij=a l j—a ll a 1J la u et b\=b l — a ll b l la lx (/=2, 3; j= 2, 3, 4). Si tous les coefficients de (2') 


cèdent on en déduit que le système n’a pas de solution, par contre si b 2 b' 2 0 , alors x 2 , 
* 3 et * 4 peuvent être choisis arbitrairement et *, est déterminé par l’équation (1). Si aucun de 
ces cas ne se produit alors en interchangeant (2') et (3') si nécessaire, ou en renumérotant les 
inconnues, on peut s’arranger pour que a 22 soit différent de zéro. Pour éviter une surcharge 
de notations on supposera que c’est déjà le cas dans le système S t tel qu’il est écrit (le lecteur 
est invité à consulter les exemples suivants). 


«11*1 | «, 2 *2+13*3 + «m*4 = bi 
«22*2 I «23*3-1-«24*4“ ^2 
«33*3 I «34*4 = b 2 


0 ") 

( 2 ”) 

(3") 


Le système S 2 est obtenu à partir du sys¬ 
tème S x en soustrayant a' 22 la 22 fois l’équa¬ 
tion (2') de l’équation (3'). Dans S 2 a' 2J = 

« 3 > «32«2j/«22’ b 2 ~b 2 « 3 2^/«22 0 3» 4). 

Comme dans l’étape précédente si « 33 =%|=0 il y a deux cas à distinguer. Si b 2 0, alors 
* 3 et * 4 peuvent être choisis arbitrairement et *j et x 2 sont déterminés à partir de (i”) et ( 2 "). 

Supposons maintenant que « 33 ^ 0 . Si * 4 est pris comme un nombre arbitraire cl , alors * 3 est 
déterminé à partir de (3"), x 2 à partir de (2") et finalement x x à partir de (1"). Il y a une 
solution pour chaque cl, et toutes les solutions peuvent être obtenues de cette façon. Si « 33 =0 
mais tf 3 4 ^ 0 , les solutions sont obtenues de la même manière en échangeant les rôles de * 3 et * 4 . 
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Exemple 4: Le système S 2 est obtenu en 
interchangeant les deux premières lignes de Si. 
Maintenant dans S 2 , 0/1=0 fois l’équation (1) 
est soustraite de (2), et 3/1 =3 fois (1) soustrai¬ 
te de (3). On obtient ainsi le système S 3 . S 4 
est obtenu à partir de S 3 en interchangeant 
x 2 et *4 et les renotant x\ et x 2 respective¬ 
ment. Alors dans S 4 , —4/4 fois (2') est soustrai¬ 
te de (3'), autrement dit les deux équations 
sont additionnées, cela conduit à S 5 . Si dans 
S b on fait x 4 — x 2 =d alors * 3 =2, Jf 2 =Jc 4 =l, 
et * x =— l-\- 2cl. Ainsi l’ensemble S des solu¬ 
tions de S 1 est S= {(—7 + 2 cl, d, 2, 1); d réel}. 


*l + 3*2 + 4 * 3 — 2*4 = 

4 

(n 

II 

H 

.1 

4 

2 

(2') 

S 4 -4* 2 —4 * 3 = 

-12 

(3') 


fil 

- X 3 ~h4x 4 =2 
x 1 -2x 2 +4x 3 +3x 4 =4 
3x! — 6 jc 2 + 8 * 3 + 5* 4 =0 



*4 - 2 * 2 + 4 * 3 + 3 * 4=4 

(1) 

s 2 

- * 3 + 4*4 = 2 

( 2 ) 


3*4 — 6*2 + 8*3 + 5*4 = 0 

( 3 ) 


* 1 - 2 * 2 + 4 * 3 + 3 * 4 = 4 



- * 3 + 4 * 4 = 2 


Sj 

— 4*3 — 4 * 4 = —12 



*1 + 3 * 2 + 4*3 - 2*4 = 4 



4 * 2 - * 3 = 2 


S S 

- 5 * 3 = -10 



Exemple 5: 


*1 1 *2 1 *3 6 

2*4 +*2— *3=1 

4*4-*2+ 2*3 = 8 

* 1 +*2+2*3 = 7 


*4 + * 2 + *3= 6 

-*2-3*3=-11 
13*3= 39 

0= 0 



Soit deux systèmes de quatre 
équations à trois variables 
avec les mêmes coefficients 
mais des seconds membres 
différents. 

L’application de l’algo¬ 
rithme conduit aux deux 
systèmes suivants: 


*4 + *2 H" *3 = 6 

2*1+* 2 — *3 = 0 

4*1—*2+2*3=8 

- *4+ *2 + 2*3 = 7 


*l+*2+ *3= 6 

-*2-3*3=-12 
13*3= 39 

0= — 11/13 



Alors que le système de gauche possède l’unique solution * a =3, * 2 =2 et *4 = 1, le système 
de droite n’a pas de solution du tout à cause de la contradiction dans la dernière équation. 


Interprétation géométrique. 11 est bien connu en géométrie analytique qu 'une équation linéaire 
à deux inconnues définit une droite dans le plan. Si on associe à chaque solution (*, ÿ) le point 
de coordonnées (*, ÿ), alors l’image de l’ensemble des solutions est une ligne droite. Donc deux 
équations à deux inconnues déterminent deux droites dans le plan, et les solutions du système, 
si elles existent, doivent être les points d'intersection des deux droites. Les cas suivants peuvent 
se produire (voir Fig. 4.2-2, 4.2-3): 

(/) Il y a une infinité de solutions et une infinité de points d’intersection des deux droites. 
Dans ce cas les deux droites coïncident; une des inconnues peut être choisie arbitrairement, 
l’autre étant alors déterminée de façon unique. 

(/V) Le système d’équations a une solution unique. Dans ce cas les droites se coupent en un 
seul point. 

(///) Le système n’a pas de solution. Les droites sont distinctes et parallèles. 

La situation est analogue avec des équations linéaires à 3 inconnues x , y> x. Chaque équation 
définit un plan dans l’espace tridimensionnel. De nouveau les solutions du système sont les 
points contenus dans l’intersection des plans définis par ces équations. 


17.2. Déterminants 

Dans des méthodes de résolution de systèmes de n équations à n inconnues, autres que la 
méthode de Gauss, certaines fonctions des coefficients, les déterminants , jouent un rôle essentiel. 
Ces fonctions ont un rôle important dans d’autres branches des mathématiques, telles que le 
calcul différentiel et intégral à plusieurs variables. 

Un déterminant est une fonction de n 2 variables, habituellement écrite 
comme un tableau carré de la forme ci-contre. Les nombres a,j sont ap¬ 
pelés les éléments ou les entrées du déterminant. La i eme ligne du déter¬ 
minant est le rt-uple (a n , a l2y ..., a in ) des entrées ayant i comme premier 
indice. La j ièmc colonne est le /z-uple (a lJy a 2Jy ..., a nJ ) des entrées ayant j 
comme deuxième indice. La valeur du déterminant est 27 (—l) k a ls ^ a 2s2 • • a n » ni 


a n a 12 ... a ln 

a 21 °22 • • • a 2n 

&nl &n2 &nn 
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où les indices s l9 •.., s„ correspondent aux permutations des nombres 1 , ...» n et sont donc 
distincts. La somme est prise sur toutes les permutations possibles de 1,2,...,//, c’est à dire 
que les termes de la somme sont tous les produits possibles contenant exactement un élément 
de chaque ligne et de chaque colonne. Puisqu’il y a n\ permutations, la somme a //! termes. 
Le signe (—1)* est déterminé par le nombre k d’inversions dans la permutation; par exemple, 


dans le produit la permutation ^ ^ j donne k = 3 inversions (soit 3 devant 1, 3 

devant 2 et 4 devant 2), si bien que le signe est — 1. 


Exemple 1: Calcul de déterminants 2x2. Les permutations 


( I 2) Ct (2 0 ° nt res P ect ' vement 0 et 1 


011 

012 




— 011022 - 012021 * 

021 

022 



Exemple 2: Calcul de déterminant 3x3. Aux permutations n de trois éléments correspondent 
k inversions. 


n 

G*D 

G”) 

G”) 

G”) 

G”) 

G”) 

k 

0 

1 

1 

2 

2 

3 



0u 

012 

013 


D — 

021 

022 

023 



031 

032 

033 



D — «11^22^33 ^11^23^32 #12^21^33 I ^12^23^31 4 W 13^21^32 ^13^22^31 * 


On peut se rappeler facilement ces formules de 
calcul des déterminants 2x2 ct 3x3, de la façon sui¬ 
vante: Ecrire le déterminant ct compléter le déter¬ 
minant 3x3 en lui adjoignant ù droite les 2 premiè¬ 
res colonnes (Fig.). 



0.11 ^12 0i3 0n 012 

\ XX/ 

021 022 023 021 022 

/y x\ 

031 032 033 031 032 


Les nombres reliés par des lignes rouges sont multipliés entre eux et les produits ainsi obte¬ 
nus sont additionnés. De cette somme on soustrait les produits des nombres reliés par les li¬ 
gnes bleues. Le résultat obtenu est la valeur du déterminant. Pour les déterminants 3x3 cela 
est appelé formule de Sarrus (ou règle de Sur rus). 

Propriétés des déterminants. Les propositions suivantes peuvent être obtenues de la définition 
même du déterminant. 


1. Le déterminant est une fonction linéaire des éléments de chaque ligne. 

2. Si deux lignes sont interchangées, le déterminant change de signe. 

3. La valeur du déterminant est zéro si une des lignes est une combinaison linéaire des autres, 
en particulier si les éléments d’une ligne sont tous zéro ou bien si deux lignes sont identiques. 

4. La valeur du déterminant ne change pas si à une ligne donnée on ajoute une combinaison 
linéaire des autres. 

5. La valeur du déterminant ne change pas si on échange le rôle des lignes ct des colonnes. 

La première proposition signifie: (/) Un facteur commun à tous les éléments d’une ligne 
peut être pris comme facteur du déterminant. (//') Si les éléments d’une ligne peuvent être écrits 
comme la somme de m éléments, alors le déterminant pourra s’écrire comme la somme de m 
déterminants dans lesquels les autres lignes restent inchangées. Par exemple: 


011 

012 

013 


011 

012 

013 


011 

012 

013 

(02lH~^2l) 

(022 1 

l^) (023 1^23) 

= 

021 

022 

023 

+ 

^21 

^ 22 

^23 

031 

032 

033 


031 

032 

033 


031 

032 

033 


Les propositions 3 et 4 sont des conséquences immédiates de 1 et 2, et 5 signifie que tous 
les théorèmes établis à partir des lignes sont aussi valables pour les colonnes. 

Les règles 3 et 4 sont fréquemment utilisées lors du calcul pratique des déterminants. 


Exemple 3: 

5 3-1 

0 0 0 

=0; 

1 1 1 

2 4 5 

=0; 

1 1 1 

2 4 5 


7 9 8 


1 1 1 


4 6 7 
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1 2 

3 

5 


04* 1 

14-1 4-1 

2 + 3 


0 1 

4 

2 

2 -2 

8 

4 

=2 

1 

-1 4 

2 

=2 

1 -1 

4 

2 

1 1 

-1 

3 


1 

1 -1 

3 


1 1 

-1 

3 

7 0 

2 

1 


7 

0 2 

1 


7 0 

2 

1 


11-13 


0 

1 4 2 


0 

1 4 

2 

1-14 2 

=2 

0-0) 

(-1-1) (4-4) (2-2) 

= 2 

1 

-2 0 

0 

11-13 


1 

1 -I 3 


1 

1 -1 

3 

7 0 2 1 


7 

0 2 1 


7 

0 2 

1 


(Voir 
Exem¬ 
ple 5) 


Mineurs. Si on supprime m lignes et m colonnes d’un déterminant nXn , le déterminant ré¬ 
sultant qui est ( n — m)X(n — m) est appelé un mineur du déterminant initial. 


Exemple 4: En supprimant 

«n 

«12 

«13 

«14 

«15 




la 2 cme et 5 emc ligne ainsi que 









la 2 cmc et 4 emv colonne du 

«21 

«22 

«23 

«24 

«25 


«11 

«13 

«15 

premier déterminant ci-contre 










on est conduit au mineur d’ 

«31 

«32 

«33 

«34 

«35 


«31 

«33 

«35 

ordre 3x3. 

«41 

«42 

«43 

«44 

«45 


«41 

«43 

«45 


«51 

«52 

«53 

«54 

«55 





Si seules les i eme ligne et j eme colonne sont supprimées on obtient un mineur (n— [)X(n — 1). 
Si ce déterminant est multiplié par le signe (— \) t+J > alors la valeur obtenue est appelée cofacteur 
ou complément algébrique de l’élément a u et s’écrit A u . 


Calcul des déterminants. Les cofactcurs jouent un rôle important dans le calcul des déter¬ 
minants comme le montre le théorème suivant: 


Théorème (développement d’un déterminant suivant une ligne): Chaque déterminant D peut- 
être calculé à partir des éléments d’une ligne et de leurs cofactcurs: 

D flfl'lil 4" 0/2^12 *+■ * ' * 4*0/n'l/n 


Grâce à la propriété 5 la proposition analogue pour les colonnes est également vraie. 
Exemple 5: Développement par rapport à la 2ème ligne. 


0 1 4 

2 


1 4 2 


0 4 2 

1 —2 0 

1 1 —1 

0 

3 

=i •(—i) 2+i 

1 —1 3 

+ (—2) (-l) 2 + 2 

1 —1 3 

7 0 2 

1 


0 2 1 


7 2 1 


4*0 • ( — 1) 2+3 


0 1 
1 1 


0 1 


4 - 0 -( — 1) 2+4 


0 1 4 
1 1 — 1 
7 0 2 


=—189. 


Ainsi le théorème du développement réduit le calcul de déterminants nXn à des calculs de 
déterminants ( n —l)x(/i—1). Des déterminants à 2 ou 3 lignes peuvent être calculés directe¬ 
ment par cette méthode. 

L’exemple montre qu’il est avantageux de développer par rapport à une ligne qui a beaucoup 
de zéros. Les règles 1 et 4 sont fréquemment utilisées pour obtenir de telles lignes. 

Résolution des systèmes d’équations linéaires par les déterminants. Si les coefficients au 
d’un système de n équations linéaires à n inconnues sont écrits (dans l’ordre dans lequel ils 
apparaissent dans le système) comme les éléments d’un-déterminant Z), alors le déterminant D } 
est défini à partir de D, en remplaçant la jième colonne de celui-ci par la colonne des con- 
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stante* du second membre du système. Les déterminants D et Dj peuvent être utilisés pour ré¬ 
soudre le système d’équations à condition que la valeur de D ne soit pas nulle. 

Formules de Cramer: Si le déterminant D des coefficients d’un système de n équations linéaires 
à n inconnues est différent de zéro, alors Xj=Dj/D (/=1, 2,..., n) est l’unique solution de ce 
système. 


Exemple 6 (Voir Exemple 3 de la résolution par élimination): 


3*J-3*2+ *3 = 0 


3 -3 

1 



0 -3 1 

£ 

1 

co* 

II 

U* 

, D = 

0 4 

-1 

=4, 

Di = 

5 4-1 

2*J — 2*2+ * 3 =1 


2 -2 

1 



1 -2 1 


3 0 1 



3 - 

-3 0 


*i = 

d 2 = 

0 5-1 

=8, 

£>3 = 

0 

4 5 

-12; 



2 1 1 



2 - 

-2 1 


* 3 = 


~-4, 


Dans un système homogène tous Les déterminants Dj sont nécessairement nuis. Ainsi donc un 
tel système n’a de solution non triviale que si D est nul. La réciproque est vraie également. 


Un système de n équations linéaires à n inconnues , homogène , n'a de solution non triviale que 
si le déterminant de ses coefficients est nul. 


17.3. Espaces vectoriels 

Introduction. Les considérations développées dans la partie “équations homogènes” montrent 
que les solutions d’un système homogène forment un exemple d’ensemble d’objets qui peuvent 
être additionnés entre eux ou multipliés par des nombres sans cesser d’appartenir à l’ensemble. 
Une généralisation et une définition abstraite de ces propriétés conduisent au concept d'espace 
vectoriel , qui est au centre de toute l’algèbre linéaire. 


Un espace vectoriel est un ensemble d'objets ou d'éléments qui peuvent être additionnés entre 
eux et multipliés par des nombres (le résultat étant encore un élément de l'ensemble ), de telle 
sorte que les formules usuelles de calcul soient encore valables. 

L'algèbre linéaire peut être considérée comme la théorie des espaces vectoriels. Les éléments 
d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs , et les nombres par lesquels ils peuvent être multi¬ 
pliés sont appelés scalaires. L’ensemble des scalaires peut être l’ensemble des nombres ratio- 
nels, des nombres réels ou des nombres complexes. D’autres structures plus générales peuvent 
être utilisées (Corps; voir Chap. 16). Dans ce qui suit l’ensemble des scalaires sera toujours 
pris comme l’ensemble des nombres réels. Les formules caractéristiques dans un espace vectoriel 
V sont les suivantes (*, y , z sont des éléments de l’espace vectoriel K, c’est à dire des vec¬ 
teurs, et a et b sont des scalaires). 

1. Loi d'addition associative : (* ++) +z ~ x H- (y -\~z). 

2. Commutativité de la loi d'addition: x+y —y-\~x. 

3. Existence d'un élément neutre: Il existe un élément o dans V tel que x + o = x pour 
tout x de V. 

4. Existence d'inverses pour la loi addition: Pour chaque x dans V il existe un élément — x 
dans V tel que x+(-*) — o. 

5. Loi de multiplication associative: a(bx)~(ab)x 

6. Existence d'un élément neutre pour la multiplication: lx— x. 

1. Première loi de distributivité : a(x\y)~ax\-ay. 

8. Deuxième loi de distributivité : {a + b)x — ax | bx . 

Tout ensemble dans lequel on a défini une addition entre les éléments de cet ensemble et une 
multiplication par des scalaires , de telle sorte que le résultat appartienne toujours à l'ensemble 
est un espace vectoriel si les conditions de 1 à 8 sont vérifiées. 
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Exemples d’espaces vectoriels. 1. L’ensemble de toutes les fonctions polynomiales forme un espace 

vectoriel. Si f(x)=a n x n + - - •+a 1 x+a 0 et g{x)=b m x m ~V -b6i*+&o sont des fonctions poly- 

nôminales (ou polynômes) alors leur somme, si n>m , est f(x)-)rg(x)=a n x n -\- -l-tf wl+1 jc wi+1 + 

(a m +b m )x m -\- -b(«i+^i)x4-(«o+^o)- Le produit af(x) d’un nombre réel et d’un polynôme 

est a f(x) (i aa n )x"-\- • • •-|-(«ûf 1 )jr+(afir 0 ). Il est alors aisé de vérifier les conditions de 1 à 8. L’élé¬ 
ment zéro (aussi appelé élément neutre pour l’addition, et plus particulièrement pour les espaces 
vectoriels, origine) est le polynôme f(x)= 0. 

2. L’ensemble de toutes les fonctions différentiables , et aussi l’ensemble des fonctions intégra¬ 
bles forment des espaces vectoriels. L’élément zéro (neutre) est encore la fonction f(x)= 0. Les 
fonctions sont additionnées en additionnant leurs valeurs et multipliées par un nombre en mul¬ 
tipliant leurs valeurs par ce nombre. 

3. L’ensemble des nombres réels et des nombres complexes forment des espaces vectoriels pour 
d’addition et la multiplication usuelles. 

4. L’ensemble des n -uples (a ly a 2y • • •, a n ) avec des éléments réels forme un espace vec¬ 

toriel noté R", pour chaque entier naturel n. Pour n 2 on dit aussi paires ordonnées (ou 
couples ), pour n 3 triplets, pour n 4 quadruples. L’addition est définie par (a ly a 2y ..., «,,) + 
(b ly b 2y • • •, b n )=(a 1 -j-b ly a 2 -\-b 2 ..., a„+b„) et la multiplication par a(a ly a 2y . .., a n )=(aa ly aa 2y 
. . . , aa n ). 


Algèbre vectorielle 


L’espace vectoriel V 3 . Dans ce paragraphe on examine les propriétés d’un espace vectoriel 
particulièrement important. Il joue un rôle très important dans la physique et la technologie. 
Il va de plus rendre claire l’importance des espaces vectoriels, et par là même de l’algèbre li¬ 
néaire, dans les applications pratiques. Le nom de vecteur fut utilisé la première fois pour les 
éléments de cet espace particulier et généralisé plus tard à d’autres ensembles. 

Les vecteurs vont d’abord être décrits géométriquement, en partant de l’espace tridimensionnel, 
dans lequel longueur, largeur et hauteur sont définies. Une translation de l’espace consiste à 
associer à chaque point P un point Q de telle sorte que les segments (orientés) reliant les points 
à leur image soient tous parallè¬ 
les et de même longueur. Une telle 
translation est appelée vecteur. 

De la définition on déduit qu’un vecteur est complètement déterminé si on connaît son action 
sur un seul point P y c’est à dire si on connaît le point Q associé au point P. Ainsi donc le 


Un vecteur est une translation de l'espace tridimensionnel. 


—► 

vecteur peut être caractérisé en traçant le segment PQ et en mettant une flèche sur PQ y la 
pointe de la flèche étant en Q pour indiquer que l’on va de P vers Q. Un tel segment orienté 
est appelé un représentant du vecteur. P est appelé point initial ou point d'application du vecteur 
et Q est appelé point final (ou extrémité) du vecteur (Fig.). 

Pour chaque point P il existe un représentant de tout vecteur ayant ce point P comme point 
initial, de même chaque point Q peut être considéré comme l’extrémité du représentant d’un 
vecteur adéquat. Des représentants différents d’un même vecteur sont parallèles et ont la même 
longueur. Il est donc naturel de définir la longueur ou le module ou la norme d’un vecteur a y 
comme la distance entre les points P e‘t Q de l’un quelconque des représentants de a. La lon¬ 


gueur de a est notée par |a| ou par \PQ\. Elle est toujours non-négative. Les vecteurs de lon¬ 
gueur 1 sont appelés vecteurs unitaires. 



17.3-1 Représentant d’un, 
vecteur 



Dans ce qui suit la plupart des autres concepts de l’algèbre vectorielle seront introduits par 
les représentants. Mais il est incorrect d’identifier un vecteur avec un représentant particulier. 
Si cela est fait, on essaie habituellement de surmonter les difficultés résultantes par des phrases 
du type “les vecteurs peuvent être translatés dans n’importe quelle direction”. Mais cette phrase 
signifie réellement que par un déplacement parallèle d’un représentant d’un vecteur, on obtient 
un autre représentant du même vecteur. Cela conduit à la proposition suivante. 
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Deux vecteurs sont égaux si et seulement si deux de leurs représentants sont égaux en lon¬ 
gueur et en direction. Tous les segments parallèles, égaux en longueur et de même orientation 
(direction) sont les représentants d'un même vecteur (Fig.). 


Pour obtenir un espace vectoriel il nous reste encore à définir l’addition de vecteurs et la 
multiplication par des scalaires. 

Addition vectorielle. La somme de deux vecteurs a et b est le vecteur a \- b obtenu en effec¬ 
tuant successivement les translations a puis b . En utilisant des représentants la somme peut 

—> —> 

être définie de la façon suivante: Si PQ est un représentant de a en P et QR un représentant 
—y 

de b en Q, alors PR est un représentant de a \ b (voir Fig. 17.3-3). Il est aisé de voir que cette 
définition ne dépend pas du choix des représentants. 


Si on considère les représentants PQ , PQ\ Q'R et QR de, respectivement, a en P, b en P , 
a en Q’ et b en Q y on obtient un parallélogramme dont la diagonale PR représente en même 
temps a \ b et b \ a (voir Fig. 17.3-4). En conséquence nous avons a+b=b -ha et la commuta¬ 
tivité de la loi d'addition est vérifiée. Il est tout aussi aisé de vérifier l'associativité de la loi 
d'addition (a-|-A)+c=a-f(c-|-A) (voir Fig. 17.3-5). 



17.3-3 Addition de vecteurs 



17.3-4 Commutativité de 
l’addition vectorielle 


17.3-5 Associativité de 
l’addition vectorielle 
a -|- (b -|- c) = (a -f b) 4- c 


La validité de ces lois conduit à la méthode suivante pour l’addition de plus de deux vecteurs. 


Plusieurs vecteurs peuvent être additionnés en choisissant une suite de représentants , un pour 
chaque vecteur , de telle, sorte que le point final (ou extrémité) de chaque représentant soit le 
point initial du suivant. La somme ou résultante est le vecteur représenté par le segment allant 
du point initial du premier représentant au point final (ou extrémité) du dernier. 


Le vecteur nul (ou origine). La translation qui applique un point P sur P lui-même, et 
donc qui laisse fixes tous les points de l’espace est le vecteur nul , noté o. On ne peut pas lui 
donner une direction particulière et sa longueur est 0. Il possède la propriété caractéristique 
suivante que a+o=a quel que soit le vecteur a. 


Soustraction. Pour définir la soustraction de vecteurs on utilise le fait qu’il existe un inverse 
unique pour chaque Vecteur. Si a \-b=o y alors h= — a et un représentant de b est obtenu en 
interchangeant les points final et initial d’un représentant de a (voir Fig. 17.3-6). Ainsi, —«pos¬ 
sède la même longueur que «, mais sa direction est opposée. En particulier nous avons o——o. 

On peut dire maintenant que la différence a—b de deux vecteurs est la somme de «- et — A, 
a-b=a+(-h). 


Q ^ 


p ' Q’ 

17.3- 6 Représentation 
de vecteurs opposés 

17.3- 7 Multiplication de 
vecteurs par des scalaires Q" 


PQ=a 

\a'\ m d\a\ 


PQ'* 


t Multiplication des vecteurs par des scalaires. 

J? Si les points P, Q , et Q ' (P^fiQ, P^fiQ) ap- 

—> —► 

partiennent à une droite, alors PQ et PQ ' sont 
des représentants de vecteurs a et «', de même 
ou de directions opposées. Cependant, en général 
' les longueurs de a et a' seront différentes. Mais 
P 'il existe un nombre réel d> 0 tel que |a'| = 
r/-|«|, soit d=\a\l\a |(voir Fig. 17.3-7). Si a et a' 
ont la même direction on définit a =da , avec 
d=\a'\/\a\, si les directions sont opposées, on 
définit a——da. Cela conduit à la définition suivante, incluant aussi bien les cas a=o ef d=0. 
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Le produit d ■ a d’un vecteur a par un réel d est le vecteur de longueur d • \a\ y ayant même di¬ 
rection que a si d> 0, et la direction opposée si d< 0. Pour rf=0 on définit 0 a=o. 

Il résulte en particulier que 1* o=o y ( — 1) a= — a y d- o=o quelque soit d , et n ■ a=a+a + - Va 

n fois 

pour chaque entier naturel n. Si a^o, alors le vecteur a/\a\ a pour longueur 1, c’est donc 
un vecteur unitaire et il sera noté dans la suite par a 0 . Ainsi a = \a\ a 0 . L'associativité de la loi 
de multiplication et les deux lois de distributivité (7 et 8) sont facilement vérifiées. On a donc 
construit de cette manière un espace vectoriel constitué des translations de l'espace tridimension¬ 
nel. Cet espace vectoriel sera noté V 3 . 

Composantes et coordonnées dans V 3 . 

Pour pouvoir faire des calculs en géo¬ 
métrie, on introduit un système de co¬ 
ordonnée (repère), par exemple un re¬ 
père orthogonal (cartésien) avec les axes 
x y y et z. Les projections orthogonales 

du représentant PQ d’un vecteur a sont 
encore des représentants de certains 
vecteurs. Ces vecteurs, qui sont indé¬ 
pendants du choix du représentant PQ , 
sont appelés composantes a x , a y et a 2 
de a par rapport au système de coor¬ 
données (voir Fig. 17.3-8), et a=a x ~V 
I a y I a z . 


17.3-8 Les composantes d’un vecteur 



Si i, j et k sont les vecteurs de base du système de coordonnées, c’est à dire, les vecteurs 
unitaires sur les axes *, y et z respectivement, alors a x =a x • /, a y =a y • y, a z =a z • k. Les nombres 
réels a x , a yy a z sont appelés coordonnées de a dans le système de coordonnées donné. 


Composantes de a : a x , a yy a z (vecteurs) 

a a x -\-a y -Va z 

Coordonnées de a : a xy a yy a. (nombres) 

a aj-\a y j\a,.k 

Norme de a à l’aide des coordonnées a xy a yy a z 

l«l v (al-\-a 2 y +al) 

Composantes et norme du vecteur a représenté 
-- > 

par PQ , P (x,„ y„, z 0 ), Q (x„ y y , z,) 

a (x, .r,,) i+(y 1 —y„)j~ l-(zi—z«) k 
l«l = V[(Xl —*„) 2 + (? 1 —J'o) 2 +(Zl— ^o) 2 ] 


Si PQ est un représentant de a et si P et Q ont respectivement pour coordonnées (* 0 > ^o, z 0 ) 
et (jq, y lt z L ), alors les composantes de a sont respectivement (x x — x 0 )i, (y t — y 0 ) j, (z 2 —z 0 ) k. 
Ainsi les coordonnées de a sont les différences entre les coordonnées du point final et du point 
initial d’un représentant arbitraire de a. 

Puisque chaque vecteur détermine un triplet de coordonnées et qu’inversement, chaque triplet 
(flj, a 3y a 3 ) détermine un unique vecteur a , pour lequel a x —a Ay a y a 2y a z a 3y l’espace vectoriel 
V 3 peut être identifié à l’espace vectoriel des triplets de nombres réels, espace noté R 3 . Mais 
pour donner un sens à tout ceci, on doit montrer que l’addition des vecteurs et la multipli¬ 
cation par des scalaires dans V 3 correspond à l’addition des vecteurs et à la multiplication par 
des scalaires dans R 3 , autrement dit, que les coordonnées de a \ b et de d a sont respectivement 
(a x -Vb xy a y -\b yi a z -\-b z ) et (da x , da yy da z ). Et en effet, de a a x i \ a y j \ a z k et b b x i-\-b y j~\-b z k 
il résulte que a\b (a x -\-b x ) i~V(a y ~\b y ) j-\-(a z -\-b z ) k et que d - a = (cl- a x ) i~V(d • a y )j-\-{d • a z ) k. 

Dans le premier cas la commutativité et l’associativité de l’addition ainsi que la deuxième loi 
de distributivité sont nécessaires; dans le second cas on utilise la première loi de distributivité 
et l’associativité de la loi de multiplication. On dit que l’addition et la multiplication se font 
composante par composante ou coordonnée par coordonnée. Puisque —a = — \a et possède donc 
les coordonnées — a x , —a y et — a z , la soustraction se fait aussi composante par composante. 

On additionne (ou soustrait) des vecteurs en additionnant (ou soustrayant) leurs coordonnées; 
un vecteur est multiplié par un scalaire en multipliant ses coordonnées par ce scalaire. 
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Exemple 1; Pour a~2i-\(\j2)j—k\ b~ — 3/+2/+5Æ et d~2 on obtient a-\-b~ — i-H(5/2) 
+4Ar; — A ~ 3i — 2j — 5k ; a-b=5i-(3l2)j-6k; da=4i+j-2k. 

Ainsi il existe une application bijective de F 3 dans R :l qui conserve l’addition et la multi¬ 
plication par les scalaires. Les vecteurs i, j, k sont identifiés aux triplets (1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0, 0, 1) et le vecteur arbitraire a- a x i+a y j-\ a z k est transformé en (a Xi a y , a z ). Bien que l’espace 
V 3 soit défini de façon plus intuitive, les calculs sont plus aisés à faire dans R 3 , car ceux-ci 
donnent une image plus claire des opérations effectuées dans K 3 ; V 3 et R :l ont la même struc¬ 
ture en tant qu’espaces vectoriels, mais leurs éléments sont différents. Dans ce qui suit il ne 
seront pas considérés comme étant le même espace (voir applications linéaires). 

Produit scalaire et produit vectoriel dans V 3 . Dans V 3 il y a deux opérations très naturelles. 
L’une d’entre elles associe un scalaire à tout couple de vecteurs et est appelée produit scalaire 
(noté a • b). L’autre donne pour résultat un vecteur et est appelée produit vectoriel (noté aXb ). 
Le produit scalaire peut aisément être généralisé à d’autres espaces vectoriels, mais cela est moins 
immédiat pour le produit vectoriel. Ces deux produits ont des applications en physique. Par 
exemple, le travail d’une force F, se déplaçant sur un chemin rectiligne s est calculé par le 
produit scalaire F • 5, et la vitesse u d’un point P d’un corps tournant autout d’un axe est cal¬ 
culée comme le produit vectoriel du vecteur distance orientée de P à l’axe et du vecteur vitesse 
angulaire, parallèle à l’axe. 

Produit scalaire: Les représentants, en un même point P, de deux vecteurs a et b , non nuis, 
forment un angle a compris entre 0° et 180°, et un angle /? compris entre 180° et 360° de telle 

sorte que a+/?=360°. L’angle (a, b) entre deux vecteurs a et est défini comme étant le plus 
petit angle, soit a. 

Le produit scalaire a • b (dire a point b), de deux vecteurs non nuis a et b est défini comme 
étant le nombre réel |a| \b\ cos (a, b). 

La relation de commutativité a h b - a est vérifiée, et on dit que la produit scalaire est symé¬ 
trique. La relation d'associativité n’est pas vérifiée, en général, pour le produit de trois vecteurs, 
car (a • b) • c est un multiple de c tandis que a • (b • c) est un multiple de a. D’un autre côté, il 
y a une relation de composition pour la multiplication par les scalaires et le produit scalaire. 
Utilisant la relation de commutativité on obtient les équations suivantes: 

(ah • c) — a(b • c)= a(c b) ( ac • b) ( b • ac ). 

Une opération sur des vecteurs satisfaisant cette relation et les relations de distributivité est 
appelée bilinéaire. La relation de distributivité est toujours vérifiée: a (b \ c)<=a • b\a • c. 

Deux vecteurs a cl b sont dits orthogonaux si a b 0. Si a et b sont tous deux non nuis cela 

signifie que cos (a, b) 0 ou que a 90°, soit, en d’autres termes, les représentants de a et b sont 
perpendiculaires. 

Le produit scalaire est non invcnsiblc, car on ne peut pas définir un vecteur unique a tel que 
a - b - c (ou tel que “a soit le quotient du nombre réel c par le vecteur b"). Pour b et c donnés, 
il y a toujours une infinité de vecteurs a satisfaisant l’équation a ■ b c; par exemple, si c=0, 
alors tout multiple du vecteur a/o orthogonal à b sera solution. La division par des vecteurs 
n'est pas permise. 

Dans le produit scalaire a • A, le vecteur a peut être remplacé 
par le vecteur a b de longueur |a| • cos (a, /;) et ayant même sens 

XX 

(ou direction) que b si ( a , b) est plus petit que 90° et le sens 

XX 

opposé si (a, b) est plus grand que 90 ü . Un représentant de a h peut 
être obtenu en prenant la projection orthogonale d’un représentant de 
a sur la droite support du représentant de b , les représentants de a et 
b ayant la même origine (voir Fig. 17.3-9). On peut faire de même 
pour b. Ainsi a b a h • b b a • a. Le produit a,, • b possède la propri- 

, , . XX 

ete «/, •/> ==bk/ b | |A|, le signe étant lié à l’angle (a, b), alors que a b 

XX 

\a\ • \b\ cos (a, b). 

Produit scalaire à l’aide des coordonnées. Pour calculer le produit scalaire à l’aide des coordon¬ 
nées, on a uniquement besoin des produits scalaires / • /, / • j, ..., k • k (et des propriétés de distribu¬ 
tivité et d’associativité). Il résulte de la définition que le produit scalaire est 1 si les deux facteurs 
sont égaux et 0 autrement. On peut ainsi calculer le produit scalaire de « et b , à partir de leurs 
coordonnées, sans connaître l’angle formé par ces deux vecteurs; cela pourra donc être utilisé pour 
calculer l’angle formé par deux vecteurs. 



17.3-9 Projection d’un 
vecteur sur un autre 
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Produit scalaire des vecteurs de base 

i • i =j • j—k • k= 1 

i j=i ■ k=j - k=0 

Produit scalaire a • h à l’aide des 
coordonnées 

a=a x i+a y j-\-a z k, 

b=b x i+b y j-\-b 2 k 

a b=a x b x + a y b y + a z b z 

Angle, si |a| et |6| sont ^0 

cos (a~l>) — a h a x b x +a y b y +aA 

’ l«MA| ^m+al+aVW+bî+bl)] 


Exemple 2: A partir de a—V— 4/ et b—i+2j — 2k on obtient cos («, b) = — 1 /3 et ainsi 
(<O>)^109° 28'. 


Produit vectoriel. Le produit vectoriel aXb (dire “a vectoriel A”), de deux vecteurs non nuis 
est défini comme étant le vecteur c ayant les propriétés suivantes 1. a • c=b • c= 0, c’est à dire c 



est orthogonal à « et orthogonal à b. 2. |c| = |«| |6|jsin(a, b)\ et 
a x a y a z 


3. le déterminant 


b x 


b y b z 


formé par les coordonnées de 


c x c y c z 

a , b et c y donnés dans cet ordre, est non-négatif. Si a ou b 
est le vecteur nul alors aXb est aussi le vecteur nul. 

Pour trouver une interprétation géométrique du produit 
vectoriel de deux vecteurs non nuis, et non multiples scalai¬ 
res l’un de l’autre, on considère le plan engendré par deux de 

leurs représentants PQ et PQ' (voir Fig. 17.3-10). Alors les 
propriétés données plus haut ont l’interprétation suivante pour 

le représentant PR de c: 


1. PR est perpendiculaire au plan engendré par PQ et PQ'. 

—y /\ 

2. La longueur de PR est \a\ \b\ |sin (a, b)\, qui est l’aire du parallélogramme ayant pour côtés 


PQ et PQ'. 


3. PQ, PQ', PR est un système (ou repère) direct. Cela signifie: vu de /?, la plus petite des deux 
—► —► 

rotations possibles amenant PQ sur PQ' se fait dans le sens contraire des aiguilles d’une montre 
(sens trigonométrique) (ou bien si le pouce de la main droite pointe dans la direction de PQ et 
l’index dans la direction PQ\ alors la paume indique la direction de PR). Si PQ , PQPR f PR' y sont 

—y —y 

des représentants des vecteurs a, b,aXby bXa y alors PR et PR' sont tous deux perpendiculaires 
au plan engendré par PQ et PQ' et ont tous deux la même longueur. Mais puisque les deux systè- 

—y —y —y —y —y —y —y —y 

mes (ou repères) PQ , PQ\ PR et PQ\ PQ y PR' sont directs, PR et PR' doivent avoir des directions 

opposées. Ainsi aXb= — hXa. Cette relation est dite anti-commutative. Le produit vectoriel n’est 
pas commutatif et n’est pas associatif, mais il est bilinèaire y c’est à dire, que si a est un scalaire 
et X, y, z des vecteurs, alors a(xXy)=axXy=xXay et jcX (y+z)^ (jcX^)+(jcXz) et (jc-| -y)Xz— 
=(jc Xz)+(.yXz). 

Le produit vectoriel à l’aide des coordonnées. La définition donne immédiatement la valeur du 
produit vectoriel des vecteurs de base î, j et k. La bilinéarité du produit rend alors possible le 
calcul des coordonnées de aXb. Ce sont les déterminants 


a, a 2 


a x <*z 


a x a y 


— 


, et 


b y b z 


b x b z 


b x b. 


On peut se rappeler cela en utilisant le moyen mnémotechnique suivant. On écrit le déterminant 
3x3 dans lequel la première ligne est /, j, k y la deuxième et troisième ligne étant constituées par 
les coordonnées de a et b respectivement. On calcule ensuite la valeur du déterminant en le déve¬ 
loppant par rapport à sa 1ère ligne. Les coefficients de /, j, k sont alors les coordonnées de 
aXb. 
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Produit vectoriel des 
vecteurs de base 

i Xi = jXj = kXk = o 
i X j = k y j X k = i, k X i = j 

Composantes de aXh 

a ", 

< b = (a y b z - 

i j k 

a x ci y a z 

b x b y b z 

b y a z )i + (a z b x - a x b z )j + (a x b y - a y b x )k 


Exemple 3: Le produit vectoriel de 


i 

j 

k 

0 = 5/ — 3 j k et b = — # — j — 2k est 

aXb — 

5 

—3 

1 



— 1 —1 

2 


Base et dimension. Plusieurs concepts jouant un rôle important dans l’étude de V a peuvent 
être aussi utiles dans l’analyse d’autres espaces vectoriels, par exemple l’introduction des coordon¬ 
nées et la représentation des opérations à l’aide des coordonnées. Cependant plusieurs idées, 
comme le produit vectoriel ne peuvent pas être généralisées aussi aisément. 

Vecteurs linéairement dépendants et vecteurs linéairement indépendants. Si jc 2 , ..., jc„ sont 
des vecteurs d’un espace vectoriel V et x aussi un vecteur de K, on dit que x dépend linéairement 

de x ly x 2 y...,x n s’il existe des nombres a l9 a 2> ..., a n tels que x=a l x l +a 2 ,x 2 -\ - Ya n x n . On dit 

aussi que x dépend de x lt x 2y . .., x n ou que x est une combinaison linéaire de x u x 2 ,.. ., x n . Par 
exemple, chaque vecteur a de V 3 dépend du système x^i, x 2 =j y x 3 =k : a x i \ a y j \ a z k = a. 

Evidemment le vecteur nul o dépend de n’importe quel système de vecteurs x x , jl* 2 , ..., x n . Il 
suffît de choisir a x =a 2 = •• •=<?,, 0. 

Si jc dépend linéairement de x x , jc 2 ,. .., x n il y a alors des nombres a l9 a 2t . . a n et a — — 1 tels 

que 0 =tf 1 jc 1 -|-tf 2 jc 2 +- Vax n \ ax. Cette équation n’établit pas que jc dépend de jc 1( x 2 ,..jc„. 

Ce qu’elle signifie est que si au moins un des coefficients a lt a 2 ,.a n ou a est non nul , alors le 
vecteur correspondant dépend des autres. Cela conduit à la définition suivante. 


Un système de vecteurs jc^ .v 2 ,..., jc„ est dit linéairement dépendant s’il existe des nombres 
a lf a 2t ..., a n non tous nuis , tels que o=a 1 x l -\-a 2 x 2 A- * • m +a n x n . 

Le système est dit linéairement indépendant si cette dernière équation ne peut être vérifiée 
que si a x =a 2 = • • *=^,,=0. 


Le concept d’indépendance linéaire est particulièrement important, car c’est une condition 
nécessaire et suffisante de Yunicité de la solution de l’équation 
jc^tfiXi -\-a 2 x 2 = • • i -\a n x, t 

pour tout jc dépendant de x ly jc 2 , ..., jc„. En d’autres termes: jc,, jc 2 ,..., jc„ sont linéairement indé¬ 
pendants si et seulement si tout vecteur jc pouvant être écrit comme combinaison linéaire de x lt 
jc 2 , ..., jc h ne peut l’être que d’une seule façon, soit jc=a 1 Jc 1 H-a 2 jc 2 +-h«„Jc n . 

Exemple 4: Les vecteurs /, j de K 3 forment un système linéairement indépendant. Car si 
o=a 1 i-\-a 2 j alors 0=0 • i=(a 1 i-\-a 2 J) * i—a l9 et de façon analogue 0 =a 2 . 

Les trois vecteurs /, j, k sont aussi linéairement indépendants, on peut le montrer de la même 
façon. Ils ont en plus la propriété que chaque vecteur de V a est dépendant de ces trois vecteurs: 
a=a x i-\-a y j-\-a 2 k. Cela conduit à la définition suivante. 


Une base d’un espace vectoriel V est un système B de vecteurs de V y tel que chaque vecteur 
de V peut être représenté d’un seule façon comme combinaison des vecteurs de B. 


Il résulte de ce qui précède que cela est équivalent à la définition suivante: 


Une base d’un espace vectoriel V est un système B de vecteurs linéairement indépendants 
de V tels que chaque vecteur de V dépende linéairement des vecteurs de B. 
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Ainsi le système i, y, k forme une base de V 3 . 

S’il y a une base finie dans un espace vectoriel, celui-ci est dit de dimension finie , autrement il 
est dit de dimension infinie. Pour les espaces vectoriels de dimension finie nous avons le théorème 
suivant: 

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors deux bases quelconques ont le même 
nombre d’éléments. Ce nombre est appelé dimension de V . 


La dimension de V 3 est 3 puisque i, y, k f est une base; ainsi, chaque base de V 3 contient exacte¬ 
ment 3 éléments. 

Sous espaces. Un sous ensemble non vide S d’un espace vectoriel V est appelé sous-espace , 
si avec les mêmes opérations d’ addition et de multiplication par les scalaires, il vérifie les axiomes 
des espaces vectoriels. Cela signifie en particulier que la somme de deux éléments de S appartient 
à S et que tout multiple d’un élément de S appartient aussi à S. En fait il n’y a que ces deux 
propriétés à vérifier, les autres étant automatiquement vérifiées. 

Un sous ensemble V ' de V contenant au moins un élément est un sous espace si et seulement 
si la somme x~\~y de deux éléments quelconques x et y de V" appartient à V' et si les multiples 
scalaires ax d'un élément x de V’ appartient tous à V\ 


Exemple 5 : Le sous ensemble ne contenant que l’élément o (élément nul) est un sous espace 
vectoriel et cela pour tout espace vectoriel. Chaque espace vectoriel est un sous espace de lui 
même. Ce sont les sous espaces vectoriels triviaux. Le premier a pour dimension 0. 

Exemple 6: Si x^o est un vecteur de V , l’ensemble V ' de tous les multiples scalaires de x 
est un sous espace de V , le sous espace engendré (ou généré) par jc, V’ a jc pour base et sa 
dimension est 1. 

Coordonnées. Si x u jc 2 , ..., x n est une base de K, alors par définition chaque vecteur x peut 

être écrit, et cela de façon unique, sous la forme x—a 1 x 1 -\ a 2 x i \- -1 -a n x n . Les nombres rccis 

a ly a 2y ..., a n sont appelés coordonnées de x par rapport à la base donnée. Les coordonnées de x 
changent si la base change, mais leur nombre est toujours égal à la dimension de V. 

Si deux vecteurs jc et y sont donnés par leurs coordonnées par rapport à une même base, 
alors des axiomes des espaces vectoriels, il s’ensuit qu’ils peuvent être additionnés coordonnée 
par coordonnée. De la même façon x peut être multiplié coordonnée par coordonnée par un sca¬ 
laire c. 


jc = a t jc, 

1 a 2 x 2 + • 

• • + a«x„ 

X -b y — (fl L H- M*! -b (a 2 +b 2 )x 2 \ • ••+(<*„ + b„)x n 

y Mi i 

1 b 2 x 2 + .. 

■ + b„x„ 

ex = (cfljjjCj + (ca 2 )x 2 +- v(ca n )x n . 


Ainsi, étant donnée une base d’un espace vectoriel de dimension //, on peut associer de façon 
unique, à chaque .vecteur x un /i-uple {a ly a 2y ..., a n ) de R", et réciproquement. De plus cette 
application conserve l’addition et la multiplication par les scalaires. Une telle application est un 
isomorphisme (voir applications linéaires) de V dans R". Néanmoins, dans l’étude d’espaces 
vectoriels arbitraires, il n’est pas judicieux d’exploiter trop systématiquement cet isomorphisme 
avec R", car il dépend du choix de la base dans V; cela introduit un élément d’arbitraire et 
beaucoup d’études peuvent être considérablement compliquées si la base choisie n’est pas convenable. 

L’espace R" possède une base standard (canonique ), qui est e x (1,0,... ,0), e 2 (0, 1 , 0,... ,0),..., 
e n (0,...,0, 1). Dans ce qui suit c’est cette base qui sera choisie une fois pour toute. Dans 
cette base, le vecteur x=(a ly a 2y ..., a n ) a la représentation x=a l e l +a 2 e a + \~o n e„. 

Produit scalaire. Généralisant le produit scalaire dans V 3y on définit le produit scalaire dans 
R" par: 

x • y=(a lt a 2y ... y a n ) • (b ly b 2y ..., b n )=a 1 b 1 +b 2 a 2 + -1 -a n b n 

Le produit scalaire de jc avec lui même est note jc 2 pour des raisons de commodité. Comme dans 
V* le produit scalaire est symétrique et bilinéaire. 

La longueur , norme ou module |jc| d’un vecteur jc=(« 1 , a 2y .. .,a n ) se définit en généralisant celle 
de V 3 : |*|=v / * 2 =V fl î + a 2 I- 

Dans P 3 , si PQ est un représentant de a et QR un représentant de b y alors le troisième côté 
PR du triangle PQR est un représentant de la somme a \ b. Il est bien connu que dans un triangle 

aucun des côtés n’est plus long que la somme des deux autres, si bien que |P/Î|<|PGI + IG/Î| ou 

l«+*l<|a| + l*|. 








17.3. Espaces vectoriels 401 


Cette relation est par conséquent appelée inégalité triangulaire ; par récurrence on peut aussi 
bien la démontrer pour R". Par une simple récurrence on peut donc la généraliser, d’où l’iné¬ 
galité |jc x -Hjc 2 H -f-JC n | < |jc x | -f- |jc 2 I H - +|jcJ. L’inégalité triangulaire entraîne aussi que 

IW-* Lvll<l*—.vl* et pour le produit scalaire, que \x -.y|<|jc| \y\. Si cette dernière relation est 
écrite avec les coordonnées, elle devient l'inégalité de Cauchy-Schwarz , parfois appelée inégalité 
de Bunyakovskii. 

Dans la démonstration de l’inégalité de Cauchy-Schwarz on utilise la bilinéarité et la symétrie 
du produit scalaire pour montrer que (x±y) 2 =x 2 ±2x y+y 2 . 

On montre de la même façon que (x-\-y) • (x—y)=x 2 —y 2 . 

Angles. Dans la partie consacrée à V 3 on a trouvé une formule donnant le cosinus de l’angle 
formé par deux vecteurs et faisant intervenir le produit scalaire de ces vecteurs. Dans R", on 

/N 

utilise cette même formule pour donner une définition analytique des angles. L’angle (x,y) entre 
deux vecteurs non nuis je et y est l’angle compris entre o et n dont le cosinus satisfait la relation 


/S jf • y /\ 

cos(jc, y)= Cette condition détermine (jc,.y) de façon unique. Cette définition d’un 

angle rend plausible 1’ assertion: x et y sont orthogonaux si x y=0 . 


Pour la base e lf e 2 ,-..,e n de R" tous les vecteurs ont pour longueur 1 et deux vecteurs distincts 
sont orthogonaux. C’est une propriété fondamentale de cette base. 


Produits scalaire jc . y=(a ly ..., a n ) • (b ly ..., b„) 

Formules 

x •y=a 1 b 1 -\ - \ra„l>„=y ■ x 

x-(y+z)=x- y+y ■ z 
d(x y)=(dx) ■ y=x -(dy). 

Norme de jc 

i*i=-\A a îM—+ a ») 

Inégalité triangulaire généralisée 

I*i4-+*»l<l*iH.H*«l 

Inégalité de Cauchy-Schwartz 

Ijc •J»I<W \y\->Èa,b t < ]/ la? • V !*? 

/ =1 r /=i r i=i 

Angle compris entre jc et y 

cos (*,.>>)- ^ , 0< (x,y) < 71 


Espaces Vectoriels Euclidiens (Espaces Euclidiens). L’introduction d’un produit scalaire dans R” 
donne une structure supplémentaire à celle d’espace vectoriel ordinaire. Le produit scalaire associe 
à chaque couple de vecteurs x et y, un nombre réel j c • y, et peut donc être considéré comme 
une fonction des variables x et y satisfaisant certaines propriétés. 

Dans R" on a utilisé les coordonnées pour définir le produit scalaire. Mais ce concept de 
produit scalaire peut être généralisé à un espace vectoriel quelconque comme suit: 


Si V est un espace vectoriel et si q est une fonction qui associe à chaque couple de vecteur 
x et y de V, un nombre réel , alors q est appelé produit scalaire dans V si les relations suivantes 
sont valables: 

1 - ?(*, y)=q{y, *), 3. q(ax y y)=aq(x y y) y 

2. q(x-i-x\ y)=q(x f y) hq(x\ y), 4. <7(jc, Jt)>0, et q(x y jc)=0 si et seulement si x—o. 

Un espace vectoriel muni d'un tel produit scalaire est appelé espace euclidien. Si aucune con¬ 
fusion n'est possible , la fonction q(x y y) est écrite (jc, y). 


Le produit scalaire dans R" possède ces propriétés, R" est donc un espace euclidien. Une 
fonction satisfaisant 1. est dite symétrique; si elle satisfait 2. et 3. et les relations correspondantes 
pour le deuxième terme y (ce qui est automatique pour les fonctions symétriques), elle est appelée 
bilinéaire. La Propriété 4 est appelée non-dégénérescence du produit scalaire. Celle-ci indique que 
q{x y y) X ’ y est défini positif c’est à dire, jc\y=0 pour tout y n’est possible que si jc —o. Cela 
est équivalent au fait que la matrice de terme e t • ej est définie positive, les e { formant une base. 

Si V est un espace euclidien, avec un produit scalaire q donné, on peut définir longueur et 
angle en généralisant les définitions pour R". La longueur , norme ou module d’un vecteur jc est 
|jc| —y/q(x, jc). La Propriété 4. de q établit que tout vecteur non nul a une longueur positive. Si 


jc et y sont des vecteurs non nuis, alors l’angle (p compris entre 0 et n satisfaisant cos q> = 


</(*> y) 
1*1 \y\ 
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est appelé angle formé par x et y. Les vecteurs de longueur 1 sont appelés vecteurs unitaires (ou 
unités). Si q(x, y)=0, alors x et y sont dits orthogonaux (par rapport au produit scalaire q). 

Les propriétés de la base e l9 e 2f ..., e„ suggèrent la définition suivante: 

Une base d’un espace euclidien est dite orthonormale si tous les vecteurs de cette base sont 
unitaires et si deux vecteurs quelconques sont orthogonaux lorsqu’ils sont distincts. 


Dans l’étude des espaces euclidiens on essaie habituellement de trouver une base orthonormale, 
car les propriétés de celle-ci simplifient de nombreux calculs (en particulier le produit scalaire 
peut être calculé par la formule ordinaire utilisant les coordonnées par rapport à une base ortho- 
normale). 


17.4. Applications linéaires 


Propriétés des applications linéaires. Une application A d’un espace vectoriel V dans un espace 
vectoriel V' est dite linéaire si pour tous vecteurs jc et y de K et pour tout nombre réel a y les 
relations A(x+ÿ)=A(x)+A(y) et A(ax)=aA(x) sont vérifiées. Cela signifie que l’on peut faire 
aussi bien des calculs sur les vecteurs de V et appliquer ensuite A au résultat, qu’appliquer 
d’abord A aux éléments de V et faire ensuite les calculs correspondant sur leurs images dans V '. 
Le résultat sera le même vecteur dans les deux cas. En d’autres termes, ces relations expriment 
la compatibilité d’une application linéaire avec les opérations fondamentales des espaces vecto¬ 
riels V et V\ L’application A est parfois représentée par une flèche A: V-*V ou bien par 
x->A(x). Le vecteur A(x) qui est déterminé de façon unique est appelé image de jc, et jc est appelé 
antécédent ou image inverse (ou réciproque) de A(x). Un vecteur de V peut ne pas avoir d’anté¬ 
cédent, un antécédent ou plusieurs antécédents (voir Chapitre 5.). 



17.4- 1 Rotation plane d’angle (p autour 
d’un point fixe O 

17.4- 2 Projection parallèle de l’espace 
tridimensionnel sur un plan, et linéarité 
de la projection parallèle 

PQ = jc, PR = y , PS = jc- hF, PT=ax, 
P r Q = A< < jc), FR' — A(y\ 

P*S' = A(x)+A(y) y P'T'=aA(x) 



Exemple 1 : Si on fait subir une rotation d’angle cp autour d’un point O, à un plan (voir 
Fig. 17.4-1), chaque classe de segments orientés, parallèles et de même longueur, est transformée 
en une classe de même type. La rotation induit une application A sur les vecteurs, en définissant 
l’image de jc comme étant le vecteur associé à la classe obtenue après rotation de la classe des 
représentants de jc. Le dessin de la Fig. 17.4-1, sur lequel on représente la rotation de x y y 
et x+y, montre que l’application A est linéaire, car le parallélogramme formé par jc et y est 
transformé par la rotation comme un tout. L’équation A(x+y)=A(x)-\-A(y) est donc vérifiée. 
La relation A(ax)=aA(x) s’obtient immédiatement du fait que les rotations conservent les 
longueurs. 
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Exempte 2: De façon analogue toute projection parallèle de l’espace tridimensionnel sur un 
plan, donne aussi une application linéaire entre les espaces vectoriels correspondants (voir Fig. 
17.4-2). L’équation A(x-\-y)=A(x)-\-A(y) est vérifiée parce que le parallélogramme définissant 
la somme x+y est transformé en le parallélogramme définissant A(x)-\-A(y). L’équation A(ax)= 
=aA(x) résulte de la relation |Pfi|:|Pr|==|/ > 'Q'|:|/ > '7 v |. 

Noyau et image d’une application linéaire. A chaque application linéaire A de V dans V\ on 
peut associer deux sous espaces particuliers à savoir le noyau de A et Y image de A. Le noyau 
de A est le sous espace de V constitué de tous les vecteurs qui sont transformés par A en le 
vecteur nul de V'. L 'image de A est le sous espace de V’ constitué de tous les éléments de V qui 
sont images de vecteurs de V. Dans l’exemple 2, Y image de A est le plan sur lequel l’espace tridi¬ 
mensionnel est projeté, et le noyau est l’ensemble de tous les vecteurs de l’espace tridimensionnel 
qui sont parallèles à la direction de projection (avec en plus naturellement le vecteur nul). Si V 
est un espace vectoriel de dimension finie et A une application linéaire de V dans V\ alors le 
noyau et l’image sont tous deux aussi de dimension finie. La dimension de l’image de V par A 
est appelée rang de A. Un important théorème sur les appli¬ 
cations linéaires établit que: dimension du noyau de A +rang dim N(A)-\-dim Im(A)=dim V 
de A— dimension de V, ce que l’on note: 

Le noyau N est aussi noté Ker. On déduit de ce théorème que la dimension de l’image de A est 
au plus égale à la dimension de V. La dimension du noyau de A mesure le degré avec lequel A 
diffère d’un injection. Si le noyau est réduit à 0, alors l’application A est injcctive. 


Exemple 3: Le terme de gauche d’un système d’équations 
linéaires définit une application linéaire de l’espace vectoriel R" 
dans l’espace vectoriel R m , en associant à chaque /i-uple *=(*!, 
x 2 ,..., Jf rt ), son image qui est le w-uple 

A(x)=(a 11 x 1 + - Ya ln x n ,..., a ml x x -\- - \~a mn x,j). Il est très facile de vérifier que cette applica¬ 

tion est linéaire. Le problème de la résolution d’un système d’équations linéaires peut maintenant 
s’interpréter de la façon suivante: étant donné un vecteur de R m (ou le ra-uple (b lt b 2) ..., b ,„)), 
trouver tous les vecteurs de R" (ou w-uples) transformés en (b lt b 2i . . b m ) par A. Le système 
homogène associé correspond à la recherche des vecteurs qui sont transformés en (0, 0,..., 0). 
L'espace vectoriel des solutions du système homogène est le noyau de A. Si la dimension du 
noyau de A est zéro, alors le système homogène ne possède que la solution triviale, et le système 
non homogène a au plus une solution, car l’application A est injectivc. L’image de A est 
l’ensemble des vecteurs (b lt b 2> ...» b m ), P our lesquels la solution du système existe. Le rang de A 
peut être calculé à partir des coefficients des équations (voir rang d’une matrice). 

Les applications linéaires injcctivcs d’un espace V sur un espace V' jouent un rôle important 
en algèbre linéaire ( Note: V sur V ' signifie que tout élément de V' est atteint par l’application). 
De telles applications sont appelées isomorphismes. Si A est un isomorphisme de V dans V\ alors 
Yapplication inverse est un isomorphisme de V ' dans V. Les espaces V et V' sont dits isomorphes 
et cette relation est notée symboliquement par V ^ V’. Des espaces vectoriels isomorphes possèdent 
des propriétés algébriques identiques. L’isomorphie est une relation d*équivalence , c’est à dire, 
qu’elle est réflexive, symétrique et transitive. 

Exemples d'applications linéaires: 4. Dans tout espace vectoriel l’application identité , trans¬ 
formant chaque vecteur en lui-même, est linéaire et naturellement est un isomorphisme. 

I(x+y)=x+y=I(x)+I(y) et I(ax)=a ■ x=a - I(x) 

5: Soit V un espace vectoriel de dimension n , avec la base (e lf e 2i ..., e n ), alors l'application 

coordonnée <I> de V dans R", transforme le vecteur x=a 1 e 1 ~ha 2 e 2 \- - \ a n e n en le /î-uple 

(«i, a 2y des coordonnées par rapport à la base donnée. L’application <Z> est linéaire, 

injective, et tout «-uplc de nombres réels est l’image d’un vecteur de V. L’application <f> est 
donc un isomorphisme et en conséquence tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe 
à R". 

Signification des applications linéaires. Puisque les applications linéaires sont compatibles avec 
les opérations d’un espace vectoriel, elles rendent possible le transfert de problèmes ou de pro¬ 
priétés algébriques, d’un espace à un autre. Les isomorphismes ont une importance toute parti¬ 
culière, car les propriétés de sous-ensembles d’espaces vectoriels, telles que dépendance linéaire , 
indépendance linéaire , dimension , sont invariantes par ces transformations. Dans ces conditions 
tout théorème, ne faisant appel qu’à ces concepts, déjà démontré dans V , reste vrai pour tout 

26 * 


«11*1+ • • 

•+«!„*„ =6, 


• +<w 'n=b m 
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espace isomorphe à V. On peut exploiter en particulier l’isomorphisme des espaces vectoriels 
de dimension n avec R". 

L’application coordonnée transforme les relatios entre vecteurs en équations ne faisant intervenir 
que des nombres réels, ces nombres n’étant autres que les coordonnées de ces vecteurs. Cependant 
l’application coordonnée dépend essentiellement du choix de la base, et donc différents systèmes 
d’équations peuvent représenter le même ensemble de relations. Vues ainsi, les applications linéai¬ 
res sont très importantes car elles décrivent les relations entre un système de coordonnées et un 
autre. 

Opérations sur les applications linéaires. Il est remarquable que l’ensemble des applications 
linéaires d’un espace vectoriel V dans un espace vectoriel V ' puisse être considéré comme un 
espace vectoriel et cela d’une façon naturelle. Si A et B sont des applications linéaires de V 
dans V\ leur somme A \ B est définie par (A+B) (jc) = /4(*)+/?(*) pour tout vecteur x de V. 
La multiplication par un scalaire est définie de façon analogue par {a • A) (x)=a • A(x). Il est 
facile de vérifier que A -\ B et a - A sont encore des applications linéaires et que les propriétés 
caractéristiques des espaces vectoriels sont vérifiées. Si les dimensions de V et V' sont m et n 
respectivement, alors la dimension de l’espace vectoriel des applications linéaires de V dans V ' 
est ni • n. 

Le produit de deux applications (ou la composition de deux appli¬ 
cations), est défini comme le résultat obtenu en faisant les applica¬ 
tions successivement. Pour que cela ait un sens, la première applica¬ 
tion (dans l’ordre d’écriture) doit être définie sur l’image de la secon¬ 
de; en d’autres termes, si B est une application linéaire de V dans 
V et A une application linéaire de l’espace V' dans un espace vecto¬ 
riel V ", on obtient alors l’application A B en appliquant B aux vec¬ 
teurs de V et A au résultat de cette application. Ainsi A • B est 
une application linéaire de V dans V" (voir Fig. 17.4-3). 

Le fait que A ■ B soit défini ne signifie pas en général que B A le soit. Et même si ces deux 
produits sont tous deux définis ils ne sont pas nécessairement égaux (voir Fig. 17.4-4). Ainsi la 
multiplication (< composition ) des applications n'est pas commutative. Cette multiplication est cependant 
associative et les relations de distributivité suivantes sont vérifiées: 

A-(B+C)=A-B+A-C et (A-\-B) • C=A C+B C. 

Applications linéaires particulières. Les applications linéaires de V dans lui-même sont d’un 
très grand intérêt dans l’étude de la structure de l’espace vectoriel V. Ces applications sont 
appelées opérateurs linéaires ou transformations linéaires sur V (on dit encore endomorphisnes). 
Les transformations linéaires d'un espace vectoriel V de dimension n> forment un espace vectoriel 
de dimension n 2 . 



AB 

(A'B)fx) m AlB(x)) 


17.4-3 Le produit A B de 
deux applications linéaires 


17.4-4 Rotations de la sphère autour 
de l’axe des x ( D(x )) et autour de l’axe 
des z (D(z)) ; D(x) D(z) transforme 
le point P en le point /*,, alors que 
D(z)*D(jc) transforme le point P en P 2 
qui est different de P v 



Ainsi pour deux transformations linéaires A et B dans l’espace V , les conditions, pour que les 
produits A ' B et B • A existent, sont toujours vérifiées. On définit donc une multiplication (non- 
commutative) sur l’ensemble des transformations linéaires de V. Un exemple de transformation 
linéaire est l’application identité I sur un espace V ; cette application est appelée transformation 
identique. Cette transformation est un isomorphisme de V dans lui-même. Les transformations 
linéaires qui sont des isomorphismes de V dans lui-même sont dites régulières (ou non-singulières ); 
si une transformation linéaire n’est pas un isomorphisme, elle est dite singulière. Pour les trans¬ 
formations régulières nous avons la propriété que l’image d’une base est encore une base. Ces 
transformations linéaires régulières peuvent être aussi caractérisées de la façon suivante: Une 
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transformation linéaire A est régulière si et seulement si il existe une transformation linéaire B 
telle que A B=B • A=I. Dans ce cas B est déterminée de façon unique; cette transformation est 
appelée transformation inverse (ou réciproque) de A et se note A- 1 . Ainsi A~ l est la transformation 
qui annule l’effet de A. Par exemple I~ x —I. Les rotations du plan autour de l’origine sont des 
exemples de transformations régulières. La transformation inverse est une rotation de même 
angle mais dans le sens opposé. De la même façon, les rotations autour d’un axe passant par 
l’origine sont des transformations linéaires régulières de l’espace tridimensionnel V 3 . 

La transformation A+B n’est pas, en général, régulière même si A et B le sont. D’autre part, 
le produit A • B (ou B A) de deux transformations linéaires régulières est toujours une transformation 
régulière. La transformation inverse de A • B est B 1 ■ A~ l . Par conséquent, l’ensemble des trans¬ 
formations régulières possède pour la multiplication, des propriétés analogues à celles des nombres 
réels non nuis (à ceci près que la commutativité n’est pas vérifiée: A • B=B A n’est pas satisfait 
pour les transformations linéaires). La transformation identique joue le même rôle que le nombre 1, 
puisque A •/=/• A=A quelle que soit la transformation A. En Algèbre Abstraite , un ensemble 
possédant ces propriétés est appelé groupe (voir Chapitre 16). L’ensemble des transformations 
linéaires régulières est appelé groupe linéaire de V et noté GL(V). 

Si l’espace vectoriel est euclidien, à chaque transformation linéaire A , on peut associer une 
transformation linéaire notée A *, déterminée de façon unique par la condition A(x) y=x- A*(y ) 
quels que soient les vecteurs x et y de V. Cette application A* est appelée transformation adjointe 
de A. Nous avons les formules suivantes pour les transformations adjointes. 

(A+B)*=A*+B*, (A • B)* = B* • A*, (a • A)*=a • A*, (A*)*=A. 

Les transformations symétriques ou auto-adjointes ont une grande importance. Elles sont caracté¬ 
risées par la propriété A*=A. Ces transformations interviennent fréquemment dans les problèmes 
de physique et ont à certains égards une structure très simple. Les transformations analogues 
pour les espaces vectoriels complexes en dimension infinie, appelées transformations hermitiennes, 
jouent un rôle important en Mécanique Quantique. Des exemples triviaux de transformations 
symétriques sont les multiples de la transformation identique a • /. 

Dans un espace vectoriel euclidien V, le produit scalaire peut être utilisé pour définir la longueur 
des vecteurs, ainsi que l’angle entre deux vecteurs. Ainsi, dans l’étude d’un tel espace vectoriel, 
les transformations linéaires compatibles avec le produit scalaire sont particulièrement utiles. De 
telles transformations sont appelées transformations orthogonales. Une transformation linéaire A 
dans V est orthogonale si elle laisse le produit scalaire invariant, c’est à dire, si x y=A(x) • A(y) 
quels que soient les vecteurs x et y de V. Une transformation orthogonale conserve les longueurs 
et les angles. Les rotations du plan ou de l’espace tridimensionnel sont encore des exemples de 
transformations orthogonales. Elles conservent évidemment les longueurs et les angles. Les trans¬ 
formations orthogonales peuvent être caractérisées de la façon suivante: Une transformation 
linéaire est orthogonale si et seulement si l'image d'une base orthonormale est encore une base 
orthonormale. La définition suivante est plus courte et plus succinte algébriquement: Une trans¬ 
formation linéaire A est orthogonale si et seulement si A* = A~ 1 . Se référant à cette définition, 
toute transformation orthogonale possède un inverse, et donc les transformations orthogonales 
sont régulières. L’inverse d’une transformation orthogonale est une transformation orthogonale, 
et le produit de deux transformations orthogonales est aussi une transformation orthogonale: 
l'ensemble des transformations orthogonales est un groupe. Celui-ci est appelé groupe orthogonal 
de V. Toutes les transformations orthogonales dans V 3 peuvent être obtenues comme des rotations 
ou comme des produits de rotations et de symétrie par rapport à des plans. Une rotation est com¬ 
plètement déterminée par la rotation induite sur un plan perpendiculaire à l’axe. Ce fait peut 
être utilisé pour trouver des matrices particulières représentant des transformations orthogonales 
dans V 3 . 
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Les propriétés de l’ensemble des solutions d’un système d’équa¬ 
tions linéaires dépendent essentiellement des coefficients a tJ du 
système. Le tableau rectangulaire de ces coefficients formé des 
m lignes et n colonnes est appelé matrice mXn (dire matrice m, n). 
Les nombres d’un tel tableau sont appelés entrées ou éléments de 
la matrice A. Le /i-uple des éléments ayant le même premier in¬ 
dice i est appelé ième ligne, et le ra-uple des éléments ayant le 
même second indice j est appelé jème colonne de la matrice. 


«n*i+ * ’ •+«!„*„=6i 
«mi 1*1+ " ' ' + «mu *ii but 
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Une matrice mXn possède m lignes et n colonnes. Si m=n la matrice est dite carrée . La nota¬ 
tion pour une matrice A est souvent abrégée en A=(a tJ ) ou parfois en A=(au) myn pour indiquer 
le nombre de lignes et de colonnes. 

Opérations sur les matrices. On peut additionner des matrices de même type (c’est à dire des 
matrices ayant le même nombre de lignes et le même nombre de colonnes). Pour additionner deux 
telles matrices, on additionne terme à terme les éléments de ces matrices, on obtient ainsi une 
matrice du même type. Pour multiplier une matrice par un nombre, on multiplie chaque élément 
de la matrice par ce nombre. 



Exemple 7: 

■- 2 ») +< _ 21 ( 2 '- 2 \„( '- 2 vr 1 - 2 4 )= r 3 - 4 4 ) 

—1 1 2 / \3 — 2 — 2 / \—1 1 2 / 6 4 4 / V —7 5 6 / 

Les formules habituelles pour l’addition de matrice mXn, et pour la multiplication par des 
scalaires sont valables. 

L’ensemble des matrices mXn forment un espace vectoriel de dimension mn. 

Le vecteur nul de cet espace est la matrice nulle ou matrice zéro y matrice dont tous les éléments 
sont des zéros. On ne peut pas toujours multiplier des matrices autre elles Le produit A • B d’une 
matrice A y mXn par une matrice B y rXs n’est défini que si n=r. Dans ce cas le produit est une 
matrice C, mXs dont les éléments c u sont définis de la façon suivante 

n 

a ikl } kJ- 

fc = 1 

L’élément c (J peut s’interpréter comme le produit scalaire de la ième ligne de A et de la jième 
colonne de B. 


Exemple 2: 

1 — 1\ /2 1 0\ /1 • 2+(— 1) • 2 ll+(-l)0 1 0+(-l)(-l)\ /O 1 1 

2 0/ \2 0 -1/ \2 • 2+ 0*2 2 1-1- 0 0 2 0+ 0 (— 1)/ \4 2 0 

En général, l’existence du produit A • B n’implique pas que B • A soit aussi défini, et même 
lorsque les deux produits sont définis, ils ne sont pas nécessairement égaux, comme le montre 
le calcul suivant. 


c k .H: :> 


mais 




Comme la multiplication des applications linéaires , la multiplication des matrices n'est pas com¬ 
mutative. A part cette exception, les formules usuelles (comme l’associativité et la distributivité) 
sont valables pour la multiplication des matrices. 


Multiplication des matrices 

Condition de validité: n=r 

Formules 

te ^ 

c? a' 

? s 

. ( a tj)m,n * ( bij)n,s — ( c lj)m,s 3VeC 
n 

c tJ = a tl^lJ~^ ’ ’ ’ + a ln.bnJ ~ 2-> a lkbkJ 
k = 1 

(AB)C = A(BC) 
A(BVC) = AB+AC 
(A+B)C = AC+BC 
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Des matrices carrées de même ordre peuvent toujours être multipliées 
entre elles. Il existe une matrice nXn particulière, appelée matrice 
unité ou matrice identité /, laissant inchangée une matrice A multipliée 
à gauche ou à droite par cette matrice /: /• A=A • I=A. 

L’ensemble des matrice nXn a ainsi des propriétés analogues à 
celles de l’ensemble des transformations d’un espace vectoriel. Par analogie avec la définition d’une 
transformation régulière, une matrice carrée A est dite régulière (ou non singulière) s’il existe une 
matrice B (nécessairement carrée) telle que AB=BA=I; autrement A est singulière. La matrice 
B qui est alors déterminée de façon unique est appelée matrice inverse de A et notée A x . Les 
formules de calcul de l’inverse d’une matrice sont considérées plus bas. 



Exemple 3: L’inverse de 


2 

1\ / 1/3 

J est A- 1 — ( 

-l/3\ 

) ca 

.( 2 ■' 

i r 

— 1/3 \ 

1 

1/ \ 1/3 

2/3/ 

V-i i / 

1 V1/3 

2/3/ 


) - c :> 


Comme avec les transformations linéaires, l’inverse et le produit de matrices régulières sont 
régulières et les équations (AB) 1 B X A~ X et (A~ X )~ X =A sont vérifiées. 


L’ensemble des matrices régulières n X n est un groupe pour la multiplication. On l’appelle groupe 
linéaire d’ordre w et on le note GL(/i). Il est aussi isomorphe au groupe GL(L), mais conceptu¬ 
ellement différent. 


A chaque matrice A , mXn on peut associer une /a n ••• a ln \ /a n • • • a ml \ 

matrice nXm notée A' 1 ' et appelée transposée de A. . ( : : \ A T —\ • : ) 

Celle-ci est obtenue à partir de A en échangeant \ ... / \ ... / 

les lignes et les colonnes: üml a,m Gln a,nn 

Pour une matrice carrée on peut facilement visualiser ce processus comme une symétrie par 
rapport à la diagonale principale. 



Les formules de transposition d’une matrice sont analogues à celles donnant l’adjoint d’une 
transformation linéaire: (A+B) r =A T +B T \ (aA) T —a • A T ; (AB)—B T A T \ (A T ) T —A. 

Si A est une matrice régulière, alors il en est de même de A T , et la matrice inverse de A T 
est la matrice transposée de A~ l : (A~ l )=(A T )~ x . La matrice (A T )~ X est dite matrice transposée 
inverse de A (ou matrice contravariante). 


Déterminant d’une matrice. Calcul de la matrice 
inverse. A toute matrice carrée A est associé un 
nombre réel, le déterminant de A (voir détermi¬ 
nants). 


/ a \l 

A=(\ 

T), 

det A = 

«il • 

•* «1 

'0„i ■ 

• * a n J 


«Ml 

■ ’ «M 


Il existe une relation remarquable entre 
la multiplications des matrices et les 
déterminants, le théorème du produit. 
Puisque les formules pour le calcul des déterminants donnent immédiatement det / 1, lorsque / 

est la matrice identité, il s’ensuit que si A est régulière, alors (det A) • (det A~ x ) = 1. En consé¬ 
quence le déterminant d’une matrice régulière est non nul. La réciproque est aussi vraie. Si 
le déterminant d'une matrice est non nul , alors A est régulière. Ce fait est rendu explicite par la 
formule du calcul de A~ x . 


Théorème du produit 


det (A • Æ)=(det/4)- (det B) 


L’inverse A~ x d’une 
matrice A 

g ••• 

II 

«ln\ 

l ( AiX 

"t) 

Au est le cofacteur de 
a u dans A. 


_ x «»i ‘ 

«WW_ 


• • aJ 


Exemple G: 



/ ' 

0 2 \ 


0 

% 


2 1 


A = 

( 2 

,y 

; a -^ I-a 

5 

7 

; a 12 = - 

—2 1 

== -4. 


^-2 

0 V 

^-2 

0 

-V 





Le nombre —4 =A l2 dans la matrice de droite est le cofacteur de a 12 =0 dans A. 
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Exemple 7: Calcul de l’inverse d’une matrice régulière 2x2 



« 12 V ^_i_ _J_/ «22 

«22 ) «11«22 «12«21 \ - «21 


«12 \ 
« 11 / 


Au lieu de cette méthode consistant à trouver l’inverse d’une matrice à l’aide des cofacteurs, 
on peut aussi bien obtenir cet inverse en résolvant un système d’équations approprié. Les 
équations sont obtenues en considérant les éléments de A~ l comme des inconnues dans l’équation 
matricielle (AA X =I) 


( «n 

««i 


*’* «m\ /*n ’ *m\ / 1 0 \ 

• • * ««.' '*«i * • * x n J Vo • • • 1 / 


Après multiplication des deux matrices de gauche on obtient un système de n 2 équations linéai¬ 
res pour déterminer les n 2 inconnues x u . La résolution de ces équations par les formules de 
Cramer donne une expression de la matrice inverse A~ l à l’aide des cofacteurs (expression don¬ 
née précédemment). 

Il est aussi possible de calculer l’inverse A~ l en considérant le système de n équations à 2 n 
variables x lf x 2y ..., x n , y l9 ..., y n . 


«n*i+ • "+a ln x n =yi „ f , Jf i =è uh+* ,, + ^ 

Ce système peut etre résolu par les formules 

• • de Cramer ou par l’algorithme de Gauss: : : : 

«m*iH-+«»«*« =y„- x n =b nl y l -\ -b b nn y n . 


La matrice B=(b u ) des coefficients du système de droite est alors l’inverse de A. Cette métho¬ 
de nécessite moins d’équations. 


Représentation des applications linéaires à l’aide des matrices 

Les opérations sur les matrices montrent des analogies remarquables avec celles sur les appli¬ 
cations linéaires. Cela est vrai non seulement pour les opérations relativement simples comme 
l’addition et la multiplication par des scalaires mais aussi pour la composition (ou multipli¬ 
cation) des applications linéaires et la multiplication des matrices entre elles. Il y a en parti¬ 
culier des analogies sur les conditions d’existence du produit, de l’inverse, etc. Ces analo¬ 
gies, déjà soulignées par une même terminologie, ne sont pas accidentelles. En fait l’importance 
des matrices réside pour une large mesure, dans le fait qu’elles peuvent être utilisées pour dé¬ 
crire numériquement des applications linéaires. Cet aspect justifie l’utilisation dps matrices 
pour la description des équations linéaires. Une application linéaire A d’un espace vectoriel V 
de dimension n dans un espace vectoriel V' de dimension m peut être représentée par une ma¬ 
trice mXn de la façon suivante: si x iy x 2 , • • •, x n et y l9 ..., y m sont des bases de V et V 
respectivement, alors les images de x ly ..., x„ peuvent être exprimées sur la base y l9 ..., y m 

A(xù=a ll y f * • -+a ml y m 

: | ou A(x J )=Sa iJ y l pour j— 1, ..., n. 

/!(*,,)H -1 a, nn y m 

L’application linéaire A est maintenant complètement déterminée par les images A(xj ) des 
vecteurs de base x ly x 2t ... , x „; pour un vecteur arbitraire de K, jc=a 1 .r 1 + * * *-!-««*«, l’image 

A(x) est alors A(x)=A(a l x 1 \- - \ a n x n )=a l A(x^)-\ -1 -a„A(x„). Ainsi l’application linéaire est 

caractérisée complètement par les m • n nombres a l} . 

11 se trouve qu’il est plus commode d’utiliser, comme matrice représentant A 9 la transposée 
de la matrice donnée plus haut 

a n a i « \ L a yème colonne de A est tout simplement l’ensemble des coordon- 

: : ) nées de A(xj) par rapport à la base y l9 ..., y,„. Il est important 

«ml * * ’ «m»« 

de se rappeler que la matrice représentant une application linéaire A dépend du choix des bases 
dans V et V '. 

Si les bases dans V et V sont fixées, alors la cor- Si A->A et B->B alors 

respondance entre applications linéaires et matrices pos- A-\-B->A-\-B et a • A->a A. 
sède les propriétés ci-contre. 

Sous la même hypothèse, à toute application linéaire est associée une et une seule matrice 
mXn y et réciproquement. Ces énoncés sont résumés dans le théorème suivant: 


A->A 


( 
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L'espace vectoriel des applications linéaires de V dans V’ est isomorphe à l'espace vectoriel 
des matrices mXn. 


On rencontre un fait analogue à propos de la multiplication. Si A est une application linéaire 
de V dans V" et B une application linéaire de V 

dans V\ alors en choisissant des bases dans K, V' et Si A->A et B->B , alors A • B->A • B. 

V " on peut associer des matrices à A et B et on 
peut montrer que: 

La représentation des applications linéaires à l’aide de matrices est tout à fait analogue à 
la représentation des vecteurs par des w-uples par rapport à une base. Les coordonnées d’une 
application linéaire sont simplement disposées de façon spéciale pour donner une matrice. Les 
analogies dans les opérations apparaissent maintenant comme des conséquences du fait que 
les opérations sur les matrices sont définies afin qu’elles correspondent aux opérations sur les 
applications linéaires que représentent ces matrices. 

Si une application linéaire de V dans V' est représentée par la matrice A=(a iJ ), mXn , par 
rapport à des bases fixées dans V et V on peut alors résoudre l’équation vectorielle /t(jt)=jr 0 . 
On demande ici de trouver tous les vecteurs x de V qui sont transformés par A, en jc 0 , vecteur 
donné de V '. 

Si b l9 b m sont les coefficients de jc 0 dans V , alors le problème de la recherche des coor¬ 
données jq, jc 2 , • • • x n d’un tel vecteur jc se ramène tout simplement au problème de la réso¬ 
lution du système d’équations 


<* 11*1 + 


a ln x„=b 1 


<*ml*l + * + <*mn*w 


/<*11 ’ <* 1 « 
<*ml <*mim 



Ceci montre la relation entre les équations données par une application linéaire et les systèmes 
d’équations linéaires. Si le système est écrit sous forme matricielle, il devient évident que c’est 
simplement l’équation vectorielle /t(jc)=jc 0 , écrite en terme de coordonnées. 

Les coordonnées de jc et jc 0 sont ici écrites comme des matrices à une seule colonne. 


Représentations des transformations linéaires. Pour associer une matrice à une transforma¬ 
tion linéaire d’un espace vectoriel V de dimension w, il suffît de choisir une base x x , ..., x n . 
De l’équation 

A(xj) = a n x x -h-h a nl x n 

: : i ou A(xj)= E a u jc, pour y=l, ..., n 

A(x n )=a ln x 1 + -h a nn x n 

/<*11 * <* 1 « 

on obtient la matrice représentant la transformation A->A— l • j 

'<*„! ' a nn 

Les transformations linéaires (ou endomorphismes) sont toujours représentées par des matrices 
carrées. 


Si une transformation linéaire est régulière , alors il en est de même de la matrice qui la re¬ 
présente et réciproquement. La transformation inverse est représentée par la matrice inverse. 
Si A->A, alors A~ X ->A~ X 

Si A->A et B->B t alors A+B-+A+B; a • A->a • A et A • B->A • B. 


Exemple 8: Si A est la transformation déjà mentionnée consistant à faire subir au plan 
une rotation d’angle cp autour de l’origine, et si x x et x 2 sont deux vecteurs de base, ortho¬ 
gonaux, de longueur 1, alors leurs représentants au point 0 sont transformés par A en repré¬ 
sentants de leurs images A(x x ) et /t(jc 2 ) (voir figure 17.5-1). Nous avons évidemment les équa¬ 


tions ci-contre pour A(x x ) et ^I(jc 2 ). 
L’opérateur A est aussi représenté 
par la matrice A. L’opérateur A~ x 
est tout simplement la rotation d’ 
angle (p mais dans le sens opposé , 
c’est à dire une rotation d’angle — rp. 


/t(x 1 )=cos çjjti+sin <px 2 
^(* 2 )= — s * n ?>*i+cos (px 2 


!=(“ 

\S1 


COS (p 

sin (p 


-sin 

cos 


<p\ 

9 / 


/cos (- 

-(p) 

— sinOp—)\ = / 

\sin (- 

~<P) 

cos (—?>)/ \ 


COS (p 

-sin (p 


sin 

cos 


A(x 2 ) 


X 2 



Afxj) 



V ) 

<V> 


0 *7 

17.5-1 Rotation d’angle 
d’un plan autour d’un 
point fixe 0 


A~ l ^A~ l 
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Exemple 9: Si / est la transformation identique 
jcj, • • jc h est une base quelconque de V, alors 

/(x 1 )=x 1 =l • Xx+0 • jc 2 H.+0 • x„ 

/(jc 2 )=jc 2 =0 • x x +1 • x 2 + -1-0 • x„ 

/(.v„)=jf w =0 ^x-l-O jc 2 H-+ 1 • x„ 

Quelle que soit la base choisie la transformation identique est représentée par la matrice 
identité. 

En général, la matrice A représentant une transformation linéaire A dépend du choix de la 
base. Si jc x , ..., x» et x l9 ..., x n sont deux bases de V , alors on dira que, 

A->A par rapport à la base x l9 • • -, x ny et 
A->A' par rapport à la base x l9 • • -, x n . 

Une nouvelle transformation linéaire C peut maintenant être définie par l’intermédiaire des 
deux bases: C(xf)=x l9 ..., C(x„)—x„, c’est à dire que C est l’endomorphisme transformant 
une base en l’autre. Si cette transformation linéaire C est représentée par la matrice C par 
rapport à la base x ly ..., x ny nous avons alors la relation A’ = C~ X AC. C’est la formule de 
transformation des matrices représentant le même opérateur par rapport à des bases différentes. 
Les matrices A et A' vérifiant la relation précédente sont dites semblables. Une question na¬ 
turelle que l’on peut se poser dans ce contexte est celle de l’existence d’une base pour laquelle 
la matrice représentant une transformation linéaire donnée, soit aussi simple que possible. C’est 
le problème de la recherche de formes réduites pour les transformations, problème étroitement 
lié à la théorie des valeurs propres (voir Transformation rapportée à ses Directions Propres dans 
Valeurs Propres). 

Changement de coordonnées. Si dans un espace vectoriel V nous prenons deux bases 
*i, ..., x„ et y l9 ..., y„ 9 alors un vecteur x de K s’écrit par rapport à chacune de ces bases 

*=*i*i H- =yiyi -I-1 -y n y„- 

Le passage d’un système de coordonnées à un autre est décrit par les équations: 

.Vi = tfn*i+- Va n \X n 

\ \ ou yj= £a lJ x i pour j= 1, ..., n 

y„ 0i«*iH- \-a nn x n 

Les coordonnées jc x , • •., x n et y l9 ..., y„ satisfont alors les relations 

n 

x J =£a J ,y l pour y=1, .... n. 

I =1 

La formule inverse donnant y t par rapport à Xj est obtenue en remplaçant la matrice A =(a lJ ) 
par son inverse A~ 1 =(a' iJ ). 


lans Vy et si 


/-»/= 



0 0 


Passsage de la base x l9 • • • , jc „ à la base y l9 ..., y„ 


Transformation des vecteurs de base 

Transformation des coordonnées 

n 

yj=LaijXi 
i = i 

(a u )=A 

n 

y i ^Ea Jl x l 

i=i 

( ail ) = (A^) T 

n 

x J =Sà iJ y l 

i= 1 

Çà u )=A 

n 

x 1 =Ea Jl y, 
l =1 

( a ji)—A T 


Cette différence dans la transformation est exprimée en disant que la transformation des coor¬ 
données est contravariante par rapport à celle des bases. Car si la base y l9 ..., y„ est repré¬ 
sentée par la matrice A par rapport à la base x l9 •.., x„ f alors les coordonnées de x par rap¬ 
port à la base y l9 • y„ sont le résultat de l’action de la matrice transposée inverse ( A _1 ) r 
(ou matrice contravariante) sur les coordonnées de x par rapport à la base x l9 ..., jc„. Cela 
est montré dans les équations précédentes. 

Pour les bases orthonormales dans un espace vectoriel euclidien, la matrice de passage d’une 
base à l’autre est orthogonale et donc égale à sa transposée inverse. Dans ce cas particulier 
les coordonnées sont transformées de la même façon que les bases. 

Rang d’une matrice. Pour toute matrice A, mXn on peut déterminer le nombre maximum 
de colonnes ou de lignes, linéairement indépendantes, en considérant les lignes et les colonnes 
comme des éléments de R" et R m respectivement. Ces deux nombres sont toujours égaux et sont 
appelés rang de la matrice. Si la matrice A représente une application linéaire A, alors le rang 
de A est le même que le rang de A. Le rang peut être calculé en utilisant les faits suivants: 
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Le rang d'une matrice reste inchangé si 1) un multiple d'une ligne ( resp . colonne) est addi¬ 
tionné à une autre ligne {resp. colonne ), ou si 2) des lignes {resp. colonnes ) sont interchangées. 

En utilisant ces formules une matrice peut être amenée à une forme pour laquelle seuls les 
éléments ayant le même indice de ligne et de colonne soient eventuellement non-nuls. Le rang 
de A est le nombre de ces éléments non-nuls. Cette méthode est très semblable à l’algorithme 
de Gauss pour la résolution de systèmes d’équations linéaires. |Pour une matrice carrée il suffît 
de la mettre sous forme triangulaire , forme dans laquelle tous les éléments sous (ou au-dessus 
de) la diagonale principale sont nuis. Si cela est fait de telle sorte que le nombre d’éléments 
non nuis sur la diagonale principale soit maximal, ce nombre d’éléments non nuis est égal au 
rang de la matrice. 


Exempte 10: La matrice A est transformée en A 2 , en ajoutant la 2ème colonne à la pre¬ 
mière, puis à la 3ème. On soustrait ensuite trois fois la 1ère colonne de la 3ème, celà donne 
la matrice A 3 . Interchangeant les deux premières colonnes on obtient ainsi A x . Le rang de A est 2. 


A = 



<-*y 

0 3 ) 





A 3 — 



( 


1 0 0 \ 
o i 0 / 


Exemple 11: Dans la matrice initiale A , on ajoute trois fois la première ligne à la seconde, 
et deux fois la première ligne à la troisième. Dans la matrice ainsi transformée on échange 
les deuxième et troisième colonnes. Le rang de A est 3. 


A = 





Matrices de type particulier. Il y a des matrices de type particulier correspondant à des trans¬ 
formations linéaires particulières. Si V est un espace vectoriel euclidien, et si une transforma¬ 
tion A est représentée par une matrice A relativement à une base orthonormale, alors la trans¬ 
formation adjointe A* est représentée par la matrice transposée A T . Donc les transformations 
symétriques, pour lesquelles on le rappelle A A*, sont représentées par des matrices symétriques 
caractérisées par A A T . 

Les matrices orthogonales sont d’une grande importance car ce sont les matrices de passage 
d’une base orthonormale à une autre. Exprimé en termes de coordonnées cela peut s’énoncer: 
les coordonées par rapport à un système de coordonnées rectangulaires sont transformées en coor¬ 
données par rapport à un autre système de coordonnées rectangulaires par le moyen de matrices 
orthogonales. Une matrice est orthogonale si A T =A~ 1 . Cette équation peut aussi être écrite sous 
la forme A • A T —1 et interprétée ainsi: dans une matrice orthogonale le produit scalaire de deux 
lignes distinctes est nul , et le produit scalaire d'une ligne avec elle même est égal à 1. Nous avons 
un résultat analogue pour les colonnes de A; chaque proposition est une condition suffisante 
pour que la matrice soit orthogonale. Par exemple, toute matrice orthogonale 2x2 peut être 
écrite sous la forme: 


/cos (p 

—sin q)\ 

ou 

/cos (p 

sin (p\ 

\sin (p 

COSfpJ 


\sin (p 

—COS (p ) 


Dans le premier cas la matrice représente une rotation du plan d’angle <p, dans le second cas 
il y a en plus une symétrie par rapport à une droite passant par l’origine. Les matrices du second 
type se distinguent des matrices du premier type par le fait que leur déterminant est — 1, alors 
que le déterminant d’une rotation est toujours 1. De façon générale le déterminant d’une matrice 
orthogonale est toujours +1 ou —1. Une matrice orthogonale dont le déterminant est égal à +1, 
est parfois appelée propre; ces matrices orthogonales correspondent à des transformations ortho¬ 
gonales d’espace vectoriel euclidien conservant l’orientation. Les matrices suivantes sont de ce type. 


,COS (p 

—sin (p 

°\ 

,cos y> 

0 

—sin y) 

A a{<p)= l sin (p 

COS (p 

°) 

^13(V)=( 0 

1 

0 

'0 

0 

J 

^sin y) 

0 

cos y)' 


0 0 , 
A 2 z{0)=[ 0 cos0 —sin0 
^0 sin 0 cos 0 ' 


Dans ces formules cp , y ; et 0 sont des angles arbitraires. Si on s’est fixé un ordre pour les vecteurs 
de base e lf e 2 ,e 3 alors A 12 {<p) représente une rotation de l’espace autour de l’axe e 3 . Le plan 
e lf e 2 subit une rotation d’angle (p alors que e 3 est laissé inchangé. Ce fait éclaire la forme parti¬ 
culière de la matrice. Chaque matrice orthogonale propre A , 3x3 peut être écrite comme un 
produit A=A 23 (0) • A 13 (y>) - A 12 (q>) pour des choix convenables de cp.ip et 0. 
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Comme pour les transformations orthogonales, l’ensemble des matrices orthogonales nXn 
forment un groupe. Les matrices orthogonales propres forment un sous-groupe de ce groupe. 
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Valeurs propres et vecteurs propres. Un nombre X est dit valeur propre (ou valeur caractéristi¬ 
que) d'une transformation linéaire A s’il existe un vecteur x tel que A(x)=Xx. Le vecteur x 
est alors appelé vecteur propre de la transformation A associé à X. Les vecteurs propres associés 
à X forment, avec le vecteur nul, un sous espace appelé espace propre de A. 

Si l’équation A(x)=X- x est écrite sous la forme (A — XI)x=o 9 on peut dire alors: 

Un nombre X est valeur propre de l'opérateur A si et seulement si l'opérateur A—XI est 
singulier. 


Dans cette formulation il est possible de définir une valeur propre en termes de la matrice A 
représentant la transformation A: Un nombre X est valeur propre de la matrice A si A—XI est 
une matrice singulière. 


Exemple 1: Soit A une transformation linéaire singulière ; il existe alors un vecteur non 
nul jc tel que A(x)=o=0 • jc. Donc A=0 est une valeur propre de A, et les vecteurs non nuis 
du noyau sont les vecteurs propres associés à 0. 


Exemple 2: Supposons que la matrice A repré- À( . 
sentant l’opérateur A par rapport à la base y 1 ' 
x l9 ..., x n soit diagonale. Alors les vecteurs de ^ 

base sont tous vecteurs propres de A. De telles ' 
transformations sont particulièrement faciles à 
décrire, car elles transforment les vecteurs de base en des vecteurs proportionnels (multiplication 
par des scalaires). Ces transformations sont appelées diagonales (ou diagonalisables). Toute trans¬ 
formation linéaire d’un espace vectoriel de dimension «, ayant n valeurs propres distinctes est 
diagonalisable. 



Interprétation des valeurs propres en Physique. Les problèmes de valeurs propres sont importants 
dans de nombreuses branches de la Physique. Ils rendent possible la détermination de systèmes 
de coordonnées dans lesquels les transformations considérées prennent la forme la plus simple. 
En Mécanique par exemple, les moments principaux d’un corps solide sont trouvés à l’aide des 
valeurs propres d’une matrice symétrique représentant le tenseur d’inertie. La situation est analogue 
en Mécanique des Milieux Continus, où les rotations et les déformations d’un corps dans les 
directions principales sont trouvées à l’aide des valeurs propres d’une matrice symétrique. Les 
valeurs propres ont une importance primordiale en Mécanique Quantique dans laquelle les valeurs 
mesurées de “quantités physiques observables’’ apparaissent comme les valeurs propres de certains 
opérateurs. Le terme “transformation” est plutôt utilisé dans un contexte de Mathématiques Pures 
(Géométrie), tandis que le terme “opérateur” est plus courant dans les applications (Physique, 
Technologie). 

Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres. Si on a choisi une base dans un espace 
vectoriel V , alors l’équation (A — Xl)(x)=o est représentée par le système d’équations suivant 
pour les coordonnées x l9 ..., x n de jc: 

(a ll —X)x 1 +a 12 x 2 + ■ • • +a ln x n 0 

0 2 i*i +(a 22 —X)x 2 -\ -b a 2n * n =0 


0 * 1*1 l-0»> * 2 +-K0„„— X)x n =0. 

La matrice des coefficients est la matrice A — XI représentant la transformation A — XI. Puisque 
seuls des vecteurs non nuis peuvent être vecteurs propres, le problème est de trouver toutes les 
solutions non nulles de ce système homogène. Une condition nécessaire et suffisante pour 
l’existence de telles solutions est que le déterminant de la matrice des coefficients soit nul: 
det (A —Â/)=0. C’est le cas si et seulement si l’opérateur A—XI est singulier, c’est à dire, si X est 
valeur propre de A. Le déterminant peut être explicité comme un polynôme de degré « en X: 
det ( A — Xl)=a 0 +a 1 X+ - \-a„X". 
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Ce polynôme est appelé polynôme caractéristique de la matrice A. Si A' est une autre matrice 
représentant l’opérateur A y alors nous avons Æ—C~ x AC pour une certaine matrice C, et donc 
le polynôme caractéristique associé est le môme que celui de la matrice A. 

det (/!'—AA)-det {C~ l AC— AA)-det {Ç-\A— AA)C)=det (A — A/). 


Pour trouver un vecteur propre * on doit avant tout trouver une racine du polynôme caractéri¬ 
stique de A. Les coordonnées x l9 * 2 , ..., x n de x peuvent alors être trouvées comme une solution 
non triviale du système homogène donné plus haut: 


Exemple ,3 : Pour n=2 et A = 



lés valeurs propres sont racines de l’équation: 


det (A — AA) — 


2—A 

—1 


3 

—2—A 


= A 2 —1-0 


qui sont +1 et — 1. Les coordonnées x l9 * 2 du vecteur propre associé à la valeur propre -f-1 
sont les solutions du système 

Ixx+lx^— 0-^. ou T est un nombre arbitraire non nul. 

— ►(*!, * 2 )=t •( — 3, 1), Les vecteurs propres sont en général déter- 

3*2=0 minés à une constante multiplicative près. 


Transformation dans les axes principaux ou directions propres 

Pour les transformations symétriques la théorie conduit à un résultat particulièrement simple. 
Toutes les valeurs propres d'une transformation symétrique sont réelles et il existe une base ortho- 
normale de vecteurs propres. Si A est représentée par la matrice A, cela signifie qu’il existe une 
matrice orthogonale C telle que A' =C~ l AC soit diagonale, les éléments de cette diagonale étant 
les valeurs propres. A' est appelée forme réduite de A et le changement de base représenté par C 
est appelée transformation dans les directions propres. La matrice C est la matrice des coordonnées 
d’une base orthonormale de vecteurs propres, relativement à la base dans laquelle A est repré¬ 
sentée par la matrice A. 


Exemple 4: Pour A->A — 



^ les valeurs propres sont +2 et +4. Les vecteurs pro¬ 


pres associés à la valeur propre -|-2 sont (*i, * 2 ) ===t i ‘ C 1 » 0 et les vecteurs propres associés 
à la valeur propre -1-4 sont (jc 1# * 2 )=t 2 * ( — 1» 0- Les nombres r x et t 2 peuvent être choisis 
de telle façon que les vecteurs soient de longueur 1. Les vecteurs propres (1/^/2, \/\/2) et ( — 1 /^/2, 
l/<\/2) forment une base orthonormale et la matrice C est la suivante 


cJ W2 


C~ 1 =C T — ( 

1 IV 2 

1/V2\ P 

); C~ l AC— ( 


V1/V2 

I/-V/2/ 

V 

-1/V2 

l/\/2/ Vf 

) 4/ 


Par le moyen de transformations à axes principaux, l’équation des coniques ou des quadriques 
peut être considérablement simplifiée, en changeant le système de coordonnées cartésiennes en 
un système d’axes de symétries de la courbe ou de la surface. Ce sont les axes principaux sur 
la figure 17.6-1, ce qui explique’ la dénomination “transformation dans les axes principaux". 


Exemple 5: Si ax 2 -\-2bxy-\-cy 2 —d est l’équation d’une conique, alors les 
coordonnées du membre de gauche sont disposées de façon à donner une 
matrice symétrique A. Passant du système de coordonnées rectangulaires (*, y) 
au nouveau système de coordonnées (*',/) par l’intermédiaire d’une matrice orthogonale 
C=(c M ), la matrice A est transformée en A' = C r AC=C~ l AC. Ainsi en choisissant une matrice 
C appropriée, Â peut être rendue diagonale. 

Ï-Cux+W c /c u C 12 \ a .^AC=(^ ®V 

y =c u x~)rc 22 y \c 21 c 22 / \0 A 2 / 

Cela signifie que dans le nouveau système de coordonnées la courbe est décrite par l’équation 
2 x x 2 -\- 2 2 ÿ 2 —d. 
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17. Algèbre linéaire 


Par exemple, soit 3x 2 — 2xy-\-3y 2 =2 l’équation d’une ellipse. La matrice de transformation C 
de la matrice symétrique A associé à l’équation a déjà été trouvée dans l’exemple 4: 


A = 

x — 

/ = 


(. 


v V' 7i r 

-1 , 1 

V2 X+ V2 y 



Les coefficients des deux dernières équations sont les éléments de 
C~ 1 =C T . Si les expressions donnant x et y sont substituées dans 
l’équation intiale, l’équation résultante de la courbe dans le nou¬ 
veau système de coordonnées est 2*' 2 +4/ 2 =2. 

La matrice C décrit une rotation d’angle jr/4, du plan autour 
de l’origine transformant les anciens axes de coordonnées en les 
nouveaux (Fig.). 



17.6-1 Tranformation en 
axes principaux pour 
3x z — 2xy~l-3y = 2x' 2 = 2 


17.7. Algèbre multilinéaire 


Le but principal de l’algèbre multilinéaire est l’étude des formes multilinéaires , qui sont la géné¬ 
ralisation des formes linéaires. Une forme multilinéaire sur un espace vectoriel V est une fonction 
qui associe à r vecteurs quelconques, un nombre, cette fonction étant linéaire par rapport à chaque 
variable. Cela signifie que si r —1 vecteurs sont fixés, alors l’application ainsi définie est linéaire 
par rapport au dernier vecteur. 

Formes bilinéaires. Si r=2 la forme est appelée bilinéaire. Un exemple de forme bilinéaire est 
le produit scalaire de deux vecteurs. Si une base de l’espace V est choisie, la forme bilinéaire peut 
être exprimée en terme de coordonnées; par exemple, dans le cas de l’espace bidimensionnel l’expres¬ 
sion générale pour une forme bilinéaire est: 

B(x , y)=a ll x 1 y 1 +a 12 x l y 2 -\-a 2l x 2 y l -\a 22 x 2 y 2 . 

Si on fait x=y , on obtient une forme quadratique a ll xl-\-a 12 x l x 2 +a 2l x 2 x l ^a 22 xl t Le pro¬ 
blème le plus important dans la théorie des formes quadratiques est d’exprimer la forme donnée 
de la façon la plus simple possible, par exemple, dans une forme sans termes croisés (ou mixtes). 
Cela peut toujours être fait par le moyen de la transformation dans les axes principaux. 

Tenseurs. Les coefficients d’une forme bilinéaire montrent un comportement régulier pour des 
transformations de cette forme, ce qui est caractéristique des coordonnées tensorielles. En générali¬ 
sant le concept d’espace vectoriel, on définit en algèbre linéaire, les espaces tensoriels , dont les 
éléments sont appelés tenseurs. 

Applications. L'Algèbre Tensorielle , qui est l’étude des espaces tensoriels, a des applications 
importantes en Géométrie Différentielle. Dans celle-ci, la courbure d’une surface ou de l’espace 
est décrite par un tenseur, le tenseur de courbure. Dans la Théorie de la Relativité , l’impossibilité 
de séparer l’énergie et l’impulsion d’une particule est illustrée par l’existence d’un tenseur dont 
les composantes sont l'énergie et les composantes de l'impulsion , ce tenseur est appelé tenseur énergie- 
impulsion. Les tenseurs sont aussi très utiles dans d’autres domaines de la Physique, par exemple 
en Optique des Cristaux et dans la Théorie de l’Elasticité. Les déformations ou les contraintes 
dans un milieu élastique sont décrites par les tenseurs des déformations et des contraintes. 

La théorie des formes bilinéaires et quadratiques et utilisée en Géométrie Analytique pour la 
classification des coniques et des quadriques. Elle est aussi utilisée en Physique, particulièrement 
pour la description de systèmes physiques soumis à de petites vibrations. 
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18.1. Suites 

A partir de tout ensemble S non vide de nombres réels, on peut construire des suites en 
choisissant dans S, clans l'ordre , un premier nombre a l9 un second nombre u 2 , un troisième 
nombre a 3i etc .. . \ a x est le premier terme de la suite, a 2 le second, a 3 le troisième... Par exemple, 
si à partir des entiers positifs on choisit dans leur ordre naturel les nombres divisibles par 2, on 
obtient la suite des nombres pairs, dont les premiers termes sont 2, 4, 6, 8, 10. Dans la construction 
des suites un élément de S peut être choisi plusieurs fois, par exemple le nombre 2 dans la suite 
2, 4, 2, 6, 2, 8, 2, 10. Si le même nombre a est toujours choisi, on obtient une suite constante 
a y a, . •., fl, . •. 

Une suite finie contient un nombre fini, soit A, de termes; a N est alors son dernier terme. La 
suite 2, 4, 2, 6, 2, 8, 2, 10 définie précédemment est une suite de huit termes; r/ 8 = 10 est son dernier 
terme. Par contre la suite des nombres pairs n’a pas de dernier terme, car chaque terme est suivi 
d’un autre. De telles suites sont dites infinies. 

Une suite infinie est donnée lorsqu'à tout nombre naturel /i> 1 correspond exactement un nombre 
réel a„ ; a n est appelé te n-iètne terme de la suite. Si cette correspondance existe seulement pour 
tout entier naturel compris entre 1 et A(l</i<A), alors on obtient une suite finie. 

Voici une représentation par un tableau de cette correspondance dans le cas de la suite des 
nombres pairs: 

Nombre n 11 I 2 I 3 I 4 I 5 

Terme a„ de la suite ▼ 2 \ 4 V 6 I 8 f 10 

Cette représentation montre que l’on peut considérer chaque suite comme un ensemble ordonné 
de couples de nombres (//, a„) dont le premier terme n est un entier naturel, et dont le second 
terme a„ est un nombre réel. Puisque la correspondance est unique, les suites peuvent être aussi 
définies comme des fonctions. 

Les suites sont des fonctions dont le domaine de définition est un sous-ensemble des entiers 
naturels et dont l'ensemble d'arrivée est l'ensemble des nombres réels. 

De façon évidente, une représentation graphique d’une suite, par exemple la suite de points 
discrets de coordonnées (n, a„) dans un système de coordonnées cartésiennes, ou une représentation 
tabulaire, ne conviennent pas pour décrire complètement une suite infinie. Il en est de même 
pour l’énumération des premiers termes de la suite. Par exemple, les termes a 1 2, a 2 3, a- 3 5 
peuvent être complétés, pour former une suite, d’une infinité de façons. Des exemples de telles 
complétions sont: la suite des nombres premiers, la suite finie de tous les facteurs de 210, ou encore 
la suite 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., dans laquelle le /c-ième terme est pour /c>2, la somme des deux termes 
précédents. 

Pour décrire complètement une suite infinie on essaie de représenter l’unique correspondance 
entre le nombre n et le terme a n correspondant de la suite par une loi la définissant (loi de défini¬ 
tion). Souvent il est possible d’établir cette loi au moyen d’une expression analytique a„=f(n), 
n= 1, 2, 3, ... On peut alors noter la suite a l9 a 2y a 39 ... par {«„} = {/(//)}• 

Exemples de suites dont la loi de définition peut être établie en termes d’expression ana¬ 
lytique. 

1. La suite 2,4,6, ... des nombres pairs a pour loi de définition {a„} — {2n}. 

2. La suite 1,4, 9, ... des carrés parfaits: {a n } = {ri 1 }. 

3. Le septième terme de la suite {a„} = {nl(n+ 1)} est obtenu en remplaçant n par 7 dans l’ex¬ 
pression analytique. Cela donne tf ? = 7/(7 + 1 ) = 7/8. 

4. La suite {<?„} = {2"} pour 1 10 est une suite finie; son dernier terme est « 10 =2 10 = 1024. 

5. La loi de définition a n = (— l)" 11 n donne la suite 1, —2, 3, —4, 5, —6, ... Cette suite est 

alternée , c’est à dire que deux termes voisins sont de signes opposés. Cet exemple montre éga¬ 
lement qu’une suite infinie n’a pas nécessairement un plus grand ou un plus petit terme. 
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Parfois la loi de définition d’une suite peut être donnée par une relation de récurrence. A partir 
de cette relation un terme peut être calculé uniquement lorsque les termes précédents a t avec i<n 
sont déjà connus. Par exemple, la suite 0, 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, ... des nombres de Fibonacci est 
définie par a 1 = 0, a 2 =\ et pour n ^3 par la relation de récurrence a„ = a n _ x + a n _ 2 . 

Cependant, il existe des suites pour lesquelles on ne peut pas trouver d’expression analytique 
ou de loi de récurrence, par exemple la suite des nombres premiers, ou la suite 3, 1,4, 5, 9, 2, 6, 
5, ... dont le w-ième terme est la /7-icme décimale du nombre n. A partir des termes d’une suite 
on peut construire d’autres suites, par exemple à partir de 1, 1/2, 1/3, ...» l/n, ... la suite s x = 1, 

.y 2 = 1 -f 1/2, ..., s m = 1 + 1/2+ 1/3-1-h 1 //i, ..., dont le w-ième terme est la somme des n premiers 

termes de la suite donnée. Dans ce cas la suite s Xi s 2t ..., s nt ... est donnée par une règle indirecte. 

Les suites infinies sont les plus intéressantes. On s’intéresse principalement aux propriétés qui 
sont conséquence des relations qui existent entre des termes successifs. 

Suites monotones. Ce sont des suites dont les termes a n croissent régulièrement (ou décroissent 
régulièrement) lorsque le nombre entier n croît (voir Chapitre 5). 


Une suite {a n } est dite monotone croissante , si chacun de ses termes est plus grand que son pré¬ 
décesseur , c'est à dire que a n . vx >a n pour tout n. Elle est dite monotone décroissante si a nAX <a n 
pour tout n. 

Parfois dans cette définition l’égalité est aussi permise; une suite est dite monotone croissante 
si a n+x >a n et monotone décroissante si a ni . x <a„. Aussi pour distinguer les suites qui ont la pro¬ 
priété a n+l >a„ (a n+ i<a n ) t on appelle ces dernières suites strictement monotones croissantes ( stricte¬ 
ment monotones décroissantes). 

La suite des fractions 1, 1/2, 1/3, ..., 1/w, ..., par exemple, est (strictement) monotone dé¬ 
croissante, et la suite —12, —9, —6, —3, 0, ..., [—12 |-3(/i—1)], ... est (strictement) monotone 
croissante. La plupart des suites ne sont ni monotones croissantes ni monotones décroissantes, 
par exemple, la suite 1, 1/2, 2, 1/3, 1/4, 4, ... 

Suites bornées. La suite —1/2, 0, 1/6, 2/8, ..., qui est définie par a n =(n —2)/(2 n) a les propriétés 
suivantes: aucun de ses termes n’est plus grand que 1, et aucun de ses termes n’est plus petit que 
—1/2. Aussi on a l’inégalité —l/2<tf w <l pour tout n. De telles suites sont dites bornées. 

Une suite {a n } est dite bornée s'il existe deux nombres k et K tels que T inégalité k<,a n <,K est 
réalisée pour tout terme a n de la suite. 

Un tel k est appelé minorant et K est appelé majorant de la suite. Si k<a„<K pour tout 
terme a n d’une suite, alors Max(|/c|, |/f|). Réciproquement, si un majorant M existe 

pour la valeur absolue \a n \ des termes d’une suite, alors —c’est à dire que 

la suite est bornée. La définition peut alors s’énoncer comme suit: 

Une suite {«„} est bornée s'il existe un nombre positif Ml qui majore la valeur absolue de tout 
élément de la suite: \a n \<M pour tout n. 

Les nombres k , K , M ne sont pas déterminés de façon unique. Evidemment, si k est un mino¬ 
rant de la suite, tout nombre plus petit k’<k est un minorant, et si K est un majorant tout 
nombre plus grand K’>K l’est aussi. Une suite finie est toujours bornée; le plus petit terme de 
la suite peut-être choisi comme minorant et le plus grand comme majorant. Des suites infinies 
peuvent ne pas être bornées, par exemple, la suite des carrés 1, 4, 9, ..., w 2 , ... Le plus petit 
majorant est appelé borne supérieure G. Tout nombre plus petit G —e, où e est arbitrairement 
petit et positif, est majoré par au moins un terme a m de la suite {*?„}» c’est à dire a m >G — e. De 
même, le plus grand des minorants est appelé borne inférieure g; tout nombre plus grand /M e 
(c>0, arbitraire) majore au moins un terme a n de la suite, c’est à dire a„<g \-e. On peut montrer 
que toute suite bornée a une seule borne supérieure et une seule borne inférieure. 

Ces considérations peuvent être aussi appliquées aux ensembles de nombres, il suffit de rem¬ 
placer ‘suite’ par ‘ensemble’ et ‘terme’ par ‘élément’. 

Suites arithmétiques. Dans une suite arithmétique la différence d entre deux termes consécu¬ 
tifs est constante et non nulle: a n — a n _ x =d; d est appelée la raison de la suite. Par exemple, la 
suite des nombres pairs 2, 4, 6, 8, ... a pour fcùson d=2. Si on choisit d— —3 pour raison et 
a x = 25 pour premier terme de la suite, on obtient la suite 25, 22, 19, 16, 13, ... Si t/ est positif, 
la suite arithmétique est monotone croissante, et si d est négatif, elle est monotone décroissante. 
Toute suite arithmétique infinie est non bornée. 


Suite arithmétique a x , a 2 =a x +d , a 2 a x l2d y ..., a„=a x -\-(n — 1 )d 9 ... 
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Le nom provient de fait que chaque terme a k (k> 2) est la moyenne arithmétique de ses deux 
termes voisins. La moyenne de a k _ x =a k —d et a k+1 =a k +d est (a k+l +a k _ 1 )/2=(2a k )/2=a k . 

Exemple 1 : La suite arithmétique de premier terme a x =33 et de raison d— 8 a pour lOOième 
terme a loo =a 1 +(n —l)</=33-t-99 • 8 = 825. 

Exemple 2: Si <* 10 =15 est le lOième terme d’une suite arithmétique dont la raison est 2, 
alors le premier terme est a x =a n —( n — 1)</=15 —9- 2= —3. 

Le processus d'interpolation linéaire consiste à insérer m termes supplémentaires entre deux 
termes a k et a k+1 d’une suite arithmétique de raison d , de telle sorte que l’on obtienne une nou¬ 
velle suite arithmétique. Soit d ' la raison de cette nouvelle suite, on a: 
a k+1 =a n -\-(m-\-\)d'=a k +d, donc d'—dfijn- 1-1). 


Exemple: Soit à interpoler 6 termes entre chaque paire de termes de la suite arithmétique 
j 3 |, [l7], 31 , 45,59,... Puisque </= 14, la raison d ' de la nouvelle suite est donnée par 
</' = 14/7=2 et cela donne la suite [3~|, 5, 7. 9, 11, 13,15, |ÏT | , 19, 21, 23, 25, 27, 29, |311, ... 


A partir d’une suite donnée la suite des différences est formée en prenant la différence entre 
les termes consécutifs. Ainsi, une suite arithmétique peut être aussi décrite comme une suite dont 
la suite des différences premières est constante. Dans les mathématiques appliquées et dans les 
calculs d’erreur et d’approximation, des suites arithmétiques d'un ordre plus élevé , par exemple, 
d’ordre w, sont utilisées. Dans ce cas la suite des différences w-icmcs est la première suite constante. 


Exemple: La suite 1, 8, 27, 64, 125, 216, ... est arithmétique du troisième ordre, puisque sa 
suite des différences 3èmes est constante. 


Suite 1 

8 


27 


64 


125 

A 1 

7 

19 


37 


61 


A 2 

12 


18 


24 


30 

A 3 


6 


6 


6 



Suites géométriques: Dans une suite géométrique le rapport q=fc 1 de deux termes voisins est 
constant: a n =a„-iq. Par exemple, la suite 9,3, 1; 1/3, 1/9, ... a pour premier terme a 1 9 et 
rapport commun q — 1/3. Pour a 1 = —1/2 et q= —2 on obtient la suite —1/2, 1,—2,4, ... et 
pour a 1 = —24, <7=1/2, la suite —24,—12,—6,—3, ... Si q est positif, tous les termes ont le 
meme signe que a x ; si q est négatif, la suite est alternée. Les suites géométriques sont bornées 
si |< 7 | <1, dans les autres cas elles ne sont pas bornées. Elles croissent de façon monotone si 
ûi> 0, <7>1 et si <*!<(), OCtfCl. Elles décroissent de façon monotone si • ^>0, 0 << 7 < 1 et si 
«i< 0,<7>1; </ est appelé raison de la suite géométrique. 


Suite géométrique 


«1, «2 atf, « 3 tfj<7 2 , ..., • • • 


Le nom de la suite provient du fait que chaque terme a k (k>2) est numériquement égal à la 
moyenne géométrique de ses deux termes voisins: car a k i=a k /q et a kvl =a k q ont pour moyenne 
géométrique \/[(a k /q) (a k q)]=y/(al)=\a k \. 


Exemple 1: La suite géométrique de premier terme « x =2 et de raison <7=1/2 a pour dixième 
terme a 10 =a^ 9 =2 • (l/2)° = 1/256. 

Exemple 2: Si le premier terme d’une suite géométrique est a x = 2/3, et son dixième terme 

9 9 

est flio=tf i<7° = 13122, alors la raison commune est donnée par ^f=\/(âf 10 /a 1 )=\/(3X 13122/2)=3. 

Exemple 3: Si un morceau suffisamment grand de papier d’épaisseur a 1 =0,l mm est plié 
40 fois, on obtient une couche de papier d’épaisseur d=a /ll = 0,1 mmx2 40 = 109951162777,6 mm 
~ 109951 km. 

Exemple i : Un rayon lumineux perd en traversant une assiette de verre 1/12 de son inten¬ 
sité L par réfaction et à cause de la non-homogénéité du matériau. Après le passage à travers 
la première assiette il a l’intensité a x =L—1/12L=11/12L; après le passage à travers la 
deuxième il a l’intensité a 2 = ll/12L—1/12(11/12)L=(11/12) 2 L; et après le passage à travers la 
/i-ième assiette il a l’intensité a n ={\ 1 /12)L". Si l’on a établi par des mesures que l’intensité a ,, 
est seulement égale à la moitié de la valeur originale, on peut calculer à partir de la formule 
a n =(ll/12) n L=l/2L, le nombre n d’assiettes. On trouve /i=log2/(log 12—log 11)^8. Ainsi, le 
rayon lumineux a traversé huit assiettes. 

27 Mathématiques 
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Entre deux termes quelconques a k et a kvl —a k q d’une suite géométrique, on peut interpoler m 
nombres de telle sorte que la suite résultant soit géométrique aussi. Si q est la raison de cette 

m+1 

nouvelle suite, on a a k+1 =a k (q') m ' 1 =a k q. Ce qui donne q — y q. 


Ex emple 1 : Soit à interpoler quatre termes entre chaque paire de termes de la suite [ 32 J, [ï], 
1/32| , 1/1024, ... Pour la suite donnée < 7 = 1/32, et la raison de la suite interpolée est 

^'=\?(l/32)=l/2. Ainsi on obtient la suite [ 32 ], 16,8,4,2, [T] , 1/2, 1/4, J/8, 1/16, [l/32[ ,... 

Exemple 2: En musique, on place 11 notes intermédiaires équidistantes entre les notes d’une 
octave. En C majeur, par exemple, les notes sont C#, D, D#, E, F, F#, G, G#, A, A#, B. 
Les fréquences des tons forment une suite géométrique entre les tons d’une octave avec le rapport 


de fréquence q=2. Le rapport q des tons voulus est obtenu par q—y 2= 1,059463. Cela nous 
donne la suite des rapports de fréquence C=l, C# — 1,05946, D = 1,12244, D# =1,18921, 
E= 1,25992, F =1,33792, F# = 1,41421, G = l,49831, G# = 1,58740, A =1,68179, A# =1,78180, 
B =1,88775, C= 2. 


Les séries normalisées: 



R 5 

R 10 

R 20 

R 40 

R 80 


5 , 

10 , 

20 

40 

80 , 

il 

y I0s! 1,6 

VIO» 1,25 

Vl0~ 1,22 

V*0~ 1,06 

Vio» i,03 


En normalisation on essaie de trouver des graduations de grandeurs qui satisfont aux demandes 
pratiques avec un nombre minimum de pas. On utilise ce que l’on appelle les suites géométriques 

décimales. Ce sont des suites géométriques avec le pas ou raison #=y / 10, qui sont appelées en 
technologie les séries normalisées. 

En conséquence chaque région décimale est subdivisée en n pas. A partir des séries normalisées 
on peut construire d’autres séries en utilisant uniquement chaque second, chaque troisième, ou 
chaque m-ième pas des séries. 


Séries R 10 

1 

1,25 

1,6 

2 

2,5 

3,15 

4 

5 

6,3 

8 

10 

12,5 

Séries choisies R 10/2 

1 

1,25 

1,6 

2 

2,5 

3,15 

4 

5 

6,3 

8 

10 

12,5 


Les produits technologiques, les machines et parties de machines, les outils etc. sont usinés con¬ 
formément aux séries normalisées. Les pressions des presses, les forces de levage et les poids 
des grues et des treuils, les nombres de tours, les vitesses de coupage et la puissance des turbines 
sont gradués également de la sorte. Les formats de papier aux normes internationales sont aussi 
gradués géométriquement; les pièces et billets sont souvent basés sur des suites géométriques avec 

3 

q=y 10^2,2, ce qui donne la suite très approximative 1, 2, 5, 10, 20, 50, . .. Les systèmes moné¬ 
taires décimaux de la France et des Etats Unis se conforment à ce schéma. 

Convergence et divergence de suites. Les termes de la suite 1, 3/4, 4/6, 5/8, ... de loi de défini¬ 
tion a„ {n-\-\)l(2n) diffèrent de moins en moins avec 1/2 lorsque le nombre n augmente. La diffé¬ 
rence | a n —1/2| entre les termes de la suite et 1/2 peut être rendue arbitrairement petite; c’est 
à dire qu’une valeur convenable de l’indice n peut être choisie de telle sorte que pour tout indice n 
plus grand que cette valeur, les différences \a n 1/2| soient plus petites qu’un nombre e donné, 
positif, arbitrairement petit. Si par exemple l’écart avec 1/2 doit être plus petit que £= 0,001, alors 
on doit avoir \a n —1/2| = |(w+l)/(2/i)—l/2| = |l/2-f l/(2«)—1 /2| = 1 /(2/i)<0,001, il résulte que tous 
les termes a n avec n >500 ont la propriété demandée. Il y a au plus 500 termes dont l’écart avec 
1/2 est plus grand. Si la précision demandée croît jusqu’à £=0,000001, alors 500000 termes ont 
un écart plus grand avec 1 \2 et \a n —1 /2|<0,000001 pour tous les termes avec /i>500000. En général, 
I a n —1/2|<£ pour tout n>\/(2e). Ainsi, pour tout £, il est toujours possible de choisir un indice 
tel que à partir du terme correspondant, tous les termes de la suite qui suivent, diffèrent de 1/2 
de moins de e. La suite {a,,} est alors dite convergente vers la limite 1/2. 

Une suite {a n } est dite convergente vers la limite a si à tout nombre e positif arbitrairement 
petit correspond un nombre N(e) tel que l’inégalité \a n — a\ < e soit satisfaite par tous les termes 
a„ de la suite avec n>lW(e). 


Le nombre /V, au delà duquel \a n — a\<e y dépend en général de £/ plus e est petit, plus grand 
est N. Pour cette raison on le note N(e). Pour une suite { a ,,} convergeant vers une limite a, à tout 
£>0 correspond, de façon évidente, un nombre N 2 (e), au delà duquel | a „— ût |<£/ 2 , un nombre N k (e) 
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au delà.duquel | a„ — a\<ejk, un nombre N'(e) au delà duquel \a n — a\<e a etc, on utilisera beau¬ 
coup ces résultats. Si la suite {«„} converge vers la limite a y on écrit {a n }->a quand n-> oo, ou bien 
lim a„—a (lire a n converge vers a quand n tend vers Vinfini , ou, la limite de a n quand n tend vers 

n —► oo 

Vinfini est a). Géométriquement, cela signifie que seulement un nombre fini de termes de la suite 
se trouvent hors de lVvoisinage ]a — e , a-\-e[ de la limite a tandis que tous les autres termes 
sont à l’intérieur de cet e-voisinage. Aussi, on peut dire que presque tous les termes de la suite sont 
dans lV-voisinage de a , ceci pour tout e. 

Exemple /: La suite 0,3; 0,33; 0,333; ... de loi de définition ûf„=3/10+3/10 2 + *• *-1-3/10" 
converge vers 1/3. La grandeur des écarts avec la limite est 

|tf„—1/3|==|3(10—• • • + 10 1 +1)/10- — 1/3| 

= |[9(10"—1)/(10—1) — 10 M ]/(3 • 10 r, )| = 1/(3 • 10")<£. 

Soit e un nombre positif arbitrairement petit, cette inégalité est satisfaite pour tout n>N(e)~ 
log[l/(3e)]=-log 3e. 

Pour £—10“ 12 , par exemple, A(e) = 12 — log 3; aussi, dans ce cas seul 12 termes diffèrent 
de 1/3 de plus de 10~ 12 . En général, tout développement décimal infini 0,z 1 z 2 z 3 ... où z, 
est un chiffre peut être considéré comme une suite convergente {a n } avec o f ,=z 1 /10H-z 2 /10 2 + 

4--|-z M /10". La limite de la suite est le nombre réel représenté par ce développement décimal. 

Exemple 2: La suite 1, 1/4, 1/9, 1/16, ... des inverses des carrés a pour limite zéro, car pour 
tout e>0, \a n — 0| = 11 //i 2 — 0| = l/« 2 <e pour tout n>N(e)=ll'\/e. 


Les suites qui convergent vers 0 sont appelées suites miles . A partir de toute suite nulle {/>„}, 
on peut construire une suite {b n +b} qui converge vers b. Réciproquement, si une suite {a n } converge 
vers la limite a , alors {a n — a } est une suite nulle. 

Etude de la convergence des suites arithmétiques et géométriques. Des suites qui ne convergent 
pas sont dites divergentes. Par exemple, toute suite arithmétique est divergente. Puisque la diffé¬ 
rence entre deux termes consécutifs est toujours d, il est impossible que presque tous les termes 
de la suite soient dans un voisinage d’une valeur fixe. Pour des valeurs positives de d y les termes a n 
de la suite sont presque tous plus grands qu’un nombre donné arbitrairement grand. On écrit 
alors lim a n = +oo et on dit que de telles suites divergent vers l’infini. Pour des valeurs négatives 
de d les termes de la suite sont presque tous plus petits qu’un nombre négatif de grande valeur 

absolue. Cette suite est aussi divergente vers l’infini, on écrit lim a n = — oo. 

«—►00 

La suite infinie géométrique ayant pour loi de définition a n — a x q n V converge vers zéro si la 
valeur absolue |</| de la raison est plus petite que 1. Si \q\ est plus grand que 1, alors la Suite {a,,} 
est divergente , en particulier elle diverge vers Vinfini si q> 1. 

Soüs-suitcs. Si Pi,P 2 ,P‘i, ..., p ny ... est une suite infinie monotone strictement croissante de 
nombres entiers, alors {/;„} est appelée sous-suite de la suite des entiers naturels; par exemple, 
la suite 1, 3, 7, 9, 13, 14, 27, ... Si une telle sous-suite {p n } d’indices est choisie, on détermine à 
partir de toute suite {a,,} une de ses sous-suites {a„ n }- Par exemple, 1, 1/8, 1/64,... est une sous-suite 
de la suite 1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, ... Si pour tout n>N(e) les termes a„ sont dans IVvoisinage de 
la limite a f c’est à dire si |a„-a|<£, alors les termes a Pn de l a sous-suite avec p„>N(e) sont 
aussi dans ce voisinage. On a alors le théorème suivant: 

Toute sous-suite {a Pll } d'une-suite {a n } convergente vers a, converge vers la même limite a. 

Théorèmes sur les suites convergentes. La convergence de la suite {a,,} est déterminée par l’exis¬ 
tence d’un nombre N(e) au delà duquel \a n — a\<e; la valeur de N(e) est sans importance. Pour 
cette raison un nombre fini de termes peuvent être supprimés ou ajoutés sans changer la conver¬ 
gence ou la limite de la suite, puisque cela affecte au plus la valeur de N(e). De telles propriétés, 
qui concernent les termes situés au delà du rang N(e) sont dites propriétés à Vinfini de la suite. La 
convergence d’une suite est une propriété à l’infini. 

Les suites convergentes sont bornées. 

Si une suite {a n } a une limite a alors presque tous ses termes sont dans l’intervalle a— e, a+e, 
mais l’ensemble des termes qui sont hors de cet intervalle est fini, et donc la suite est bornée. 

Si la suite convergente {a,,} a un majorant K , alors sa limite a est aussi majorée par K. Sinon, 
une infinité de termes de la suite serait dans un voisinage de a et entièrement à la droite de K , 
ce qui est en contradiction avec la propriété de majorant. De même, la limite a de la suite ne peut 
pas être plus petite que tout minorant de la suite. 

27* 
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Une suite convergente a une limite unique. 

Si {a n } a deux limites différentes a et a', alors pour e choisi suffisamment petit, les e-voisi- 
nages de a et à n’ont pas de point commun. A partir d’un rang A(e), une infinité de termes de 
la suite sont en dehors de l’e-voisinage de et une infinité de termes sont en dehors de l’e-voisi- 
nage de a\ ce qui contredit le fait que a et a sont des limites. 

Si les suites {a,,} et {b,,} ont les limites a et b, alors les suites {a„+A„}, { a„ — b »}, { a„b „} 
convergent vers les limites a-\-b , a — b , ab respectivement, et si b n et b sont différents de zéro, 
alors { a„/b „} converge vers la limite a/b. 

Supposons, par exemple, que l’on veuille montrer que pour un e arbitraire on a \(a„+b„)- 

— (a + b)\<e. Il résulte de la convergence de la suite {«„} que l’on peut trouver un indice N 1 tel 
que \a„ — a\<el2 si n>N 1 ; de meme pour la suite {b„} il existe un indice N 2 tel que \b n -b\<ej2 
si n>N 2 . Donc pour tout «>max (N l9 N 2 ), en utilisant l’inégalité du triangle, on obtient !(«„ + />„)- 

— (a-\-b)\ = \(a n — a)-\-(b n — b)\^\a n — a\ + \b n — b\<£ ce que l’on voulait démontrer. 

Pour montrer que \a„lb„ — alb\ peut être rendu plus petit que tout nombre positif donné, on 
remarque d’abord que \ajb n -alb\ = \[b(a„-a)-a(b n -b)\l(bb„)\ donc \ajb n -alb\^[\b\- \a„-a\ + 
\a\- \b n -b\]l(\b\‘ \b„\). On détermine W 3 de telle sorte que \b n \>g>0 pour tout n>N 3 ; ceci est 
toujours possible puisque b^-0. Puis on détermine de telle sorte que \a„-a\ <ge/2 pout tout 
n>N l9 et N 2 tel que \b„-b\<g\h\/e(2\a\) pour tout n>N 2 . On obtient alors que \ajb n -a/b\ < e 
quand n> max (N l9 /V 2 , /V 3 ). 

Les énoncées suivantes sont des cas particuliers du dernier théorème. 

1. Si c, c l9 et c 2 sont des constantes , et {a„}-+a 9 {/>„}->/>, alors {ca„}-+ca et {c 1 a n + c 2 b„}-*’ 

CyCl+CJ). 

2. Puisque la suite des produits des termes de deux suites convergentes converge vers le pro¬ 
duit des limites , on obtient que {aï,} -> a k pour tout entier positif k quand {a n } -> a. Si a„f= 0 
et a=£ 0, ceci est encore vrai pour tout entier négatif k. On peut même en déduire que {af,} -> a* 
pour tout nombre réel a si a n ^f 0, a=£0. 

3. Si {a,,} et {b,,} sont des suites nu lies, alors les suites {«„ + />„}, {a„-b„}, et {< a„b „} sont égale¬ 
ment des suites nulles. 

La suite {ajb,,} construite à partir des suites nulles {a,,} et {b n ) n’est pas en général une suite 
nulle. Par exemple, {<*„}={ 1 /2"} et {/>„}={ 1 /4"} sont des suites nulles, mais {ajb n }={ 2 H } est 
divergente vers l’infini. 

Si les suites {«,/} et { a n "} convergent vers la même limite «, et si l'inégalité af 
est vérifiée pour presque tous les termes de la suite {«„}, alors {a,,} converge vers la limite a. 

Soit t>0 arbitraire, il existe N(e) tel que pour tout n>N(e ) tous les a„' et tous les a„" sont 
dans l’e-voisinage de a. Puisque a „'presque tous les termes de la suite {a,,} sont dans 
ce voisinage, ainsi lim a n — a. 


Limites de quelques suites convergentes importantes 


n 

lim^/< 7 =l, pour tout < 7>0 

II 

lim y/n =-1 

lim (log„ «)//z=0, />>0, b^\ 

Il — >oo 

n —>00 

n— > OO 


1. Pour des valeurs positives de q , {*,,}= {\ÿq— 1} est une suite nulle. Pour <7=1, tout terme 

n 

a la valeur zéro. Pour q>\ y ^/q> 1, ainsi les nombres x n sont positifs. D’où <y=(l +*„)”> 1 + 
d- nx„ > nx„ > 0, soit 0 < x„ < q/n. Mais {q/n} est une suite nulle, donc {jr M } est une suite nulle. Si q < 1 
on a l/< 7 > 1 et donc {\^(\/q)— 1} a la limite zéro. Si l’on multiplie cette suite nulle terme à terme 

n n n n 

par la suite {y/q}, qui est bornée puisque \A/< 1 , alors la suite produit {1 — y/q }, et donc {y/q— 1} 
est une suite nulle. 

2. Puisque la suite {q l,n } a pour limite 1 quand n tend vers l’infini, pour tout nombre q positif, on 
peut trouver un nombre N tel que pour tout m>N les valeurs q 1,m et q~ 1 2 i m se trouvent entre 1—e 
et 1+e. Soit une suite nulle {a,,}, on choisit un indice N r de telle sorte que a„ soit entre — l/m 
et l/m pour tout n>N v Ainsi pour tout n>N t les puissances q a n sont entre 1— e et 1+e. Donc 
q a n—\ est entre — e et +e, ce qui veut dire que la suite {q a »~ 1} est une suite nulle si {a,,} est 
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une suite nulle. Donc {</""} converge vers q a si {<*„} -> a. En effet q a n — q a = q a (q a n~ a — 1), où 
{a n — a) est une suite nulle donc {q a n~ a — 1} est également une suite nulle. 


{</“”} -» 1 

si 

{a n } -* 0 et si q est positif 

{q°«} cf 

si 

{a n } -* a et si q est positif 

{(a„)“} -> a" 

si 

{a n } -► a ; a n > 0, a > 0, n réel 


On montrera dans l’exemple 4 que pour toute base b> 1, {log,, {log h a} si {a n } -> a. 

Si a est une constante réelle arbitraire, alors {a log b a n ) -* a log b a d’où {b a iog ft ««}_►/,« log fc so it 

n n 

S. La suite y/n converge vers 1, cela veut dire que {*„}= {y/n- 1} est une suite nulle. Pour 
/î^ 2 les termes sont positifs, de plus « = ( 1 + *„)"• En utilisant la formule du binôme, on obtient 
alors n(n — l)*ij/2^/f, ou encore |* n |^'\/[2/(/i— OL Si pour e>0 donné on prend N(e) = 2/e 2 + 1, 
on a alors |jc„| < e pour tout n>N(e). 

4. Pour toute base b> 1 {log b n/n} est une suite nulle; autrement dit pour tout e>0 il existe 
un nombre N(e) tel que (log b n)tn<e pour tout n>N(e). 

n 

Mais (log„ n)/n < e ◄—► log„ n < ne ^—► n < b en ► y/ n<b c . 

Puisque b c est plus grand que 1 et que la suite y/n converge vers 1, la suite {(log b n)/n} est une 
suite nulle. De plus, puisque log 1/b w= —log h n, la suite {(log h n)ln} converge aussi vers zéro 
pour 0<6< 1. 

Critères de convergence pour les suites. Il est possible de tester, à partir de la définition de 
la convergence, si un nombre a est la limite de la suite {«„}. Par contre, si l’on ne connaît pas a , 
on se sert de critères de convergence (ou tests de convergence) qui permettent de déterminer la 
convergence ou la divergence d’une suite à partir de propriétés qui sont, en général, faciles à 
vérifier. 

Il n’y a pas de méthode générale pour déterminer la limite. Il existe cependant des méthodes 
spécifiques à certaines suites. 

Premier test de convergence. Les termes d’une suite monotone croissante non bornée ont des 
valeurs arbitrairement grandes. La suite est divergente vers l'infini. A l’inverse, on peut montrer 
qu’une suite bornée monotone a une limite. 


Premier critère de convergence: Une suite monotone bornée est toujours convergente. 


Le nombre c en tant que limite. La suite {a„} avec a„ = (\ + \ln) n croît de façon monotone, 
puisque pour n^2 

= + !/("- D]"- 1 = [«/(«- DP'-M/»/(«- DI"* (1 - l//f)< [/f/(/î-l)] n * (1 - 1 In*? 

= [(«+1)//î]" = (H- l/n) n =a n . 

On a utilisé l’inégalité de Bcrnouilli 1 +na< (1 +a)", qui est vraie pour a> — 1, af 0 et n^ 2, avec 
a= — l//z 2 . La suite {(1 + 1 /w)"} est bornée. En effet tous les termes de la suite sont positifs. Elle 
est donc minorée par 0. De plus la formule du binôme donne: 


<*„ = (! + 1///)"=1 + 




On peut trouver une estimation de chaque terme de cette somme 



/;* = (!/£!) (1 - 1 /n) (1 -2\n\ • [l —(A:— \)/n}^ 1/(2- 3- • • k)** 


donc a„ = ( 1 + l/«) n < 1 + 1 + 1/2+ l/2 2 + • • • +1/2— 1 < 1 + 1/(1 - l/2)=3. 

La suite est donc bornée par 1 et 3, elle est convergente, vers une limite e (cette notation est 
due à Leonhard ‘Euler). Le nombre e est compris entre les termes de la suite considérée et ceux 
de la suite monotone décroissante {[1 + 1 /(// — 1 )]'*} qui converge également vers e. (Mais e est 
habituellement calculé au moyen de séries.) 


e= 1\+ 1/1 !+ 1/21 + 1/3!+ • • • 


lim (1 + l/tf)" = e 

e=2,71828182845904523536... 

n—>oo 



Second test de convergence (Cauchy). Alors que le test précédent ne s’applique qu’aux suites 
monotones, le critère de Cauchy, est valable pour toutes les suites. Si, à partir d’un certain rang 
N(e), les différences entre deux termes quelconques d’une suite, sont plus petites qu’un nombre 
donné e, alors presque tous les termes de la suite sont dans un s-voisinage. Il y a au plus nombre 
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fini de termes a lt avec i^N(e), qui ne sont pas dans ce voisinage. L’expression ‘si et seulement si’, 
utilisée dans ce qui suit, signifie que le critère est nécessaire et suffisant. 


Deuxième critère de convergence: Une suite {a„} est convergente si et seulement si pour tout 
nombre positif £, il existe un nombre IW(e) tel que | a n — a m \<e pour tous les indices n et m plus 
grands que N(e). 


Exempte 1. La suite 1/2, 5/4, 5/6, 9/8, 9/10, 13/12, 13/14, ... de terme général a n = 1 +( —1)"/2 n 
est bornée, mais elle n’est pas monotone. Le premier critère n’est pas applicable. Le critère de 
Cauchy établit la convergence de la suite, en effet: 

|a„ + i-*nl = U +(“ D" +1 /(2/i + 2)-1 -(-l)"/(2/i)| 

= | [( - 1 ) n + 1 ■ 2n - ( - 1 )" (2/i + 2)]/[2n(2n + 2)] | ^ | [2 n + 2n + 2)l[2n{2n +2)] | 

= |[4 n + 2]j[4n 1 + 4n\ | <[4 n + 4]/[4/i 2 + 4n] = 1 /n<e pour tout n > 1 je. 

Comme il est évident, à partir de la loi de définition, que tous les éléments qui suivent a n+1 , sont 
entre a„ et a„. n on obtient que pour tout «, w>l/e, 

Exemple 2. Ldi suite 1, 1 +1/2, 1 +1/2+ 1/3, 1 +1/2+ 1/3+1/4, ... de terme général a„= 

= 1 + 1/2+ 1/3 H- h \/n ne satisfait pas au critère de Cauchy, car si l’on choisit e< 1/2, il existe 

toujours deux nombre n,m>N(e ) pour lesquels \a n —a m \>e, ceci pour tout N. Soit les nombres 
m > N et n = 2m>N, on obtient en effet : 

\a„-a m \ = 1/0?+ 1)+ l/(m + 2)+ l/(m + 3)+-h l/(2m) 

> 1 /(2m) + l/(2m)+ • • • + 1/(2 m)= l/2>e, 

on a remplacé chaque fraction l/(m+/) (/= 1, 2, ..., m) par la fraction inférieure ou égale 1/(2 m). 

Point d’accumulation d’une suite. La suite 1 + 1/2, 2+1/2, 3+1/2, 1 + 1/3, 2+1/3, 3+1/3, ..., 
1 + l//f, 2+ 1 //î, 3+ 1/w, ... a une infinité de termes dans tout voisinage de chacun des points 1, 2 
et 3. Les termes de la suite s’accumulent au voisinage des points 1, 2 et 3 qui sont appelés points 
(Vaccumulation de la suite. 


Un nombre A est appelé point d’accumulation de la suite { a „} si pour tout nombre positif e 
l’inégalité \a„ — A\<z est satisfaite par une infinité de termes distincts 

On en déduit immédiatement que la limite d’une suite est toujours point d’accumulation de 
cette suite. D’autre part, un point d’accumulation n’est pas nécessairement une limite. En effet 
pour un point d’accumulation A l’inégalité \a„ — A\<e est satisfaite pour une infinité de //, alors 
que pour un point limite A elle doit être vérifiée pour tout n plus grand qu’un certain N(f). Par 
voie de conséquence, une suite convergente possède un seul point d’accumulation, en effet il n’y a 
qu’un nombre fini de termes de la suite qui sont hors de chaque e-voisinage de la limite L \ en parti¬ 
culier il est impossible qu’une infinité de termes se trouvent dans chaque e-voisinage de L' + L 
(si L' -fi 0). Le théorème qui suit montre que la réciproque est vraie. 


Une suite bornée qui possède exactement un point d’accumulation est convergente. Une suite 
qui n’a pas de point d’accumulation fini, ou bien qui en a plusieurs, est divergente. 

Théorème de Bolzano-Wcierstrass: Toute suite infinie bornée possède au moins un point 
d’accumulation. 

Si k est un minorant et K un majorant de la suite, alors tous ses termes sont dans l’intervalle 
J 0 = [k, K]. On divise J 0 en deux parties égales. On appelle J x une moitié dans luquclle se trouve 
une infinité de termes de la suite (il en existe au moins une), on recommence le procédé avec J x 
et l’on obtient / 2 etc ... : L’intersection des intervalles emboîtés ainsi construits contient exacte¬ 
ment un nombre réel A, qui est un point d’accumulation de la suite. En effet, la longueur des 
intervalles emboîtés tend vers zéro, à tout t-voisinage de A correspond un intervalle J n qui est 
totalement inclus dans ce voisinage. Par construction cet intervalle J n contient une infinité de 
termes de la suite. 

La notion de point d’accumulation peut être étendue aux ensembles de nombres; le théorème 
de Bolzano-Wcierstrass assure l’existence d’au moins un point d’accumulation pour tout en¬ 
semble infini borné de nombres. Ce point d’accumulation n’est pas obligatoirement dans l’ensemble. 
Par exemple, les points d’accumulation 1, 2, 3, de l’exemple précédent n’appartiennent pas à la 
suite, considérée comme ensemble de nombres. 
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18.2. Séries 


Les séries jouent un rôle important aussi bien dans les fondements des mathématiques que 
dans les applications pratiques. Beaucoup de méthodes numériques reposent sur la théorie des 
séries. Par exemple, la construction des tables de logarithmes et de fonctions trigonométriques, 
le calcul de constantes importantes telles que e et n sont mieux réalisés à l’aide des séries, 
(voir le Chapitre 21). 

La notion de série. Le sophiste grec Zenon (500 ans avant J. C.) se posait la question sui¬ 
vante: sachant qu’Achille court douze fois plus vite qu’une tortue, peut-il la rattraper s’il part 
avec un handicap d’un stadion (ancienne mesure de longueur qui correspond à environ 200 mè¬ 
tres). Pendant que la tortue parcourt une distance de 1/11 de stadion, Achille couvre 
12- 1/11 = 1+1/11 de stadion; c’est à dire le handicap plus le trajet fait par la tortue; donc 
Achille a rattrapé la tortue. Zenon raisonnait comme suit: quand Achille a parcouru 1 sta¬ 
dion, la tortue a avancé de l/12 èmc de stadion; quand il a parcouru ce l/12 èmc de stadion 
restant, la tortue a une avance de 1/12 2 de stadion, quand il couvre cette dernière distance, la 
tortue a encore 1/12 3 de stadion d’avance etc.... La distance parcourue par Achille jusqu’au 

point où il rattrape la tortue peut s’exprimer ainsi: 1+1/12+1/12 2 + l/12 3 -j-. Les points de 

suspension signifient que chaque terme a k = 1 /12 k ~ 1 est suivi par un autre « k)1 =l/12 fc . L’expres¬ 
sion n’a donc pas de fin. Une telle expression est appelée série infinie. Zenon croyait que, dans 
cet exemple, il avait trouvé un paradoxe, en effet il pensait que la valeur de la série infinie 
était infinie et qu’ Achille ne pouvait donc pas rattraper la tortue. En fait la série trouvée est 
géométrique et sa somme est 12/11. 


On appelle série infinie (ou série ) une expression de la forme a l -\-a 2 -\—-, soit en abrégé 

OO 

27a,, ou les a { sont les termes d'une suite numérique {a„} infinie. 

i = î 


Utilisation du signe de sommation. Pour écrire une somme d’une façon abrégée on utilise la 

n 

lettre grecque 27, et l’on écrit, par exemple, b t ~\ b 2 + b 3 -\ -|-/>„ = 27 b, (lire: somme des b t pour 

i = i 

/ variant de 1 à n). L’utilisation du signe 27 avec la condition “/ variant de 1 ù n" implique 
que les termes de la somme sont donnés dans l’ordre croissant des indices. Par exemple, 

27 l// 2 =l/l 2 +l/2 2 +l/3 a +l/4 2 +l/5 2 . On utilise également le symbole 27 pour les séries 

I =1 OO 

infinies. Par exemple, la série obtenue par Zenon s’écrit 1+ 1/12+1/12 2 H-=27 1/12*. Le sym- 

< = o 

bole oo signifie que la série est infinie. L’indice de sommation n’intervient pas lorsque la série 
est écrite comme la somme de ses termes, donc il importe peu qu’il soit noté /, k ou par toute 

autre lettre. Il est souvent pratique de prendre 0 pour indice du premier terme, ainsi la série 
0 ° 

s’écrit 27 a n . 


Convergence et divergence. Somme d’une série. Comme nous l’avons déjà mentionné, on 

oo 

peut associer la valeur 12/11 à la série 27 1/12'. Pour savoir, en général, si l’on peut associer 

OO / = 1 

à une série 27 0 , une valeur on forme à partir des termes a t de la série la suite {s„} des som¬ 


mes partielles. On attribue à la série la valeur S si et seulement si la suite des sommes partiel¬ 
les converge vers S. On dit alors que la série converge et qu’elle a pour somme S. 


oo 

Une série 27 a { est dite convergente si et 

t = i 

seulement si la suite des sommes partielles 
converge. La limite S de la suite des sommes 

partielles est appelée somme de la série. On note 
oo 

S= 0 i+ 0 2 + 0 3 +• • • ou S—Eai. 

i=i 

D'autre part , si la suite des sommes partielles 
diverge , la série est dite divergente. Elle n'a 
pas de somme . 



Suite des sommes 

partielles 

l 


Si = 01 

= 

Z a, 
'f 1 

Z a, 
1=1 

<*2 

S 2~ a l~\ a 2 

= 

«3 

*3 = fl l + *2 + *3 

= 

<3 ^ 
«^<1 II 


S n = 01 + 0 2 + 0 3 +*- 

* +tf« = 

n 


Le nom de somme d’une série est donné par analogie avec les sommes d’un nombre fini de- ter¬ 
mes. Le terme somme d'une série est synonyme de limite de la suite des sommes partielles. Dans 
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la série de Zenon le terme general s n de la suite des sommes partielles a 
pour valeur .v„ = (12/l 1) (1 — 1/12") (somme d’une série géométrique finie) et 
il converge vers la limite *S=lim.y rt = lim (12/11) (1 — 1/12") =12/11. 

«—► OO > OO 

Exemple: Soit un carré de surface égale à l’unité que l’on divise en deux 
avec répétition, comme sur la figure. L’aire des rectangles obtenus peut 
être considérée comme terme de la série infinie 1/2+1/4+1/8+ • • • + 

+ 1/2" + - 

Le point de vue géométrique permet de deviner que la série a pour som- 18.2-1 Convergence de 
me 1. La suite des sommes partielles est 1/2, 3/4, 7/8, ..., (2"— l)/2", ..., la série 
elle converge vers 1, en effet 1/2+1/4+1/8 H 

jr=lim 5 n = lim (2 rt — l)/2" = lim (1 —1/2")=1. 

n —> oo n—> oo n —► oo 

Même au 18cme siècle cette notion n’était pas clarifiée. Par exemple la série infinie I — 1 +1 — 1 + 
+ 1 ... était écrite soit (1 — 1)+(1 — 1)+ ... soit 1 — (1 — 1) —(1 — 1) ... et l’on obtenait comme 
“somme” soit 0 soit 1. En fait la suite des sommes partielles s x = 1, .y 2 = 0, s 3 = 1, .v 4 = 0, ... di¬ 
verge et la série n’a pas de somme. 

oo 

Séries arithmétiques. Dans une série arithmétique 27 a ly les a t sont les termes d’une suite 

i=i 

arithmétique {a,,}. Il est évident que toute série arithmétique est divergente. Seule sa //ième 

n 

somme partielle s n — £a iy souvent appelée série arithmétique finie , présente quelque intérêt. 

i = i 

Quand Cari Friedrich Gauss avait neuf ans, son instituteur avait donné à la classe comme 
exercice: additionner tous les nombres de 1 à 100. Il venait à peine de s’asseoir lorsque le 
petit Gauss mit son ardoise sur le bureau en disant “C’est ceci”. L’instituteur fut très étonné, 
quand toutes les ardoises furent rendues, de trouver sur la première, juste un nombre, la bonne 
réponse 5050, que Gauss avait calculée de tête au moyen du raisonnement indiqué plus loin. 
L’instituteur comprit que le petit Cari Friedrich n’apprendrait rien en arithmétique dans sa classe 
et il lui fournit un livre d’arithmétique spéciale de Hambourg: PArithmética de Remer. 

L’idée de Gauss peut s’appliquer à toute série arithmétique finie. 

s„ = +(«i -b d ) +(< a x + 2d ) -|-b (tf x +[n - 1 ]d) 1 + 2 + 3 -f-1 50 -f-i 

s n —u n +(«« - d) + (a„ - 2d) |-h (a n — [n— 1 ]d) 100+99+98 H-h 51 


2 s„=n(a 1 -\ a„) or s„ = n(a l -\-a„)/ 2. 50x 101=5050 


Série arithmétique 

premier terme a l9 dernier terme a„ = a x -\-(n— \)d, raison de la suite d , 

finie 

som me s„ = n(a x + a,,)/2 = na x | dn(n — 1 )/2 


A partir de la formule de la somme, on voit que l’on n’a besoin que de 3 des nombres 
a ly a n , d, n y s n . On peut alors calculer le quatrième et le cinquième au moyen d’équations linéai¬ 
res ou du second degré. 



Exemple 1: Soit une série arithmétique finie telle que ^ = 3, «„ = 43, cl=5. Alors on peut 
calculer n puis s„. 

a„=a 1 \ (n— 1 )d -► 43 = 3+(/f— !)• 5 -► « = 9; 

s n = n(a x +«„)/2 «y # = 9(3 +43)/2 = 207. 

Exemple 2: Soient d— 12, s,, = 180, a n — 60. On peut calculer le premier terme a x et le nom¬ 
bre n de termes de la série finie 


a^=a n -(n- I) d\ s„=(n/2) (a t + a n ) —- s n = (/f/2) [2a n - (n- 1 ) d ] —► 

180=(/f/2) [120 —(/i— 1)* 12] — ►/i 2 -ll/î + 30 = 0. 

L’équation du second degré a pour solution /f 1 = 6, // 2 = 5. Pour n t — 6 on obtient a x — 0, pour 
/i 2 = 5, ^=12. Les séries finies 12 + 24 | 36 + 48 | 60 et 0+12+24 + 36+48 + 60 répondent toutes 
les deux au problème posé. 


Séries géométriques. Dans une série géométrique 27 a, y les a { sont les termes d’une suite 

i = i 

s n = a x +a x q+a x q 2 -|-b a x q n ~ 1 

qs n =a l q-\-a l q 2 H-b a l q n ~ 1 +a l q n 


géométrique {a„}. Le /i ifcm c terme de 
la suite des sommes partielles, sou¬ 
vent appelées sommes des séries géo- 

n 

métriques finies, 27 a iy est obtenu au 

i =i 

moyen du schéma ci-contre: 


s n -qs n = a l -a 1 q", ou 5 n = «i(l -q")/(l-q). 
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Série géométrique premier terme a ly dernier terme a„=a 1 q n ~ 1 y rapport commun q , 

finie somme s n =a 1 (\—q n )fti—q)=a 1 (q n —\)l(q—\) pour < 7^1 


On voit à partir de la formule ci-dessus que si on connaît 3 des nombres a ly a ny q , n et s n , 
les 2 autres peuvent alors être déduits. Cependant des équations exponentielles et du « ièmc degré 
interviennent dans le calcul. 

Exemple 1: Soit une série géométrique telle que a x — 2, q — 5 et j„ = 976 562. On peut cal¬ 
culer le nombre n des termes: 

s n =a x {q n -\)l{q- 1) - ^976 562 = 2(5'*-1)/(5-1) — *»5 n = 1 953 125. 

Cette équation exponentielle admet la solution n = 9. La série a neuf termes. 

Exemple 2: Si on se réfère à l’historien arabe Ja’qubi, l’inventeur du jeu d’échecs demanda 
en récompense au Shah de Perse le nombre de grains de blé obtenus en plaçant un grain sur 
la première des 64 cases de l’échiquier, 2 sur la seconde, 4 sur la troisième etc. ... en pla¬ 
çant sur chaque case le double de ce qui est mis sur la case précédente. 

*« = -O/fa-O, ainsi s 64 = 1(2 64 -l)/(2-l) = 2 fl4 - 1 - 1,84 x 10 19 . 

En supposant que la surface de la terre (environ 51 X 10 10 hectares) ne soit qu’un seul champ 
de blé avec une production de 3,2 tonnes par hectare et en supposant qu’il y a 20 millions 
de grains dans une tonne, alors quatre récoltes ne seraient pas suffisantes pour fournir la 
quantité demandée. 

Les séries géométriques infinies. La somme s n =a l (\—q n )/(\—q) pour q^\ est le // ièmc terme 
de la suite des sommes partielles. Les nombres a x et q sont constants et la convergence de la 
suite dépend uniquement de la grandeur de (1—< 7 "). Pour q> 1 et pour < 7 ^ — 1 la suite {q n } 
est divergente, aussi la série géométrique n’a pas de somme. Pour M<1, {< 7 "} est une suite 
nulle, aussi la suite {1— < 7 "} a pour limite 1. Dans ce cas la série géométrique converge et a 
pour somme s=a 1 l(\— q). 

Exemple 1: Tout déveJoppc- 
ment décimal périodique peut 
être représenté par une série géo¬ 
métrique convergente. La formule de la somme permet de transformer un développement dé¬ 
cimal en une fraction. Par exemple, le développement décimal 0,2525... correspond à la série 

25/100 4 -25/10000H- avec pour premier terme tf 1 = 25/100 et pour raison < 7 = 1 / 100 . Elle a 

pour somme 25/99. 


Exemple 2: On peut tracer six droites à partir 
d’un point O de telle sorte que deux droites 
voisines fassent un angle de 30° = 7 ï/ 6 . A par¬ 
tir d’un point P x d’une des droites, situé à la 
distance a du point O, on trace la perpendi¬ 
culaire à la droite suivante. A partir du. pied 
P 2 de la perpendiculaire, on trace la perpendi¬ 
culaire à la droite suivante etc. (Fig.). 

Les perpendiculaires successives forment un 
arc polygonal \P X P 2 \ + \P 2 P 2 \ -1 - qui spi¬ 
rale vers le point O. Le segment a 

pour longueur l ly avec l x = a sin (rc/ 6 ), l 2 = 
a sin(jr/ 6 ) cos(tt/6), l 2 =a s\n(n/6) [cos(>r/ 6 )] 2 . 

La série l x + l 2 H-/ 3 -j-est géométrique avec 

a t = a sin (n/ 6 ) et q — cos (jt/6). Elle converge 
puisque cos (71/6) <[ et a pour somme 
s=a sin (rc/ 6 )/[l - cos (rc/ 6 )] 

= (fl/2)/(l — 1 / 2 \/3) = a(2 T y/ 3). 



Série géométrique infinie 


s=a 1 /(\-q) pour \q\ < 1 


Tests de convergence pour les séries à termes positifs. Ici encore, comme pour les suites, 
on se demande si une série converge et vers quelle limite. Il existe des théorèmes qui permettent de 
connaître la convergence, on les appelle critères île convergence ou tests de convergence - on dis¬ 
tingue les conditions nécessaires, suffisantes, nécessaires et suffisantes. Une condition nécessaire 
conduit à plusieurs possibilités. Les séries qui ne la satisfont pas sont sûrement divergentes. 















426 18. Suites, séries, limites 


Si la condition est satisfaite, la série peut, mais ce n'est pas obligatoire, converger. Une série 
converge si elle satisfait une condition suffisante, mais si elle ne vérifie pas cette condition, elle 
peut converger néanmoins. Aussi les critères les plus utiles sont les conditions nécessaires et 
suffisantes, qui permettent de voir directement si il y a convergence ou divergence. 

Une série converge si la suite de ses sommes partielles converge, autrement dit si toutes scs 
sommes partielles à partir de l’indice n 0 sont dans un e-voisinage de la limite s. Mais la som¬ 
me partielle a,, + 1 s’obtient en ajoutant à s n le terme a„ n . Une condition nécessaire pour que 
la suite {.?,,} des sommes partielles converge est que la suite {a n } des termes de la série soit 
une suite nulle. 

00 

Pour que la série Z a t converge, il faut, mais cela ne suffît pas en général, que ses ternies 

i =i 

forment une suite nulle ou encore que lim a„=0. 

«—► oo oo 

Premier critère de convergence: Pour que la série Z a t à termes positifs converge, il faut 

i = x 

et il suffît que la suite de ses sommes partielles soit bornée. 

Puisque la série n’a que des termes positifs, la suite des sommes partielles est monotone crois¬ 
sante. Si de plus elle est bornée, elle est convergente d’après le premier critère de convergence 
des suites. Puisque le critère ne réclame pas la stricte croissance, la proposition est encore va¬ 
lable pour les séries à termes positifs ou nuis. 


oo 

Exemple 1: Les termes de la série harmonique Z l//= 1 + 1/24-1/34-1/4 H- forment une 

i = i 

suite nulle; mais la série diverge car les sommes partielles ne sont pas bornées. En effet s n dé¬ 
passe tout nombre C si n>2 m et m>2C 

5„>(l + l/2)+(l/3 + l/4)+(l/5+. 4- 1/8)4- * * • +(• * • 4-1/2"» 1/2+2- (1/4) 

4-4* (l/8)-f--b2^~ 1 (l/2 m ) = tfj/2; s n >C. 

Exemple 2: La série Z l/[(«- 1)«]= 1/(1 ■ 2)+ 1/(2- 3) + 1/(3- 4)4-a pour « ième somme 

"<= 2 

partielle 

*„=l/(l- 2)4-1/(2* 3)4.-M/[«(«4-1)1 

= (1 - l/2)4-(l/2— 1/3HO/3- 1/4)4- • • • 4-[1 //î- l/(*4-1)]= 1 - !/(#•+!). 

Puisque {1 /(/i4-1 )} est une suite nulle, la suite {$„} = {1 - 1 /(#i 4-1)} est bornée. La série donnée 
converge, elle a pour somme 1. 

Tests de comparaison. Une série dont les termes sont plus grands que ceux d’une série posi¬ 
tive donnée est appelée série majorante de la série donnée. Si elle converge, le premier critère 
de convergence affirme que scs sommes partielles sont bornées. Puisqu’elle majore la série don¬ 
née, cela implique que la suite des sommes partielles de la série donnée est Ipornéc et donc 
que la série donnée converge. De la même façon, on peut montrer qu’une série à termes positifs 
diverge s’il existe une comparaison semblable avec une série divergente dont tous les termes 
positifs sont plus petits que ceux de la série donnée. La série qui permet la comparaison dépend 
de la série donnée. 


Pour qu’une sérié à termes positifs soit convergente, il suffît qu’elle soit majorée par une série 
convergente. Pour qu’une série soit divergente, il suffît qu’elle majore une série termes posi¬ 
tifs divergente : 


oo 

2-’ 1 /«, 
n= i 

oo 

Z 1 l^/n divergent 

n — 1 

Z l/[n(n-hl)], 

i» = i 

oo 

Z t/n 2 

n=l 

convergent 

oo 

ri/«* 

converge pour «>1, diverge pour a^l. 



Pour pouvoir 

utiliser les critères de comparaison, il faut connaître suffisamment de séries con- 

oo 


vergentes ou divergentes. Les séries de la forme Z 1 /n* sont souvent utilisées dans les corn- 

oo n= 1 

paraisons. La série Z l/n 2 converge puisque 1 /n 2 = 1 /(«• n) < 1 /[(/* — 1 )//] et qu’on a montré 

« =1 oo oo 

précédemment que la série Z l l[(n—\)n] convergeait. Pour a ^2, Z 1 In* converge puisque 

11=1 O© w = i 

l//i*<l//f 2 . Puisque X/n^X/x/n, la série Z 1 l\Zn=X + XI\/2-{-X 1^3-1 -majore la série harmo- 

it = i 
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nique et donc diverge. Puisque 1/w^l/w* pour tout a^l, la série £ 1 \ri * diverge pour tout 

«^1. Pour 1 <a<2 on peut trouver une série géométrique majorante. Soit k un entier tel que 
2 k > /i, alors 

1= 1 +(1/2*+ 1/3*)+(1/4* -h 1/5“ +1/6*4-1/7®)+ * • • 

+(l/(2* -1 )*H— • +1/(2*— 1)*) 

^ 1 1-2/2*+4/4*+ • • • +2*- 1 /(2*- 1 )* 

= 1 + l/2*-H-l/(2*- 1 ) 2 +* • • + l/(2«- 1 )*- 1 =^_ 1 ; 

s k j est une série géométrique de raison ^r= 1 /2* _1 , qui est plus petite que 1 quand l<a<2. 
La série géométrique converge quand /r-» + oo et donc la série donnée converge. 


Règle de d’Alembert: Si L a t est une série à termes positifs et s’il existe un nombre q plus 

i = î 

petit que 1 tel que a nn la„< t q< 1 pour tout n plus grand qu’un indice // 0 , alors la série converge. 
Si pour tout // plus grand qu’un indice n Q on a a n+l /a„> 1, alors la série diverge. 

Par hypothèse 

a n 0 +\l a n 0 —► Q no -\-i^qd„ oJ 


a no +2l a n 0 +i^q — ►«f.o+2^4' etc - 

Donc la série obtenue en ne gardant que les termes a n pour n>n 0y de la série donnée est ma- 

oo 

joréc par la série géométrique £ a„ 0 q‘ qui est convergente pour q<\. Donc la série donnée 

i --=i 

converge. Par contre si a„ 0+l la n ^\ y alors a„ on '^a„> 0; les termes de la série ne forment pas 
une suite nulle, la série diverge donc. La règle de d’Alcmbcrt est une condition suffisante. Si elle 
n’est pas satisfaite, on ne peut pas conclure sur la divergence ou la convergence de la série. 
Par exemple si le rapport est plus petit que 1, et si l’on ne peut pas trouver un q .strictement 
plus petit que 1 on ne peut rien dire. Le rapport entre deux termes successifs de la série harmo¬ 
nique, que Ton sait divergente, est a n+1 /a„ = n/(n+ 1) < 1, mais on ne peut pas trouver un q., tel que 
n/(n-\-\)^q< I. Par contre la série £ l/n 2 est convergente, alors que l’on a: a„^. 1 la n = (/i/(/i+ l)) 2 

<1 et que l’on ne peut pas non plus trouver q tel que (/y/(/i +1 )) 2 ^ q < L 
Dans les deux cas on a lim a,, n /a n = L 


Si lim a„ n la„ = k alors la série £ a„ 

«—►OO «=i 


( converge si k < 1 
diverge si k > 1 


Exemple: La série £ n\/n n = 1 !/l +2!/2 2 +3!/3 3 +4!/4 4 H - 

«= i 

converge puisque a n = n\!ri\ tf„ +1 = (w + 1 )!/(« + 1)" +1 donc a n+ Ja n 
= l(n + 1 ) ! n*)H(n + 1 )"+ 1 //!] = [(/*+1 ) /i")/[(/i +1 )" ‘ l ] 

= [/i/(/i+ 1)]"= 1/(1 + 1//7)"< 1/2 < 1 pour tout //. 


On ne peut rien 
dire si k — 1. 


£ n\!n" converge 


Règle de Cauchy: Si L a„ est une série à termes positifs, et s’il existe un nombre positif q< 1 

n • n=, i » 

tel que \/a n <q pour tout // supérieur à un indice /i 0 , alors la série converge. Si y «„> 1 à partir 
d’un certain rang // H , alors la série diverge. 


Si \A7„<<7<1 pour tout n^n 0y alors la série géométrique convergente £ q" majore la série 

oo u n = n Q 

£ a„. Si y / a n ^ 1, les termes de la série ne forment pas une suite nulle. La règle de Cauchy 

n = n 0 n 

est une condition suffisante. Si a n 
tend vers 1 par valeurs inférieu¬ 


res on ne peut rien dire. 


Si lim -\/ a n =k , la série £ a n 

>oo « = 1 


{ converge pour k < 1 
diverge pour k> 1. 


Exemple 1: La série £ a n /n n converge pour tout a>0. En effet \Z(q n /n n )=a/n est infé- 

n = i oo 

rieur à 1/2 pour tout n> 2 a. Donc en utilisant la règle de Cauchy £ (a'7/ï") est convergente. 

n = 1 oo 

Exemple 2: La règle de Cauchy n’est pas utilisable dans le cas de la série £ (1 — 1 /n) n 

w=l 

puisque lim (1 — l//i)=l. Cependant on peut montrer que lim a„ = lim (1 — l//i)”= l/e. La 

«—♦OC «—>00 «—►OO 

suite {< a n } des termes de la série n’est pas une suite nulle. La série diverge donc. 
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Critères de convergence pour les séries quelconques. Si on applique le second test de con¬ 
vergence pour les suites, c’est à dire le critère de Cauchy, à la suite {.v,,} des sommes partielles 
de la série Z a„ , on obtient le deuxième critère de convergence pour les séries. 

oo 

Second critère fondamental de convergence : La série Z a n converge si et seulement si pour tout 

n “i 

nombre f. positif, il existe un entier N(c) tel que |v ( . p —tf«| = | a «+i +««+* +. . . +a nH ,\ <e pour 
tout h>N(f) et tout p> I. 

Ce test n’est pas facile à utiliser. Il est plus simple de montrer la convergence de Z a„ en 
établissant la convergence de la série Z\a„\ qui la majore. Si la série Z\a„\ diverge, on ne peut rien 
dire de la série Z a„. Cependant la proposition suivante concernant la divergence est correcte, 
car les termes de la série qui vérifient une de ces conditions ne constituent pas une suite nulle, 
et donc ne vérifient pas une condition nécessaire de convergence. 

oo 

Une série Z a n est convergente si elle vérifie l’une des conditions suivantes: 

n= 1 n n 

\a„. n la„\<q<i pour tout w>w 0 ; lim |a„ +1 /a,,l< 1 ; \/|««|<0<l P our tout /i>/i 0 ; lim y/\q n \<\. 

oo M—>00 n —> oo 

Une série Z a„ est divergente si elle vérifie l’une des conditions suivantes: 

n = 1 n n 

\a n +ila„\>i pour tout y'|<ï„|>l pour tout «>w 0 ; lim \a n+1 /a n \>l; lim y / |<* n |>l. 

n— >00 h —>00 

Théorème de Leibniz: Une série alternée converge si les valeurs absolues de ses termes forment 
une suite monotone décroissante nulle. 

Si la série est alternée on peut l’écrire sous la forme a x — a 2 +a^—a A . .., où les ai sont les 
valeurs absolues de ses termes. La sous-suite s 2 , s 4 , s ût s 2 „, ... des sommes partielles est monotone 
croissante puisque .V 2 fc »2 = .v 2fc -|- (a 2kfl — a 2k n)^s 2k . En effet ( 02 /H- 1 —^ 2 ** 2 ) est positive ou nulle puisque 
les valeurs absolues des termes de la série forment une suite décroissante. De plus 

.V2 n — Q \ — (tf 2 “ ^3) - («4 “ "5)-(«2«-2 - 02„-i) ~ 02„ 

est strictement inférieure à a,, pour la même raison. {.v 2 „} est une suite monotone croissante, 
bornée, elle possède donc une limite .v. La sous-suite s ly s 3t . ..,J 2 «+i, ... a la même limite puis¬ 
que lim (£in+ 02 M +i)=j, car lim r/ 2 , lll = (). Ainsi, la suite {v} des sommes partielles 

n—> 00 n —>00 n —> OO 

converge. La démonstration montre que l’on a besoin de la décroissance stricte de la suite 


00 

Exemple 1: La série Z (— l) M “ 1 //i= 1 — 1/2+1/3— 1/44- est convergente (sa somme est 

«=i 

Log 2). 

Exemple 2: La série alternée 1 — 1/5 1-1/2—l/5 2 +1/3—l/5 3 -|-1/4-diverge. Les valeurs 

absolues de ses termes forment une suite nulle, mais elle n’est pas monotone. La (2/z)ième 
somme partielle peut s’écrire comme suit: 

£2„ = (1 4-1/2-f 1/3-f-h 1 /ai) — (1/54- l/5 2 f-b 1/5"). 

Quand n croît la première partie tend vers l’infini, alors que la deuxième partie, en tant que 
série géométrique, tend vers une limite finie. 


Opérations sur les séries convergentes. Les règles valables pour les opérations sur les sommes 
finies peuvent être en partie appliquées aux séries convergentes infinies (voir les théorèmes 1, 
2, 3, qui suivent). Certaines de ces règles ne sont applicables qu’à des séries qui satisfont des 
conditions de convergence plus fortes. 


/. On ne change pas la convergence et ta limite d'une série convergente si l'on regroupe plu¬ 
sieurs termes pour les additionner sans changer leur ordre. 

Si S=Z <?,=<?!+ a 3 \-a 3 \ -» alors on a S=Z A h où A^iq^a^A-a^ - Va rl ) y A 2 =(<*ri\i- 1- 

H-tfn+2-l- * +a r2 ), A 3 =(a r2ll -|-1 a r3 ), ... En effet la suite {s n } des sommes partielles de 

la série Z A t est une sous suite de la suite {s n } des sommes partielles de la série Z a iy donc 
{ 5 ^} et {.s,,} ont la meme limite. 
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~. Si tout ferme a t (rime série convergente de somme S est multiplié par une constance c, 
la série obtenue est convergente de somme cS. 


00 oo 

27 ca ( = cS si c est constante et si 27 a t = S. 

ii i « i 


Un théorème sur les suites donne en effet le 
résultat suivant: si {.?„}-► S alors c{s n }-+cS. 


oo oo 

3. L'addition terme à terme des séries convergentes 27 a ( = A et 27 6, = # donne la série 

oo / » i l~ 1 

2, {a, \ bi) qui converge également , sa somme est A -\ B. 


Si {/!„} et {/?,,} sont les suites des sommes partielles des séries 27 a, et 27 h { , alors, on uti¬ 
lise le théorème sur les suites, {A n }-+A et {#„}->/? d’où {A n -\-B n }-+A-\-B. 

00 

Convergence absolue. Une série quelconque 27 a ( est dite absolument convergente si la série 

<» i= î 

Z | a { \ est convergente. 

i=i 

La série 1 — 1/2+1/3—1/4-1-n’est pas absolument convergente, puisque la série des valeurs 

absolues est la série harmonique. Si les séries 27 a t et 27 \a { \ ont pour sommes s et S y on a \s\^S 


puisque \s n \ = | a x -\-a 2 + - \-a n \^ |<ar x | + \a 2 \ +-f \a n \ = S„. 

Réarrangement d'une série. On veut maintenant étendre la commutativité des sommes finies 

oo 

aux séries infinies. Soient £ a n une série et (k lt k 2 , ..., k n , ...) une suite d’entiers naturels qui 

n ~ 1 

possède la propriété suivante: elle contient tous les nombres entiers exactement une fois. La 
oo oo 

série 27 ak„ est alors appelée réarrangement de la série 27 a n . Par exemple les séries 


n =1 


» i 


1 — 1/2 + 1/3— 1/4+1/5 -et 1 + 1/3 — 1/2+1/5 + 1/7 — 1/4-1 - 

sont déduites l’une de l’autre par réarrangement. Toutes les deux convergent, mais leurs sommes 
s 1 et s 2 sont différentes. On a en effet 

s 1 == 1 - 1/2+1/3- 1/4+1/5- 1/6+1/7- 

= 1 - 1/2+1/3 — (1/4— 1/5) —(1/6— 1/7)- • • • 

= 10/12 —(1/4— 1/5) —(1/6— 1/7)-<10/12 

et 

s 2 = 1 +1/3- 1/2+1/5 +1/7- 1/4+ • • • 

= (1 -11/3-1/2) + (1/5+1/7- l/4)+(l/9+1/11 - 1/6)+ ■ • • 

= 5/6+13/140 1(1/9+1/11 - 1/6)+ • • • > 11/12, 

car l’expression [1|(2az— 3) + 1/(2/i— 1)— l//i] = (4w — 3)/[(2/i — 3) (2n— 1 )/i] est toujours positive. 
Cela montre qu’il faut utiliser avec précaution les réarrangements. 


Les séries dont la somme ne dépend pas de l’ordre des termes sont appelées séries commu¬ 
tativement convergentes. Il est important de savoir pour calculer la somme d’une série, si elle 
est ou non commutativement convergente. On se pose donc la question: comment reconnaître une 
série commutativement convergente, pour savoir si l’on doit faire ou non attention à l’ordre 
des termes? On a un théorème remarquable par sa simplicité. 


Toute série absolument convergente est commutaiivcment convergente. Toute série convergente, 
niais non absolument convergente n’est pas commutativement convergente. 

On montre facilement la première partie du théorème. D’abord, si 27 a n est une série abso¬ 
lument convergente à termes positifs ou nuis et si 27 a kn est une série obtenue par réarrangement, 
alors les sommes partielles s„ de la première série et si, de la seconde satisfont l’inégalité 
Sn=a kl -\-a k2 -\ -M* tt <0i+tf 2 -l- \-a N =s N <s 

où N est suffisamment grand pour que tous les k, soient parmi les entiers 1, 2, ..., N. Ainsi 
la suite {s’ n } est bornée, donc clic converge d’après le premier test de convergence. Si mainte¬ 
nant la série 27 a n est absolument convergente, alors £\a n \ est une série convergente à termes 
positifs, soit 27 a kll un réarrangement de cette série, d’après ce qui précède 27 |a*„l converge, 
donc 27 a kn converge. 

Le réarrangement ne modifie pas la somme. En effet, si l’on suppose 27 a n absolument con¬ 
vergente, à tout e>0 correspond un nombre m tel que pour tout k^\. 

I^mi I il + l^fii 1-21 + ’ "1“ l^»i I ni < 

Si A est choisi suffisamment grand pour que tous les indices 1,2, ...,/w soient parmi les 
nombres k l9 k 2 , ...» k N , alors la différence |^—j„|, pour tout n>N , contient seulement les termes 
a t avec i>m. D’après ce qui précède, on voit que |^— s„\<e pour tout n>N. Par conséquent 
/ = lim ^, = lim [.ç n +(j„-5 ft )] = lim s„+Iim (s n -s n )= s+Ô=s. 

n—>00 n—>00 m—> 0O n—> oo 
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Pour démontrer la deuxième partie du théorème il suffit de montrer qu’à partir d’une série 
convergente, non absolument convergente, 27 a n on peut obtenir par réarrangement, des séries 
divergentes ou convergentes de somme arbitraire donnée à l’avance. 

«ii~l _ «i2“b ' ’ ’ ‘ =z i 

On peut modifier l’ordre des termes d’une série absolument « 21 +^ 22 “!-b« 2 /ïI- =*2 

convergente, dans un sens bien plus général, sans affecter sa \ j • • • \ • • • \ 

convergence ni sa somme. Soit 27 cz„ une série absolument a kl -\-a k2 -\ - \-a k2 -\ - — z k 

convergente. Soit comme dans le schéma ci-contre, une suite • • • • • • • • • | 

infinie de séries partielles de la série donnée ayant la propriété suivante: chaque terme de la 
série 27 a n intervient dans une et une seule série partielle. Par exemple a ki est le z ème terme 

00 

de la /< ièmc série partielle. Alors la série 27 z k est obtenue à partir de la série absolument con- 

OO ^ k — 1 OO 

vergente 27 a„ par un réarrangement généralisé. La série 27 z k est aussi absolument convergente 

n—i OO k=l 

et a la même somme s que la série 27 a„. 

n = 1 

Il est remarquable que, sous certaines conditions, la réciproque du théorème soit vraie. C’est 
à dire, que les termes des séries partielles absolument convergentes peuvent être groupés ensem¬ 
ble de façon arbitraire pour former une série, et toutes les séries ainsi obtenues sont conver¬ 
gentes et ont la même somme. Ce résultat est donné par le grand théorème de réarrangement 
dû à Cauchy. 


Grand théorème de rcarrangcmcnt. On suppose que le tableau ci-joint est une suite de séries 

absolument convergentes, c’est à dire que pour 

OO 

.... tout k — 1, 2,... la série 27 \a ki \ converge et a une 

~r ••• r«i/ r• •• — Z1 / 1 00 

« 21 -f« 22 4—+« 2 /H - •••=*2 somme notée £ fc . Si la série 27 ( k converge, les 

: * = 1 


«*l"i a k 2~ 




termes intervenant l’un en dessous de l’autre dans 

la même colonne du tableau forment une série absolu- 

: : : : 00 

ment convergente. Si on note 27 a kl —s h alors la 

OO OOOO k — 1 

série 27 s t converge aussi absolument et 27 a’,= 27 f*. Ainsi, la série des sommes par ligne et la 
< = 1 /== 1 1 

série des sommes par colonne sont toutes les deux absolument convergentes et ont la même somme. 


Pour démontrer ce théorème, on met ensemble tous les termes a kl intervenant dans le ta¬ 
bleau de façon à obtenir une suite que l’on note a l9 a 2 , _Alors la série 27 a n converge 

absolument, car si N est suffisamment grand pour que les termes a 2 , soient dans les 

N premières lignes, on a: 

l«il H - l« s l + • * * + 14.1 ^ fi+C 2 + • • • +£*. 

Comme 27C* est supposée être convergente, le terme de droite est borné et donc la même som¬ 
me partielle de la série 27 \a„\ est bornée, donc 27 a„ est absolument convergente. La série 

OO 

‘colonne’ 27 a kl =s h en tant que série partielle de 27est aussi absolument convergente et 

k~ 1 

OO OO OO 

\s t \ = \2J a kl \^U \a kl \; on en déduit que la n liimc somme partielle de 27 s t est majorée par la 
k = 1 k = 1 u= 1 

somme de la série 2/ |«„|. On montre en même temps que la série Z s t est absolument con¬ 
vergente. Les séries 27 s t et 27 f* ont la même somme puisque chacune d’elles est égale à la som¬ 
me de 27 a n . En utilisant l’absolue convergence de 27 a„ et le second critère, on peut trouver 

un indice m tel que pour tout 1, |«„,iil + |«,„i 2 H-H^m+fcl<e. On détermine N de telle 

sorte que les termes a lf a 2 , ..., a„ soient dans les N premières lignes du tableau. On note a„ 

n 

la même somme partielle de la série 27 a n . La différence | 27 Ck — cr„| est inférieure à e pour tout 

k —1 

A, puisque seuls les termes ±a r avec r > m interviennent dans cette expression. Ainsi, 

» n 

lim 27Ck = lim G n =s. De même lim 27 s t = lim 

n—> oO k —1 h—>00 »—>00 t — 1 m—>00 00 

Multiplication de séries. Si l’on multiplie chaque terme de la série 27 a { par chaque terme de 
00 ,=1 
la série 27 />/, on obtient les produits partiels indiqués dans le tableau ci-dessous. Chaque ligne 

t = 1 

du tableau contient une infinité de termes ayant le même a t comme facteur, et chaque colonne 

contient une infinité de termes ayant le même bj comme facteur. Le produit des deux séries est 

00 

alors défini comme étant la série 27 c fc , où c k est la somme des produits partiels dans la /c ièm c 

k = 1 

diagonale du tableau comme cela y est indiqué. 
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Par exemple Ct=flA, r 2 =a 1 /> 2 I e 3 =H a 2 b 2 -f a z b l9 ...» <* = Z a x bj,. .. On peut retrouver 

l+j=k +1 

ces produits partiels au moyen de la méthode de translation, dans laquelle une série est écrite 
dans l’ordre inverse, l’autre étant écrite sur un papier qui se déplace au dessus du premier. 
Le diagramme montre la position pour calculer le 3 èmc terme du produit, soit c 3 


Q\b y Q-yb^ A 1^4 

fl2^1^fl2^2^'■fl2^3 fl2^\ ' * * 

fl$\ // 'fl$2 ^3^3 A 3^4 

ajb( ^ a x b.{^a x b^ a x b x • • • 



Al 

1 a 2 

1 3 

1 a x -h * * * 






i\ + 4 -f- 4 + 4 



Si les séries E a , = A et E b j — B sont toutes tes deux absolument convergentes alors la série 

oo / = i i 

produit E c k — C, avec c k = E a t bj est aussi absolument convergente. Sa somme est C=AB. 

* = 1 i-\-J=k +1 


L’exemple suivant montre que la convergence de deux ‘séries facteurs’ n’est pas suffisante 
pour assurer la convergence de la série produit. 


Exemple: Le carré de la série convergente, mais non absolument convergente 1 — ly^-f- 

+ 1/^3 — l/\/4“l-est divergent, car ses termes ne forment pas une suite nulle. Le terme 

général c„ du produit de la série par elle-même vérifie l’inégalité suivante: 

ic„i=i- uiVnmvV^ [i/v^-ohu/a/^- [i/V("-2)]+-**+u/V"]* 1 
>l\!y/nY UlV"l+lWn]- [1/V*1+ * •• +WV*ï 


18.3. Limite d’une fonction. Continuité 

Les notions de limite et continuité d’une fonction sont essentielles pour construire rigoureu¬ 
sement une analyse élaborée. Si une fonction décrit une situation physique, alors les notions de 
limite et de continuité ont souvent des significations physiques bien précises. 


Limite d’une fonction 

Limite en un point. La notion de limite d’une fonction y=f(x) se rattache à la notion de 
limite d’une suite. On fait parcourir à la variable indépendante x une suite convergente de nom¬ 
bres {*„} tendant vers la limite a ( suite abscisse ), puis on considère la suite ordonnée {f(x „)} 
des valeurs f(x t ) de la fonction, correspondant à x t . S’il existe deux suites abscisses convergeant 
vers a telles que les deux suites ordonnées convergent vers des limites différentes ou telles que 
l’une d’entre elles diverge, c’est à dire si la limite de la suite f f(x„)} dépend de la suite {jc„} 
tendant vers a , alors la fonction ne tend pas vers une limite lorsque x tend vers a. Si, par 
contre, la suite {/(*„)} tend vers L pour toute suite {x„} tendant vers «, on dit que la fonc¬ 
tion f(x) tend vers la limite L lorsque x tend vers a. Cela signifie que la valeur f{x) se rap¬ 
proche de plus en plus du nombre L lorsque x se rapproche de la valeur a. La différence 
\f(x) — L\ entre la valeur de la fonction et la limite peut être 
rendue plus petite que tout nombre positif e arbitrairement 
choisi , il suffit que x diffère de a d’une valeur inférieure 
à un nombre convenablement choisi ô — ô(e) qui dépend de 
e c’est à dire que 0 < \x — a\ < ô(e) (Fig.). Le nombre 
<5(e) n’est pas unique, car si ô(e) vérifie la propriété 
énoncée ci-dessus tout nombre ô' < ô(e) la vérifie égale¬ 
ment. 


La fonction/(x) a pour limite L lorsque x ->a, lim f(x)=L , 

si pour tout s >0, il existe un nombre <5(e)>0 tel que l’iné¬ 
galité \f(x) — L\ <e soit vérifiée pour tout x satisfaisant la 
condition 0<|x — a|<£(fi). 



18.3-1 Illustration géométrique de 
la notion de limite 
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Exemple 1: La fonction x 2 a pour limite 0 lorsque l’argument x tend vers zéro, lim * 2 = 0, 
puisque |jc 2 — 0| < e pour tout x tel que \x— 0| < <$( e )^\A* 

Exemple 2: La fonction \jx tend vers la limite \/a quand x tend vers a^ 0, lim l/*=l/<7. 

X —► « 

Cela provient du théorème sur les suites, en effet pour toute suite abscisse {x n }-*a^ 0 la 
suite ordonnée correspondante {1 /jc„}-> \/a. 

Exemple S: Si f(à) existe, on ne peut pas conclure pour autant que la limite lim f{x) existe 

X -►<! 

et qu’elle est égale à f(a ) bien que ce soit souvent le cas. La fonction /(jt)={-fl si *^0, 
0 si * = 0}, par exemple, a la limite 1 quand x tend vers 0, mais la valeur de la fonction 
en 0 est /(0) = 0 (Fig.). 

Exemple 4: La fonction (x 2 — 4)/(jc — 2) n’est pas définie pour x = 2 puisque le numérateur 
et le dénominateur s’annulent simultanément. Mais pour x^2, f(x)=x+2; si x tend vers 2, 
la fonction tend vers 4, lim [(x*-4)/(x— 2)] = 4 car |(at 2 — 4)/(x — 2) — 4| = |*-|-2-4| = |jc — 2| < e 

x —>2 

pour tout x tel que \x—2\ <ô(e) = e, x f=2. 




18.3-2 Graphe de la 
fonction /(*) = 


[ +1 pour jc^O 
[ 0 pour jc = 0 


18.3-3 La limite à droite /+ et la limite à gauche /“ sont 
différentes lorsque x tend vers a. 


Limite à droite, limite à gauche. Il peut être important dans le passage à la limite de savoir 
si la variable indépendante x approche la valeur en croissant, c’est à dire à gauche, ou en dé¬ 
croissant, c’est à dire à droite. On parle de limite à gauche l~ si \f(x)-/~\<e pour tout x tel 
que a — Ô(e)<x<a et de limite à droite si | f(x) — l + \<e pour tout x tel que a<x<a+ô(e). On 
écrit lim /(*) = /, lim /(.*■) =/+, la notation a— 0, a 10 indiquant de quel côté x approche a. 

x —►<»—0 x —HH0 

Ces deux limites / et / + peuvent être différentes, par exemple pour une fonction f(x) ayant une 
discontinuité avec saut (Fig.). Dans ce cas la fonction a deux limites, une à droite, une a 
gauche. Une fonction a une limite lorsque x tend vers a si et seulement si la limite à gauche 
et la limite à droite, lorsque x 
tend vers a, sont égales. 

Limites infinies. Quand x tend vers zéro, de quelque manière que ce soit, les Valeurs de la 
fonction f(x)= l/x 2 deviennent plus grandes que n’importe quel nombre. On écrit lim 1 /a: 2 = -F oo 

x —>0 

et on dit que la fonction a pour limite plus l'infini quand * tend vers 0. De même, lim 

x —► 0 

( — 1 /jc 2 ) = — oo ; la fonction /(*)= — 1 /jc 2 a pour limite moins l'infini quand x tend vers 0, puis¬ 
que f(x) est plus petit que tout nombre —N (N> 0). 


lim f(x) = /“ = lim f(x) = l' = L <-► lim f(x) = L. 

x — ya —0 x — MH0 x — >a 


lim f{x)~ + co (ou lim /(*)= — oo) si pour tout nombre positif N , il existe un nombre ô(/V), 

x — >a x — ya 

tel que f(x)>N (ou f(x)<— N) pour tout x vérifiant 0< \x—a\ < ô(N). 

Exemple: La fonction tangente, y = tg x , n’est pas définie pour x=n\2, mais elle a une limite 

à droite et une limite à gauche. Elles sont toutes les deux infinies lim tg *=-{-co, limtgx= — oo. 

x—yn/ 2-0 x—yn/2+0 

Limite d’une fonction à l’infini. Les valeurs de la fonction f(x)= \lx-\-b se rapprochent, de 
façon évidente, arbitrairement près du nombre b quand x est choisi suffisamment grand. Par 
exemple, la différence entre b et les valeurs de la fonction est plus petite que 0,000001 pour 
tout x plus grand que 10°. Plus généralement \f(x)—b\<e pour tout x>\/e. Cet exemple mon¬ 
tre que l’on peut étendre la notion de limite L au cas des abscisses croissant vers plus l’infini, 
ou décroissant vers moins l’infini. 

lim f(x) = L si pour tout e>0 il existe (o(t:) > 0 suffisamment grand tel que \f(x)— L\ < e pour 

x—y-\oo 

tout x>o)(é). De même lim f(x) — L si pour tout e>0 il existe ü)(b) >0 tel que \f(x) — L\<e 

x-y-oo 

pour tout x< — a)(e). 
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Les limites lim/(^) et lim f(x) de la fonction f(x), si elles existent, décrivent le comportement 

X —>+oo *— >— oo 

de la fonction à l’infini, c’est à dire pour les grandes valeurs positives ou négatives de x. 

Exemple 1: lim \/x=0 puisque 1l/x-0| = \\/x\ <e pour tout x vérifient la condition 
*—> + 00 

x>œ(é)= l/e. 

Exemple 2: La limite lim sin x n’existe pas. La fonction sinus étant périodique, pour tout 
*-+ + 00 

x 0 fixé, il existe une infinité d’abscisses plus grandes que x 0 pour lesquelles la fonction prend 
une valeur fixée entre — 1 et +1. 

Le comportement à l’infini des fonctions rationnelles est étudié au Chapitre 5. 

Opérations sur les limites. Les règles établies pour les limites de suites peuvent être étendues, 
mot pour mot, aux opérations sur les limites de fonctions; ces règles, qui ont déjà été appli¬ 
quées dans les exemples de cette partie, établissent que l’on peut intervertir l'ordre de l'opé¬ 
ration et du passage à la limite pour l’addition, la soustraction, la multiplication, la division 
0), et que les limites existent et sont finies. Ces règles sont valables encore pour la somme 
et le produit de plusieurs fonctions, mais pas forcément pour des sommes infinies. Soit h(x) 
une fonction dont les valeurs, dans un voisinage du point a , sont comprises entre celles des fonc¬ 
tions f(x) et g(x); si f(x) et g(x) ont toutes les deux la limite L quand x tend vers a , h(x) 
converge également vers L lorsque x->a. 


\imf(x) = F et lim^(x:) = G 

* — XI X — >« 

lim [f(x)±g(x)] = lim f(x) ± lim g(x) = F± G, 

* — >11 X — XI X — >« 

lim [/(*)• ,?(*)] = lim/(•*)• lim g(x)=F- G, 

X — XI X — ><l * — xi 

Yimf(x)lg(x)—\imf(x)l\img(x)=FIG si G+0 

* — XI x — XI x — >a 


Si lim f(x) — L et lim g(x) = L, et si l'inégalité f\x)^h{x)^g{x) est vraie dans un voisinage 

x — >u x — xi 

de a y alors lim h(x)—L. 

x — >a 


Exemple 1: lim (sin _v)|jc = 0, car sin x est compris 

*—> + oo 

entre —1 et + 1 pour x>0. Donc on a l’inégalité 
— 1 /jc ^ sin x/x^ ijx, pour x >0. Le résultat en ré¬ 
sulte car lim 1 /jc= lim — 1 /jc= 0 (Fig.). 

*—>+00 *—> + oo 

Exemple 2 : lim jc sin 1/jc = 0 puisque —1*| ^xsin \/x 
*—>o 

^|*| et que lim \x\ = lim —1*|=0. 

*—>o *—>o 



18.3-4 Graphe de la fonction y = ——— 

* 


Quelques limites importantes 

Pour déterminer la limite d’une fonction, il y a peu de méthodes générales. Souvent on uti- 


lise des limites qui dérivent de suites 

convergentes. 


1. 

a x -> 1 quand x->0 si a >0 


lim a*= 1 pour a> 0 


n 


U=i2--1 


On a déjà montré que la suite {y/a}, pour a>0, converge vers 1. La suite {l/\/a} con¬ 
verge donc aussi vers 1. Donc pour tout e>0 il existe un entier TV, tel que pour tout n^Ny 
les nombres a lln et a~ lln sont dans l’intervalle 1 —e à 1+e. Puisque la fonction exponentielle 
est monotone, tout a*y avec — \jN<x< 1//V, est aussi dans cet intervalle. Ainsi 1—e<a*<l+e 
ou encore \a x — l|<e si |jc| < <5(e)= 1/A. 


2. 

(1 + l/jt)*-+e si jc->-|-go 

lim (l + l/jc)*=e 


lim (l+.y) 1/y = e 



* — > + 00 


y— >0 


Il est suffisant démontrer, que pour toute suite abscisse {jc„}-H-co la suite ordonnée corres¬ 
pondante {(1 +1} a pour limite e. Pour cela on choisit des entiers naturels p n tels que 
p n ^x n ^p n + 1 pour tout n. 

D’ où [1 + l/0>„+!)P«<[1 + I/* n ]*«<[l +1 lpJT*+K 

Comme lim [1 +1/(/?„ +l)] p « = e et que lim [1 + l/p n F w+1 = e, la suite ordonnée est comprise entre 

Pn +°° Pu -* +<*> 

deux suites qui convergent toutes les deux vers e, elle converge donc vers e. 

28 Mathématiques 
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Dans la relation ci-dessus on peut remplacer 1/jc par y. 


3. 

(H -alx) x ->e a quand jc-kx> 


lim (1 -\-alx) x =c a 




x—>0O 


Pour a— 0 la proposition est évidente. 

Pour 0, lim (1 -|-ûr/jc) x ==lim [(1 -H/(jc/tf)) ( * /fl) ] fl = lim [(1 + l/z) z ] fl = [lim (1 -H/z) 2 ] a = e". 


JC—M-OO x—> + oo z—> 4-00 z —> + 00 

On utilise dans le dernier cas la continuité de la fonction jc°(jc>0). 


4. 

log*, ;c->log b a lorsque x^>a, a> 0, b> 1 


lim log,, JC=log ft a; a> 0, b> 1 




x—>a 


On doit montrer que pour tout e>0, il existe <5(e)>0 tel que l’inégalité |log ft jc— log ft a\ < e soit 
satisfaite pour tout x avec |*— a\ < ô(e). Tout d’abord, comme b> 1, pour e positif les nom¬ 
bres e 1 = /) c — 1 et e 2 =l —b~ e sont positifs. Puisque b e > 1, on obtient e 2 =\~b~ e <b c (\—b~ c ) = e 1 . 
Maintenant prenons e arbitraire. On peut choisir ô(e)=ae 2 et l’on a 


\x-a\<ae 2 - 


► — e 2 < x—a< e 2 < e x 


-1 +b - < -2-?- <b ‘-1 < 1 +^-^- < b‘-m~b-' < — < b\ 

a a a 

A partir de la définition du logarithme et à cause de sa monotonie, on obtient 

- e< log,, (x/a)< e— ►|log / , x - log,, a\ < e. 

Ainsi, la limite d’un logarithme peut être déterminée comme le logarithme de la limite. Donc 
quand x ->0, [log b (l+Jc)]/jc=log h [(1 -|-jc) 1/x ] tend vers log,,*? et cette limite prend la valeur 
Log e= 1 pour b = c. 


lim [log,, (1 +*)]/*= Iog b e; b> 1 

lim [Log (1 -\-x)\/x= 1 

x— >0 

X— >0 


Si a= 1, alors le numérateur est nul et 
la propriété est vraie puisque Log 1 =0. 
Si a 7 ^ 1, posons a x =\+y. Puisque 
a x -+\ quand jc-*0, on a ^->0. Mais 
jc Log a=Log (1 -J-.y) et ainsi {a x —\)jx 
le dénominateur tend vers 1. Le cas le plus 


cos jc— > 1 quand jc->0 


lim cos jc= 1 

* 




Puisque |cos x— 1| = 2 sin 2 (jc/2)=2 |sin (x/2)|- |sin (x/ 2)| ^2|x/2| • |jc/2|=jc 2 /2< e 


5. (a* — 1 )/x-> Log a quand *->0 si a> 0 


lim ( a x — l)/jc=Log a\ a > 0 

B 

'o' 

H 

1 

II 

x — >0 

x— >0 


=y Log a\ Log (1 -f y) = Log c//Log [(1 -f-^) 1/v ] dont 
important est a=e avec Log c=l. 


pour M<\/2e, alors 
|cos jc— 1| converge vers 0 quand jc-^0. 

7. | (sin jc/jc)—» 1 quand jc— ►() 

La fonction /t(jc) = (sin x)/x peut être encadrée par les deux 
fonctions /(*) = 1 et g(x) = cos x qui toutes les deux convergent 
vers la limite 1 quand *-►(). A partir de la figure on voit que 
l’aire Æ OEB du secteur OEB se trouve entre les aires des trian¬ 
gles OEB et OED , soit 

Aoeb < A oeb < ^ oed — ^ 1 ’ sin X< [ ' X< tg x • 1 
1 < jc/sin x < 1 /cos x —► 1 > (sin jc)/jc > cos jc. 


lim (sin jc)/jc= 1 

JC—>0 _ 


Ces inégalités sont valables uniquement pour jc positif; mais lorsque 
jc->0, la limite à droite et la limite à gauche existent et ont tou¬ 
tes les deux la valeur 1 car (sin ( — ■*))/(—:c) = (sin jc)/jc. 


8 . 


(tgjc)/jc->l quand *->0 


lim (tg jc)/jc= 1 

x—>0 



18.3-5 La limite de ——- 
x 

est 1 quand jc->0. 


En effet (tg jc)/jc=[(sin jc)/jc]- [ 1 /cos -v] et chaque facteur tend vers 1 quand *->0. 
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La règle de Bernouilli et de l’Hospital 


On sait que l’on peut intervertir les opérations d’addition, de soustraction, de multiplication 
et division avec le passage à la limite seulement si toutes les limites existent, sont finies et dans a 
le cas de la division, si elles sont différentes de zéro. Par contre, si on rencontre des exprès- 
sions de la forme 0/0, oo/oo, O oo, 0°, oo° ou l 00 , alors il est nécessaire de déterminer la limite z* 
directement. On parle de forme indéterminée si l’une de ces expressions intervient formellement 

pour x->a. Pour la limite lim (sin x)/x , si l’on passe à la limite au numérateur et au dénomi- 
* —>o 

nateur on obtient la forme indéterminée 0/0; cela ne permet pas de conclure. Par d’autres 
méthodes on a montré que lim (sin jc)/a:= 1 . 

x —>0 

La forme indéterminée 0/0. Pour déterminer la limite lim f(x)/g(x) dans le cas où lim f(x) = 

x—>a x — 

= lim g(x) = 0, Jean Bernouilli (1667-1748) a établi une règle que le Marquis de Hospital 

X —>fl 

(1661-1704) a publiée. 


La règle de Bernouilli et de l’Hospital: si le numérateur f(x) et le dénominateur g(x) du quotient 
tendent tous les deux vers zéro quand jc -> a, si les dérivées f'(x) et g(x)~£ 0 des fonctions 
/( x) et g(x) existent dans un voisinage de x=a et si la limite lim f '(x)/g'(x) existe également, 

X — »fl 

alors cette limite est égale à lim f(x)/g(x) du quotient des fonctions. 

x —>a 


La règle utilise la notion de dérivée , qui est expliquée au Chapitre 19. On peut déduire du 
théorème des accroissements finis généralisé que 

f(x)lg(x) = [f(x)-f(a)]Hg(x) - g(a)\ =/'(£)//(£), 

où £ est entre a et si x tend vers a , alors £ tend vers a; si lim /'(£)/£(£) = L, le théorème 
est démontré. On peut également l’utiliser lorsque jc-»oo. x ~ >a 

Si une expression indéterminée de la forme 0/0 surgit de nouveau, la règle peut être de nou¬ 
veau appliquée au quotient f(x)/g'(x) et la limite lim f”(x)/g"(x) intervient. Il peut arriver que 

x —>(( 

l’on obtienne toujours une forme indéterminée, ou que la limite des dérivées n’existe pas, bien 
que le rapport donné ait une limite; la règle n’esf pas alors applicable à la fonction donnée, 
et l’on doit chercher la limite par d’autres méthodes. 


Exemple 1 : lim = lim = 1. 

x— >i x— 1 x— 1 




Exemple 2:Jim 


= lim 


3* 2 


= lim 


6* 


= lim 


x— -m) 2c x — 2x — 2 x —>o 2 e* — 2 x— >o 2e A 


= 3. 


Exemple 3: lim 


cos x— 1 


lim 


— sin x 
2x 


lim - 

x—>o 


1 

2 ’ 


Exemple 4: lim . S * n = lim ^ CQS ^ = + 00 suivant que x tend vers n\2 par valeurs infé- 
™ 2 v - sin 2x 


x-m /2 cos* * x 
rieures ou supérieures. 


Exemple 5: li m L ° 8 ^ = lim = , im * 


5/x 


-5/x 2 


X—>oo 5(x— 1) 


x^lo 5(1 — \/x) 


J 

5* 


Exemple 6: Pour déterminer la limite lim [W(x 2 -\-sin 2 x)]lx la règle de L’Hospital tombe 

x—>+0 # . 

en défaut. Par une autre méthode il est facile de voir que la limite est y 2. 


Forme indéterminée oo/oo. Si le numérateur /( jc) et le dénominateur g(x) d’un quotient ten¬ 
dent vers l’infini tous les deux lorsque x^>a, alors les fonctions 1 jf{x) et 1 /g(x) tendent toutes 
les deux vers zéro. Si f(x) et g(x) sont différentiables dans un voisinage de x—a et si g\x) est 
différent de zéro et si le quotient f\x)\g\x) tend vers une limite, alors on peut appliquer la 
règle de L’Hospital: lim f(x)lg(x) = \imf'(x)lg'(x). Ceci est encore valable pour x:->oo. 

X—x —y u 


28 * 
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^ f ,. —ln (x— 1) -1/(jc-1) .. , 

Exemple 1: lim --- ——— = lim — ^^ =lim (jc — 1 ) = 0. 


jc—> i+o \l(x—\) x— >i+o ~ 1/C*— l) 2 


>i+o 


r i o i* tg 3* 3/cos 2 3a: -ôcosjcsinjc 

Exemple 2: lim —— = lim - 77 -—-— = hm 


x— >n/2 tg X x —>n/2 1/COS 2 X x — >n/2 “6 COS 3jC Sin 3jC 

3 ’ 


.. sin 2x . 2 cos 2x 

hm —— = lim 


jc — >tc/ 2 sin 6x x— >n /2 6 cos 6x 

Exemple 3: lim - ne peut pas être traitée par la règle de L’Hospital, puisque 

X—> oo x 

lim cos * n’existe pas. Cependant 

JC " *—OO 

lim (jc-t-sin x)/x= lim [1 -H(sin x)/x] = 1. 

X—>00 X—>00 

e x e x e x c x e x 

Exemple 4: lim — A = lim -r-x = lim ~~ 9 = lim —— = lim -r^- = oo. 
x—>oo x 4 x—>oo 4x { x_>oo 12x 2 x->oo 24x x —>oo 24 


x n txx 

Exemple 5: lim — = lim 


Exemple 6: * 


a x x_>oo« v Logûf 
Log x 


= • • • = lim 

X—>00 


a*(Log à)' ~° pour " c,ltier positif eta> '* 


.. 1/x 1 . . 

= hm -= hm —- =0 pour n entier positif. 

X—>00 nx X — >00 ttX 


Les deux derniers exemples montrent que la fonction exponentielle a x , tend plus vite vers 
l’infini que n’importe quelle jonction puissance jc h , mais que toute fonction puissance jc" tend plus 
vite vers l’infini que le logarithme. 

Les autres formes indéterminées. On peut traiter les autres formes indéterminées au moyen 
de la règle de I’Hospital en exprimant les fonctions de telle sorte que l’on retrouve une des 
formes indéterminées 0/0 ou oo/oo. Pour calculer lim [/(*)• #(jc)] quand lim /(*) = 0 lim #(.*) = oo 

y o x y a x ■ ■ y a 

on écrit f(x )• g(x)=J(x)l(\lg(x)) ou /(*)• g(x)=g(x)/(\lf(x)) i et l’on retrouve les cas 0/0 et oo/oo. 

„ . arccotg x -1/(H-jc 2 ) .. x 2 

Exemple: hm x arccotg x= lim — iT - = hm - _ = hm — * — r =1. 

x—>00 x—>00 'l x X—>oo —l/x" x —>00 * +1 

Pour calculer lim [/(a:)-#(a:)] quand lim /(jc) = lim #(jt) = oo, on écrit 

x —>a X—>a X—y U 

J_ _! _ l/g(*)~ !//(*) _ < p ( x ) 


M- S M= i //w {jgM 
où lim <p(x) = lim y) (jc) = 0. 


VUOd-gW] v’M 


x I -x* 


-sin x 


Exemple: lim [1/sin x— l/(*4*;t 2 )]= lim . , . 

x — >0 x— >0 (x+x 2 ) sin JC 

H- 2a:—cos jc 

= lim 


x — >0 (1 +2 jc) sin jc-f(jc+jc 2 ) cos jc 
2 -j-sin jc 


= lim 


x— >o 2 sin x— (jcH-jc 2 ) sin jc-H(2+4jc) cos x 




On veut calculer lim /( x) a(x) dans l’un des cas suivants: lim /(jc) = lim #(jc)=0; lim/(jc)=oo, 

X->« X->U X->« X->tt 

lim #(jc) = 0; lim /(jc)=1, lim^(jc)=oo. On remarque que dans chacun de ces cas, Log [/(a:)® U) ] 

x —► ii x —y a x - y ü 

=g(x) [Log/(jc)] est un produit dans lequel un des facteurs tend vers 0 et l’autre vers l’infini. 
On peut alors déterminer lim [#(jc) Log/(jc)] par une méthode déjà connue. 


Exemple 1: Pour calculer lim jc* on note que Log jc x = a: Log x et lim Log A:/(1/A:) = lim (1/a:)/ 

x— > +0 X— >+o x— > +0 

(— 1/jc 2 ) = lim ( — jc) = 0. On en déduit que lim jc* = lim q xLoox = 1 puisque lim aï—X. 

x —> +0 X— MO X— >+o Z — >0 

Exemple 2: Pour calculer lim \/x , on remarque que Log \/x= — Log x et lim L °- - = 

x —> + oo X x —> + oo X 

l/x 


= lim —j— =0. Donc limite lim \/x= I. 

X—>+oo 1 X—> + 00 
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Continuité d’une fonction 

Intuitivement on se représente une _ 
fonction continue sur un intervalle / _£ 

comme une courbe qui n’est interrompue e 
nulle part. On peut la dessiner sans 
lever le crayon. Cela signifie que la 
fonction est définie en tout point jc = £ 
de l’intervalle et qu’elle change très peu 
pour de petites variations de l’argument 
(Fig.). On va préciser cette notion. 


18.3-6 Illustration géométrique de la continuité 


Une fonction /( x), définie dans un voisinage de jc=£ et en £ lui-même, est dite continue en £ 
si pour tout e >0 il existe un nombre <5(0 >0 tel que |/(jc)—/(£) |<« pour tout x vérifiant 
| je—£ | «5(0. 

II est équivalent de dire que la limite lim f(x ) existe et est égale à la valeur /(£) de la 
fonction : lim /(*) ==/(£)• 

Exemple: /(*) = 3a: 2 —1 est continue en tout point a:=£. Soit x tel que \x— £| < 1 alors 
|a;+£| = |2£-|-(a:—£)|< 2|£|-H. On obtient donc 

\f(x)—f(Ç)\ = \3x 2 — 1 — (3£ 2 — 1 )| = 3|a: 2 —£ 2 | = 3|xH-£| |*-£| <3(2|£| + 1)|*-£| <e pour tout * vé¬ 
rifiant |x—£|< ■ :l- " T-Tr - . On se donne £>0, on choisit <5(0=Min [1, £/[3(2|£|-|-l)], on a 
3(2|£|-l 1) 

alors la continuité de la fonction. 

Continuité à droite, continuité à gauche. Si, quand x tend vers £ à droite (ou bien à gau¬ 
che), la limite existe et est égale à la valeur /(£) de la fonction, on parle de continuité à droite , 
(de continuité à gauche). Par exemple la fonction fix)—^x est continue à droite pour x=0 
puisque lim ^/jc= 0=/(0). Si une fonction est continue en jc=£, elle est continue à droite et à 

x —>•(-() 

gauche. La réciproque est vraie. 

Continuité sur un intervalle. Une fonction f(x ) est continue sur un intervalle si elle est con¬ 
tinue en tout point intérieur dé l’intervalle et si lorsque l’intervalle est fermé à gauche (droite), 
la fonction est continue à droite (gauche) à l’extrémité correspondante. 

La fonction f(x) = 3x 2 — 1, par exemple, est continue sur tout intervalle. La fonction /(a:) = 
= 1/(2— x) n’est pas continue sur tout l’intervalle car pour jc= 2 la fonction est 

discontinue ; sa valeur n’existe pas. 

Continuité uniforme. L’exemple de la fonction f(x) = 3a: 2 — 1 montre que le ô(e) correspondant 
à I’ e donné dépend, en général, de la valeur de £. Si la fonction f(x) est telle que pour un 
e>0 donné, on peut choisir une seule valeur <5(e) pour tout £ d’un intervalle de telle sorte que 
\f(x)— /(£)| <e, alors la fonction est dite uniformément continue sur cet intervalle. Une telle va¬ 
leur de <5(e), valable pour tout un intervalle, existe quand l’ensemble de toutes les valeurs de <5, 
lorsque £ parcourt l’intervalle, a une limite inférieure positive. Par exemple, la fonction /(*) = 

3a: 2 — 1 est uniformément continue dans l’intervalle 2=^ x ^5, puisque <5(e, £)=Minj^l, - > 

^ si e est suffisament petit; <5(£) = ~ sert pour tout £ de l’intervalle. Par contre la 

fonction f(x)=tgx est continue, mais pas uniformément continue dans l’intervalle 0^ x<n\2. 
Soit £ > 0, plus £ se rapproche de la valeur n\2 plus la valeur ô(e) correspondante devient 
petite. Lorsque £->tt/ 2 les valeurs de ô tendent vers 0. On a le théorème suivant: 

Une fonction qui est continue dans un intervalle fermé \a , h] est uniformément continue sur cet 
intervalle. 



L’exemple /(jc)=tgjc montre que la condition ‘intervalle fermé’ est essentielle. 













438 18. Suites, séries, limites 


Points de discontinuité. Un point x = £ auquel la fonction /( x) n’est pas continue est appelé 
point de discontinuité. En un tel point, ou la valeur de la fonction, ou la limite de la fonction 
n’existent pas, ou les deux existent mais ne sont pas égales. Les pôles des fractions rationnelles 
sont des exemples de points de discontinuité, ils ont été étudiés au Chapitre 5. 


On appelle point d'indétermination un point où la fonction prend formellement une forme 
indéterminée. Par exemple, la fonction /(jc) = (sin x)/x a un point d’indétermination en *=0. 
Puisque, lorsque *->0 à droite et à gauche les limites à droite et à gauche existent et sont 
égales à 1, on peut considérer la fonction f*(x ) qui est égale à (sin x)/x pour x^O et qui 
vaut 1 pour jc = 0. Cette fonction f*(x ) est alors continue en jc=0, et la discontinuité de la 
fonction /(x) a été supprimée. On parle alors de discontinuité apparente. La discontinuité de la 
fonction f(x) en un point d’indétermination x=Ç est apparente si les limites à droite et à 
gauche existent et vérifient lim /(x:)=lim f(x) = L. On peut alors remplacer la fonction f(x) par 

x— >4+0 jc—K-0 

la fonction f*(x)=f(x) pour et f*(x)=L pour *=£; f*(x) est une fonction continue en 

* = £, qu’on appelle le prolongement par continuité de f{x). 

Si le numérateur et le dénominateur d’une fraction rationnelle p(x)lq(x) ont le facteur linéaire 
commun x — x 0 , alors x=x 0 est un point d’indétermination de la fonction. Si p(x) = (x—x 0 ) l p x (x) 
et q(x) = (x—x 0 ) k q l (x) avec Pi(x o )^0 et si i>k alors x 0 est un point de disconti¬ 

nuité apparente. La fonction f*(x ) correspondante est continue en x=x 0 ; elle est égale à 
(x — x o y~ k - PiM/q^x) pour xf=x 0 et est nulle en xr=jfo. Pour i=k, on peut également suppiimer 
la discontinuité, on obtient la fonction de prolongement f*(x)=p l (x)/q 1 (x). Pour i<k la 

fonction (x—x 0 ) l ~ k 'p l {x)/q 1 (x) a un pôle d’ordre (k — i ) 
au point x=x 0 et elle n’est pas continue. 

Saut de discontinuité. En un saut de discontinuité, 
la limite à droite et la limite à gauche sont distinctes 
l’une de l’autre, la fonction ne peut pas être conti¬ 
nue en ce point. 

Lorsqu’on apporte de la chaleur à un corps so¬ 
lide, sa température s’élève. Au point de fusion / = /„„ 
la quantité de chaleur H absorbée par le corps n’est 
pas une fonction continue de la température, puisqu’à 
cette température la substance fondue a absorbé plus 
de chaleur que la partie solide. 



18.3-7 La quantité de chaleur absorbée H comme fonction 
de la température; t m est le point de fusion. 


18.3-8 Graphe d’une 
fonction avec un saut 
de discontinuité fini (a), 
infini (b) 




Exemple 1: La fonction /(*)=Arctg [1 l(x—c)] a un saut de discontinuité d’amplitude n au 
point x — c (figure 18.3-8 a) puisque 

lim Arctg [1 /(*—c)] = lim Arctg z=— n\2 et lim Arctg [l/(xr—c)]= lim Arctg z—ti/I. 

X— >C-0 2—>-00 *—> C -fO Z—>4-00 

Exemple 2: La fonction /(x?) = e 1/u_c) a une discontinuité infinie au point x—c (voir la 
figure 18.3-8 b) puisque lim e 1/(x-c) = lim e s * = 0 et lim e 1/u-c) = lim e*=-foo. 

x —>c—0 {—►—00 x— >c+0 {—>+00 

Exemple S: La fonction f(x)= 1/cos * a un nombre infini de discontinuités aux points 
7il2-\-kn (k = 0, ±1, ±2, ...). Le saut se fait de +oo à —oo quand k est pair, et de —oo à 
+ oo quand k est impair (Fig.). 
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Fonctions oscillantes avec discontinuités. La fonction /(jc) = sin (1/jc) n’est pas définie au point 
jc = 0, et n’est donc pas continue en ce point. Soit ô un nombre positif très petit, dans l’inter¬ 
valle — <$<jc<+<5 il existe une infinité de points x=2/(mt) y c’est à dire \\x=nn\2. Il suffit en 
effet que n < 2I(jiô). Si n 1 = 2k y w 2 =4M-l, n^=4k |-3 (k entier naturel) la fonction sin (I/jc) = 
sin(7rw/2) prend les valeurs 0, -fl, — 1 (Fig.). La fonction oscille entre -f-1 et — I de plus en plus 
vite lorsque n devient grand, ou encore lorsque x se rapproche de 0. La fonction n’a donc 





18.3-11 Une fonction oscilatoirc prolongcable 
par continuité 

pas de limite quand jc->0. On ne peut pas sup¬ 
primer la discontinuité en ce point. Par contre 
la discontinuité de la fonction x sin (1/jc) au point 
jc=0 peut être supprimée puisque lim jcsin(l/;c) 

x— M) 

=0. On prolonge la fonction jc sin (1/jc) par la 
fonction continue /*(;c) = jcsin (I/jc) pour x£0 et 
/*(0) = 0 (Fig.). 


Théorèmes sur les fonctions continues. En utilisant les règles de calcul sur les limites, on 
obtient immédiatement le théorème suivant. 


La somme , la différence et le produit de deux fonctions continues au point x = Ç sont continus. 
Leur quotient est continu si le dénominateur ne s'annule pas pour jc=£. 

Puisque les fonctions #(jc) = c= constante et h(x)=x sont des fonctions continues partout, toutes 
les fonctions obtenues à partir de g(x) et //(jc) au moyen des quatre opérations de base sont 
continues. On a donc aisément les théorèmes 1 et 2 ci-dessous: 

1. Toute fonction polynomiale f(x) = a„x n + a n l x"~ l H-f- a Y x + a 0 est continue partout. 

2. Une fonction rationnelle f(x)=p(x)/q(x) est continue en tout point £ tel que </(£)^0. 

S. Les fonctions exponentielles f(x)=a x (a> 0) sont partout continues. 

4. Les fonctions logarithmes /(jc) = log h x(b> 0, h^\) sont continues pour toutes les valeurs 
positives de x. 

5. Les fonctions trigonométriques sin jc et cos jc sont partout continues. La fonction tg x= 
sin jc/cos jc est continue pour tout £^(2 k+ \ )n/2 {k entier naturel) et la fonction cotg x— 
cos jc/sin jc est continue pour tout £t^ kn (k entier). 

Puisque lim a x =l, on a lim a x = lim (cr-a x ~ i )=a i lim a x ~*=a* lima^a*- 1 =af. Ainsi la 

x —>0 x — x —^ >ï x —►£ h—y 0 

fonction exponentielle est continue. La continuité de la fonction logarithme s’obtient de façon 
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semblable, puisque lim log ft x=log h £(£>0, Z» 1). Mais log ft .x = -log 1/A * donc le résultat est encore 

x — 

vrai pour 0<Z><1, et donc pour toute base admissible. 

Enfin, limsin* = 0 puisque —1*|^ sinx^lxl, et limcosjc=l. En utilisant ces résultats on 

JC—M) x —>0 

obtient : 

sin x = sin (£ + jc—£) = sin £ cos (x — £) + cos £ sin (jc-£)->sin £ quand *-►£, 
cos *=cos (£ + *-£)=cos £ cos (x —£) — sin £ sin (x— £)-»cos £ quand *->£. 

Pour que les fonctions tg *=sin x/cos x et cotg jc=cos xl sin x soient continues il suffit de sup¬ 
primer les zéros des dénominateurs. 

Continuité de ta fonction réciproque. Les fonctions circulaires Arc sin x, Arctg x, Arccotg x, 
fonctions réciproques de fonctions trigonometriques qui sont continues, sont également conti¬ 
nues puisque l’on a le théorème suivant: 

Si une fonction f(x) a une fonction réciproque (p{x) sur un intervalle I, et si f{x) est continue 
au point * = £, la fonction (p(x) est continue au point x =/(£). 

n 

Les fonctions racines x sont donc continues pour tout x positif, puisqu’elles sont les 
fonctions réciproques des fonctions x n quand *>0. 

Continuité des Jonctions composées. Soit y=f[(p(x)\ une fonction composée telle que la fonc¬ 
tion t=<p(x) soit continue au point *=£ ainsi que la fonction y=f(t ) au point f = r = ç>(£), 
alors, la fonction composée y=f[(p(x)\ est continue au point jc=£. 

Toute fonction composée de fonctions continues est continue. 

Puisque lim/(/)=/(r), pour e donné positif il existe un nombre <5 1 (e)>0 tel que |/(/)— /(t)|<c 

r— 

pour tout / vérifiant |/— |t <<5 1 (e). Puisque lim ÿ>(*) = ç>(£) = T, pour tout nombre positif, par 

x — 

exemple ^(e), il existe un nombre =(5 2 (e) tel que \q>(x) — y>(£)|<^ 1 (#?) pour tout x vérifiant 

\x— £|<<5 2 (e). Donc pour tout c>0 il existe un nombre £ s (s) tel que \J[(p(x)\ — /[<p(£)]|<e pour 
tout je vérifiant \x — £| <rü 2 (e). 

En utilisant le théorème que l’on vient de démontrer, on peut établir la continuité de beau- 

n 

coup de fonctions. Par exemple, toutes les fonctions y' p(x), où p(x) est un polynôme, sont 
continues aux points x où p(x)^ 0. En effet p(x) est continue en tout point x, et la fonction 

n 

y/ est continue pour f^O. La fonction /(jr) = e sin * est continue partout puisque / = sin x et 
y=& sont des fonctions continues partout. De même les fonctions arctg (jc 2 ), cos (5jr a —e 4x+1 ) 
sont continues partout. La fonction sin (\/x) est continue pour tout x^AO. 

Propriétés des fonctions continues. Les fonctions continues sur un intervalle forment une classe 
de fonctions qui ont des propriétés remarquables. Voici un théorème que Gauss et d’autres 
éminents mathématiciens de son époque considéraient comme évident et dont la première dé¬ 
monstration fut publiée par Bernard Bolzano (1781-1848). 

Théorème de Bolzano: Soit une fonction f(x ), continue sur un intervalle fermé. Si la fonction 
prend des valeurs de signes opposés en deux points a et b de l’intervalle, alors il existe au 
moins un point Ç entre les points a et b pour lequel la fonction s’annule. 

La démonstration consiste à mettre un tel point £ dans un emboîtement d’intervalles. 

Le théorème de Bolzano est utilisé dans de nombreuses méthodes d’approximation servant à 
calculer les racines d’une équation. En utilisant le théorème de Bolzano, on voit que tout 
polynôme de degré impair a au moins une racine réelle. En effet pour œ suffisamment grand 
p(œ) et p(—o)) sont de signes contraires. 

Voici d’autres conséquences du théorème de Bolzano. 

Z. Une fonction continue qui ne s'annule pas sur un intervalle l garde un signe constant sur 
tout cet intervalle. 

2. Si une fonction /(*), continue sur un intervalle fermé , prend les valeurs f (a) = A et f(b) — B 
(AA B) en deux points de cet intervalle, elle prend toute valeur entre A et B au moins une fois. 

Voici encore quelques propriétés fondamentales des fonctions continues. 

Si une fonction f(x) est continue en jc 0 et si /(x o )^0, alors f(x) garde un signe constant, celui 
de /(jc 0 ), dans un voisinage de jc 0 . 

Théorème de Weicrstrass. Une fonction continue dans un intervalle fermé, est bornée. Elle 
atteint sa borne supérieure, sa borne inférieure et toute valeur comprise entre ces deux bornes. 


19.1. La dérivée d’une fonction 441 


L’hypothèse que l’intervalle est fermé est essentielle. Soit en effet la fonction \/x , elle est 
continue sur l’intervalle 0<;c^l ouvert à gauche, elle prend des valeurs de plus en plus grandes 
quand x se rapproche de 0, elle n’est pas bornée. Par contre elle est bornée sur tout intervalle 
fermé û^jc^I (a>0). On a alors l^/(*)^l/a. La l ère partie du théorème de Weierstrass peut 
être vérifiée sans que l’intervalle soit fermée. Par exemple, la fonction f(x)=x est continue dans 
l’intervalle 0^x< 1 qui est ouvert à droite mais puisque lim/(*)=l, la fonction est bornée. 

*—M 
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Le calcul différentiel et le calcul intégral, qui forment à eux deux le calcul infinitésimal, sont 
des disciplines de base de l’analyse supérieure. Les objets du calcul différentiel sont des fonctions, 
et ses méthodes sont la recherche et le calcul de valeurs limites. Son concept central, la dérivée 
d’une fonction /(jc), est une mesure de la sensibilité avec laquelle /(jc) réagit à une variation 
de son argument. De nombreux problèmes géométriques comme le calcul de la pente de la tan¬ 
gente à une courbe, ou la détermination de la courbure d’une courbe, peuvent aussi être ré¬ 
solus à l’aide du calcul différentiel. 

Puisque les relations entre quantités du monde physique peuvent fréquemment être expri¬ 
mées par des fonctions continues et différentiables, seul le calcul différentiel permet dans les 
sciences naturelles et les disciplines technologiques d’exprimer mathématiquement non seulement 
des états, mais aussi des processus. Par exemple, si $==/(/) décrit la dépendance de la position 
d’une masse ponctuelle en fonction du temps /, alors la dérivée de cette fonction représente 
la vitesse instantanée de cette masse ponctuelle. Comme extension de cette idée, le concept de 
vitesse peut être adapté à d’autres circonstances dans lesquelles le temps joue le rôle d’une va¬ 
riable quelconque. Les phénomènes de réchauffement ou de refroidissement d’un corps, de la 
vitesse de réaction d’un processus chimique, du taux de décroissance d’un processus radioactif 
et de croissance d’un organisme biologique peuvent être définis et calculés. Pour les mathéma¬ 
tiques elles-mêmes les méthodes et résultats du calcul différentiel sont devenus la base de l’ana¬ 
lyse supérieure. Le développement de nombreuses disciplines est impensable sans lui, par 
exemple, la recherche des relations entre les fonctions et leurs dérivées, le développement de 
fonctions en séries infinies, le traitement des équations différentielles et la géométrie différentielle. 

Les débuts du calcul infinitésimal remontent à la fin du 16 èmc siècle. La théorie fut développée 
dans la seconde moitié du 17 èmc siècle simultanément, mais indépendamment, par Gottfried 
Wilhelm Leibniz (1646-1716) et Isaac Newton (1643-1727) comme un calcul, c’est à dire une 
méthode facile à manier. Tandis que Leibniz partait du problème de la tangente, Newton abou¬ 
tissait au calcul différentiel en étudiant des problèmes physiques. Newton se rendit aussi compte 
dès 1665 que différentiation et intégration (voir Chapitre 20) sont des problèmes inverses l’un 
de l’autre. 


19.1. La dérivée d’une fonction 

Pour analyser le voyage d’un train d’une ville A à une ville Z?, situées à une distance 
Sb — S, i, on peut utiliser un diagramme distance-temps (Fig.). C’est le graphe de la fonction 
s =/(/), dans lequel à chaque valeur t x du temps correspond la distance s x parcourue par le 
train. Le train part de A au temps Z 0 , freine au temps Z 3 , car le signal S est au rouge, mais 
ne va pas jusqu’à s’arrêter car le signal passe au vert à temps. Reprenant de la vitesse, le 
train atteint B en temps voulu. 
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Le quotient de la distance parcourue (S n — S m ) par le temps (/„ — t m ) pris pour la parcourir, 
quand n>m , est une mesure de la vitesse. Dans une table graphique de chemin de fer, les 
points A et B sont joints par un segment de droite. Par conséquent cela suppose une vitesse 
uniforme , la vitesse moyenne v=(S B — S A )l(t 8 — t 0 ). Si l’on trace les tangentes à la courbe paral¬ 
lèles au segment AB , on constate que la vitesse v est identique à v aux temps h, / s , t s , et / 7 . 
Dans les intervalles de temps (/ 0 , t t ) et (/ 4 , / 6 ) la vitesse v augmente , et dans (/ 3 , / 4 ) et (/ 7 , / 8 ) 
elle décroît. Plus v est grand, plus la pente de la courbe est grande. Aux points (/ x , S x ) et (/ 5 , S 5 ) 
elle est incurvée vers la gauche, et en (t ij S 3 ) et (/ 7 , S 7 ) vers la droite. 

Naturellement, chacune de ces affirmations doit être précisée géométriquement, mais surtout 
toute démarche vers une étude plus précise conduit à des propriétés purement analytiques de la 
fonction s=f(t) qui sont valables sans référence à une signification géométrique. 

19.1-1 Diagramme distance temps schématique pour le voyage 
d’un train de la ville A à la ville B ; .y distance, t temps 



Définition de la dérivée 



Quotient différentiel d’une fonction. Si une courbe, dans un système de coordonnées carté¬ 
siennes, est le graphe d’une fonction y=f(x ), alors chacun de scs points P„(jn = 0, 1, 2, • • •) a des 
coordonnées x„ et y„=f(x„), où les x„ appartiennent au domaine de définition de la fonction 
(Fig.). On peut alors former des différences telles que Ax=x 1 — x 0 —h et Ay=y 1 —y 0 =f(x 1 ) — 
À*o)—/(*o+ Ax)-f(x n )=f(x 0 + h)-f(x 0 ), et leur quotient Ay/Ax a une valeur finie pour x^Xq. 
Un tel quotient est appelé quotient différentiel; géométriquement il représente la pente tga de 
la droite passant par les points P 0 (jt 0 , ^o) et Jù), qui est unc sécante de la courbe. La 

lettre a désigne l’angle entre le demi-axe des x positifs et la sécante, mesuré dans le sens 
direct. On a donc 


_ ■Vi-J'o _ /(*i )-/(*o) _ /(•*<>+ Ax)-f{x o) _ f(x n + h) —f(x a ) _ 

Ax x x — Xq x 1 — x 0 Ax h 

Les quotients différentiels sont utilisés fréquemment, par exemple en mathématiques numé¬ 
riques ce sont les différences finies, en physique ce sont des vitesses moyennes ou des gradients 
moyens de température. 

Dérivée. Si le point P 0 (^o> ^o) est f;> x é, et si le point P x {x x , y x ) se déplace sur la courbe vers P 0 , 
alors la sécante change de position et le quotient différentiel, et par conséquent l’angle a, chan¬ 
gent de valeur. Si le quotient différentiel Ay/Ax tend vers une limite quand ^->^ 0 , cette limite 


est appellée la dérivée 



de la fonction y=f(x) au point * 0 . Le graphe de la fonction a 


alors unc tangente au point F 0 (jc 0 , ^ 0 ), dont la position est déterminée par la limite (p de l’an- 
Ay /dy\ 

gle a, donnée par lim = ( -j- ) =tg fp. La dérivée peut aussi être notée f'(x 0 ) ou y x=Xo 
Ax—M) Ax \d X/x-xo 


(lire / prime de x 0 , y au point ou d y sur dx pour x=x 0 ). 


























19.1. La dérivée d’une fonction 443 

D’après la notion de limite, il découle que les limites à droite et à gauche doivent être égales. 


Dérivée au point x 0 

r ., , ■ / d y\ A y , y«-yo 

f(x 0 )=y x=Xo = i ) - lim ._hm - 

\UA/ x = Xo Ax—tO'-’X x n —+x 0 x n~ x O 

/(*„) -f(x 0 ) 

lim 

X n — ►Xo x n *0 

lim ^ x « + Ax)-f(.x 0 ) _ | im f(x 0 +h)-f(x 0 ) 

Ax — >o Ax h — >o h 


Pour le voyage d 




19.1-3 Fonction croissante et décroissante 


’un train d’une 
ville A à une ville B , le graphe de 
la fonction j=j(/) possède une 
tangente précisément en tout point 
t du temps pour lequel la limite 
As d.v 

lim —r; = =tg <p existe. La 
A*—>0 At Qt 

dérivée ~ donne la vitesse instan- 
d t 

tanée, et la fonction croît de manière 
monotone car y est toujours plus 
grand que 0. Dans un intervalle 
dans lequel (p serait constamment 
inférieur à 0, la fonction décroî¬ 
trait de manière monotone (Fig.). 


Une fonction est dite différentiable au point x=x n si et seulement si les limites à droite et 
à gauche du quotient différentiel existent et sont égales. 

Si une fonction y—f(x ) est différentiable au point jc=jc 0 , alors elle est aussi continue en ce 
point. 

La continuité est une condition nécessaire de différentiabilité mais qui est non suffisante. Il 
existe des fonctions (voir les Exemples 3, 4, 5) qui sont continues en un point mais n’y sont 
pas différentiables. Bernard Bolzano (1781-1848) fut le premier à trouver un exemple de fonc¬ 
tion partout continue mais différentiable nulle part dans un intervalle. 


Exemple 1: La fonction y=x 2 a pour dérivée 2x 0 au point x=x 0 . Le quotient différentiel 
peut être réarrangé et simplifié pour les valeurs de Ax différentes de zéro: 

Ay _ (x 0 +Ax) 2 —xl _ xl + 2x 0 Ax+(Ax) 2 - x% Ax(2x 0 -[- Ax) _ ^ A 
Ax~ Ax ~~ÂT~ Ax -Zxo+^x. 


Cette expression converge quand Ax-+0 vers la limite y x=x0 — 2x 0 . 


Exemple 2: La différentiation par rapport au temps / de la fonction distance-temps 
s=f(t)=(gl2)t 2 de la chûte libre d’un corps pesant donne la vitesse v t = io =gt 0> puisque 


As (gl2)(tt+AtY-(gl2)tl _ 

At At 

-{■ -«.HH 2M-. 

As 

lim T, = lim (£4+0/2)^0=?'o- 

At—►O At—>0 

Exemple 3: La fonction y— je 1 ' 3 n’est pas différentiable au 
point *=0 (Fig.). Le quotient diférentiel 

Ay (0+^jc) 1/3 -0 1/3 _ (Ax) 113 _ 1 

Ax Ax Ax {Ax) 213 

ne tend pas vers une limite finie quand Ax-> 0 mais croît 
aii delà de toute borne donc tend vers l’infini. La tangente à 
la courbç de la fonction y—x l/3 est perpendiculaire à l’axe 
des x au point x=0. 



19.1-4 Graphe de la fonction 

3 , 

y-=y v * 
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Exemple 4: La fonction ^=e ,x-21 est continue au 
point x — 2 t mais non différentiable en ce point (Fig.). 
Son quotient différentiel est 


Ay 

Ax 


e |2+Ax~2| _ e l2—2| e IAJc| | 

Ax Ax 



et il tend vers la valeur -fl ou — 1 selon le signe de x (voir 
Chapitre 18). Au point (2, 1) la courbe a deux tangentes. 

Exemple 5: Au point x = 0 la fonction y=x il2 est seulement 
différentiable à droite, car les abscisses négatives n’appartiennent 
pas à son domaine de définition. 

La valeur de sa dérivée à droite en jc = 0 est zéro, car 


Ay _ (0-Mjc) 3/2 —O 372 
Ax Ax 


{Ax /' -- =(Jx) ,/2 et lim (Ax) 1/2 =0. 
Ax ax — >o 


19.1-5 Graphe de la fonction y= e |Jf_21 


La fonction dérivée 

Si la dérivée d’une fonction y=f(x) existe pour tout point d’un intervalle alors 

la fonction est différentiable sur tout /’ intervalle . A chaque valeur jc dans cet intervalle corres¬ 
pond la dérivée f(x) de la fonction au point x ; donc f(x) est une fonction de x , appelée 
fonction dérivée ou dérivée. 


Exemple: Pour toute valeur de x la fonction y=x 2 a pour dérivée y — 2x. Aux points 
a: =3 et jc=— 2 celle-ci prend les valeurs / = 6et/=—4 respectivement. 


Dérivées d’ordre supérieur. La dérivée y = f'(x) d’une fonction y—f(x ) est elle-même une 
fonction de x. Supposons qu’elle soit elle aussi différentiable, comme c’est presque toujours 
le cas pour des fonctions élémentaires, alors la dérivée de la dérivée première est appelée la 


dérivée seconde ou dérivée du second ordre et elle est notée y" —f "(x) = 


d >2 y 
dx 2 


(lire y seconde , 


/ seconde de x , ou d deux y sur âx deux). De même il peut y avoir une dérivée troisième , 
quatrième , n-ième y ou dérivée du n-ième ordre. Des expressions telles que “existence de la dérivée 
du n-ième ordre” ou “indéfiniment différentiable” doivent être comprises dans ce sens. 


Les exemples suivants peuvent être calculés à l’aide des règles décrites en 19.2. 


Exemple 1. y -f(x)-x 3 -\rx x \2— 5xr*l6 + ;t 2 +5.x:-f 2; 
y' =fXx) = 5x* + 2x»-5x 2 l2+2x + 5; 

y" =/"(*) = 20* 3 +6x 2 — 5*+2; y''=f'"(x) = 60x 2 + l2x—5; 

y ly/ =y (4) = / 1 v (*) =/ (4) 0c) = 120 jc+ 12; 

/*) =/ (5) (a:)= 120; /«> =/<«>(*)=0. 

Exemple 2: y =f(x) = 


y =/'(*)= - 


2x 


(x-\f 


y" =/"W= 


2(2a:+1) 
(x-\Y ; 


ÿ”=f'''(x)= 


Exemple 3: y —f(x) =sin x; ^ sin a:=cos x ; 


I2(x+ 1) 

(x-i ) 6 


d 2 >> 

<\x 2 


d 2 

-r-i sin x — — sin x\ 
dx* 


d 3 y 

âx 3 


d 3 . 

d 4 y 

d 4 

—o sin x= — cos *; 
d* 3 

d* 4 

dje 4 


Dans tous ces exemples les fonctions sont infiniment différentiables (sauf pour x = 1 dans 
l’exemple 2). 

Exemple 4: A partir de la loi distance-temps s=(g/2)t 2 , où g est une constante, de la 
chute libre d’un corps pesant, on obtient par différentiations successives l’accélération due 
à la gravité, soit s'=gt , s”=g. Par conséquent la chute libre est un mouvement à accélération 
constante. 
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Physiquement s”= désigne la dérivée de la vitesse s'= c’est à dire l'accélération. 

Dans l’exemple du voyage d’un train d’une ville A à une ville B , décrit dans l’introduction, 
les intervalles de temps durant lesquels le train accélère peuvent être mis en évidence. Dans 
ces intervalles l’angle (p entre l’axe des * et la tangente est croissant (a"> 0); ce sont les inter¬ 
valles de t 0 à t 2 et de ^ à / 6 . Dans les intervalles t 2 à t x et t 7 à / 8 , par contre, l’angle cp décroît 
et la vitesse du train diminue Cs"<0). 



On a représenté sur la 
Fig. 19.1-6 les graphes d’une 
fonction et de ses dérivées 
dont voici les expressions 
et une table de valeur: 
y — f(x) = 0,1 a: 3 — 0,6* 2 
— 1,5* H-5,6; 

y =f(x) 

= 0,3* 2 — 1,2* — 1,5; 

/' = /"(*) = 0,6* - 1,2; 
/''=/”'(*) = 0,6. 


* 

y 

y 

-4 

-3 

-4,4 

2 

4,8 

-2 

5,4 

2,1 

-1 

6,4 

0 

0 

5,6 

-1,5 

1 

3,6 

-2,4 

2 

1 

-2,7 

3 

-1,6 

-2,4 

4 

-3,6 

-1,5 

5 

-4,4 

0 

6 

-3,4 

2,1 

7 

0 

4,8 

8 

6,4 



Différentiation graphique. La dérivée en un point P du 
graphe d’une fonction y — /(*) est égale à la tangente de l’an¬ 
gle (p> que la droite tangente t au point P fait avec l’axe 
des * positifs. Si la droite qui est parallèle à cette tan¬ 
gente et qui passe par le point A (—1, 0), coupe l’axe des 
y au point B y alors tg (p -\OB\t\AO\-ÿ (Fig.). La di¬ 
rection de la tangente au point P peut être déterminée avec 
une règle-miroir (Fig.). Le plan du miroir de la règle est 
à angle droit avec le plan du graphe. La partie visible 
de la courbe ne se raccorde, sans discontinuité angulaire, 
avec son image dans le miroir, que si la règle coupe la 
courbe à angle droit au point P. La perpendiculaire issue 
de P à cette normale à la courbe est la tangente /. 


19.1-7 Différentiation graphique 



19.1-8 Règle-miroir 
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Dans un instrument plus compliqué on fixe une échelle angulaire (rapporteur) à la règle 
miroir et on peut lire directement l'angle que fait la droite tangente au graphe avec la 
direction de Taxe des abscisses. Un autre instrument, encore plus perfectionné, le différentiographe 
possède une plume enregistreuse qui trace le graphe de la dérivée d’une fonction dont le graphe 
est donné. 


Le théorème des accroissements finis du calcul différentiel 

Le théorème des accroissements finis. Le quotient différentiel [f(b)—f(a)\l(b—à) donne la pente 
de la sécante au graphe passant par les points d’abscisses x=a et x=b. Supposons que la 
fonction y=f(x) soit différentiable dans l’intervalle de a à b; alors il existe au moins un point £ 
dans l’intervalle pour lequel la tangente à la courbe d’équation y=f(x ) est parallèle à la sé¬ 
cante. La tangente et la sécante ont toutes deux la même pente, c’est à dire /'(£) = [/(&)— f(a)]/ 
(b —a). Si nous notons les valeurs a et b par a—x et b—x-\-h, alors £ peut être écrit sous la 
forme £=x + 0/ï, 0 est un nombre positif plus petit que 1, O<0<1 (Fig.). Le théorème des 
accroissements finis prend alors la forme suivante: 

f(x \ h)—f(x) = y. (jc+Wl) avec o<0< 1. 

Théorème des accroissements finis : Si une fonction y~f(x) est continue dans l’intervalle fermé 
a<x<b et différentiable dans l’intervalle ouvert a<x<b , alors il existe dans l’intérieur 
de cet intervalle au moins une valeur intermédiaire £ (valeur moyenne) pour laquelle on a 
lf(b)-f(a)]/(h-a)=f'(Ç ), avec a<Ç<b. 


Pour faire des calculs numériques, on peut utiliser le théorème des accroissements finis; par exem¬ 
ple pour estimer la valeur d’une fonction en un point connaissant la valeur en un point voisin. 

Exemple: A partir de /(*) = Log 690=6,53669, on peut déterminer /(*+/f)=Log 691 jusqu’à 
la cinquième décimale. Puisque f(x-\-h)=f(x)+hf'(x+Oh) y hf'(x+0h) est l’accroissement à ajouter 

à /(jc) = Log 690. D’après jc= 690 et jc-j-/r = 691, on a h— 1, et puisque f\x) = ~~ Log jc= 

l’accroissement est 1 •/'(*+0)= 1/(690+0), ce qui est situé entre 1/690 = 0,0014492... et 1/691 = 
= 0,0014471 ... Représentés avec cinq décimales ces deux nombres ont pour valeur 0,00145. 
Nous obtenons donc Log 691=6,53669+0,00145 = 6,53814. 

19.1-9 Le théorème 
de la moyenne du 
calcul différentiel 


19.1-10 Illustration 0 
géométrique du 
théorème de Rollc 

Théorème de Rolle. Si dans le théorème des accroiscmcnts finis les valeurs f{a) et f(b) de la 
fonction sont égales, alors il existe une valeur £ avec a<Ç<b telle que /'(£) = 0, à laquelle il 
correspond une tangente parallèle à l’axe des x. Dans le théorème qui porte le nom de Michel 
Rolle (1652-1719) (Fig.) on impose la condition supplémentaire f(a)=f(b). 

Théorème de Rolle: Si une fonction y=f(x ) est continue dans l’intervalle fermé a<x<b et 
différentiable dans l’intervalle ouvert a<x< b et si /(<*)=/(£), alors il existe au moins une valeur £ 
telle que a<Ç<b et /'(£)=0. 




Théorème des accroissements finis généralisé. Pour compléter les résultats ci-dessus nous énonçons 
ici une généralisation du théorème des accroissements finis qui possède de nombreuses applications: 

Si deux fonctions /(x)etg(jc) sont continues dans l’intervalle fermé a<x<b , différentiables dans 
l’intervalle ouvert a<x<b , et si j?'(jt)^ 0 dans cet intervalle, alors il existe au moins une valeur £ 
telle que a<Ç<h et [f(b)-f(a)]/lg(b)-g(a)] =/'(£)/tf'(£). 
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Conséquences du théorème des accroissements finis. Si la dérivée d’une fonction est nulle en tous 
les points d’un intervalle et si x x <x 2 sont deux de ces points, alors f'(Ç) = [Rx 2 ) — /(*i)]/(* 2 ~*i) 
= 0, c’est à dire Rx 2 ) = RxJ. La fonction est constante. 

Une fonction qui est différentiable sur un intervalle , et dont la dérivée f'(x) est partout nulle 
dans cet intervalle , est constante dans cet intervalle. 

Si les dérivées des fonctions <p(jc) et y>(x) prennent les mêmes valeurs dans un intervalle, alors 
la dérivée de f(x)=<p(x)—y)(x) est constamment nulle, de telle sorte que f(x) est constante. 

Deux fonctions qui sont différentiables et dont les dérivées sont égales sur un intervalle , ne 
diffèrent dans cet intervalle que d'une constante additive. 

On peut prouver rigoureusement en utilisant le théorème des accroissements finis le résultat, 
selon lequel une fonction Rx) est croissante dans l’intervalle a<x<b si sa dérivée y est posi¬ 
tive, et est décroissante si sa dérivée est négative, résultat déjà obtenu intuitivement. 


Différentielle 


Différentielle d’une fonction. Pour une fonction Rx), différentiable dans un intervalle, la diffé¬ 
rence entre le quotient différentiel et la dérivée au point x 0 est une fonction (p(Ax) de Ax. 
D’après l’égalité [Rx 0 +Ax)—f(x 0 )\l Ax—f'(x 0 )=(p(Ax) t l’accroissement de la fonction est donné 
par Ay=Rx 0 -\- Ax)-Rx 0 )=f'(x 0 ) • Ax \ y(Ax) • Ax. 

La première partie /'(.*o)‘ Ax est linéaire en Ax et tend vers 0 proportionnellement à Ax 
quand la seconde partie <p(/ljc) • Ax est un infiniment petit d’ordre supérieur, c’est à 

dire qu’elle tend vers 0 plus vite que Ax quand z1jc->0. La partie linéaire de l’accroissement 
Ay est appelée la différentielle de la fonction au point x {) et elle est notée dy= df(x l] ) = f'(x 0 )• dx. 
La quantité dx=Ax est appelée la différentielle de la variable indépendante x. 


Différentielle de la fonction 
y—Rx) au point .* 0 


dy=f\x 0 ) • d* 


Exemple: La différentielle de la fonction y=Rx)=x 2 
au point x 0 est d.y=2.x: 0 - dx. 


Après l’introduction de la notion de différentielle, 
la dérivée “dy sur dje” peut être représentée comme le 
quotient “d.y divisé par d;c” de deux quantités finies. 

Dans une illustration géométrique (Fig.) les points 
/y*„, Rx 0 )] et l\[x 0 \- Ax, f(x 0 -\- Ax)] sont sur la courbe 
d’équation y—Rx). Si l’accroissement Ay—RP x cor¬ 
respondant à l’accroissement Ax est coupé en T par 
la tangente à la courbe au point P 0i alors RT—dy est 
la différentielle. De manière évidente, plus l’accroissc- 
ment en abscisse Ax—dx est petit, meilleure est l’ap¬ 
proximation de Ay par d^. Par conséquent la tangente 
peut être considérée comme caractéristique du compor¬ 
tement local de la courbe. 



19.1-11 La différentielle d’une fonction 



19.1-12 Tangentes à la 
courbe d’équation ^=jc 2 /10 


Le graphe de la fonction y=x 2 /\0 est tracé comme étant l’enveloppe des tangentes au graphe 
(Fig.). 
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L’approximation Ayctdy. Dans le calcul des approximations on utilise le fait que pour 
|/br| = |djc| petit l'accroissement Ay de la fonction au voisinage du point x 0 peut être rem¬ 
placé par la différentielle dy de la fonction en ce point avec une bonne précision: l’approxi¬ 
mation Ay~dy est valable. Pour la fonction j>=sin x au voisinage de jc 0 = 0, 4y=sin Ax — sin 0 
= sin /ljt=sin dx, dy=cos 0* djc=d;c, par conséquent, nous avons la formule d’approximation 
sin dx:~dx:, ou sin h~h pour h petit en remplaçant dx par h. 

Il est dit quelquefois que les différentielles sont des infiniments petits. Une telle expression est 
imprécise et risque d’induire en erreur, puisque l’on veut signifier par là que l’on considère 
des quantités finies non nulles, suffisamment petites pour le problème considéré, c’est à dire assez 
petites pour atteindre le degré de précision désiré. 

Différentielles d’ordre supérieur. Supposons que la fonction y=f(x) soit n fois différentiable 
(/z> 1 ). Alors sa différentielle du premier ordre dy—f'(x)dx est une fonction différentiable de x 
ayant pour différentielle {dy)' =f\x) (d*) 2 , puisque, dans la différentiation, d* est indépendant 
de x et doit être traité comme un facteur constant. La différentielle de d y est la différentielle 
du second ordre de / et elle est notée d 2 ^ (lire d deux y). De la même manière il est possible 
de former une différentielle du troisième ordre, <Py=f'"(x) (d*) 3 , et ainsi de suite. 


Différentielle du second, ..., du zz-ième ordre 


d 2 y=d{dy)=f"{x) (dx) 2 
d "y = d (d n ~ 1 y) = / ( n \x) (d*)" 


A partir de cette définition, la dérivée /z-ième f (n \x) de la fonction y=f(x) peut aussi s’écrire 
comme le quotient de deux différentielles: f (n) {x) = d n y/dx n (lire d n y sur dx n). 


19.2. La technique de différentiation 

La technique de différentiation est guidée par la définition de la dérivée. Pour différencier 
une fonction, on doit suivre les étapes suivantes: former le quotient différentiel, le réarranger 
convenablement et enfin trouver sa limite. Mais on obtient souvent le résultat plus rapidement 
en utilisant des formules générales de dérivation de fonctions composées classiques et de fonc¬ 
tions spéciales. Toutefois, pour démontrer ces formules on suit, en général, les étapes énumé¬ 
rées plus haut. 

Règles de dérivation 

Dérivée d’un produit ayant un facteur constant. Si y—cf{x) où c est une constante, alors le 
facteur c peut être sorti du quotient différentiel; 

Ayl Ax=c(Af(x)l Ax). Mais si une 
quantité a tend vers une limite a Qy 
alors ca 0 est la limite de ca y on 
a donc la règle suivante: 

Exemples: y— 6x 2 , ÿ — 6* 2x= I2x; y—n sin x , y —n cos x\ 

y=(2l3)x\ /=(2/3)- 3jc 2 =2jc 2 ; y=ly/x, y =2- -i—=—. 

2yx yx 

Dérivée d’une somme. Le quotient différentiel d’une somme /(x) = w(x)+v(x) peut être réar¬ 
rangé comme suit 

Ay _ [u(x + Ax) -j-u(xT Ax)] — [//(*) T v(x)] 

Ax Ax 

Puisque la limite d’une somme est égale à 

Ü2Ï.27 = 

Dans cette dérivation chaque terme de la somme peut être lui-même une somme; par consé¬ 
quent le théorème est encore vrai pour la somme d’un nombre fini de termes. 

La dérivée d’une somme d’un nombre fini de fonctions est égale à la somme des dérivées de ces 
fonctions. 


u(x T Ax) — z/(jc) v(x -1- A x) — dÇx) 

Ax Ax 


la somme des limites, on a 



4 , 

du 

du 

Dérivée d’une somme 

^ («+«)= 

d^ 1 

d* 


Dérivée d’un produit ayant d f v»_ f d rt \ 
un facteur constant -j^ U/WJ — c [ dx ^ 















19.2. La technique de différentiation 449 


Cette règle est aussi vraie pour des différences, puisque la soustraction d’une fonction peut 
être considérée comme l’addition du produit de cette fonction par le facteur constant (— 1 ). 

Dérivée d’un produit. Le quotient différentiel d’un produit y=f(x) = u(x )• v{x) peut être réar¬ 
rangé comme suit 

A y u(x+Ax)- v(x-\-Ax) — u(x) v(x-\-Ax) -h u(x)v(x+Ax) —u(x)v(x) 

Ax Ax 


u(x 4- Ax) — u(x) 


v(x -J- Ax) -|- u(x) ’ 


v(x-j- Ax) — v(x) 
Âx 


On peut commuter le passage à la limite avec les opérations d’addition et de multiplication: 
par conséquent la dérivée est donnée par f\x) = n'(x)- v(jc)4w(jc)* v'(x). 

Pour trois facteurs, on a = (i>ii» 2 )'u 3 4 v i v 2 v z = v i v 2 v 3 ~\' l, i v 2 v :i\ 


Par récurrence on peut généraliser cette règle à n facteurs. Dans le cas particulier où chaque 

facteur est égal à x on en déduit (*")'= 1 • JC ,,_1 41 • a:" -1 -! - =nx n ~ 1 . En utilisant les règles de la 

somme, du produit et de la puissance, on peut dériver une fonction polynomiale quelconque. 


Dérivée d’une puissance 


—— =nx t1 ~ 1 : n entier positif 
dje 


Dérivée d’un produit 

d , . d// , d« 

(uv)= j- • t)4 r ‘ w 
dje dje dje 

(uv)' = uv+vu 


La dérivée d’un polynôme de degré n est un polynôme de degré n —1. 

Exemple 1: y = (3jc 2 — 5jc46) (4jc 2 43jc— 7) = w* v, 

j>' = (6jc— 5) (4jc 2 -|-3jc — 7)4(8jc|-3) (3jc 2 — 5jcH-6) = • v + v ’- w, 
y = 48a: 3 — 33jc 2 — 24a: 4 53. 

On parvient au même résultat en effectuant d’abord la multiplication, qui donne y=\2x /l — 

— 11 jc 3 — 12* 2 | 53jc— 42, et ensuite en dérivant en utilisant la règle sur la somme. 

Si des fonctions non rationnelles, par exemple transcendantes, interviennent en tant que terme 
d’une somme ou bien facteur d’un produit, on doit utiliser les formules de dérivation que 
nous établirons plus loin. 


Exemple 2: y -x 2 - sin x , y=2x sin x-\-x 2 cos x. 

Exemple 3: y — x 2 - Log x; y' = 2x Log jc4jc 2, ( 1/*) = .*(Log jc4 1); 

/' = 1- (2 Log jc +1)4 jc* (2/x) = 2 Log jc43. 

Exemple 4: y = je si n jc cos x—uvw; 

y =u vw-\-uv'w \-tww'=\ • sin jc cos jc4jc cos jc cos jc4jc sin jc(— sin jc); 
y =sin jc cos x-\-x cos 2jc. 


Dérivée d’un quotient. Sous l’hypothèse que le quotient y = f(x) = u(x)/v(x) y .u(jc)#0, est diffé¬ 
rentiable, sa dérivée se déduit de la règle du produit. De l’égalité y—u\v nous déduisons yv = u, 
d’où par dérivation u =ÿv+yv'. Soit 

/ = (l/u)‘ {u — yu) = (\/v) [u— (w/u)* v'] = [u'v — uv']lV 2 . 



Ay 

11 n’est pas difficile de prouver, en partant de comme dans le cas du 


produit, que le 


quotient de deux fonctions différentiables est différentiable. 

A partir de la règle du quotient on peut établir la validité de la formule de la dérivée y = x n 
pour des exposants entiers négatifs n— —m avec m positif. Puisque ;;=jc -m = 1 /jc" 1 , on pose 
«= 1, v = x m et on obtient: 


y = 


0 — wjc m 1 


29 Mathématiques 


- 7 — =/ijc" _1 , n entier négatif 

dje 























450 19. Calcul différentiel 


3jc 2 —5 

Exemple 1: Dans la fonction y= - . posons u = 3a: 2 —5, t> = * 4 -f2. Puisque u —6x et 

X T" 


î/ = 4jc 3 on obtient 


6a:(jc 4 H- 2) — 4jc 3 (3jc 2 — 5) _ 2jc(6+ IOjc 2 — 3jc 4 ) 


(jc 4 +2) 2 


(jc 4 +2) 2 


Exemple 2: Dans la fonction y= 


x 2 — 1 


-, posons « = jc 3 et v = x 2 —\. Puisque w' = 3jc 2 


et v' — 2x on obtient 

3jc 2 (jc 2 — 1) — 2x- jc 3 _ x 2 (x 2 — 3) 


y = 


(jc 2 — l) 2 (jc 2 -l) 2 * 

Pour calculer la dérivée seconde nous devons poser u=x i — 3x 2 et u = (* 2 -l) 2 . Puisque 
u — 4.x 3 — 6 jc et v—Ax{x 2 — 1) on obtient 

„ (4x*-6x)(x 2 -l) 2 -4x(x 2 -\)(x*-3x 2 ) _ 2jc(jc 2 +3) 

y ~ (jc a — l ) 4 (JC 2 -!)» • 

J _J~ tg JC u 

Exemple 3: La dérivée de la fonction y= — — - = — , avec u — 1 /cos 2 x, v— — 1/cos 2 x est: 

y 1 - tg JC v 


y = 


(1 - tg jc)/cos 2 jc+(1 +tg x)/cos 2 X 
(1 — tg x) 2 


cos 2 jc(1 — tg x) 2 1 — sin 2jc * 


Fonctions composées. Comme nous l’avons déjà expliqué (voir Chapitre 5), y=f[(p(x)\ est une 
fonction composée si son domaine de définition consiste en les valeurs de jc pour lesquelles 
les valeurs t de la fonction t=q>(x) appartiennent au domaine de définition de la fonction 

y— f(t). Le quotient différentiel peut être remplacé par = ^7 ‘ • Si la fonction 


t=tp(x) est différentiable au point £ de telle sorte que — = ç>'(£) existe, et si de plus la fonc¬ 
tion y=f(t) a une dérivée^- =/'(*) au point T = gp(£), alors la fonction composée y=f[<p(x)\ 


est aussi différentiable au point 


f. On obtient-^ = 

dje d/ 


c U dj/ 
dje’ dje 


d/ 

dip 


d (p 
dje 


OU f[(p(x)] = 


f'(t)(p'(x), avec t=(p{x). 


Ce raisonnement n’est valable que 
lorsque At^ 0 , cependant le résul¬ 
tat est toujours vrai. 


Dérivée d’une 
fonction com¬ 
posée 


d y _ dy dt 
dje d t dx 


ou f'(x)=f\t)(p\x) 


Exemple 1 : La fonction y — (3 * 2 -f 5 ) 4 est de la forme .y=/(j) = / 4 , avec t = ( p(j c) = 3jc 2 + 5. 
Nous déduisons de la règle précédente que 

y'= -^r- = ~ =4f 3 - 6*=4(3* 2 +5y- 6x=24x(ix 2 +5f. 

d t d 1 dx 

Exemple 2: Dans la fonction y-y/ (5a: 3 — 7jc+8), y—f(t) — t 112 et / = <p(jc) = 5.x 3 — 7a: -}- 8 . La 
dérivation des fonctions composées donne 


4^- • 4^ = i- r l/2(15 x 2_7) 

At dx 2 


15 jc 2 — 7 


2-v/ (5 jc 3 -7.x.+8) ' 

Exemple 3: Dans la fonction y —sin 2.x, y =f(t )=sin / et t~cp(x)—2x. Nous trouvons que 



-j- =cos 2 jc- 2=2 cos 2 jc. 
dje 
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Exemple 4: Pour dériver la fonction y=Log sin\/ (fl+for),la règle doit être utilisée plusieurs 
fois. En posant y—f(t) = Log /, t = (p(u) = sin //, i/=y(v)=yv et v — a-[-bx , on obtient successive¬ 
ment 


v = 


d 1 


d (p 
d u 


dy) 

dr 


du 

d* 


= — • cos ir 


1 


sin y" (a \ bx) 


cos yj ( a+bx)‘ 


2y/v 

b 


• b 


_ ^ cotg \/ (a+foc) 
2\/ (o -f- 6 jc) 2y/ (a+bx) 


Dérivation logarithmique. Dans certain cas il est plus avantageux de dériver non pas la 
fonction donnée y—f{x), mais son logarithme naturel Log/(*). La règle de dérivation des fonc¬ 
tions composées donne 


dx L ° 8/W f(x) 


d* 


f(x) ou /'(*) =/(*)• ^ Log f(x) 


dx 


/(*)=/(*)• Log f(x) 


Exemple 1: Le logarithme naturel de la fonction y—x x pour les valeurs positives de x est 

d x 

Log x x —x Log x. La règle du produit donne Log x x — 1 • Log jc-b — . Alors la dérivée de la 
fonction est y =x v (Log JC-bl). 

Exemple 2: Pour les valeurs positives de x> la fonction y—x l,x a pour dérivée 

ÿ — x llx • — (Log x 1,x )=x llx AL Log x^ =x 1,x • — * * =jc a ~ 2x)/jc (l - Log *). 

Exemple 3: La fonction y~x n [q)(x) llm ] sin 2 x est formée de trois facteurs. Son logarithme 


d n 

naturel est Log y=rt Log x+\/nr Log w{x)-\-2 In sin x , dont la dérivée est -7— Log y =- |- 

d* x 


(p\x) | 2 cos x 
mtp(x) sin x 


A partir de celle-ci nous déduisons la dérivée de la fonction initiale 


/= x n [(p(x)] llm sin 2 x -b 2cotg ;cj. 

Exemple 4: Pour ,y=(sin ;c) x nous obtenons 

/ = (sin jc) x (Log sin x+x cos x/sin x) = (sin x) x (Log sin x+x cogt x). 


Dérivées de fonctions mutuellement réciproques. Si une fonction y=f(x) est monotone et 
continue dans un intervalle a<x<b et a une dérivée finie non nulle f'(x) pour tout x dans cet 
intervalle, alors la fonction x = <p(y) réciproque de y=f(x ) est aussi dérivable dans l’intervalle 
en y correspondant et /'(*)* <p'(y)= 1. 


Dérivée d’une fonction réciproque 


<p'(y)= 


1 

f'(x) ’ 


— = 1 lAz 

d y I dx 


D’après les hypothèses faites, Ax et Ay, dans chacun des deux quotients différentiels Ax/Ay et 


Ay/Ax, ont les mêmes valeurs, de telle sorte Q ue "2~ * 


1. Par hypothèse la limite 


lim Al =/'(*) existe et est différente de zéro, donc la limite lim AZ existe aussi et a 
Ax—>0 Ax Ay—>0 Ay 


pour valeur . Pour l’interprétation géométrique on échange les variables dans x=(p(y). 
J \X) 

La courbe y=<p(x) est obtenue en prenant la symétrique de la courbe y=f(x) par rapport à 
la droite y=x , première bissectrice du système de coordonnées. Si une tangente à la courbe 
y=f(x) fait un angle a avec l’axe des x positifs alors la tangente correspondante à la courbe 
y=(p(x) fait le même angle a avec l’axe des y positifs c’est à dire l’angle /?= n\2—a avec l’axe 

29* 
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des x positifs. Mais pour ces angles complémentaires on a tga-tg/?=l, ou encore f'(x)-<p'(x)=\ 
(Fig.). 


19.2-1 Pentes des graphes de fonctions mutuellement réciproques 




19.2-2 Graphes des fonctions y=x 2 et y—x 3 , 
dont les fonctions réciproques ne sont pas diffé¬ 
rentiables pour *=0 


Si f'{x) = 0 dans un intervalle, alors la fonction J\x) ne possède pas d’inverse unique sur cet 
intervalle puisqu’une seule valeur de y correspond à toutes les valeurs prises par x dans l’in¬ 
tervalle. Mais si f'(x t ) = 0 en des points isolés Xi d’un intervalle dans lequel la fonction x=(p(y ), 
réciproque de /(*), est déterminée, alors, puisque f(x) est monotone, f\x ) ne peut pas changer 
de signe aux passages des points x { . Si, par contre, /'(*/) = 0 et f'{x) a toujours le même signe 
dans un voisinage du point x l alors j\x) a peut être une fonction réciproque dans ce voisinage, 
mais cet inverse n’est pas différentiable au point x,: par exemple la fonction y = jr l au point 
x { = 0 (Fig.). 

La dérivation des fonctions réciproques permet de trouver la dérivée d’une fonction quand 
la dérivée de sa réciproque est connue; par exemple pour la fonction logarithme, les fonctions 
trigonométriques et hyperboliques inverses. 


Dérivation de fonctions mises sous forme paramétrique. Une représentation paramétrique d’une 
fonction y=f(x) est donnée par x=(p(t) et y = tp(t). On peut alors aussi exprimera comme une 

d y dy dje 

fonction composée y =f[(pO)\ du paramètre /, et la règle de dérivation donne -r— = -r— * -r—• 


Dans ce calcul on suppose que les fonctions cp(t) et y >(t) sont différentiables par rapport 
au paramètre t et que <//(/)^0. 


Dérivée d’une fonction donnée 
sous forme paramétrique. 


dy 

d* 


dy 

dt 


/ 


37 ou ^7*)=<p'(0/<p'(0 


Exemple 1: L’ellipse d’équation x 2 ja 2 \-y 2 jb 2 =\ admet la représentation paramétrique x = 

d* dy 

a cos t et y=b sin t. A partir des dérivées par rapport au paramètre —- /= —a sin t et — = 

b cos /, on déduit la dérivée ~ = (-b/a) cotg /. Puisque cos t = x/a et 

djr a sin t 

dy 

sin t=y/b y on obtient — = — b 2 x/(a 2 y) comme pente de la tangente au point P(x y y) de 
dA: 

l’ellipse. 

Exemple 2: La cycloïde commune admet la représentation paramétrique x = a(t — sin t) et 
d* d y 

y=a (t — cos /). Puisque —a( 1 — cos f) = 2a sin’ 2 (t/ 2) et — —a sin t — 2a sin (//2) cos (t/ 2), 
dy dy 

la dérivée — est donnée par — =cotg (//2). Il suit de ce résultat que tous les points 
dje d^ 

correspondant à t = 2kn y (k = 0 y ±l,±2, ...) auxquels la courbe rencontre l’axe des jc, sont 
des points de rebroussement pour la cycloïde, avec tangentes perpendiculaires à l’axe des x. 
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Dérivation de fonctions en coordonnées polaires. Si r=r(G) est la représentation d’une fonc¬ 
tion en coordonnées polaires, alors à l’aide des relations jc=r cos 0 et y—r sin 0 entre les coor¬ 
données polaires et les coordonnées cartésiennes on aboutit à une représentation paramétrique 
de la fonction avec le paramètre 0: x=r(0) cos 0 ci y=r(0) sin 0. Alors la dérivée est donnée 

dy dy d* 

par — = -jg —En notant par un point la différentiation par rapport au paramètre 0 , 


dr 

60 


alors 


et 


=)■ sin 0 fr cos 0 
d 0 

d* 

— = r cos 0 — r sin U. 
QÜ 


Dérivée d’une fonction r—r{0) en 


r sin 0 + r cos 0 

coordonnées polaires 

= 

dx 

r cos 0—r sin 0 


Exemple: La spirale logarithmique a pour équation r—ae k0 . D’après la règle précédente 
sa dérivée est: 

d y _ ak c k0 sin 0 I a c k0 cos 0 _ k sin 0 I cos 6 
d* ak c k0 cos 0-a c k0 sin 0 kcosO-s'mO' 


Ce résultat montre que la direction de la tangente dépend 
qu’un rayon vecteur quelconque faisant un angle 0 O 
avec l’axe des x positifs coupe la spirale avec un angle 
constant (p 0 . 

Dans le cas général, pour calculer l’angle (p entre la 


tangente et le rayon vecteur OP , on 
(Fig.) et on en déduit que 

ày_ 

tg a-tg 0 d* 


part de (p—a — 0 


-tg 0 


tg (p = tg (a -0) = 


1 -|-tg a tg 0 




uniquement de 0, de telle sorte 



y cos 0 — sin 0 _ . 

y sin 0-bcos 0 5 


19.2-3 Angle (p entr-e la tangente à une 
courbe et le vecteur position OP 


où la dernière expression est obtenue en appliquant la 
règle de la dérivée d’une fonction en coordonnées po¬ 
laires, d’où l’on tire r/r. 


Si on applique ce résultat à la spirale logarithmique (voir 19.5. - Courbes spéciales), on obtient 
ig(p = (a e k0 )l(ak c k0 )= \/k. 

Cela signifie que la spirale logarithmique coupe les rayons vecteurs avec le même angle <p= 
arctg (1 /k). Pour cette raison les fils des couteaux tournants de certaines machines coupantes ont 
la forme d’une spirale logarithmique (ou équi-angulairc), pour conserver un angle de coupe 
constant. 


Dérivation des fonction implicites. Il est souvent nécessaire de dériver une fonction définie 
implicitement par F(x, y) = 0. Pour cela, l’expression F(x> y), considérée comme fonction de deux 
variables, doit être différentiable par rapport à y pour x fixé et par rapport à x pour y fixé. 
Si de plus il existe une forme explicite y=f(x) continue de la fonction considérée, alors pour 
dF(x y) 

—- ÿy - ■■ 0, y—f(x) est aussi différentiable et sa dérivée y —f\x) peut être obtenue à l’aide 

de la formule suivante (voir dérivées de fonctions de plusieurs variables) sans avoir à trouver 
d’abord la forme explicite y—f{x). Les lettres rondes d sont utilisées pour indiquer que l’on 
considère les dérivées partielles de la fonction F(x , y). 


Dérivation d’une fonction implicite 

dy 

8F(x, y) 

/8F(x,y) _ , 

(voir p. 459) 

d* 

dx 1 

dy ou y = F *' F v 
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Exemple: La pente de l’hyperbole d’équation F(x> y)=2x*-y 2 -{-\2x-2y+'$=0 au point 

dF 

P 0 (2, 5) est donnée par la dérivée de la fonction y=f(x ) au point x 0 =2. De =4jc-f- 12, 
dF 

= -2y-2, il résulte que /'(*)= — (4 at-1- \2)l(-2y-2) = (2x+6)l(y+ 1) et /'(2)=5/3. 


Dérivées de fonctions classiques 

Dérivées des fonctions constantes et puissances. Puisque tous les quotients différentiels d’une 
fonction constante sont nuis, sa dérivée est aussi égale à zéro. Pour la dérivée de la fonction 
puissance y= jc", la règle de dérivation d’un produit donne ÿ = nx n ~ ï si n est un entier positif. 
En combinant ceci avec la règle de dérivation du quotient, ce résultat peut être étendu aux 
exposants entiers négatifs. L’exposant n de la fonction puissance peut aussi être un nombre 
rationnel p\q , ou en général un nombre réel (voir Chapitre 2). On peut alors définir y=x plq = 
=(x p ) l,p ou y=x*=e* L og*, où la variable x est restreinte aux valeurs positives. En utilisant 
la règle de dérivation des fonctions composées et la dérivée d’une fonction exponentielle on 
trouve 


dy 

ôx 


= e“ Log*. a . (i/*)=a . ( x a /x)=ax ct ~i 


Par ailleurs on obtient la dérivée d’une puissance ayant un exposant rationnel p/q y avec p et 
q entiers, sans facteurs communs, en utilisant la dérivation des fonctions composées comme 
suit: 


yi =x llq -^y\=x 



1 dx 

dje" 


-r- = nx n l , n réel 
dx 


y = x p!q = yP 


d y 

Tx =pyî ~ 


dvi 

6x 


=(pIq) * 


Exemples: 


fonction 

dérivée 

fonction 

dérivée 

y=x 

/=i 

y=x~* 

ÿ — — Ax 5 

y—2x— 1 

y =2 

y=x'l* 

/ = Wx*») 

y— — jc/2+2 

y=-1/2 

y = X 2 ^ 2 

y'=2y/2x*' /î - 1 

y=x 15 

/=15jc 14 

y—x n 

ÿ = 7tX”~ l 


Dérivées de la fonction exponentielle. La limite, quand x tend vers zéro, de (e^— l)/^c est 
égale à un (voir Chapitre 18). 

Cette expression intervient dans le quotient différentiel de la fonction exponentielle y=Q x : 


Ay c* +A * — e* 

Ax Ax 


qX q Ax _ Q x 

Ax 



Ici Ax tend vers 0, mais e* est une constante pour tout x fixé, le quotient différentiel tend donc 
vers la limite e*; e* est la seule fonction qui soit identique à sa dérivée. Pour cette raison la 
fonction exponentielle est adaptée à la description d’événements naturels pour lesquels la va¬ 
riation y de la variable y est égale ou proportionnelle à y , par exemple la décroissance de la 
radio-activité d’un matériau. En utilisant la dérivation des fonctions composées on trouve que 

Q kx = k Q kx (le est le facteur de proportionnalité). La dérivée de la fonction exponentielle 


générale y=a x =c xLo & a est: 


-T- =Log a • e*Log fl . 
ax 


^-a x =a x Log a 
dje 


Dérivée de la fonction logarithme. La fonction réciproque de la fonction logarithme y— log a * 

dje 

est la fonction x=a y dont la dérivée est - — =a y Log a. La fonction x=a y est monotone et 

d>- 
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sa dérivée n’est jamais nulle pour des valeurs finies de la variable. Il en résulte que la dérivée 
de sa réciproque est la dérivée du logarithme (voir Chapitre 2): 

~ = 1 / T" = l/(« y L °g «)- !/(* L °B a) = (\lx) log a e. ~ log a x= — —! — - = — • log„ e 

dje / d y dx x Log a x 

d i 1 

— Log x = - 
dx x 


Dérivées des fonctions trigonométriques. On forme et réarrange le quotient différentiel pour 
passer à la limite: 

/j v sin (jc-Mjc) — sin x 2 cos (x-\-Ax/2) sin (Ax/2) sinfJjr/2) 

-f = ^ —r— — = — - â -=COS (x+âx/2)' - 7 - ' . 

zljc zJjc Ax/2 

On a utilisé ici la formule de trigonométrie 

sin a—sin P = 2 cos [(a+/?)/2] sin [(a-0)/2] 

avec et x=fi. 

Quand zIa:—> 0, le quotient sin (Ax/2)/(Axl2) tend vers la limite I. Donc Ay/Ax tend vers la 
limite cos x quand jc-^0 puisque la fonction cosinus est continue. 


d sin jc 
dx 

d cos x 
d;c 


1 


d tg x 
dje cos 2 jc 
d cotg jc 1 


d* 


= 1 I tg 2 * 


= -(1 +cotg 2 x) 


La dérivée de la fonction ^=cos jc est obtenue par un réarrangement analogue. Puisque 
.y = tg jc = sin jc/cos x et ^=cotg jc = cos jc/sin jc, les dérivées de ces fonctions peuvent être calculées 
en utilisant la règle de dérivation d’un quotient. Les dérivations ne sont cependant justifiées que 
pour les valeurs de x pour lesquelles cos jc (resp. sin jc) est différent de zéro, c’est à dire 
jc = (2k -|-1 ) n/2 (resp. x—2k • nj2=kn) où k est un entier quelconque. 

Dérivées des fonctions circulaires. La fonction >>=Arcsin jc avec-1 =^jc^-|- 1 et -n/2^y^ + 
ni2 est la réciproque de la fonction jc = sin>>, qui est continue et monotone sur l’intervalle 

d y I dx 

considéré. Donc sa dérivée est donnée par — = 1 j ^ = 1/cos y— 1/ y/(\ — jc 2 ). D’après la 
dje 

condition — ^0, il est nécessaire de restreindre le résultat à l’intervalle ouvert — 1 <jc< -|-I. 
dy 

Si on considère la réciproque de la fonction jc = sin y dans un autre de ses intervalles de monotonie, 
par exemple dans —nl2-\-kn^y^-\-n/2+kn où k est un entier, alors .y = (-l)* Arcsin x-\-kn 


est sa fonction réciproque et sa dérivée est 


d y 


(- 0 * 


. De manière similaire la fonc- 


djr y/(\ - jc 2 ) 

tion >>=Arccos* avec —1^*^+1 et est la réciproque de la fonction jc = cos>', et 

sa dérivée dans l’intervalle — 1 < jc< +1 est ^ = —\ -=- rrr -— 

dx -sin.y y(l-jc 2 ) 


1 


d Arcsin jc _ 

dx ~ y/d-x 1 ) 

d Arccos jc 1 


dje 


Va-* 2 ) 


; Md 
; Md 


1 


d Arctg jc 

d* ï +jc 2 

d Arccotg jc 1 


dje 


1+JC 2 


La réciproque de la fonction jc= cos y dans l’intervalle kn^y^{k+ \)n y keZ dans lequel la fonc- 

dv (—l) k+1 

tion considérée est monotone est y= —(l) fc Arccos jc +kn. Elle a pour dérivée — = -. 

1 dx 
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De même, on peut obtenir les dérivées de y = Arctg x pour — n/2<y< + n\2 et de y= Arccotg x 
pour 0 <y<n, et la méthode s’applique également pour les intervalles - nj2-\-kn<y< + ?r/2+ kn y 
respectivement kn<y<{k J r\)n. 

Dérivées des fonctions hyperboliques. Ces fonctions sont définies comme des fractions ra¬ 
tionnelles de la fonction exponentielle et donc les dérivées peuvent être obtenues en utilisant les 
règles de dérivation d’une somme et d’un quotient; par exemple 

d Sh * = d - (e* - e -JC )/2=(e*+e-‘)/2 = ch x. 


De y=th x—sh jc/ch x, on déduit 


d shjc 
djc ch x 


ch 2 x—sh 2 x 
ch x 2 


—r- 5 — puisque ch 2 x— sh 2 x= 1. 
ch 2 x 


d s h * 
djc 


= ch x 


d ch jc 
djc 


= sh x 


d th x _ 1 

djc ch 2 x 


d coth x _ 1 

djc sh 2 x 


Dérivées des fonctions hyperboliques réciproques. En utilisant la règle de dérivation d’une 
fonction réciproque on peut calculer les dérivées des fonctions hyperboliques réciproques (ou 


inverses) à partir de la relation 


= 1 / ^; par exemple 
dx I d y 


d sh -1 * _ t / d sh y 
dx ~ / d y 


= 1/ch y= 


\!y/(\-\-x 2 ). Un procédé similaire est utilisé pour y- th l x dans le domaine de définition |*|<1, 
et pour y=coth -1 * dans |jc|> 1 . Ces quatre fonctions réciproques se notent respectivement 
Argsh jc, Argch jc, Argth jc, Argcoth jc. On obtient le tableau de dérivées ci-dessous dont les 
symboles, en dépit de leur égalité formelle peuvent représenter des fonctions relatives à des domai¬ 
nes de définition différents 


d sh -1 x 
d;c 

d ch -1 jc 
djc 


1 

VV + 1 ) 


1 

a/(* 2 -i) ; 


\x\<\ 


d th 1 jc 
d* 


1 

1 —jc 2 


M<1 


d coth 1 jc _ 1 

djc 1 - x 2 


W>1 


La fonction y=ch~ l x est la réciproque de la fonction * = ch y sur l’intervalle 0^y<+oo; donc 

d ch x _ ^ j d ch y _ ^^ 1 l\/(x 2 — 1). La fonction est difTérentiable pour * tout x dans 

dx 1 dy 

le domaine de définition jc^=l sauf en x=i. Dans l’intervalle — oo<y^0, x—ch y a pour ré¬ 


ciproque la fonction y=— ch 1 


dy 

x dont la dérivée est par conséquent ^ = 


1 

Vt* 2 - 1 ) ' 


Dérivée d’une intégrale par rapport à une borne d’intégration. Dans l’intégrale J/(£)d£, le 

a 

nombre a est fixé tandis que la borne supérieure jc est variable; par conséquent l’intégrale est 
une fonction d>(jc) de sa borne supérieure. La dérivée de l’intégrale par rapport à sa borne 
supérieure est égale à la valeur de la fonction intégrande f(x) en cette borne supérieure (voir 
Chapitre 20). 


19.3. Dérivées des fonctions de plusieurs variables 


Dérivées partielles d’une fonction 

Dans la fonction z—f{x ly jc 2 , ..., jc„), jc^ x 2 , ..., x„ sont des variables indépendantes; par 
exemple dans z=/(jc, y) les variables sont Xl =x et x 2 =y, et dans z=/(w, u, w), on a x x = u, * 2 = 
v y x 3 =w. Si nous supposons que toutes les variables sauf une, disons x ly sont des constantes 
jCj,o, jc 2 , 0 , . • • ,JCf-i, 0 , jc< + 1 ,o, Jc„, 0 , alors la fonction devient une fonction à une variable. Si 

cette nouvelle fonction est difTérentiable, nous pouvons former une dérivée partielle , notée 
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d 

— - = —/(*i>o> •••>*<> •••'» x„ t 0 )=f x .; La lettre ronde d indique la dérivation partielle. 
dxi cxi 

Pour z=f(x,ÿ), par exemple, y 0 )= Z^*>, | /(*„,,) = 

/(*o, >>-My)-/(-ro, y) 


i; m " v " u * ^ ~ ^ dès que ces deux limites existent. Les règles de dérivation d’une 
! n Ay 

Ay— > 0 . J 

fonction à une variable s’appliquent vis à vis de la variable non fixée x,. 


Exemple 1: z =f(x, _v)=x 3 +7x 2 .H- 3 - 5/ ; 

f- =f x (x, y) =3jc 2 +1 4xy + 3y 6 , =/,(x, >) = 7x 2 +l 5*/ - 30/\ 

dx dy 

11 y 

Exemple 2: z=f(x, y) = arctg (xjy)> ^ c ~ Zx ~~ l-|-(^/^) 2 *jT — * 2 _|_^ 2 » 

<9z 1 ( _ 2 ,_ 

dy~ Z), ' _ I +Wr) a ^ ' * 2 +y 2 ' 

Exemple 3 : w =/(*, y, z)= (x 2 H-v 2 +z 2 ) î 

<9w _ __ x _ 

dx ~ Wx ~ \/(x 2 H- y 2 -F z 2 ) ’ 

dw _ __y_ 

dy ~ Wy ~ y/ç x 2 ^2 _|_ z 2 ) » 

dw _ z 

&" “ ^ “ V(^+3' !! + ^)' 

Interprétation géométrique des dérivées 
partielles d’une fonction de deux variables. 

Une fonction z=f(x,y) de deux variables 
peut être représentée par une surface 
dans l’espace. L’hypothèse y = y 0 = con¬ 
stante sélectionne les points de cette 
surface qui sont aussi dans le plan y=y 0 
parallèle au plan en jc, z. Ces points 

d 

forment une courbe plane et~^ f(x, y 0 ) 

est la pente de la tangente /j de cette courbe au point ( x , .y 0 ) : z x = tg <p x yo où (p x yo est l’angle de 

d 

t 1 avec l’axe des x positifs (Fig.). De même z y = 0 , v) = tg Vxo^ où (p Xo , y est l’angle de l’axe 

des y positifs avec la tangente t 2 à la courbe intersection de la surface z=f(x, y) avec le plan 
x=x 0 parallèle au plan y , z. En tout point P de la surface on sait donc définir une tangente t 1 
à partir de z x et une tangente t 2 à partir de z y . Sous certaines hypothèses, souvent satisfaites 
dans la pratique, les deux tangentes engendrent un plan tangent à la surface au point P. 

Dérivées partielles du second ordre. Chaque dérivée partielle est fonction elle aussi des mêmes 
variables et peut elle même avoir des dérivées partielles si les limites des quotients différentiels 
correspondants existent. Celles-ci sont appelées dérivées partielles d'ordre supérieur , par exemple, 
du second, troisième, ... /Même ordre. Les dérivées partielles par rapport à des variables diffé¬ 
rentes sont appelées dérivées mixtes. A partir de z—f(x, y) par exemple, en dérivant 
dz dz 

-fe —Jx et = f y on obtient quatre dérivées du second ordre: 

/’ = d/x _ dj!_ r _ dfx _ d 2 z _ dfj_ _ d 2 z _ dfy_ _ d^z 

dx dx 2 ’ Ay dy dxdy ’ dx dydx e yy dy dy 2 

D’après la manière dont elles sont formées les fonctions f xy et f yx sont différentes l’une de 
l’autre. Cependant Euler (1707-1783) connaissait déjà des conditions sous lesquelles ces dérivées 
sont égales; Schwarz (1843-1821) démontra le théorème qui porte son nom: 
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Théorème de Schwartz: Si les dérivées partielles mixtes du second ordre f xy 
et f yx d’une fonction /(x, >0 sont des fonctions continues de x et y dans un domaine 
Dj alors elles sont égales à l’intérieur de ce domaine. 

La continuité d’une fonction u=f(x> y) au point (x 0 , y 0 ) signifie qu’à tout e>0 arbitrairement 
choisit on peut faire correspondre un nombre positif <5 = <5(e) tel que |/(x, y)— /(x 0 , y 0 )\ ^ e pour 
tout couple de nombres (x, y) satisfaisant (x-x 0 ) 2 +0'-.)' 0 ) 2 ^<5 2 . Du point de vue géométrique 
cela signifie que les valeurs de la fonction /(x, y) diffèrent d’une quantité arbitrairement petite 
de /(x 0 , j'o) dès que l’argument (x, y) est choisi dans un disque suffisamment petit de centre 
(x 0 , y 0 )- Si /(x, y) est continue en tout point d’un domaine D , on dit que la fonction est con¬ 
tinue dans D. Le théorème de Schwarz est encore vrai pour les dérivées partielles d’ordre supé¬ 
rieur à deux et aussi pour les fonctions de plus de deux variables; par exemple, pour z=f(x f y), 

fxxy~fxyx~fyxx Ct fxyy—fyxy—fyyx- 


fxy fyx 


Exemple 1: 

z =/(x, y) = x 3 + lx 2 y +3 xy 5 — 5^ 6 , f x =3x 2 +1 4xy -1- 3 y 5 ; 
f y = 7x 2 +15x/ - 30y 6 ; f xx = 6x+1 4y ; f xy =14x+15y 4 =f yx ; 
/ yy =60x/- \50y 4 ; f xxx =6; f xx y=fxyx=fyxx= 14; 

fxyy ~fyxy —fyyx ~ GOf* i fyyy — 180 Xy 2 600 y 3 . 


Exemple 2: 

z=f(x y >0=arctg x/y; 
2 xy 

fxx = “ (x 2 + y 2 ) 2 ; 


f = 7 • 

Jx x 2 -b y 2 9 

X% — y 2 

= (*2 + _ y 2)2 


/»= - 
= fyxt 


X 

X 2 + y 2 ; 

f = 2xy 
J yy (X 2 + y 2 ) 2 ' 


Différentielle totale 


Différentielle totale du premier ordre. Si z=/(x, y) est une fonction de deux variables x et y 
» et si ses dérivées partielles du premier ordre f x et f y existent, alors elles sont les limites des 

• , d x z A y z _ A x z dz , A y z dz , , . . 

quotients différentiels — et ^ -. Alors ~ -b (pi(Ax) et ^ - =» -f ç> 2 ( Ay ), 

où ^(zlx) et <Pï(Ay) sont les différences entre les quotients différentiels et les dérivées 
partielles, comme dans le cas de la différentielle totale d’une fonction à une variable. En isolant 
d’un même côté les accroissements de la fonction z=±/(x, y), on- obtient les équations 


A x z = • Ax+<Pi(Ax) • Ax et A y z= —■ • Ay+(p 2 (Ay) • Ay. Dans ces expressions, les termes 

(f x {Ax) • Ax et <p 2 (Ay) • Ay sont des infiniments petits d’ordre supérieur à celui des termes 

• Ax et -f— • Ay. Par conséquent, si -rr~ et sont continues, et si les termes infiniment 
dx dy dx dy 

petits d’ordre supérieur sont négligés, on obtient la différentielle totale du premier ordre à 
partir de l’accroissement Az. 


Az=f(x+Ax, y+Ay)—f(x, y+Ay) -\-f(x, y+Ay)-f(x, y), 


Az = 


f(x+Ax, y+Ay ) - f(x, y+Ay) 


Ax 


Ax + 


Ax, y + Ay) - Ax, y) 


Ay 


Ay 


f x Ax + ip,(Ax) ■ Ax + + Vt&Ay )• Ay 


et dz= i dx + dy - 


Différentielle totale 
du premier ordre 


dz dz 

dz= -t— dxj -b -— dx 2 
dx | dx 2 


Plus les valeurs de Ax et A y sont grandes, plus l’écart entre la différentielle totale dz et l’ac¬ 
croissement Az=f(x-{-Ax, y+Ay)— /(x, y) est grand. Pour la fonction z=x 2 — y 2 y on a dz= 
2(xdx— ydy). Le tableau suivant montre la différence Az —dz au voisinage du point x=2, y= 1 
pour (Ax; Ay)— ( 2 ; 1 ) et ( 0,2 ; 0,1 ) 





















19.3. Dérivées des fonctions de plusieurs variables 459 


* 

2 

2 

y 

1 

1 

(Az—dz)/Az 

33% 

5% 

d*, Ax 

2 

0,2 

dy, Ay 

1 

0,1 

Az — dz 


3 

0,03 


A 

0 4 

. 

\ 

0,1 

Arr 


f. 

n ao 




y Qy 



O 

u,ou 

*4 Ax 

4 

2,2 

y+Ay 

2 

u 

Az i 

1 

9 

0,63 

y.2 

A 

A 


1 

1 



'i 

'l 

X 


■ 

y 

j\Xy y) 


J 

j 

(x+Ax) 2 

16 

4,84 

(y+Ay) 2 

4 

1,21 

f(x, y)+A 

Z 

12 

3,63 


Interprétation géométrique de la différentielle d’une fonction de deux variables. La différen¬ 
tielle partielle d x z représente l’accroissement de z sur la tangente à la courbe z—f(x,y 0 ) et la 
différentielle partielle d y z l’accroissement de z sur la tangente à la courbe z=f(x 0y y). La diffé- 

rt*nnpiip mrsiip n7 — _ H v —1_ 

P(xo,yo+k) 



rentielle totale d z = 


d* -f d y est 
dx dy 


19.3-2 Signification géométrique de la différentielle d’une 
fonction de deux variables 


df . df . dy df 

par üF dJC + -^ d>,= 0 ’d^ = " âr 


!8f_ 
I dy 


une fonction de quatre variables (*, y, d*, 
d/ et représente la variation de z sur 
le plan tangent à la surface z=f(x y y) au 
point (x 0 , y 0 ,f(x 0 , y 0 )), si x est augmenté de 
Ax=h = dx et y de Ay—k=dy (Fig.). 

Exemple: Pour la fonction z—f{x, y)— 
x? + lx 2 y H 3xy & — 5/, z x — 3x 2 -1-14 xy f 3 y 6 
et z y —lx 2 +1 5xy* — 30/. Elle a pour dif¬ 
férentielle totale 
dz = (3x 2 -f 14*y -\- 3/)d* 

+ ( lx 2 + 15*/ - 30y 5 )dy. 

Si l’on pose z—f(x y y) — 0, alors cette 
fonction peut être considérée comme la 
forme implicite d’une fonction à une 

dy 

variable. Puisque dz=0, la dérivée ^ de 
la fonction implicite à une variable est don- 

(v. page 453). 


Différentielles d’ordre supérieur. Si les dérivées partielles d’une fonction sont elles-mêmes con¬ 
tinues et différentiables, alors on peut former une nouvelle différentielle totale d 2 z de la diffé¬ 
rentielle totale dz. On l’appelle différentielle totale du second ordre. Dans une telle différen¬ 
tiation les quantités arbitraires finies d* et dy sont traitées comme des constantes. On obtient: 


dx \ ox 


d 2 z 


dx 2 + 


+■ 

d 2 z 
dy dx 


% dy ) dx 


dx dy + 


d ( dz dz 

dy \ dx X dy 
d 2 z 


% dy ) dy 


d 2 z 


dx dy 


dx dy -f- 


dy 2 


dy 2 . 


Puisque z xy =z yx par le théorème de Schwarz, la différentielle peut se condenser. Les coefficients 
des produits de d* et dy sont donnés formellement par la formule du binôme. 


Différentielle totale 

d 2 z 

. „ d 2 z 

* t d 2 z , 0 

du second ordre 

dz= ax* 

■ dx 1 + 2 -j— t- 
dx dy 

■dxdy + dy2 • d y 2 


Pour la différentielle totale du second ordre, par exemple, on obtient d 2 z = 




L’expression entre parenthèses multiplie z au sens d’un opérateur. On peut montrer que les 
différentielles totales d’ordre supérieur, disons du «îème ordre, sont données par la relation for¬ 
melle ci-dessous: 
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Différentielle totale 
d’ordre n 
d’ordre 3. 




ex 


dy 


dyj 

d z z 


d: ‘ z= l ? d ^ + 3 i ^ djc2 ^+ 3 


—- dx dv 2 + ■■ dv 3 

a*3y 2 * ^ h < 9 / ° r 


Exemple: La fonction z=/(x, y) — x 3 +7x 2 y-\~3xy 5 — 5y* a pour dérivées partielles z x = 3x 2 + 
14xjH-3.y 5 ; Zy = lx 2 h 1 5xy* — 30y 6 ; z xx = 6x+14y; z xy = 14x + 15.y 4 ; z yy — ôOx.y 3 — 150y 4 . Par con¬ 
séquent sa différentielle totale du second ordre est 

d 2 z=(6x+14>>) djt‘ 2 -f-2( 1 4a: -f-15 y*) dx ày-Vifûxÿ 1 — 150y 4 ) dy 2 . 

Solutions d’équations à plusieurs variables. L’équation 3x—4y-\-5—0 peut être considérée 
comme la forme implicite d’une fonction dont on peut obtenir la forme explicite y— 3jc/4 H- 5/4 
facilement. En général à partir d’une équation donnée F(x, ^) = 0, il faut trouver une fonction 
y=y(x) à une variable telle que l’équation F[x, .y(x)] = 0 soit identiquement satisfaite. Cette 
résolution peut être possible à l’aide de fonctions élémentaires ou par l’application de procédés 
limites, comme les séries infinies. Pour x 2 -|-jy 2 +1 = 0, par exemple, cela n’est pas possible. Il 
arrive parfois qu’au voisinage de différents points (x 0 , ^o) tels que F(x 0 , y 0 ) = 0 , il existe diffé¬ 
rentes solutions y. Par exemple, l’équation F(x y y) = 5x 2 +y 2 — 9 = Q admet comme solution 
y=y/(9—5x 2 ) au voisinage du point (1, 2) et comme solution y— —\/(9— 5x 2 ) au voisinage de 
(0, -3). 


L’équation F{x Qy y<j) = 0 détermine , dans un voisinage £/(x 0 , y 0 ) du point (x 0 , y 0 ) tel que F(x 0 , y 0 )—O y 
exactement une solution continue y=y(x) vérifiant les propriétés y 0 = y(x 0 ) et F(x, ^(x))=0 pour 
tout x dans U(x 0 , .y 0 ) si les conditions suivantes sont satisfaites: 1. la fonction F(x y y) est con¬ 
tinue dans U(x 0 , y 0 ) ; 2. Les dérivées partielles F x et F y existent et sont continues ; 3. F y (x 0y y 0 )f : 0. 
La fonction y=y(x) est alors elle aussi différentiable et y —ÿ{x) — — F x /F y . Si la fonction F{x y y) 
a des dérivées partielles continues jusqu'à Vordre k, alors y—y(x) est elle aussi k fois continû¬ 
ment différentiable. 


Ces résultats peuvent être immédiatement généralisés à des fonctions de plus de deux va¬ 
riables. Si F(x ly x 2 , ..., x k ) est une fonction continue possédant des dérivées partielles F X( con¬ 
tinues dans un voisinage de (xg, xg, ..., *2), telle que F(xg, xg, ..., xg) = 0 et /^(xg, xg, ..., x 2)^0 
pour un j fixé, alors il existe dans un voisinage de (xg, xg, ..., xg) une fonction continue Xj — 
/(x 1} ..., xj- ly x j+ly ... y x k ) avec xg=/(xg, ..., xg-j, xg +1 ,.. .,xg) et F(x ly .. . y x,- ly fixj+ ly ...,x k ) = 0. 

Exemple 1: L’équation F(x y y) = e y —e~ y — 2x = 0 peut être résolue dans un voisinage de 
(0, 0 ) puisque F(x y y) est une fonction continue admettant pour dérivées, continues elles aussi, 
F x — —2, F y =c y fe~ y , puisque/^(0, 0 ) = 0 et/^(O,0) = 2v^O. La solution est y=Log(x-\~'\/(x 2 -{ 1)) = 
sh^x^Argsh x. 

Exemple 2: L’équation F(x y y) — x i A-y 2 — '$axy=Q du folium de Descartes ne peut pas être 
résolue pour y au voisinage de (0, 0) puisque F y = 3y 2 — 3ax y et donc /^(O, 0) = 0. On le devine 
intuitivement à partir du graphe de la fonction (voir Fig. 19.5-6). 


Le théorème suivant donne des conditions sous lesquelles un système de m équations Ffx ly 
. • - , x n \ y lt ..., ^,„) = 0 , i— 1 , 2 , ..., m y peut être résolu dans un voisinage du point (xg, ..., 
xg; >> 2 , . . ., ÿ) tl ), les m fonctions y u ..., y m étant les inconnues. 


Si les fonctions F t (x ly . .., x„; y l9 ..., y m ) pour i= 1, 2, ..., m sont continues dans un voisi¬ 
nage U du point (xg, ..., xg ; yg, .. ., yg, ) et ont des dérivées partielles continues 

vxj oy k 

en ce point , et si le déterminant fonctionnel Det M» • • •* *2* JÎ* • • - , yit ) j formé à partir 

dF 

des dérivées partielles - 7 — au point (xg, ...,xg;^{, ... y y g,) est différent de zéro , alors il 
dy k 
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existe dans U exactement un système de m fonctions différentiables 
yi=yi(x i, • • - , x„) satisfaisant à y?=y<(.*î, • ■ - , *2) et 
F t [x !, .. y t (x l9 . . x„), .. y m (x l9 ..., *„)] = 0. 


Exemple 1: Le système de trois équations donné 
ici représente les relations qui existent entre les 
coordonnées Cartésiennes ( x , y, z) d’un point et ses 
coordonnées sphériques (r, 0 , (p). Le Jacobien est 
donné par 


j K—r cos (p sin 0 
y=r sin (p sin 0 
z=r cos 6 


D — 


sin 0 cos (p 
r cos 6 cos (p 
— r sin 6 sin (p 


sin 0 sin (p 
r cos 6 sin (p 
r sin 0 cos cp 


cos 0 
— r sin 0 
0 


r 2 sin 0 


Déterminant fonction¬ 
nel ou Jacobien 

dI\dF\ dF\ 
dyi dy 2 Sy„ 

dF 2 dF 2 dF 2 

dy% Sy 2 dy m 

dFm SFm .. ZFn, 

'ày x <>y 2 ÿy m 


et Z)^0 pour tous les points de l’espace qui ne sont pas sur l’axe des z. Pour ces points, 
le système peut être résolu en r> 0 , <p et donne 


i-=vV+r ! +z iî ); ?>=arccos ^ x * +y *ÿ 


0=arccos 


z 

\Z(x 2 +y 2 +z 2 ) 


Exemple 2: Généralisation de 1. Si pour k— 1,2, ...,n les fonctions y k =f k (x u ...> x n ) 
et leurs dérivées partielles du premier ordre sont continues dans un voisinage du point 

(*5, • • - , *2), et si le Jacobien Det (•*?> • • •, *2) j ^ 0 alors il existe des fonctions con¬ 


tinues x k =x k (y lf y 2 , ..., y n ) avec x k (y%, ..., y2) = 4 et f k \pc x (y lt ..., y„), *a0'i, ..., y„), ..., 
x n (y u ...,y„)]=y k pour k= 1,2, . ..,/i. Donc, sous ces conditions, le système d’équations a 
un “système inverse”. 


19.4. Valeurs extrêmales de fonctions 


Valeurs extrêmales des fonctions à une variable 



19.4-1 Extrema et poi nt d’inflexion du graphe de la 
fonction y =/(*) = (1/6) (x 3 —3x —9x4-17) 


A partir du graphe (Fig.) de la fonction 
y =f( x ) = VeOc 3 - 3x 2 - 9x 4-17) 
on voit que pour les x compris entre — oo 
et — 1, la valeur en ordonnée augmente quand 
l’abscisse augmente. Par contre, pour x va¬ 
riant de —1 à 4-3, l’ordonnée est constam¬ 
ment décroissante, et enfin pour x>3 elle 
est à nouveau constamment croissante. Dans 
un voisinage convenablement choisi du point 
xmax= — 1, la valeur /(x) de la fonction est 
plus petite que /(xmax) pour les valeurs de x 
différentes de x m ax. On dit que la fonction 
possède un maximum local au point Xmax. Au 
point Xmin=4-3, on dit que la fonction pos¬ 
sède un minimum local car la valeur /(x) de 
la fonction est plus grande que /(xmin) pour 
les valeurs de x différentes de xmin prises 
dans un voisinage convenablement choisi de 
ce point. Ces deux valeurs, maximum et mi¬ 
nimum, sont appelées des extrema locaux: on 
précise “locaux” car il y a des nombres x 
pour lesquels la fonction prend des valeurs 

plus grandes que /(—1)=4- ^ ou plus' pe¬ 


tites que/(4-3)= —5/3. Toutefois, dans l’inter¬ 
valle — 2=^x^4, ces extrema sont absolus ou globaux. 
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Maximum local /(*max) >/(x) pour 1 

Minimum local f(x m m)<f(x) pour x^x m \n J 


dans un intervalle suffisamment petit 


D’après le théorème de Weierstrass , une fonction qui est continue sur un intervalle fermé 
atteint son maximum et son minimum dans cet intervalle. Ces extrema absolus, cependant, 
peuvent être atteints aux bornes de l’intervalle; c’est le cas, par exemple, pour la fonction pré¬ 
cédente considérée sur l’intervalle — 5 <jc^10. 


Conditions d’existence d’extrema locaux. Quand l’argument x d’une fonction différentiable 
f(x) passe par l’abscisse x m d’un extremum local, le signe de la dérivée /'(x) change. Si x m =x m a\ 
est l’abscisse d’un maximum local, alors f'(x)> 0 pour x<x m a\ , puisque pour ces arguments la 
fonction f{x) est croissante, tandis que /'(*)< 0 pour *>A:max, puisque la fonction est décrois¬ 
sante. Si la dérivée est continue, alors nous avons /'(xmax) = 0. De même pour l’abscisse JCmin 
d’un minimum local, /'(*)< 0 pour xCxmin et /'(x)>0 pour x m in>x et par conséquent si la 
dérivée est continue nous avons /'(xmin) = 0. 

Donc une condition nécessaire pour avoir un extremum local est que la dérivée /'(x) s’annule. 
Seul le changement de signe de la dérivée première /'(x) discuté plus haut, et exprimé analyti¬ 
quement par /"(*max)<0 ou /"(xmin)>0, garantit l’existence d’un maximum ou d’un minimum 
local. Plus précisément, il est suffisant pour l’existence de ces extrema que /'(xmax) = 0 et/ "(xmax)<0 
ou f'(xm\n)=0 et /"(xmin)>0. Dans le 
cas où f"(x m ) = 0 » on doit étudier les dé¬ 
rivées d'ordre supérieur. 


f\x 0 ) = 0 et /"(x 0 )<0->;Co est un maximum local 
f\x 0 ) = 0 et/''(x 0 ) >()•-► * 0 est un minimum local 


Extrema pour des zéros des dérivées d'ordre deux et plus. Si /"'(x) est la première dérivée 
non nulle en x=x m , alors d’après la discussion précédente la fonction /'(x) a un minimum en 
ce point si f'"(x m )> 0, ou un maximum si /"'(x m )<0. Dans les deux cas, puisque /'(x m ) = 0, 
le graphe de /'(x) touche l’axe des x au point x—x m . Pour le graphe de la fonction f(x ), nous 
en tirons les résultats suivants: quand l’argument x passe par le point x,„ dans le sens des x 
croissants, alors, si /'"(x m )>0, la pente tg (p de la tangente décroît à partir de valeurs posi¬ 
tives jusqu’à q )=0 pour x=x m et ensuite augmente, et si /'"(x m )<0, tg (p croît à partir de va¬ 
leurs négatives jusqu’à q> = 0 pour x=x m pour ensuite décroître (Fig.). De tels points sont ap¬ 
pelés points d'inflexion horizontale. 


Une fonction f{x) qui est n fois différentiable (n^2) au 
point £ possède un extremum local en ce point si n est pair 
et si /*'(£) =/”(£)= * * * = s f (n ~ 1) (i)=0 mais / (n) (£)^0;. si 
/ (w> (£)<0, on a un maximum local , et si / <n) (£)>0, on a 
un minimum local. 

Si on développe J\x) en £ à l’aide du théorème de Taylor, 
alors, puisque f (£)=/"(£) = * * • =/ <n-2) (£) = 0, /(*)-/(£)= 
(/i n_1 /(/i-1)!) / (w-1) (£-| 0 /j) avec O<0<1. Puisque / (n) (x) 
est la dérivée de f (n ~ l) (x), pour/ (/,) (£)<0,/ (,,_1) (jc) décroît de 
manière monotone en passant par la valeur / (w_1) (£), mais 
pour / <m) (£)> 0, elle croît de manière monotone. D’autre 
part, le signe de h est toujours négatif à droite de £ et po¬ 
sitif à gauche; il en est de même pour /i n_1 puisque n—\ 
est impair. Par conséquent, comme le tableau suivant le 
montre, le reste du développement, et donc la différence 
f(x)— /(£) sont négatifs des deux côtés du point *=£ pour 
/ (n) (^)<0, de telle sorte que /(£)>/(*) et la fonction a un 
maximum local; au contraire /(£)</( x) des deux côtés de 
£ si / (rt) (£)>0 et la fonction a un minimum local. 




x<Ç 


f<* jTi 

î , rw 




h "- 1 

~ 

0 

4 


/<"»«)< 0 


4- 

0 


x 

m 


X 

/“•>(£) >0 


- 

0 

4 


< 

> 


Points d’inflexion. La tangente au graphe de la fonction 19.4-2 Représentation schématique pour 
y=(\/6) (x 3 — 3jc 2 — 9jc+17) (voir Fig. 19.4-1) au point r(x)=0; f'\x)-0\ /'"(*)#0 
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( — 3, —5/3) a pour pente /'( — 3) =4-6. La pente décroît jusqu’à /'(—1) = 0 au maximum 
(— 1, -f-11/3) de la fonction, elle continue à décroître après avoir dépassé ce point jusqu’à avoir 
atteint le* point x w = + l, où elle prend la valeur /'( 1)=—2. A partir de ce point la pente croît 
de manière monotone. La fonction f'(x) a un minimum local en jc w = 1. Dans l’intervalle — oo 
<*<1, et lorsque x croît, l’évolution de la direction de la tangente se caractérise par une 
rotation dans le sens rétrograde. Dans l’intervalle = +1^jc<+oo, par contre, on a une rotation 
dans le sens direct. Au point d'inflexion le sens de la rotation change du sens rétrograde au sens 
direct. 

Si l’on s’imagine conduisant un véhicule le long de la courbe, alors la route est inclinée du 
côté droit de la tangente jusqu’au point d’inflexion, mais une fois dépassé ce point elle est 
inclinée du côté gauche de la tangente. La courbure de la courbe avant le point d’inflexion est 
du signe opposé à celui de la courbure après ce point. Si une portion de la courbe passant par 
trois points suffisamment proches les uns des autres est remplacée par un arc de cercle, alors 
le centre de ce cercle “de courbure ” est situé à la droite de la courbe avant le point d’inflexion 
et à sa gauche passé ce point. Donc la tangente au point d’inflexion ou tangente d'inflexion 
sépare la courbe en des portions dont les courbures ont des sens opposés. 

A partir de ces considérations, il résulte que la fonction admet un point d’inflexion en tout 
point x w où sa dérivée a un extremum. Si de plus /'(* w ) = 0 alors la tangente d’inflexion est 
horizontale; on parle alors d’un point d'inflexion horizontal (Fig.). 


Si f \x w )=0 et f'"(x w ) t^O alors x w est un point d’inflexion. 
Equation de la tangente d’inflexion: (y—y w )=f(x w ) (x—x w ) 


Les critères d’extrema peuvent être appliqués à la dérivée première considérée comme 
fonction ç>(jc). Par conséquent une condition suffisante pour que l’on ait un minimum 
(ou maximum) local de f '(x ) au point x w est (p'(x w )=f'\x w ) = 0 et <p"(x w )=f"'(x w )>0 (ou 
f”'(x w )< 0). Si/"'C* w )=0, alors le théorème précédent reste.vrai, puisqu’une dérivée d’ordre impair 
de /( x) est une dérivée d’ordre pair de (p(x). 



19.4-3 Graphe d’une fonction 
avec un point d'inflexion 
horizontal 


19.4-4 Points d’inflexion W lt W % et tangentes 
d’inflexions t l% / 2 du graphe de la fonction 
f(x)=(x* — 2x 3 — 12**+8 jc+20)/10 


point £ si /"(£)=0 et si la première dérivée non nulle 
/ (n) (£) (n> 2) est d'ordre impair. 



Exemple 1: La fonction y=f(x) = 0,\ (x 4 — 2X 3 -\2x 2 \-Sx +20) a pour dérivées y = 
0,1 (4.x 3 — 6x 2 — 24jc + 8), /' = 1,2jc 2 - L2*-2,4 et /" = 2,4jc- 1,2. A partir de /' = 0, c’est à dire 
x 2 — jc— 2=0, on obtient jc^-1 et jc 2 =+2. Puisque /""(*i)= -3,6^0 et /'"(x 2 )= +3,6 ^0, 
x x = — 1 et jc 2 = +2 sont des abscisses de points d'inflexion (Fig.). Les ordonnées correspondantes 
sont /(*!)= +0,3 et /(* 2 )= -1,2. 

Les tangentes d'inflexion t t et t 2 aux points d’inflexion W^- l,+0,3) et IV 2 (+2,- 1,2) ont 
pour pentes f , (x 1 )=+2,2 et f'(x 2 )=- 3,2 et ont donc pour équations (y- 0,3) = 2,2(x+l), ou 
>>=2,2;cH-2,5 pour t x et 0>-f-l,2)= — 3,2(*—2) ou y— — 3,2x+5,2 pour t 2 . 
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Exemple 2: La fonction y -f{x) — (x 2 — 4)/* n’a pas de point d’inflexion puisque f"(x )=0 
est une condition nécessaire pour qu’il existe un point d’inflexion or y'=—8 /jc 3 ne s’annule 
pas lorsque x reste fini. 


Applications. Si on parvient à exprimer une variable / 
comme une fonction continue et différentiable d’une va¬ 
riable x, alors on peut calculer pour quelle valeur de x la 
variable / a une valeur extrême. A partir des conditions 
données plus haut on peut déterminer si cette valeur est 
un maximum ou un minimum local. 

Dans les applications cependant, il faut généralement 
chercher des extrcma absolus. Si la fonction f(x) est conti¬ 
nue dans l’intervalle fermé a^x^b et différentiable dans 
l’intervalle a<x<b> alors son minimum (respectivement 
maximum) absolu est soit le plus petit minimum local (res¬ 
pectivement le plus grand maximum local), soit une des 
valeurs frontières f(a) ou f(b). 

Exemple 1: On fabrique une boîte à partir d’un carré 

de carton de côté a , en découpant un carré en chacun 

de ses coins et en pliant les rectangles qui en résultent (Fig.). On utilise les quatre carrés 
identiques hachurés pour coller les coins de la boîte. De quelle grandeur ces carrés doivent- 
ils être pour que la boîte obtenue ait le plus grand volume possible? 

D’après la formule du volume d’un parallélépipède, le volume V de la boîte est 

V= y =f(x) = x (a — 2x ) 2 = Ax A — 4 ax 2 + a 2 x. 

Cette fonction ne peut avoir des valeurs extrêmes que si >>'(■*)= \2x 2 — Sax ftf 2 = 0, c’est à 
dire si x 2 — 2ax/3+a 2 l\2=0; d’où x 1 = al6, puisque pour x 2 =a/2 le carton serait simplement 
coupé en quatre. Puisque /' = 24 jc — 8«, on a /"(*|)= — 4«<0, et donc x x =al6 est l’abscisse 
d’un maximum local. C’est aussi un maximum absolu; on doit donc couper à 1/6 de la 
longueur du côté a. 

Exemple 2: Quelles doivent être les dimensions d’une boîte de conserve cylindrique ayant 

un volume donné F, pour qu’on utilise le moins de tôle possible pour sa fabrication? Un 

tel cylindre droit est déterminé par le rayon /* de sa base circulaire et sa hauteur h. Sa surface 
S s’exprime comme fonction d’une variable. La seconde variable intervenant dans S=2nr 2 -\~ 
2nrh s’élimine en utilisant la condition supplémentaire V=nr 2 h. Avec h=VI(nr 2 ) on obtient 
donc S—y—f{r)=2nr 2 V2V • (1/r), y =47ir-~2Vlr 2 y y' — 4n-\4V/r 2 . On peut avoir un extremum 
local seulement si 4™*, = 2 F/rJ c’est à dire si /, = (F/27r) 1/3 . 

Puisque /"(r,)= 12 ti> 0, / admet un minimum local au point r x ; c’est de plus le minimum 
absolu. La hauteur h x du cylindre est donnée par h 1 = V/(nrl) = 2r l . 

Si on substitue à V une valeur donnée, disons V — 1000 cm :l , on obtient r x ~ 5,5 cm 
centimètres, et h x ~ 11 cm. Parmi toutes les boîtes cylindriques, d’un volume donné, 
celle dont la surface est la plus petite est celle dont le diamètre 2 r x est égal à sa hauteur h x . 

Exemple 3: Une poutre de section rectangulaire doit çtre coupée à partir d’un tronc, dont 
on peut supposer la section circulaire, de diamètre d (Fig.). Pour quelles mesures sa capacité 
de charge T sera-t-elle maximale, si T est proportionnelle à la largeur b et au carré de la 
hauteur //; T=cbh 2 (c = const)?. Le théorème de Pythagore donne la 
condition supplémentaire h 2 — d 2 — b 2 , et donc nous obtenons T com¬ 
me fonction de la seule variable />, soit T=f(b) = cd 2 b-cb 3 . Alors 
f '(b) = cd 2 -3cb 2 et f '(b)=—6cb. On peut avoir un extremum local 
seulement si f \b 1 )=0=cd 2 — 3cb\, c’est à dire si b x = (dl 3)-\/3. Puisque 
/"(6j)= — 2cd\/3<0 cet extremum est un maximum de la capacité 
de charge. Finalement d’après h 2 — d 2 —b 2 , on a lt = (d/ 3)\/6. 

Le rapport h\b—^j2 est indépendant du diamètre du tronc. 

Si l’on note a et b les côtés d’un rectangle, P son périmètre et A son 
aire, alors le tableau suivant montre la validité de deux théorèmes: 

De tous les rectangles ayant un périmètre donné le carré a la plus 
grande aire. 

De tous les rectangles ayant une aire donnée le carré a le plus pe- 19.4-6 Section d’une poutre 
tit périmètre. coupée dans un tronc 




19.4-5 Boîte de plus grand volume 
faite à partir d’un carré 
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Donnée 

P=2{a+b) 

b=Pj2-a 

■§ 

II 

II 

-Ci 

Fonction à étudier 

A = ab= f(a) 

= Pa/2—a 2 


P=2(a+b)=f(a) 

= 2 (a+A/a) 


Dérivée première 

/'(o I )=/>/2-2a I = 0 

£ 

11 

f'(a 1 ) = 2-2Ala\ = 0 

a,=\/A 

Dérivée seconde 

/ "(a,)=- 2<0 

maximum 

/"(<»!)= +4ly/A>0 

minimum 

Solution 

11 

II 

carré 

b x — \J A — a x 

carré 


Exemple 4: Dans une plaque circulaire de 
tôle métallique on veut découper un secteur 
de manière, une fois celui-ci recourbé, à former 
un cône (Fig.). Pour quel angle au centre e 
ce cône aura-t-il la plus grande capacité? 

La formule y=(n/3)r 2 h du volume d’un 
cône, jointe avec la condition supplémentaire 
r 2 = R 2 — /i 2 , donne l’équation V — f(h) = 
(n/3)(R 2 h-h 2 ). En tout extremum on a f '(h t )= 
tt(/? 2 —3/îj)/3 = 0 d’où /i 1 = (/?/3) v /3; /"(//) = 
— 2 nh d’où f" (/li) = — (2/3)jiR\/3<0. Donc h x 
donne un maximum. Compte tenu de la con¬ 
dition supplémentaire, r 1 = (/?/3)\/6. Lorsqu’on 
courbe la plaque, l’arc circulaire de longueur 
b=eR devient la circonférence 2 nr de la base circulaire du cône. De Re — 2nr x il résulte 
que e= (2/3)n\/6 ou es;294°. 

Exemple 5: De tous les cylindres qui peuvent être inscrits dans un cône circulaire droit 
de rayon R et hauteur //, on cherche celui de plus grand volume (Fig.). 

Le volume V du cylindre est donné par y=nr 2 h. La condition supplémentaire provient 
cette fois du théorème de Thalès: h/(R—r) = H/R , soit h = (H/R) (R—r). D’où V—f{r)= 
n(H/R) (Rr 2 — r 3 ); / , '(r 1 ) = 7i(////?) (2Rr x — 3rJ) = 0 donne r 1 = 2R/3 puisque la solution r 2 = 0 cor¬ 
respond au volume F=0. Puisque/* ,, (r 1 )=n(HIR)(2R— 6r x )= —2jiH<0 y le volume est maximum 
pour r=r v 




19.4-8 Cylindre inscrit dans 
un cône circulaire droit 



19.4-9 Loi de réfraction de Snell 


Le problème physique suivant conduit à la loi de réfraction de Snell. Le plan E x est la fron¬ 
tière commune de deux milieux Ml et M II, dans lesquels les vitesses de propagation d’un 
corps ou d’un phénomène physique prennent des valeurs différentes dans M I et v 2 dans 
M II. Sous quelles conditions le temps nécessaire à un déplacement depuis un point A x de Ml 
jusqu’à un point A 2 de M II est-il le plus court possible (Fig.)? 

Il est clair que ce mouvement aura lieu entièrement dans le plan E 2 passant par A 1 et A 2 
et perpendiculaire à E v Si L 1 et L 2 sont respectivement les pieds des perpendiculaires abaissées 
de A x et A 2 sur la droite d’intersection des deux plans E x et E 2 , et si \A X L X \ = a l9 \A 2 L 2 \ = a 2y 
\L x L 2 \ = b , alors les positions respectives des points A x et A 2 sont déterminées par ces quan- 
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tités. Si le trajet du mouvement coupe la frontière en P , avec | L 1 P\=x t alors la longueur du 
trajet S x de A 1 à P est donnée par s^^ifâ+x 2 ), et =s 2 -=y/{a\+(b-x) 2 }. Le temps t 

nécessaire au trajet complet A X PA 2 est la somme des temps partiels t=sjv l et t 2 = s 2 /v 2 . Ceci 
donne la fonction /(jc) et l’on en déduit la condition pour un extremum: 

/=/(*)=/!+/!!=(1/S)- \Z(al+x 2 )+(ilv 2 )- y*{al+(b-xŸ}, 

t'(x)=(l/v 1 ) x/\/(al+x 2 )-(\li> 2 ) (b — x)l\/{c$+(b-x) 2 }=0=xl(v 1 s l )-(b-x)l(v^. 

Cela signifie géométriquement que sin ejsin e 2 = vjv 2y puisque xls t =sin e 1 et (b — x)/s 2 =sin e 2 . 


Exemple 6: Quelle vitesse maximale un train express peut-il avoir si le freinage produit un 
ralentissement uniforme de 6=0,66 m/s 2 et si la distance de freinage ne doit pas dépasser s x = 900 m? 

En substituant la distance de freinage s dans l’équation distance-temps s=vt—(b/2)t 2 du 
mouvement uniformément retardé, on obtient le temps de freinage t x comme fonction de la 
vitesse maximale v. La vitesse s=v—bt doit être nulle après le temps de freinage t v Dans 
ces deux formules, v désigne la vitesse au début du freinage et donc la vitesse maximale. 
L’élimination de t x des équations 900 = ^-0,33/? et 0=i>-0,66/! donne v=\/(2bsi) = 
3*\/132~35m/s. Par conséquent la vitesse du train express ne doit pas dépasser v~125 km/h. 

Exemple 7: On doit poser une conduite d’eau allant d’un chateau d’eau W à une construc¬ 
tion principale H (Fig.). On veut de plus alimenter en eau une construction S à quelque 
distance de là à l’aide d’une conduite de petite section. S est à une distance de 1 kilomètre 
de la conduite principale et le pied de la perpendiculaire abaissée de S sur cette conduite 
est à une distance de 2 kilomètres de H . La distance de H au château d’eau est de 6 kilomè¬ 
tres. Le coût d’un kilomètre de conduite est le suivant: conduite principale 30 unités, conduite 
moyenne 22 unités, conduite de petite section 12 unités. Les conduites sont posées en ligne 
droite. A quelle distance du château d’eau les conduites de petite et moyenne sections doi¬ 
vent-elles rejoindre la conduite principale de telle sorte que le coût de cette pose soit le plus 
petit possible? 


Si l’on introduit comme variable la distance x entre le château d’eau W et le point de 
branchement A y la longueur |/tSl du conduit de petite section est donnée par |/f5| = 
\/{\ +(4— x) 2 }. Le coût total C s’ex¬ 
prime ainsi: C = 30jc + 22(6 — x) -f conduite principale 

\2y /(1 -f (4— jc) 2 }. Il faut calculer le mi- C__J section moyenne 
nimumde la fonction C=/(jc)= 132 + f J P° tite section 
Zx+\2y/ (\l-Zx+x 2 ). /'(*)= 8+ U A 

(12*—48)/-\/(17 —8* + x 2 ); alors la ~ km - 

condition nécessaire /'(*)=0 conduit à 

l’équation du second degré x 2 — 8*-b - 6 km -► 

76/5 = 0 qui possède les solutions x U2 = 

4±(2/5)V5. Le lecteur vérifiera que l94 -‘° Schéma de P 0 » de conduites d’eau 

* 1 =4+(2/5)y , 5 ne satisfait pas l’équation f'(x)=0. La dérivée seconde/"(*)= 12/(17—8*+* 2 ) 3/2 
est positive pour x 2 et indique donc un minimum local qui est en fait un minimum absolu. 
Le branchement doit donc être situé à 3,11 kilomètres du château d’eau. 


ÉÜ> 


(4-x) km 



2 km 


Valeurs extrêmales des fonctions de plusieurs variables 

Les k variables £ 2 , ..., ..., £ k de la fonction >>=/(£ i, £*) peuvent être con¬ 

sidérées comme un £-uple x=(£ lt £ 2 » • • •> £*) de nombres réels dans un espace Euclidien de di¬ 
mension k (voir Chapitre 40). L’élément jc est dans un voisinage de l’élément JC m = (| ( 1 m) , ..., 
££ m) ) s’il existe des nombres positifs //, tels que chacune des variables £/(/= 1, 2, se trouve 

dans un intervalle £î m) — A chaque k- uplc jc correspond une unique valeur 

de la fonction f(x)=y, et on a un maximum local de f{x)—y au point x m si et seulement si 
les valeurs f(x) pour tout élément jc différent de jc m dans un voisinage de jc m sont inférieures 
à f(x m ). De même f(x)>f(x m ) dans un voisinage d’un minimum local. 

Condition nécessaire pour un extremum local. Pour les fonctions de deux variables on pose 
^ 1 =x,^ 2 =y et f(x y y)=z. Le graphe de la fonction est une surface dans l’espace à trois dimen¬ 
sions et les conditions pour un minimum local ont une interprétation géométrique intuitive: 
/(jc)</(jc m ) signifie que dans un voisinage du maximum Pmax = (ATmax, ^max, zmax) tous les autres 
points de la surface sont situés sous un plan horizontal passant par ce point. De même 
/(jc)>/(jc m ) signifie que dans un voisinage du point / > min=(^min, ^min, zmin) tous les points de 
la surface sont situés au dessus du plan horizontal passant par Pmin. Ces plans sont des plans 
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tangents à la surface et sont engendrés par les deux tangentes déterminées par z x = 

dx 

et z y = (voir 19.3. - Dérivées partielles d’une fonction), qui sont parallèles au plan x, y 

si et seulement si z x = 0 et z y — 0 . 


Extremum local en ( x my y m ) seulement si 


df(x my y m ) 

dx 


= 0 et 


df(,x m , y m ) 
dy 


= 0 


Cette condition est nécessaire; l’exemple du point-selle (Fig.) montre qu’elle n’est pas suffi¬ 
sante. Bien que les deux tangentes soient horizontales, quelque soit le voisinage du point-selle 
considéré, on peut toujours trouver deux 
points de la surface situés de chaque côté du 

plan tangent. ‘ z 

La condition nécessaire ci-dessus peut être 
généralisée aux fonctions différentiables de 
k variables. 

Une fonction y=f(Ç lt £ 2 > • • • > £*)=/(*) ne 
peut avoir un extremum local au point x=x m 
que si chacune de ses dérivées partielles du 
premier ordre s'annule en x m . 

Condition suffisante pour un extremum 
local. Si on développe la fonction z=/(jc, y) 
dans le voisinage x m — h x < x< x m + h ly y m — h 2 
<y<y m +h 2 d’un extremum local, en 
(x my y m )> par la formule de Taylor à l’ordre 
1, alors, puisque f x — Oet f y — 0, on obtient 2!zl 
= 2![ f(x m -f h l9 y m \ h 2 ) - ftx my yj\ = h\f xx {x m + 

0h ly y m T 0h 2 ) + 2h 1 h 2 f xy (x m + 0h ly y m + 0h 2 ) \ h%f yy (x, 

secondes f xxy f xy et J' yy sont des fonctions continues, alors elfes ont le même signe au point (x m +h l9 
y m +h 2 ) qu’en (x my y m ) des que h x et h 2 sont assez petits. En particulier, si f xx =£ 0, la différence 
A peut être exprimée ainsi: 

2lA=h\f xx +2h 1 h 2 f xy +hlf yy =([/f xx ) [« l /„+/^/„) 1 +«(/„/ w -/î,)l. 

Dans le crochet, en plus du carré parfait, intervient seulement l’expression (f xx f yy —f x y). Si elle 
est positive, alors le crochet est positif; A est différent de zéro et a le même signe que f xx . 
Donc pour f xx < 0, la différence A est partout négative dans un voisinage du point (x m , ^ m ) et 
la fonction possède un maximum local; pour f xx >0, elle possède un minimum local. De 
(fxxfyy—fxy)>0 il découle aussi que f yy a le même signe que f xx dans le voisinage considéré. 

f(x y y) admet un extremum local en (x my y m ) si f x =0 y f y = 0 et si (f xx fyy—f $ y )>0 en ce point; 
pour f xx < 0 c'est un maximum et pour f xx > 0 c'est un minimum. 



y m -\- 0h 2 ) y 0<0< 1. Si les dérivées 


On peut montrer que l’on ne peut pas avoir d’extremum lorsque (f xx f y y—f xy )<0; par exem¬ 
ple, en un point-selle, f xx et f yy ont des signes différents. Pour (f xx fyy—f% y ) = 0 il n’est pas 
possible de conclure quant à l’existence ou non d’un extremum. 


Quand les dérivées premières et secondes d’une fonction y=f(x) sont notées p* = 


dy 

dit 


(i=l, 2, 


k) et p {J = 


d 2 y 


(i, j = 1, 2, ..., k) y alors la fonction 


Pu Pi 2* ' ‘ Plk 

Pi î Pu' ‘ 'Pik 
Pki Pki' * 'Pkk 


dïidtj 

y—f(x) a un extremum local au point x m si tous les mineurs d’ordre 
pair du déterminant ci-contre sont positifs , et si les signes des mineurs 
d’ordre impair sont identiques à celui de p n ; pour /> n <0on a alors un 
maximum et pour p n >0 un minimum. 

Maxima et minima sous des conditions supplémentaires. Dans de nombreux problèmes con¬ 
crets on veut déterminer des extrema de fonctions de plusieurs variables qui au lieu d’être 
indépendantes, sont liées par des conditions supplémentaires. De tels problèmes peuvent souvent 
être résolus en réduisant le nombre de variables à l’aide des conditions supplémentaires. Cer- 
30* 
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tains problèmes d’extrema ont été résolus par cette méthode. Cependant cela signifie que l’on 
a donné la préférence, pas toujours justifiable, à une des variables par rapport aux autres 
Nous allons construire, de manière intuitive, pour les fonctions de deux variables une méthode 
qui donne le même poids à chacune des variables, la méthode des multiplicateurs de Lagrange. 

Les deux variables x et y d’une fonction z=f(x , y) 
sont liées par une condition supplémentaire 
<p(x, y) = 0. La fonction z=f(x y y) est représentée 
dans l’espace, par une surface et la condition sup¬ 
plémentaire (p(x y y) = 0 définit une courbe K ' dans 
le plan jc, y (Fig.). Dans le calcul de l’extremum 
de z=f(x y y) les seules valeurs x, y à considérer 
sont celles qui satisfont la condition supplémentai¬ 
re, c’est à dire les points de la courbe K contenue 
sur la surface z=/(jc, y) et dont la projection sur 
le plan jc, y est précisément la courbe K\ Donc 
déterminer l’extremum local de la fonction z=f(x y ÿ) y 
compte tenu de la condition supplémentaire 
ç>(jc, = 0 équivaut à la recherche de l’extremum 
local de la courbe K. Dans ce but on considère 
la famille des courbes c=f(x y y) avec c— constante. 
Une de ces courbes H va toucher la courbe K 
en un point E\ E est un extremum. La projection 
H' de la courbe H sur le plan jc, y touche la courbe 
K' au point E’. Les fonctions définies par cp( jc, ^)=0 
et f(x,y) — c =0 doivent donc avoir la même dé¬ 
rivée au point E'. La formule de dérivation des fonctions implicites donne f x lf y = ( Pxl ( Py De ceci 
il découle que f x et (p x d’une part et f y et (p y sont proportionnelles. Si l’on introduit la con¬ 
stante de proportion ( — K)-le multiplicateur de Lagrange - on obtient les deux équations 
f x — —X(p x et f y — — Àcp yy ou bien f x Vh(p x =0 et f y -f kp y = 0. Les termes de gauche de ces équations 
représentent les dérivées partielles de la fonction F(jc, y)=f(x y y) -Mÿ>(jc, y). Tout ceci nous amène 
à la méthode des multiplicateurs de Lagrange : 

Pour déterminer P extremum local d'une fonction z—f(x y y) sous la condition supplémentaire 
y( Xy y) = Q, on construit une fonction auxiliaire F(x, y) —f{x y y) I X(p(x, y) avec un multiplicateur 
indéterminé A, et on calcule les dérivées partielles du premier ordre de cette fonction. A partir 
du système d'équations F x =f x -{-X(p x — 0, F y =f y | X(p y = 0, q)(x, >>) —0 on peut calculer les coor¬ 
données d'un éventuel extremum. La fonction F ci-dessus est appelée un lagrangien. 

Cette règle donne simplement une façon élégante de calculer les points où l’on peut avoir 
un extremum local. Les procédés pour déterminer si on a bien un extremum et de quelle na¬ 
ture, sont en général compliqués. Dans des exemples concrets la formulation du problème 
permet souvent de voir clairement si l’on doit s’attendre à un maximum ou un minimum. 

Exemple: On cherche, parmi les triangles rectangles d’hypothénuse donnée c celui qui a 
la plus grande aire. Si l’on note x et y les côtés de l’angle droit, l’aire A = f(x y y)=xy/2 
doit être maximale. Puisque le triangle est rectangle, le théorème de Pythagore x 2 +y 2 =c 2 
ou (p(x t y)=x 2 +y 2 -c 2 =0 est vérifié. On construit donc la fonction auxiliaire F(x y y)=xy/ 2-f- 
A(jc 2 -\-y 2 — c 2 ). A partir du système d’équations 

dF dF 

— =yl2-\-2hx=Q À= -y/(4x) y — =x/2+2A.y=0 x 2 =y 2 , 

<p(x, y)=x 2 -hy 2 — c 2 = 0 x 2 = c 2 /2 

on obtient x=y—cly/2. Par conséquent le triangle isocèle est une solution possible; on peut 
prouver que l’aire correspondante est un maximum absolu. 

La méthode des multiplicateurs de Lagrange s’étend au problème de la détermination d’ex¬ 
trema d’une fonction de n variables sous des conditions supplémentaires. 

19.5. Applications à Fétude des courbes planes 

Les points importants du graphe d’une courbe définie par une fonction peuvent être déter¬ 
minés à l’aide du calcul différentiel; en particulier on peut caractériser les points singuliers. 
Les propriétés de la dévéloppée et de la développante sont mises en évidence par la clarification 
du concept de courbure. 



19.4-12 Extremum local sous des conditions 
supplémentaires 
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Etude d’une courbe définie par une fonction explicite 

Il s’agit d’étudier une fonction ^=/(x)dans son domaine de définition /)(/). Si D(f) n’est pas 
donné de manière explicite, on prend comme domaine l’ensemble des nombres réels x pour 
lesquels l’expression analytique de/(x) est définie. Si le domaine de définition s’étend vers plus 
ou moins l’infini, on peut alors étudier le comportement de la fonction pour les grandes valeurs 
de |jc| par des calculs de limites, 'c’est à dire en supposant jc-> + oo ou x-* — oo. On parle alors 
du comportement de la fonction à Vinfini. Pour les fonctions rationnelles cela a été fait au Cha¬ 
pitre 5. Les coordonnées des points d’intersection avec les axes de coordonnées sont obtenues 
à partir de l’équation y=f(x) en posant x=0 puis y=0. Pour déterminer les zéros de la fonc¬ 
tion /(x), c’est à dire les abscisses des points d’intersection de la courbe avec l’axe des x ; on 
applique, si nécessaire, des méthodes d’approximation. Pour les fonctions rationnelles, on peut 
utiliser le théorème de Sturm (voir Chapitre 5.2. - Racines) pour trouver des intervalles contenant 
un zéro. 

On étudie le comportement de la fonction au voisinage de ses points de discontinuité par des 
calculs de limites, et le type de chaque discontinuité, par exemple pôle, point indéterminé, saut 
ou oscillation est déterminé au cours de ces calculs. 

Finalement on applique à la fonction les méthodes du calcul différentiel pour déterminer ses 
extrema et ses points d'inflexion. Si on a déterminé les zéros des dérivées première et seconde, 
alors pour les fonctions deux fois continûment différentiables on peut aussi connaître les inter¬ 
valles dans lesquels la dérivée première garde un signe constant, et les intervalles dans lesquels 
la dérivée seconde ne change pas de signe. Donc on a trouvé les intervalles dans lesquels la 
fonction est monotone décroissante , monotone croissante , convexe ou concave. 

Exemples d’étude de courbes. Dans ce qui suit nous donnons les résultats d’étude de courbes 
pour des exemples classiques. Nous noterons y ol les ordonnées des points d’intersection avec 
l’axe des y , x ol les zéros, x ml les abscisses d’extrema, x wi les abscisses des points d’inflexions, 
Ales maxima, m t les minima, W { les points d’inflexion. 

Exemple 1: La fonction y=f(x) = (xl300) (x 2 -45) (jc 2 -10) est définie pour tout x (Fig.). 
Ses dérivées sont 

y =/'(*) = (1/60) (x 2 — 30) (x 2 -3); /'=/''(*)=(*/30) (2x 2 -33); 

/"=/"'(*)=* 2 /5-11/10. 

Comportement à l'infini: /(*)-► ±OO quand x-+±QO . Intersections avec les axes: 

^0=0; at 0 i=0; * 02 = -3\/5~-6,71 ; *03= +3\/5- +6,71 ; 

*04= *05= ~V 10 - -3,16. 

Extrema locaux: 


/'(*„)=o->* ml = —y/30; * m2 = -V 3 ; *m3= +V 3 ; x <**= +-\/ 30 ; 

^=(-^30,^30); M 2 =(V3, 1^3); m i— ( — \/3. 50 V3); 

m 2 =(y'30, -V30). 
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Points d'inflexion: 

f''(x w )=0-+x wl =- |/y; x w2 =0; x w2 = j/y; 

Exemple 2: La fonction y=f(x)=x*/(x 2 — 1) (Fig.) est définie pour tout x à l’exception des 
valeurs *=±1, pour lesquelles le dénominateur s’annule. Ses dérivées sont 
, x x 2 (x 2 -3) „ r§ „ x 2x(x 2 +3) x -6(x 4 -|-6.* 2 -f-l) 

^ =/ (*) = /Jt l îT ? * =/ (*) = 1 \ 3 ~» J' =/ (*) = - 7 3T~Ï74 - 


(* 2 -l) 2 
Comportement à l'infini: 


x? 


= ^ + 


(* 2 -l) 3 
x 


* 2-1 


(a: 2 — l ) 4 
±co quand jc->±00 . 


* 2 -l 

Asymptote y—x (voir Chapitre 5). 

Intersections avec les axes: ^ 0 = 0, x 0 =0. 

Discontinuités: Pôles pour x x = 1 et x 2 — — 1 avec asymptotes verticales. 
Extrema locaux : f'(x m )=0 si x ml = -\/3; x m2 = -h ■ ÿ/3 ; x mz - 0 = x w ; 


">=(V 3 - yV 3 )- 


M=-y/i, - Jy/3; 

Points d'inflexion: /"(*»,)=0->jc=0, fFsfO, 0). Puisque /’(jc«.)= 0 c’est un point d’inflexion 
horizontal. 

Exemple 3: La fonction y = f(x) = x^(9 — x~) est définie seulement dans l’intervalle — 3sS*^ +3 
(Fig.). Ses dérivées sont 


/=/'(*)= 


9-2* 2 


/'=/"(*) = 


*(2* 2 —27) 


; /"=/'"(*)= 


-243 


V{(9-^ 2 ) 6 } 


V(9-a: 2 ) ’ ' ' w a/{( 9 “^) 3 } 

Intersections avec les axes: y 0 — 0 ; x 0 i= 0 ; * 02 = 3 ; x 03 = — 3 . 

Extrema locaux: f\x m )=0-+x ml = — ( 3 / 2 )\/ 2 ; a: w = +( 3 / 2 )^/ 2 ; m = ( — 3 / 2 \/ 2 , — 9 / 2 ); 

Afs (3/2v"2, 9/2). 

Points d'inflexion: f'\x w )=Q->x w i = 0; x w2 = +(3l2)\/6; x w2 = —QI2)\/6; x w2 et jf„, 3 sont hors 
du domaine de définition, ^ = (0, 0). 

La symétrique de cette courbe par rapport à l’axe des x est définie par la fonction 
>/= — jc \/(9 — jc 2 ). Les deux fonctions sont définies par l’équation algébrique x 4 - 9 jc 2 +.y 2 = 0. 
Par rapport à la courbe totale, P(0, 0), est un point double et par conséquent un point sin¬ 
gulier. 

Exemple 4: La fonction .V =/(*) = sin 2x-\-2 cos x 
est définie pour tout x; compte tenu de sa périodi¬ 
cité nous restreindrons son étude à l’intervalle 
0^jc^27f (Fig.). Ses dérivées sont 

y —f\x) —2 cos 2x—2 sin x; 



y” —f" (x) = —4 sin 2x—2 cos x; 
ÿ" —f"\x)— —8 cos 2x-\-2 sin x. 



19.5-4 Graphe de la fonction y==sin 2jc+2 cos x 
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Intersection avec les axes: y 0 =2 ; x 01 =n/2~ 1,57; * 02 =37r/2«4,71. 

Extrema locaux: f'(x m ) = Q-+x ml = Jil6; x m2 =5jil6; x m3 = 2nl2=x w3 . Àf= (y, 

Points d'inflexion: f"(x w )=0-+x wl = 7i /2; x w2 = Arcsin y «3,39; x w3 = 3n\2; x w/l =2ti 
— Arcsin ~ «6,03; HPi= ^y, 0^; Wa-(*»v 2 > ~ |V 15 )î fV 3 = (37t/2 t 0) point d’inflexion 
horizontal puisque /'(h ; 3 )= 0 ; HP 4 == ^* w4 , y ^/15 


Points singuliers 


On peut cataloguer les differents points singuliers en cherchant les directions possibles des 
tangentes en ces points. Si l'équation de la courbe est donnée sous une forme implicite par 
f(x>y)=0> et si <p est l’angle de la tangente avec l’axe des x , alors 


/ = tg 


dy 

djc 


K \K 

dx I dy 




Une tangente parallèle à l’axe des x est donc caractérisée par f x — 0, et une tangente perpen¬ 
diculaire à l’axe des y (ç>=tt/ 2) par f y — 0. Si les deux dérivées partielles sont nullcs on peut 
s’attendre à un point singulier. 

Points singuliers d’une courbe algébrique. Dans un voisinage x s — h 1 < x < x s -f h ly 
y* — h 2 <y<y a —h 2 d’un point singulier (*,, y s ), qui est censé être aussi un zéro, puisque nous 
supposons que f(x s , y s ) = 0, f x (x Si ,y s ) = 0 et f y (x 5y y s )=0 y le développement de Taylor avec reste 


d’ordre 3, /? 3 , a pour expression f(x s -\ \-fi h 


ys^h^— 2 (frîfc* 


2h x h 2 f xy -]rhlf yy )^R 3 . Si h x = Ax et 




h 2 =Ay tendent vers zéro, alors R 3 l(Ji\ \-h\) tend vers zéro puisque R 3 contient des monômes 
en h x et h 2 de degrés supérieurs ou égaux à trois. 

La valeur de y=t%(p peut être déterminée à partir de l’équation quadratique f xx T 2yf xy -\- 
y 2 f y y—Q si les trois dérivées partielles ne sont pas toutes nulles. 

Si f yy i^ 0, alors le nombre de solutions 
de l’équation quadratique dépend de la va¬ 
leur de A — fl y —f xx f yy . Pour A >0 il existe 
deux tangentes distinctes; la courbe a un 
point double auquel deux branches se cou¬ 
pent. Pour A =0 il existe deux tangentes 
coïncidantes; deux branches de la courbe se 
coupent avec tangente commune en un 
point de contact ou un point de rebrous¬ 
sement. En un point de rebroussement de 
première espèce les deux branches de la 
courbe sont de chaque côté de la tangen¬ 
te, en un point de rebroussement de se¬ 
conde espèce elles sont du même côté. Pour 




19.5-5 Points singuliers des courbes algébriques; 
a) point double, b) point (double) de contact, 
c) point triple, d) rebroussement de première espece 
c) rebroussement de seconde espèce, f ) point isolé 


A<$ il n’y a pas de tangente réelle et la courbe a un point isolé (Fig.) 

Si f yy — 0, alors une tangente a pour pente /= — (l/2)f xx lf xy tandis qu’une seconde tangente 
est parallèle à l’axe des y; on a une règle similaire pour âxlây=\/ÿ. Dans les deux cas on 
a un point double. Quelquefois plusieurs singularités se combinent. Un point triple est un 
point en lequel il y a trois tangentes. 
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Exemple d'un point double , le folium de Descartes: A partir de l’équation f(x t y)=x? -{-y 2 
-3axy=0 on obtient les dérivées partielles f x = 3x 2 — 3ay, f y = 3y 2 — 3 ax et f xx — 6*, f xy = — 3a, 
f yy = 6y. Les équations f x — 0 et f y = 0 ont deux solutions ^ = 0, ^ = 0 et x 2 =a , y 2 —a. Seul (*!, y x ) 
satisfait l’équation /= 0. 

Pour JCi = 0, ^ = 0 on a / XJC = 0, f xy = — 3a, f yy = 0 et donc A = 9a 2 >0. Le point singulier 
(jci, y t ) est un point double. Puisque f yy — 0 les directions des tangentes sont données par 
/ = oo et / = — ( 1/2)/**//*,, = 0. Les tangentes coïncident avec les axes de coordonnées. La dé- 

ày .. ày 


6x 


a pour valeur 


d7 = - 



19.5-6 Folium de Descartes 


— (x 2 — ay)/(y 2 — ax). Pour f x = 0 mais 0 il y a 
une tangente t x parallèle à l’axe des x; pour 
fy —0 mais f x ^0 il y a une tangente t y paral¬ 
lèle à l’axe des y. Les relations f y — 0, f x ^0 
impliquent y 2 =ax d’où y 0 /** 3 -{-y 3 — ÿ 3 = 0, 
soit y* = 2y*cP\ en écartant le cas y =0 on 

obtient y 3 —ay/2^. 1,26a et x 3 =a\/4~ l,59a. 

3 . 

De même pour f x =0, f y =^0, x 4 = ay2~ 1,26a 

3 

et y 4 = ay 4 ~ 1,59a. 

En substituant y—mx dans l’équation f(x, y) 
= 0 on obtient x*(\+m*)—3amx 2 =0 d’où 
1 +/w 3 — ? ïm/jt=0. Quand cela donne 

1 -j-m 3 = 0 ’oùm=-l. Le folium de Descartes 
(Fig.) a donc une asymptote de pente m = — 1. 
En écrivant son équation y= — jc-fc, on obtient 
la valeur de c par substitution dans l’équation 
f(x,y) = 0: 

-v 3 -L(c— xf— 3ax(c — jc)= 0 d’où 3x 2 (a+c)— 
3*(c 2 4- ac) 2 -\~c 2 = Q. Donc lorsque *-+±00 on 
a a+c =0 d’où c= —a . L’équation de l’asym¬ 
ptote est y= —x — a. 


Courbure, développée et développante 

Courbure. Dans l’étude du point d’inflexion on a utilisé le concept de courbure pour carac¬ 
tériser le comportement du graphe de la fonction y=f(x), avant et après le point d’inflexion. 
Nous avons établi que ce comportement est aussi caractérisé par la variation de l’angle direc¬ 
tionnel r des tangentes à la courbe. Puisque plus l’augmentation de longueur d’arc As , néces¬ 
saire à une variation donnée Ar de l’angle directionnel, est grande, plus la courbure x est petite, 
on peut définir cette dernière quantité comme un taux de variation angulaire en fonction de 
l’abscisse curviligne s: 


A T 

X = lim —:— 
As —>0 ^ S 


dr 

d.v 


19.5-7 Courbure 



(Fig.). Mais l’angle r esCdéfini par r=arctg/; par la règle de dérivation des fonctions com¬ 
posées on obtient 
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Sf = /'/(>+/•)•[!/vo+z*)] = y/d+y 2 ) 3 ' 2 =*. 

Si x et y sont considérés comme des fonctions d’un paramètre et si l’on note par un point 
la différentiation par rapport à ce paramètre, alors r = arctg (y/x), x — (xy—yx)l(x 2 -\-y 2 f 2 . La 
courbure s’exprime aussi en coordonnées polaires à partir de Jt=rcos 0, y=r sin 0. On obtient 

jc = cos Or—r sin 0 0; ÿ=sin 0r-\-r cos 0 0 

et .... 

x=r cos 0— 2r sin 0 0 — r cos 0 0 2 — r sin 0 0, 
ÿ—r sin 04-2r cos 0 0 —r sin 0 0 2 4-r cos 0 0 

et donc 

x — (2f 2 0 4- rrÔ — rrÔ 4- r 2 0 3 )/(r 2 4- r 2 0 2 ) 3/2 = (2r' 2 -rr"4-r 2 )/(r' 2 4-r 2 ) 3/2 , 

OÙ 

, _ dr _ r „ _ dr' d/ _ r0 — rÔ 

r d 0 0 Ct ; d/ d0 fla 

La première de ces deux formules montre que la courbure a le même signe que Donc 
si la dérivée augmente quand on décrit la courbe dans le sens des abscisses croissantes, alors 
la dérivée seconde y" est positive donc x est aussi positive; par rapport à un point P de très 
grande ordonnée, la courbe est convexe. Une route qui est courbe de cette façon a un virage 
à gauche. Si la courbe est concave par rapport à P (ce qui correspond à une route ayant un 
virage à droite ), alors la dérivée est décroissante et y" et x sont négatives. 

Cercle osculatcur. Le cercle est une courbe à courbure constante; à partir de la représen¬ 
tation paramétrique x — q cos /, y=Q sin t on obtient x—I/q. Ce résultat correspond à la re¬ 
marque intuitive suivant laquelle plus le rayon d’un cercle est petit, plus sa courbure est grande 
(Fig.). A chaque point (jc, y) du graphe de la fonction y—f{x) on peut faire correspondre un 
cercle dit osculatcur y=g(x), conformément aux règles suivantes: les deux courbes passent par 
le même point , f(x)=g(x), elles ont la même tangente en ce point, f'(x)=g'(x), et la même 
courbure , c’est à dire f ,, (x)=g"(x). La tangente / au point (x, y) est orientée. Si elle fait 
un angle a avec l’axe des x et un angle P=Ji/2—a avec l’axe des y, alors ses cosinus directeurs 
sont cos a=x/'\/(x 2 -\ ÿ 2 ) et cos /?=sin a=ÿl / \/(x- 2 -\-ÿ 2 ). La direction algébrique de la normale 


19.5-9 Cercle K de 
courbure, rayon q de 
courbure, centre M de 
courbure; (?i>0, 




n est obtenue par une rotation de 4 -te/ 2 _de la tangente. Puisque â = «4-^r/2, ses cosinus direc¬ 
teurs sont cos ct= — ÿl / \/(x 2 -\-ÿ 2 ) et cos P=xly/(x 2 -\-y 2 ). Cette orientation est choisie de telle 
sorte que pour une courbure positive la normale pointe vers l'intérieur, c’est à dire vers le 
centre de courbure et pour x négative vers l'extérieur , dans la direction opposée à celle du 
centre de courbure. Le rayon de courbure q=\/x est porté sur la normale conformément 
à son signe. Les coordonnées £, V du centre de courbure sont 

£=*4-g cos &=x-Qyl\/(x 2 +ÿ 2 ), 
r)=y 4-0 cos ft=y-\-Qxl\/(x 2 -\-ÿ 2 ) 


Rayon de courbure 


q=\/x 
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(Fig.). Les équations en £ et rj sont obtenues par substitution pour q= \/x. 


Fonction 

y=f(x) 

x=x(t),y=y(t) 

r=m 

Courbure 

* _ y" 

% 

1 

$ 

i 

r 2 + 2 r' 2 - rr " 

(1 + y' 2 ) 31 * 

(X 2 + >> 2 ) 3/2 

X ~~ ( r 2 _|_ r ' 2)3/2 

Centre de 
courbure 

S-x l+y ' 2 -v' 

t X 2 + y 2 

h n (r 2 +r' 2 ) (r cos 0+r' sin0) 

S-x y „ y 

, 1+/ 2 

ç x . - ■ ... y 

ky — yx 

, x 2 + y 2 

Ç • vOS 1/ » . a fo 11 

r 2 -f- 2 r 2 —rr 

. a (r 2 -|-r' 2 ) (r sin 0— r' cos 0) 

v - y + .. 

< 

St 

i 

$ 

1 

TJ r Sin U 9 t 9 •* 

r 2 + 2r 2 — rr 



Chaînette. Un fil pesant parfaitement flexible suspendu en deux points prend à l’équilibre la 
forme d’une chaînette. Celle-ci est la développée de la tractrice et est le graphe de la fonction 
y—(ail) (e x/fl -fe _Jf/a ) = a ch (x/a) admettant pour dérivées / = sh(x/a) et y' — iMfl) ch (x/a). 
Puisque 1+sh 2 (x/a) = ch 2 (x/a), la substitution donne le rayon de courbure Q=a ch. 2 (x/a)=y 2 la et 
les coordonnées du centre de courbure £=x—a sh (x/a)=x—a/ et rj = 2a ch (x/a) = 2y (Fig.). 

Construction de la tangente t et du centre de courbure. Le cercle de diamètre PQ coupe le 
cercle de centre Q et de rayon a au point R situé sur la tangente en P, puisque l’angle r entre 
la droite PQ et l’axe des x est tel que tg r=\RP\l\RQ\=y/(y 2 -a 2 )la=s\v (x/a)=/. La perpen¬ 
diculaire à t en P est la normale «, qui coupe l’axe des x en S. Comme cos r = (a/y)=y/\PS\ 
on a \PS\=y 2 la=\Q\. Conformément au signe de la courbure, \q\ est porté sur le côté positif 

d 

de la normale issue de P. Puisque ^ (a 2 sh (x/a)) = a ch (x/a), A = a 2 sh (x/a) donne l’aire de 

la surface comprise entre l’axe des x et la chaînette. La longueur |/| de l’arc de courbe consi¬ 
déré à partir du point le plus bas (0, a) est l=a sh (x/a). 

Développée. Si la fonction y=f(x) a des dérivées du premier et second ordre continues, alors 
les coordonnées £, rj du centre de courbure sont des fonctions continues. La courbe définie 
par ces fonctions est appelée développée. 

La développée d’une courbe plane est le lieu de scs centres de courbure. 

La développée peut être aussi construite comme l’enveloppe des normales; donc les normales 
de la courbe originale sont tangentes à sa développée (Fig.). Puisque les centres de courbure 
de la courbe originale sont situés sur la développée, les formules des coordonnées du centre 
de courbure fournissent en même temps une représentation paramétrique de la développée. Il 
suffit de considérer £ et rj comme paramètres. 
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courbe originale développantes 


9.5-13 Famille 
de développantes 
d’une courbe 
plane 


Développante. La développante tire son nom du fait qu’elle se développe à partir de la courbe. 
Imaginons la courbe munie d’un filament inextensible qui repose sur toute sa longueur (Fig.). 
Le filament est fixé au point A de la courbe. Si maintenant on considère un point B 1 du fila¬ 
ment lorsque l’on déroule en le remettant droit le filament du long de la courbe, alors le point 
B x décrit une nouvelle courbe, une développante de la courbe originale. Puisque chaque point 
B décrit une telle développante, on peut faire correspondre à la courbe initiale toute une fa¬ 
mille de développantes. La partie déroulée du filament étant constamment droite, elle reste 
tangente à la courbe originale. Le point B , en se déplaçant sur la développante, décrit un arc 
de cercle infinitésimal autour du point de contact de cette tangente; mais cela signifie que la 
portion déroulée du filament est constamment normale à la développante. Donc les tangentes de 
la courbe originale intersectent la développante à angle droit. Nous en déduisons le théorème 
suivant: 

Les développantes d’une courbe plane sont les trajectoires orthogonales (courbes coupant à 
angles droits) des tangentes de cette courbe. 

Toute courbe est la développée de ses développantes. 

Toute courbe est une développante de sa développée. 

Exemple: En construction mécanique la développante du cercle trouve une application dans 
le profil des dents d’un engrenage à développante (Fig.). D’après le diagramme les coordon¬ 
nées d’un point P delà développante peuvent être lues sous la forme ^=x-|-A*sin t et rj=y— 

.y cos /. D’après la représentation paramétrique du cercle, x=r cos /, y=r sin /, jointe à la for¬ 
mule s=rt de la longueur de l’arc circulaire, on obtient pour la développante la représentation 
paramétrique £=r(cos /+/ sin /); rj=r( sin t—t cos /). 



\ 


19.5-14 Développante du cercle 


Courbes spéciales 


Dans l’étude des points doubles et des centres de courbure, nous avions dégagé à titre 
d’exemples au paragraphe précédent la plupart des propriétés importantes du folium de Descartes 
et de la chaînette. Nous allons donner ici les propriétés de certaines autres courbes. 
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Ovales de Cassini. Les ovales de Cassini sont définis comme les lieux des points P pour 
lesquels le produit des distances r 1 =|fif > l et r 2 =|F 2 P| aux points fixes F t et F 2 a une valeur 
constante a 2 . Si les deux points F 1 et F 2 sont sur Taxe des x d’un système de coordonnées 
Cartésiennes et ont les abscisses +e et — e alors r% = (x— é) 2 -\-y 2 ; r% = (x-\-e) 2 +y 2 ; rjr| = a 4 ou 
(x 2 -|- -y 2 ) 2 — 2e\x 2 —y 2 ) = a i — e* y r x — 2e 2 r 2 cos 20=a 4 — e x y r 2 = e 2 cos 20±y/(e l cos 2 20-fa 4 — e*). 



Les ovales de Cassini ont des formes différentes suivant la valeur du rapport des deux con¬ 
stantes a et e (Fig.). Dans l’étude suivante ils sont caractérisés par les intersections S ly S 2l S. ]y S 4 
avec l’axe des *, N ly N 2 avec l’axe des y , par les extrema E ly E 2 , E 2y E x et par les points d’in¬ 
flexion W ly W 2 , W 3y W x . 


1. a>e\J 2, la courbe ressemble à une ellipse. S ly S 2 =(±\/(a 2 -\-e 2 ), 0); N ly N 2 
= (0, ± \/(a 2 — e 2 )). Pour a—ey/2 la courbe a encore la forme d’une ellipse, S ly S 2 
= (±e\/3> 0)î ^i» ^2 = (0, ±e), mais en N x et N 2 la courbure est nulle. 

2. e<a<ey/ 2, ovale creusé. SV, S 2 ' = (±\/(a 2 \ e 2 ) y 0); TV/, 7V 2 ' = (0, ±y(cr l -e 2 )); 

E' y El El E t J = ( =1= ( 1 \2è)y/{4e x - a 4 ), ± (a 2 /2e)) ; W[ y W' 2y W' W' 

= ±V( f, 4' v )/2) avec i/=(a 4 -e 4 )/(3e 2 ) et v=\/(a 4 — e*)/3. 

3. a<e y deux ovales séparés. S 4 , S 2 = (:fc\/(a 2 -}-£ 2 ), 0); S 4 "s (:t\A e2— °)ï 
El El Eï= (±(M2e)^(4e*-a*) y ±(a*l2e)). 

4. a = e, lemniscate. Pour l’équation du lemniscate on obtient (/ 2 -{-/ 2 ) 2 —2a 2 (x 2 —/ 2 ) = 0 ou 
r 2 =2a 2 cos 20, r=a\/(2 cos 20). On a alors la représentation paramétrique * = acos 0^/(2 cos 20), 
y=a sin 0^/(2 cos 20). 

h y d v d v 

De -j0- = -2a sin 30/^/(2 cos 20) et = 2a cos 30/-/(2 cos 20), il découle que / = ^ 


= — colg 30; donc des extrema peuvent être atteints pour 30=ji/2 y 3 tf / 2 , 5 tt / 2 , ou 0 = n/6 y nj 2 , 
5tc/6. Les valeurs extrêmes sont *i, 2 =db(a/2)\/3, y 1 ,2=±a/2, r 1 , 2 =a. Le point (0, 0) est un point 
double; Les valeurs des dérivées partielles en (0,0) sont / JC = 4(r* I */ 2 —a 2 x) = 0; f y = 4(x*y+ 
f-\a 2 y)= 0; f xx = 4(3x 2 +y 2 -a 2 )= -4a 2 ; f xy =Sxy=0; f yy = 4(x 2 \3y 2 +a 2 ) = 4a 2 ; <4=+16a 4 . 

De — a 2 +/ 2 a 2 = 0 il découle que / = ±1, de telle sorte que y=±x sont les tangentes au 
point (0, 0). Les intersections avec l’axe des x sont SJ, S 2 = (if ay/2 y 0). La surface d’une boucle 
est donnée par 

+ JT/4 


| = 1/ 2 J° r\0) d J, 


cos 20 d0= —- sin 20 


-rr/4 
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Cycloïdes. Une cycloïde se présente en mé¬ 
canique comme le lieu d’un point P fixé de 
manière rigide à un cercle de rayon r , à une 
distance a de son centre, quand ce cercle roule 
sans glissement le long d’une ligne droite. Si 
l’on considère que le cercle roule le long 
x de l’axe des x d’un système de coordonnées 
■►Cartésiennes, dans lequel les abscisses sont mc- 
fcurées à partir du point pour lequel P est à 
sa position la plus basse, si on note par (p 
19.5-17 Cycloïdes contractée, étendue et commune l'angle de rotation , alors l’arc \OB\ = rq> dépasse 

l’abscisse de P d’une quantité a sin q) et r dé¬ 
passe son ordonnée de a cos (p (Fig.): x=ryp—a sin (p ; y—r—a cos (p. Suivant la valeur du rap¬ 
port air on distingue la cycloïde contractée ( a<r ), étendue ( a>r ) et commune (a=r) (Fig.). 

La cycloïde contractée admet des minima pour (p — 0 y 2n, 4tz, ... avec y m = r—a; la cycloïde 

étendue a pour chacune des valeurs de x correspondant à (p = 0 , 2 n, 4 n, ... deux points de 

même abscisse. L’un d’eux est le minimum avec y,„ = r—a. La valeur de <p correspondant au 
second est donnée par l’équation trigonométrique >*95 = 0 sin (p. La cycloïde commune a des points 
de rebroussement aux points correspondants. Son élément d’arc est d.s'=2/* sin (<pl2) d<p, et par 

2rc 

conséquent la longueur s de Parclie cycloïdale complète est s== J 6s=8r. La surface sous cette 

2n 2 n </> = () 

arche complète est A= J y 6x = r 2 J (1 — 2 cos rp I cos 2 (p) <\q>=27ir 2 -\-0+nr 2 =37ir 2 , et elle est 

<p = 0 0 

donc égale à trois fois l’aire du disque générateur. 

Epicycloïdes. Une épicycloïde se présente en mécanique comme le lieu d’un point P fixé de 
manière rigide à un cercle k de rayon /*, lorsque ce cercle roule à Vextérieur d’un cercle fixe K 

de rayon R (Fig.). Suivant la distance a du 
point P au centre M du cercle k , on distingue 
répicycloïde contractée (a<r), étendue (a>r) 
ou commune ( a=r ). Si le rayon \OM\ = R-\-r 
tourne d’un angle 7 ?, alors le cercle k tourne 
d’un angle ip, avec <pR = y)r. La perpendiculaire 
MB à l’axe des x passant par M délimite dans 
y> l’angle (tt /2 — ç?), l’angle 0 restant ayant donc 
pour valeur 0 — y) | yp— ?r /2 = [/(/?-hr)/r] (p— n\2. 
Les coordonnées du point P sont données 
par 

*=(Æ-|-r) cos (p—a cos [fp(R+r)/r]; 
x )>=(/?-[ r) sin (p—a sin [yp(R -\-r)/r]. 




19.5-18 Mise en évidence de l’équation 
d’une épicycloïde 
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Comme les courbes cycloïdales les épicycloïdes par rapport à des cercles admettent des points 
de rebroussement, des boucles ou de simples minima. Si la circonférence 2nR du cercle K est 
un multiple de la circonférence 2m de k , alors la courbe possède R/r arches. Si R/r est un 
nombre rationnel p\q y alors, puisque qR=pr , les positions de P se répètent après q tours autour 
de K. La longueur l d'une arche de l’épicycloïde commune (Fig.) est l=$r(R+r)IR; Faire A 
entre le cercle K et une arche est donnée par A = n(r 2 /R) (3R+2r). 



Cardioïde. Pour r=R on obtient la cardioïde (Fig.) avec pour représentation paramétrique 
x=R(2 cos <p- cos 2cp)\ y= R(2 sïn (p-s'in 2(p). En éliminant (p on obtient l’équation algébrique 
(x 2 -\-y 2 —R 2 ) 2 —4R 2 [(x-R) 2 +y 2 ]. La longueur / de la courbe est /= 8Æ, et sa surface est A = 6nR 2 y 
c’est à dire six fois Faire du cercle fixe K. 

L’équation de la cardioïde devient particulièrement simple dans le système de coordonnées 
£, rj défini par: £=*- R y rj=y. On a alors les équations £=2Æ cos (p (1 — cos (p), r} = 2Rs\ncp 
(1—cos (p). En prenant les coordonnées polaires r y 0, avec r=2R(\— cos q>) et cos 0 = Ç/r= cos (p 
et sin 0=?7/r=sin <p y l’équation polaire de la cardioïde devient r—2R{\ —cos 0). 

Hypocycloïdes. A l’inverse de l’épicycloïde, l’hypocycloïde se présente en mécanique lorsqu’un 
cercle k tourne sans glissement à /’ intérieur d’un cercle fixe K: le cercle mobile est de l’autre 
côté de la tangente commune aux deux cercles. Les segments r et a y ainsi que l’angle de ro¬ 
tation y) changent de signe; la représentation paramétrique prend alors la forme suivante: 

x=(R—r) cos <p+a cos [cp(R — r)/r] ; 7 =(/?-r) sin (p — a sin [<p(R—r)jr]. 


Dans une hypocycloïde contractée on a a<r, dans une hypocycloïde étendue (Fig.) on a a>r y 



et dans R hypocycloïde commune a—r. Les cour¬ 
bes correspondantes ont des sommets arrondis, 
des boucles ou des points de rebroussement. 

La forme de l’hypocycloïdc dépend du rap¬ 
port R/r: si celui-ci est entier, la courbe se re¬ 
ferme dès que le petit cercle a fait un tour autour 
du grand. Si ce rapport n’est pas entier, mais 
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rationnel, R/r = mln (m et n premier entre eux), alors la courbe se referme après n circuits; 
pour les valeurs irrationnelles de Rjr la courbe ne se referme pas. Si R/r est un entier, l’hypo- 
cycloïde commune a pour longueur l=S(R — r) et l’aire A comprise entre une arche complète 
et le cercle fixe K a pour valeur A = n(r 2 IR) (3R — 2r). 

L'astroïde est une hypocycloïde commune avec 4 r—R\ la représentation paramétrique est donc 
x=4r cos 3 (p = R cos 3 9 ?, y=4r sin 3 <p=R sin 3 95 , puisque sin 3(p = 3 sin 95 — 4 sin 3 95 et cos 3(p = 
4cos 3 95 — 3 cos 95 . En coordonnées Cartésiennes on obtient x m +y m =R m (Fig.). 

Tractrice. Un point pesant P au bout d’un fil inextensible de longueur a décrit une tractrice 
si l’autre bout K du fil se déplace le long de l’axe des x (Fig.). Donc le fil est étiré dans la 

direction de la tangente à la courbe de telle sorte que ~ — z fyl^(a 2 —y 2 ); par intégration 


nous obtenons l’équation x=aLo%\[a±^(a 2 —y 2 )]ly\^\/{a 2 —y 2 ) = Argch {ajÿ)lr\/{a 2 —y 2 ). Le 

point A est un point de rebroussement. La longueur 
de l’arc / mesuré à partir de A est 7= a Log (aly). 




19.5-23 Tractrice, a = 5 


19.5-24 Cissoïde 



19.5-25 Strophoïde; les portions de plan de 
même couleur ont même surface. 


Cissoïde. Supposons qu’un cercle soit tangent à deux 
droites parallèles situées à une distance a l’une de l’autre. 
Sur une sécante passant par le point de contact O, 
le cercle et l’autre droite parallèle découpent un segment 
\QR\. On construit alors le point P de la sécante tel 
que \OP\ — \QR\\ la cissoïde est le lieu géométrique de 
tous les points P construits de cette manière sur les 
sécantes issues de O (Fig.). La sécante fait un angle 95 
avec l’axe des x du repère cartésien construit dans la 
figure; m — tg (p est utilisé comme paramètre. Le point 
R a pour coordonnées x^a et y x = am\ à partir de 
(jc — r) 2 +m 2 x 2 = r 2 on obtient les coordonnées de Q : 
x 2 —al(\-j-m 2 ) y y 2 =aml(l+m 2 ); donc celles de P sont 
données par x = x x — x 2 = ûrm 2 /(l-|-w 2 ), y=y 1 —y 2 = 
=am 3 /(l -\-m 2 ). A l’aide des égalités m 2 =xl(a—x) 
et l \ m 2 =a/(a—x) f on peut éliminer le paramètre 
m, ce qui donne y 2 =x?f(a—x); en coordonnées po¬ 
laires cela devient r 2 =x 2 -\-y 2 — a 2 m' l l(\-\-m 2 ) ou r= 
a sin 2 95 /cos (p. Le point O est double et la parallèle x—a 
est l’asymptote de la cissoïde. L’aire A comprise entre 
la courbe et l’asymptote est A = 3na 2 l4 et par conséquent 
elle est égale à trois fois l’aire du cercle de rayon a/2. 

Strophoïde. Dans un système de coordonnées Carté¬ 
sien le point A(—a y 0) est le sommet d’un faisceau de 
droites. Si une droite du faisceau coupe l’axe des y au 
point B (0, b) alors les points P et P' de cette droite 
tels que \BP\ = \BP'\ = \OB\ décrivent une strophoïde 
(Fig.). A partir de l’équation de la droite y=(bta)x-\-b et 





















480 19. Calcul différentiel 


de la condition sur les longueurs (y—b) 2 -\ x 2 = b 2 y on élimine />; à partir de b=ya/(a+x) on obtient 
y 2 lx 2 = (a+x)l(a-x). Il en résulte que si x est l’abscisse de P on a \AP'\=(a—x)y/(\ +b 2 /a 2 ), 
\AP\ — (a-\-x)'\/{\Â-b 2 la 2 )\ d’où par élimination de b y \AP\ • \AP'\=a 2 : par inversion la 
strophoïde se transforme en elle-même. Si (p est l’angle entre l’axe des x et la droite OP y on 
prend comme paramètre /w = tg (p=y/x’ y l’équation de la strophoïde donne m 2 — (aA-x)l(a—x) 
ou x—a(jn 2 — 1 )/(w 2 -h 1 ), y = am(m 2 — l)/(w 2 + 1), il en résulte l’équation polaire: r 2 =x 2 +y 2 = 
a 2 (m 2 - l) 2 /(/w 2 il), ou encore r— —a cos 299 /cos (p. Le point (0,0) est un point double avec les 
tangentes y— iLjc. La droite x = a est une asymptote. La demi-aire de la boucle est A’ =a 2 — na 2 /4 
et la demi-aire comprise entre la courbe et l’asymptote est A=a 2 + 7ia 2 l 4. 


Conchoïdes de droite. Soit une droite passant par l’origine O d’un système de coordonnées 
cartésiennes et coupant la droite x=a parallèle à l’axe des y en un point Q\ les deux points 




19.5-26 Conchoïdes: a) a — 2 y c = 2 
b) a=2 y c= 4; c) a- 2, c= 1,5 

P et P’ de la droite OP situés de chaque 
côté de Q à une distance \PQ\ = \P’Q\ — c 
décrivent une conchoïde lorsque la droite 
OQ varie. 

La forme de la conchoïdc dépend du 
rapport des longueurs a et c (Fig.); pour 
c=«, O est un point de rebroussement; 
pour c>a c’est un point double. La pa¬ 
rallèle x=a est toujours une asymptote 
des deux branches. Si (p est l’angle entre 
la droite OP et l’axe des jc, alors l’inter¬ 
section Q avec la parallèle à l’autre axe 
est à une distance r Q =tf/cos (p du point O. 
Donc l’équation polaire de la courbe est 
r=fl/cos (p±c; nous en déduisons x— 
r cos (p = ccos (p et y=r sin (p— 
a tg sin (p ; en éliminant les fonctions 
trigonométriques on obtient une équa¬ 
tion algébrique de degré 4: de (jc— a) 2 = 
c 2 cos 2 (p et jc 2 +.v 2 = tf 2 /cos 2 ç>i2ûc/cosç>4- 
+c 2 il résulte que (jc —a) 2 (jc 2 1 - y 2 )= 
c 2 (a±c cos (p) 2 —c 2 jc 2 . 

19.5-27 Spirale d’Archimède, a = 2 
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Spirales. Les spirales sont des courbes pour lesquelles le rayon vecteur r est une fonction de 
l’angle polaire (p , r=/(ç?), où (p varie de 0 ou de —oo à H-oo , r{(p) étant susceptible d’être 
différent de r{(p+2n). Exemples: et r=ae k<p . 

Spirale d'Archimède. En coordonnées polaires cette spirale (Fig.) a pour équation r=a(p. Les 
points P l9 P 2 , ••• situés sur un même rayon sont à la même distance 2na l’un de l’autre, puisque 
r 2 = a((p-\-27i)=a(p+27ia=r 1 +27ia. L*’élément d’arc ds a pour valeur ds=a\/(l-\-(p 2 )d(p; par 
conséquent la longueur de l’arc est donnée par 


s=a J\/(l +<p 2 ) A(p = (ajï) 1 +ç>f) + Argsh ç>,). 

0 

Pour de grandes valeurs de <p x on a l’approximation s~(al2)cp\. La surface d’un secteur situé 
entre deux rayons /* 1 =aç> 1 et r 2 = acp 2 est A = (a 2 /6) ((pl — (pl). 



19.5-28 Spirale logarithmique 


Spirale logarithmique. En coordonnées 
polaires cette spirale a pour équation 
r=a e k<t> , k> 0. Pour les valeurs négati¬ 
ves de (p la courbe s’enroule avec un 
rayon décroissant autout du pôle O en 
s’en rapprochant de plus en plus; c’est 
un point asymptotique. Nous avons mon¬ 
tré en traitant la différentiation des fonc¬ 
tions en coordonnées polaires que toute 
droite de pôle O coupe la courbe avec 
le même angle r 0 = arccotg k (Fig.), et 
que les tangentes en ces points sont donc 
parallèles entre elles. De plus nous avons 


montré que = r ' 

d (p 



= r/ tg x—rk d’où 


Si nous utilisons une relation établie au 
Chapitre 20, nous pouvons calculer la 
longueur d’arc s: 

d * = V(' 2+ (è)V 

= y/(r 2 -\-r 2 k 2 ) ày 
= r\/{\ -\-k 2 ) dtp 

= (1 lk) V0+* 2 ) dr, 

d’où s=(l/k) \/(i-]-k 2 ) (r 2 -r,). 
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Le but du calcul différentiel est d’étudier les propriétés de la dérivée d’une fonction; il donne 
ainsi une représentation limite; par exemple la pente de la tangente en un point du graphe d’une 
fonction. La valeur de la dérivée en un point dépend seulement des valeurs de la fonction dans 
un voisinage arbitrairement petit du point, il s’agit donc de propriétés locales de la fonction. Le 
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problème de la définition rigoureuse et du calcul de la surface d’une région limitée par une 
courbe fermée, ou du volume d’une région limitée par une surface fermée conduit à considérer 
un processus limite d’ün type tout à fait différent dont l’étude est l’objet du calcul intégral 
(du latin integer: entier); ce processus limite intervient quand la portion de plan ou d’espace 
considéré est approchée de plus en plus finement par des méthodes élémentaires. Alors que 
le problème de la tangente concerne une propriété locale , le problème de la surface ou du volume 
nécessite la connaissance globale de la courbe ou de la surface frontière. 


20.1. L’intégrale définie 

Déjà Archimede (287-219 av. J. C.) réussit à prouver que l’aire du 
segment ASB d’une parabole est égale aux 4/3 de l’aire du triangle 
ABC (Fig.). Puisque les mathématiciens Grecs calculaient des aires 
par des méthodes géométriques qui consistaient à transformer la 
région donnée en un carré de même aire, on parla du problème de 
la quadrature , et au 17e siècle de la méthode exhaustive pour indiquer 
que la région dont on veut calculer l’aire est recouverte par une suite 
de régions, d’aire ou de volume connu. A l’aide de décompositions 
convenables de régions en domaines élémentaires Kepler (1571-1630) 
obtint des formules pour le volume de tonneaux, et Cavalieri (1598— 

1647) développa un principe de comparaison pour décider quand 
deux corps situés entre des plans parallèles ont le même volume (voir 
Chapitre 8). De plus amples investigations furent entreprises par 
Descartes (1596-1656), Fermât (1601-1665) et Pascal (1623-1662) 
en France, Guldin (1577-1643) en Suisse, et Wallis (1616-1703) en 
Angleterre. En créant les bases de ce travail préliminaire, Leibniz (1646-1716) et Newton 
(1643-1727), indépendamment et presque simultanément, ont construit une méthode satisfai¬ 
sante pour le calcul des aires et des volumes. De plus, il découvrirent qu’en dépit de la diffé¬ 
rence entre les procédés limites utilisés, il y a une forte connexion entre le problème de la tan¬ 
gente et le problème de la quadrature: si l’intégrale définie est considérée comme une fonction 
de sa bprne supérieure, alors sa dérivée est égale à l’intégrande; la notation standard des intégrales 
due à Leibniz, correspond à ce fait important, qui est considéré comme le théorème fonda¬ 
mental du calcul différentiel et intégral. 

Le second problème principal est alors juxtaposé au problème du calcul des aires, il s’agit 
de trouver une fonction dont la dérivée dans un certain intervalle est égale à une autre fonc¬ 
tion donnée. Le calcul intégral développe une méthode générale pour traiter ces problèmes ap¬ 
paremment très différents et pour étudier les propriétés des intégrales. Les calculs différentiel 
et intégral forment ensemble le fondement de toute l’analyse supérieure et sont indispensables 
à la science et à la technologie modernes. 

Le problème de la quadrature suggère une méthode intuitive qui consiste à définir l’inté¬ 
grale définie comme l’aire F b u de la région limitée par le graphe d’une fonction y—f{x) entre 
les ordonnées f{a) et /(6), le segment [< a , A] de l’axe des x y et les deux droites x=a et x—b (Fig.). 
On suppose ici que la courbe est le graphe d’une fonction continue et que toutes ses ordon¬ 
nées sont positives (c’est à dire que la courbe est située entièrement au dessus de l’axe des x). 




20.1-2 Aire en dessous de la courbe 
y=f(x) entre x—a et x — b 


20.1-3 Somme supérieure et inférieure 


L’aire F b peut être approchée par des valeurs inférieures ou supérieures à l’aide de figures 
convenables, par exemple par des polygones en escalier qui sont inclus dans la région donnée 
ou à l’extérieur (Fig.); ces aires peuvent être calculées de manière élémentaire comme des som- 
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mes d’aires de rectangles. Il est intuitivement clair que l’approximation de F„ s’améliore lorsque la 
taille des pas diminue, de telle sorte que les suites formées par les aires des polygones en escalier 
inscrites et circonscrites tendent vers une limite commune; l’aire Fl est définie comme étant cette. 

b 

limite (en supposant qu’elle existe) que l’on note J/(*)djc (lire intégrale de a à b de /(*)) et 

a 

que l’on appelle l'intégrale définie. 


L’intégrale définie en tant que limite 

Limite des sommes supérieures et inférieures. On divise l’intervalle [ a , b] en n sous-intervalles 
Ax t , / = 1, par exemple en n intervalles de même longueur Ax de telle sorte que nAx=b — a ; 

pour simplifier nous notons de la même façon par Ax l’intervalle et sa longueur.* Les ordon¬ 
nées des points de la courbe dans la division limitent une bande de largeur Ax. Si on choisit 
comme hauteurs respectivement nu la plus petite, et M { la plus grande ordonnée de la courbe 
dans le /-ième intervalle et si l’on compare l’aire de la bande limitée par la courbe avec les 
aires m t Ax et M { Ax des rectangles correspondants, on en déduit que la somme Em t Ax est 
plus petite, et la somme EM { Ax plus grande que l’aire recherchée; elles sont appelées les som¬ 
mes supérieures et inférieures (Fig.). Si on raffine la subdivision en divisant les sous-intervalles 
alors la nouvelle plus petite ordonnée sera au moins aussi grande que l’ordonnée originale m t 
et la nouvelle plus grande ordonnée ne sera pas plus grande que l’originale M t . Donc la somme 
inférieure croît en restant plus petite que Fl tandis que la somme supérieure décroît en restant 
plus grande que F h a . Les sommes inférieures forment une suite monotone croissante bornée et 
les sommes supérieures forment une suite monotone décroissante bornée, elles ont donc cha¬ 
cune une limite. Si ces limites sont identiques, c’est à dire si la suite de leurs différences 
E(M t — m t )Ax tend vers zéro quand Ax-»0 et w-mx> , alors (et seulement dans ce cas) l’intégrale 

b 

Sf(x) dx existe; cela est toujours le cas pour les fonc- 



20.1-4 L’intégrale/= J sin <p dç> = 0en tant qu’aire 
o 


L’hypothèse originale sur la position de la courbe au dessus de l’axe des x c’est à dire la 
positivité de la fonction n’est pas nécessaire: pour les parties de la courbe situées au dessous 
de l’axe des x , l’aire orientée prend des valeurs négatives puisque dans les parties correspon¬ 
dantes des sommes les ordonnées* sont négatives, tandis que les intervalles Ax t restent positifs; 
la figure montre, sur l’exemple de l’intégrale du sinus entre 0 et 2jt, que l’aire peut être nulle. 
Lorsqu’on parcourt l’axe des x dans le sens des x croissants, les aires positives sont à gauche 
et les aires négatives à droite, en accord avec la définition d’une aire orientée en géométrie plane. 

Définition analytique de l’intégrale définie. La signification géométrique de l’intégrale définie 
en tant qu’aire n’est pas indispensable. Soit f(x) une fonction bornée sur l’intervalle a<x^b; 
on divise à nouveau cet intervalle par des points a=x 0 <x 1 <x 2 <.. .<x„- 1 <x„ = b en n sous- 
intervalles de longueur Ax t =xi — Xi-^i— 1, 2, ...,«). Puisque une fonction bornée n’a pas né¬ 
cessairement une plus petite ou une plus grande valeur dans un intervalle, on forme les sommes 
supérieures en utilisant G lt le plus petit majorant (supremum) de la fonction dans le sous-inter¬ 
valle, et les sommes inférieures en utilisant g h le plus grand minorant (infimum). Si la diffé¬ 
rence 27(G<— gA Axi tend vers zéro quand la longueur du plus grand intervalle Ax t tend vers 
zéro, n tendant vers ce , alors les sommes supérieures et inférieures tendent toutes deux vers 

n 

une même limite. De même toute suite F n = E /(£,) Ax t , où £, est un point arbitraire du sous- 

t=i 

intervalle Ax h tend vers la même limite. 
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Si la limite lim F n —I des sommes F n = Ë /(£,) dx, existe et est indépendante du choix 

n — >oo — >o 1 = 1 

des points de division je, et des points intermédiaires £„ alors on dit que la fonction f(x) est 
intégrable sur l'intervalle [a, h\ et la limite / est appelée l'intégrale définie J/(jr)djr de f(x ) 

a 

de x = a à x — b. 


Ce concept d’intégrale remonte à Bernhard Riemann (1826-1866); /’ intégrale de Lebesgue est 
une extension moderne de ce concept. La fonction f(x) est appelée l'intégrande et x est appe¬ 
lée la variable d'intégration. La valeur / de l’intégrale d’un intégrande donné / ne dépend pas 
du nom donné à la variable d’intégration. 


Intégrale définie de f(x) entre les bornes x = a et x=b 

n r 

lim r/(!,)Jje,= J f(x) dx 


n—>OOl = l a 


Si l’intégrande est continue dans l’intervalle Toute fonction continue est intégrab , e . 

ferme [ a , />], alors 1 intégrale existe. 



Toutes ces propriétés restent valables si la fonction a 
un nombre fini de discontinuités dans l’intervalle [< a , b\, 
et y reste bornée (Fig.). 

Toute fonction bornée et admettant un nombre fini au 
plus de discontinuités dans [a, b] est intégrable. 

Des fonctions plus compliquées, comme la fonction qui 
pour 0 ^*^ 1 a la valeur 1 pour x rationnel et 0 pour x 
irrationnel, sont traitées en Théorie de la Mesure (voir 
Chapitre 35). 

20.1-5 Aire sous une parabole y=x 2 


Exemple: Pour calculer l’aire sous la parabole y.=x 2 y entre jc = 0 et x—a , on divise l’inter¬ 
valle [0, a] en n parties égales de longueur h = a\n (Fig.). Les n extrémités de gauche des sous- 
intervalles sont jc 0 = 0 , .*! = //, ...» x„- 1 = (n— 1 )//, les n extrémités de droite sont Xi=h, x 2 =2 h y 
x„ = nh = a. Puisque la fonction y=x 2 est monotone croissante dans [0, a] les sommes inférieures 
E„ et supérieures Fü sont: 


F, = 0T1 2 h 2 • h+2 2 h 2 - h-h- --+(n-l) 2 h 2 h 

= h 3 - [ 1 2 +2 2 -1-K«-l) 2 ] 


(n- 1 ) n(2n- 1 ) 




r~„= W- /i+2 2 /t 2 - AH-h» 2 /» 2 - Il 

= A 3 [l 2 H-2 a H-hrt 2 ] 

_ p n (n+l) ( 2 w+l) 

+ ( 2+ i) 


Les deux suites ont la même 


limite F= i / 3 cr' quand n->c O , 

n 

h 

En 

F„ 

de telle sorte que l’aire sous la parabole entre 

6 

i 

55 

91 

jc = 0 et x=a est 1 / 3 a 3 . La table ci-contre, pour 

12 

1/2 

63 Vi 

81 l /« 

a = 6 et F=12 y montre comment les sommes 

24 

1/4 

61* In 

76 8 /,„ 

supérieure et inférieure varient avec n. 

48 

1/8 

69 4, /m 

74 17 / M 


96 

1/16 

70 226 / 250 

73 32 / 2m 


Propriétés de l’intégrale définie 

Si on échange les bornes d’intégration, on change le sens d’intégration; les facteurs Ax { chan¬ 
gent de signe en tant que segments orientés, et il en est donc de même pour les sommes 
F n = £f(l- l )/\x l et par conséquent pour l’intégrale elle-mcme puisque les ordonnées /(£/) ne chan- 
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gcnt pas de signe. Pour conserver la formulation précédente pour a = b on est amené à poser 
}f(x) d*= 0 . 


La permutation des bornes de l'intégrale change son signe. 


J/C*) dx = - $f(x) dx 

a b 


Sommes d’intégrales. Si f(x ) est intégrable sur l’intervalle de x=a à x = b et si c est un point 
de cet intervalle, alors c peut être choisi comme point de division pour chaque division et alors 
chaque somme Ef(Jèi)Axi ainsi obtenue peut être séparée en deux sommes, l’une pour l’inter¬ 
valle [<a , c] et l’autre pour [c, b]; puisque la limite d’une somme est égale à la somme des li¬ 
mites, l’intégrale définie peut être écrite comme la somme de deux autres. Par le même théorème 
sur les limites on a aussi: 


$f(x) dx + jf(x) dx = J/(*) d* 


U 


I [/(*)+?(*)] dx = ff(x) dx | 


a 


a 


J g(x) dx 

a 


L'intégrale de la somme de deux fonctions intégrables f(x) et g(x) est égale à la somme des 
intégrales de ces fonctions. 


Le découpage de l’intervalle d’intégration peut être utilisé pour séparer des contributions 
négatives et positives dans des aires algébriques en prenant les zéros de l’intégrande comme 
points de découpage. Par exemple 


2 n n 2n 

l — J sin (p d(p = J sin (p d(p -f J sin (p dy = 2 — 2 = 0. 

O 0 Tt 



20.1-6 Intégrale d’une fonction 
discontinue 


j /( x) dx -f J J\x) dx - J J\x) dx 

a c a 


Pour des intégrandes possédant des sauts de discontinuité finis, 
il est aussi nécessaire de découper l’intervalle d’intégration aux 
points de discontinuité (Fig.). Mais on doit se garder d’inté¬ 
grer en des points où l’intégrande devient infini; par exemple 

+i 


l’intégrale j 


dx 

x 


n’a pas de sens car l’intervalle d’intégra- 


-î 

tion contient jc=0, où l’intégrande est infini; de tels cas seront 
traités de manière plus détaillée dans la section qui concerne 
les intégrales impropres. 


Intégration d’une fonction avec un facteur constant. Si 

l’intégrande est le produit cf(x) y où c est constant, alors 
27 cf(^ t )Axt = c Hf($t)Axi et donc c apparaît en facteur hors 
de l’intégrale. 


Exemple: 


J 4x 2 dx=4 J * 2 dx =4x27/3 = 36. 

0 ü 


J cf(x) dx = c f f(x) dx 


a 


a 


Théorème de la moyenne du calcul intégral. Toute fonction continue atteint dans un inter¬ 
valle fermé [ a , b] son maximum M et son minimum m; il découle de la définition de l’inté¬ 
grale définie que 

m(b-a) ^ J f(x) dx^M(b-a): 

1 a 

l’aire sous la courbe est comprise entre les aires des rectangles 
de base b—a et de hauteurs respectives w et M; donc il 
//existe un réel p entre m et Af, tel que le rectangle de base 
b—a et de hauteur //, donc d’aire /i(b— a), ait une aire égale 
à celle de la région sous la courbe (Fig.). D’après la conti¬ 
nuité- de la fonction f(x) on peut toujours trouver un point 

b 

J.Ç dans [a, b] tel que /*=/(£); il en résulte donc que J f(x) dx= 

a 

(b—a) /©.Comme dans le théorème des accroissements finis du 
20.1-7 Théorème de la moyenne du calcul différentiel, £ peut aussi s’écrire a-\-0{b—a) pour un 0 
calcul intégral convenable entre 0 et 1. 
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S f(x) éx = {b-a) f{Ç) avec f dans [a, b] 


a 


f/(*) d x={b-à)f[a+Q{b-a)\ y O=s$0^ 1 

a 


Si la fonction /(je) est continue sur l’intervalle fermé [a, b) alors l’intégrale définie de cette 
fonction de x—a à x=b peut être exprimée comme le produit de la longueur de l’intervalle par 
la valeur de la fonction en un point intermédiaire de l’intervalle. 


Le théorème de la moyenne est utilisé par exemple pour estimer les intégrales définies de 
fonctions qui ne peuvent être intégrées en termes élémentaires, ou dont l’intégrale est difficile 
à calculer. Si /(*), g(x), h(x) sont des fonctions intégrables sur l’intervalle a^x^b, satisfaisant 
les inégalités f(x)^g(x)^h(x) y alors 

5 f(x) d*^ J #(*) <\x^ j* h(x) ôx. 

a a a 


Exemple: Dans l’intervalle 0^x^l/2 la fonction e“* 2 , qui ne peut pas être intégrée en 
termes élémentaires, satisfait les inégalités 1 — x 2 ^e~* 2 ^ 1/(1+x 2 ). Il en résulte que 
1/2 , 1/2 2 1/2 

0,458 = [x-x*l 3]J /2 = J (l-jc 2 )dx^ f e * d*s$ j dx/(\+x 2 ) = [arctg a]J /2 = 0,464. 

0 0 0 

Pour compléter, nous donnerons sans démonstration le théorème de la moyenne généralisé suivant : 


Si f(x) et g(x) sont continues dans l'intervalle fermé [a, b\ et si g(x) ne change pas de signe 
dans cet intervalle , alors il existe un réel $ dans [a y b] tel que 

J f(x) g(x) d*=/(£) J g(x) d*. 

a a 

Intégration en tant qu’inverse de la différentiation. Si une des bornes d’intégration d’une 
intégrale définie, disons la borne supérieure, est considérée comme une variable x y alors à chaque 
valçur de x correspond la valeur ( P(x) de l’intégrale. L’intégrale est une fonction de cette borne, 

X X+dx 

<P(x) = j /(£) d£. Or nous avons d’une part <I>(x+Ax) — <P(x) = J /(£) d£; d’autre part, par 

a x 

X+dx 

le théorème de la moyenne du calcul intégral, f /(£) à£ = Ax' f(x J rOAx)\ donc 


<[>(x+Ax)-<P(x) 

Ax 


1 

Ax 


x+d x 


f /(£) df 


f(x-\-0Ax). 


Quand l’expression f(x-\-0Ax) tend vers f(x) 

si / continue. Il en résulte que: 


lim 

dx—>0 


&(x+Ax) - <P(x) 
Ax 


=/(*>. 


Cette relation représente une connexion fondamentale entre le calcul différentiel et le calcul 
intégral. 


Si la fonction f(x) est continue, alors la fonction <P(x)= J/(£)d£ est différentiable, et sa dérivée 

a 

est égale à la valeur de l’intégrande à la borne supérieure d’intégration 


4 > (x)= -E f /(«)<!£=/(*) 


X 

d x r 

4>(x) = j /(£) d£ 

< P ( X )= j m d£=/(x) 

a 


Toute fonction <P{x) dont la dérivée est égale à l’intégrande f(x) est appelée une primitive de 
f(x). Etant données deux primitives ( P(x) et *F(x ) du même intégrande f(x) y la dérivée de 
l P(x) — <P(x) est identiquement nulle. D’après le théorème des accroissements finis du calcul 
différentiel l l J (x)—<P(x) est donc une constante. 
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A toute fonction f(x) continue correspond une famille de primitives qui diffèrent deux à deux d'une 
constante: si 0(x) et sont primitives de la même fonction f(x), alors &(x)= x I , {x) \ const. 



Les graphes des fonctions 0(x) forment donc 
une famille de courbes translatées (Fig.); la 
classe de toutes les primitives est appelée 
l'intégrale indéfinie de f{x) et est notée J f(x)âx. 

Exemples: 1. L’intégrale indéfinie de la fonc¬ 
tion f(x) — 3a: 2 est <P(x)=x 3 -\~consU puisque 
a: 3 a pour dérivée 3x 2 . 

2. La dérivée de sin x est cos x> donc l’inté¬ 
grale de cos x est sin x. En terme d’intégrale 
indéfinie, on a Jcos x d*=sin xA C. 

3. La fonction f(x) = 2x 2 est la dérivée de 
son intégrale indéfinie 0>(x). Si on veut aussi 
que <2>(1)=1, alors la constante C de l’inté¬ 
grale définie J 2a: 2 d* = (2/3)A: 3 + C peut être 
déterminée à partir de 1 =#(!) = 2/3 -|-C. Donc 
C— 1/3 et 0(x) — (2/3)jc 3 +1 /3. 

4. On cherche une fonction 0(x) dont on 
connaît la dérivée <l>'(x) = 3x i et la valeur 
#>(5) = 0. A partir de l’intégrale indéfinie 
f 3a: 4 dA: = (3/5)a: 5 -f C et de la condition 
0(5) = 0 on déduit (3/5)- (5 r, ) + C=0, d’où 
C- — 1875 et par conséquent <Z>(a-) = (3/5)a: 5 — 
1875. 


20.1-8 Courbes intégrales de J(a: 2 /4) dx=x 3 f 12 +C L’intégrale définie en tant que différence 

d’ordonnées. La connaissance de l’intégrale indé¬ 
finie facilite le calcul de l’intégrale définie. Soit 
0{x) une primitive quelconque de f(x), notons 

que 0(x)= J/(£) d£ est aussi une primitive de 



telle sorte que x P(x) = 0>(x) +C. Or on a x F(a) = 
J/(£) d£ = 0, d’où C=—0>(a) y et par consé¬ 
quent 


S /(£) df = 0{b) = 0(b) H- C— 0>{b) - 0(d) (Fig.) 

Exemples: 1. f x 2 dA* = [Ar 3 /3]^ ” 2 = 8/3 — 1/3 = 7/3. 
i X=1 

+ «/2 ’/« 

2. J cos x dA:==rsin x\ 

-n/2 -« /2 


= sin (ni 2) —sin (— n\2)— 1 —(— 1) = 2. 


20.1-9 L’intégrale définie en tant que différence d’ordonnées 


Intégrale impropre. Une intégrale définie comme la limite de sommes Sf(^i)Ax t est appelée 
une intégrale propre pour la distinguer de l'intégrale impropre dans laquelle soit l’intégrande 
devient infini en un point p de l’intervalle d’intégration, soit au moins une des bornes d’inté¬ 
gration est infinie. L’intégrale impropre est définie comme une limite d’intégrales propres. L’inter¬ 
valle d’intégration est d’abord restreint: dans le premier cas on intègre seulement jusqu’à p—e 
et (ou) à partir de p + e, dans le second cas jusqu’à co, et ensuite on considère le comportement 
des intégrales correspondantes I(e) ou I(œ ) quand e->0 ou û)-*± oo. Si I(e) ou I(œ) tend vers 
une limite finie, on parle d'intégrale impropre convergente , sinon on dit que l’intégrale impropre 
diverge. 
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fntégrande avec une valeur infinie. Dans l’intégrale suivante l’intégrande a un pôle pour x=0 
(voir Chapitre 5.2. - Fonctions puissances avec exposants négatifs). En excluant ce point, 
on obtient pour e appartenant à [0, 1] une intégrale propre (voir les intégrales indéfinies) I(e ) 
et on cherche la limite de /(e) lorsque e->0 : 



L’existence de la limite dépend de l’exposant positif a^l. Si a>l, alors e 1-a a un exposant 
négatif et diverge quand e->0. Par contre, si a<l, alors e 1 - a ->0 quand e-+0. L’intégrale impo- 
pre converge donc vers 1/(1—a). La figure représente les deux cas a = 2/3<l et a==2>l. Plus 
généralement on peut utiliser, le principe de comparaison suivant (critère du majorant): Sup¬ 
posons que la fonction f(x) soit intégrable dans l’intervalle a^x<p—e pour tout e>0 mais non 
bornée dans l’intervalle p — e<x^p; s’il existe un nombre a<l tel que la fonction (p — x) a 


f(x) soit bornée pour a^x<p, alors l’intégrale impropre j \f(x)\ djc converge et par conséquent 

P a 

/ K 
f{x) d* aussi. S’il existe un a< 1 et un réel K tel que |/(jr)|< , dans intervalle 

I P~x\ a 


[a , /;], alors on a l’estimation 

p p -c p-c 

flfWI dx= lim f \f(x)\ djc< lim f K - Ax= -(p-a) 1 -". 
J e— ►O J c— >-0 J | P — X\ I —OL 

a a a 


Exemple: En utilisant les intégrales indéfinies on a 

1 l-e 


/ 


djt 

Va-* 2 ) 


lim f dx 

€ ~ >0 l va-* 2 ) 


= lim arcsin (1 —e)= — 

c —>-0 2 


Intervalle infini cV intégration. On peut illustrer la différence avec une intégrale impropre dont 
l’intégrandc prend des valeurs infinies sur l’exemple f(x) = \/x a . 


+ oo 


(A 

dx= lim 7(co) = lim i 


= lim 

J x a 

co—>+oo CI)—> + 00 J 

' x a 

co—> + 00 L 


1 1 


"] 


Si a7^1 est positif, alors le comportement de I(œ) dépend de celui de co 1-a ; si l’exposant 1 —a 
est positif, c’est à dire a<l, alors 7(co)-> + oo quand co->4-oo et l’intégrale diverge; si l’exposant 
est négatif c’est à dire a>l, alors w 1-a ->0 quand co-^ + oo et l’intégrale converge vers la valeur 
!/(«—!). Dans ce cas aussi on a un principe de comparaison (critère du majorant): 


Si f(x) est intégrable sur tout sous-intervalle fini de x^a et s'il existe un a>\ tel que la 

+ oo 

fonction x* f(x) soit bornée pour tout x>a, alors l'intégrale impropre J f(x) dx est convergente. 
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Si K est un majorant de la fonction x a |/(x)|, et si a>l, alors on a 

<0 Ct> 


= lim 

co —>-+00 



àx^ lim 

CO—>+00 



Ka 1 -* 
a-l * 


+ 00 

l’estimation J|/(x)|dx= 


Exemples: 1. Dans l’intégrale impropre suivante 
l’intégrande est un infiniment petit du second ordre 
lorsque x -> + oo (Fig.). 

+00 CO 

/ dx_ Ç dx 

1+X 2 w—v+'oo J 1+X 2 
0 0 

= lim (arctg œ — arctg 0) = n/2. 

co—>+0O 



20.1-11 Aire sous le graphe de la 
fonction /(*) = 1/(1 + x 2 ) 


2 


+ oo 


. Je - * dx= 

0 co¬ 


co 


lim Je - * dx = lim (—e -w + l)=l. 

->+0O 0 co—>+00 


La fonction gamma. Le problème de trouver une fonction dont les valeurs pour des argu¬ 
ments entiers positifs sont les factorielles 1 ! = 1, 2! = 1 • 2 = 2, 3 ! = 1 • 2- 3 = 6, n ! = 1 • 2 • • • n 

fut résolu par Euler (1707-1783) à l’aide d’une intégrale impropre. Legendre (1752-1833) l’ap- 

+ 00 

pela la fonction gamma d’Euler: jH(x) = je-'/* -1 dG auss (1777-1855) donna une définition de 

o 

l\x) sous la forme d’un produit infini 
r(x) = x -î /7[(l + l/«)* (1+JC/ 11 )- 1 ]. 

n=l 

Cette fonction n’est jamais nulle et est continue sauf aux points x=0, —1, —2, ... où elle a 
des pôles simples (voir Chapitre 5). On obtient les facteurs de l’expression précédente en sub¬ 
stituant «=1,2,3, ... dans le crochet. A partir de l’équation fonctionnelle jT(x+1)=x/Xx) et 
de la valeur F([) = 1 il suit que F(n-{-\) = nr(n)=n\ pour les arguments entiers n= 1, 2, 3, ... 


Fonction gamma d’Euler 

+ oo 

r(x)= Je-*/*- 1 d/, x>0 

0 

Définition de r(x) par Gauss 

. n\ n x ~^ 

*(x+l) (X+2) ••• (jc+/i — 1) 
x4=0, — 1, —2, ... 

r( X )=x- 1+ n [(î+i/«)*• (î+x/*)- 1 ] 

n = 1 

Equations fonctionnelles 
vérifiées par r(x) 

r(x +1 ) = xf(x); I\x) F(\ — x) = n\ sin {nx ); 

Al/2+x) r(\/2—x) = jt/cos (nx) ; F(x) T( — x) = — nl/[x s‘m(nx)] 


Quadrature 

On appelle quadrature le calcul d’aires de régions planes limitées par des frontières courbes. 
Aire sous une courbe. L’aire F de la région située entre l’axe des x et la courbe d’équation 

b 

y=f(x) t entre x=a et x=b, est calculée à partir de l’intégrale F— J /(x) dx si toutes les valeurs 

a 

/(x) sont positives dans l’intervalle a^x^b; si /(x) change de signe dans [a, b ], on doit dé¬ 
couper cet intervalle en morceaux dans lesquels /(x) garde un signe constant et décomposer 
l’intégrale en une somme de contributions positives et négatives correspondant aux aires orien¬ 
tées; si on ne tient pas compte de l’orientation, l’aire totale est la somme des valeurs absolues 
de ces contributions. 


a 

Exemple 1: Quadrature de la parabole de Neil y—ax^ !2 (Fig.). F-a Jx 3/2 dx = 2 ag r ° ,2 l5; 

o 

si h—axg 3/2 , alors F=2gh/5 y de telle sorte que l’aire F est plus petite de gh /10 que l’aire 
du triangle rectangle de base g et de hauteur h. 
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Exemple 2: Quadrature de la courbe exponentielle y=c x de x = a à x = b. Si a est fini 

b b 

J e v d*=e h — e"; quand «-► — oo , F tend vers la limite F=e\ l’intégrale impropre J e*d;t 

a -OO 

converge et (Fig.) la région s’étendant jusqu’à moins l’infini a une aire finie. 

b 

/ dx 

— = k 2 

a 

(Log 6-Log a); F—k 2 Log (b/a) (Fig.). On a ici une courbe “rationnelle” dont l’aire s’exprime 
par une fonction transcendante. 

n 

Exemple l: Quadrature de la sinusoïde ,y = sin x dejc = 0 kx = n; j sinjc djc = cos0 — cos n\ 

o 

donc F—2. On a ici une courbe “transcendante” dont l’aire est rationnelle. 




20.1-15 Aire sous le 
graphe de la fonction 
y=x*l 3-5x 2 /6 
-3xf2 F 3 


Exemple 5: On se propose de calculer l’aire de la région limitée par la courbe y=f(x) 
= jt 3 /3 —5* 2 /6 —3*/2-b3, l’axe des x et les droites x=-3 et * = 4 (Fig.). Dans l’intervalle 
-3^x<4 la fonction s’annule pour ^=-2, * 2 =3/2, * 3 = 3. Si on ne tient pas compte de 
l’orientation, l’aire est la somme des valeurs absolues des intégrales sur les sous-intervalles 
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compris entre les zéros successifs. Puisque 

J(jc®/3 - 5x 2 /6 - 3x12 4- 3) djc= F(x) = * 4 /1 2 - 5.x 3 / 18- 3* 2 /4+3x, 
on obtient l’évaluation suivante de l’aire 

-2 3/2 3 4 

F = | J /(*) d*| +1 J/W d*| +1 f/(x) dx| +1 J f(x) éx\ 

_^ _2 3/2 3 

= |[/ 7 (*)]=H + \[F(xfJl\ + |[F(*)]§ /2 | 4- |[F(*)] 4 3 | 

= | —5,444 4-1,5| 442,297 4-5,444|4-11,5 —2,297| 4-13,556— 1,5| 

= | - 3,944| 4-17,74114-1 — 0,797| 4-12,056| = 14,358. 

On peut utiliser le calcul intégral pour retrouver les formules d’aire classiques de la géomé¬ 
trie plane: les formules du trapèze, du cercle, de l’ellipse sont ici étudiées en exemple. 

Exemple 1: Aire du trapèze: on calcule l’aire entre la droite y=mx-\-a, l’axe des x et les 

h 

droites jc=0 et x=h: J (mx 4-fl) dx—mh 2 /2 +ah = h(mh+2a)l2; en posant mh-\-a=b (Fig.), 
o 

on obtient la formule habituelle de l’aire du trapèze A = (a+b)h!2. 




20.1-16 Formule de l’aire d’un trapèze 20.1-17 Formules des aires d’un cercle et 

d’une ellipse 

Exemple 2: Aire du cercle. Le quart d’une région circulaire A (Fig.) est situé sous l’arc 
y=W(r 2 —x 2 )^è ntre les limites jc=0 et x=r; en substituant x—r sin <p, djc=r cos (p d<p, on 

r n/Z 

obtient A/ 4 = J \/(r 2 —x 2 ) dx= f /* 2 cos 2 (p dg? = (r 2 /2)[sin (p cos ç>4-^]ï /2 = (/* 2 /2)* {n!2)-nr l \\ 
o o 

c’est à dire A = nr' 1 . 

Exemple S: Aire de l’ellipse. Le quart de la région elliptique F (Fig. 20.1-17) est situé 
sous l’arc y=(bla)\/(a 2 -x 2 ) entre x=0 et x=a ; la représentation paramétrique x-a sin (p, 

n/2 

y—b cos (p donne d x—a cos <p dtp; donc le quart d’aire a pour valeur F/ 4= J ab cos 2 <p d <p = 
Jiab/4 , soit F=nab. 0 


Aire délimitée par deux courbes. Si une région est délimitée par deux courbes qui se cou¬ 
pent, on peut calculer son aire comme la différence entre les aires sous ces deux courbes. Les 
bornes d’intégration sont les abscisses x ly x 2 de deux points 
d’intersections consécutifs des deux courbes (Fig.); on ne 
tient pas compte de l’orientation. Les aires sous les courbes 

X2 

y=g(x) et y=h(x) sont données par les intégrales J g(x) d*, 

X| Xi 

J7j(*) d*; l’aire de la région limitée par les courbes est 

Jf, X2 

la différence de ces intégrales c’est à dire F=|J£(jc) d* — 

Xi *1 

J h(x) dx\. Puisque les deux intégrales ont les mêmes 

Xl 

bornes d’intégration, on peut les combiner en une seule 
intégrale. Si des morceaux des courbes entre x 1 et x 2 sont 
sous l’axe des jc, on translate les deux courbes suivant l’axe 
des y suffisamment pour que la région entière considérée 
soit au dessus de l’axe des jc. On a alors ajouté aux deux 
fonctions la même constante qui disparaît après soustraction. 



20.1-18 Aire entre deux courbes 



X2 

Aire entre deux courbes 

F= | J teW-M»] dx\ 

Xl 
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Exemple 1: Les courbes d’équation g(x)=*3y/x 
et /( x)=x 2 — 4x-\-6 (Fig.) se coupent aux points 
(1,3) et (4, 6). Or g(x) — h(x) = (3\/x — x 2 -f 4x — 6) 

4 

de telle sorte que F = $ (3-y/x— x 2 +4x—6 ) dx= 
[2xs/x -x 3 /3+2x 2 - 6x]\ = 5. 


cercle ^ 


Jyrm/i 

j 


parabole 

I 

; i 

m - 1 

2-► 



-1 ^ 


20.1-20 Coupe d’une poutrelle d’acier 


20.1-19 Aire entre les courbes des fonctions y 2 =:9.x- 
et y=;c 2 -4À'-|-6 


Exemple 2: La figure 20.1-20 représente la coupe transversale d’une poutrelle en acier: le 
bord supérieur est un arc de cercle, le bord inférieur un arc de parabole. Soit à calculer la 
masse de la poutrelle quand sa longueur d et la densité q du matériau sont connues: si A 
est l’aire de la coupe transversale, la masse est donnée par M = A dp. L’aire A peut être 
calculée par intégration. En choisissant convenablement le système de coordonnées on a les 
équations générales x 2 +(y—b) 2 = r du cercle et y=ax 2 +c de la parabole; les données (Fig.) 
conduisent aux équations particulières jc 2 -b(> / +8) 2 = 100 du cercle et y=—x 2 / 36-f-l de la para¬ 
bole; en intégrant g(x) — h(x)—\/(\0Q—x 2 ) — $-\-x 2 l36—\ on obtient l’aire cherchée 

A = 2 s\y/( 100 - je 2 ) -f;c 2 /36 - 9) d* 
o 

= 2[ l / 2 ( 1 00 arcsin (jc/10)+jc v'(l°0-jc 2 )-jr7108-9jc]g 
= 2[ 1 / 2 (100* 0,6435 4-48) — 52] = 8,36. 


Intégration graphique. De même que l’on peut déterminer graphiquement la dérivée d’une 
courbe donnée, de même on peut inversement construire, une courbe intégrale appropriée à 
partir du graphe de sa dérivée. On commence par choisir, parmi la famille des courbes inté¬ 
grales, une courbe, par exemple celle qui passe au point P Q de coordonnées * 0 =1, >> 0 = 0. Toute 
valeur de la dérivée J\x) représente la pente de la courbe intégrale à construire à l’abscisse cor¬ 
respondante. Soit donc B 0 le pied de la perpendiculaire à Oy passant par le point (x 0 ,/(jc 0 )) = 
(l,/0)); alors la droite AB 0 (où /!=(—1, 0) est parallèle à la tangente en P 0 à la courbe inté¬ 
grale passant par ce point; on a en effet tg a 0 = OBJ 1 =/( 1 ). 




La parallèle à AB 0 passant par P 0 est 
donc tangente à la courbe intégrale et la 
représente approximativement dans un petit 
voisinage de P 0 . Puisqu’aucun autre point 
de la courbe intégrale n’est connu, on choisit 
un point x ly on partage en deux parties éga¬ 
les l’intervalle [jc 0 , jc,] par une parallèle à 
l’axe des y y on calcule la direction de la tan¬ 
gente pour x — Xi et on la construit de telle 
sorte qu’elle coupe la tangente passant par 
P 0 sur la médiatrice de l’intervalle. En répé¬ 
tant ce procédé on obtient un arc polygonal 
qui représente approximativement la courbe 
intégrale (Fig.). Le tracé d’une courbe inté¬ 
grale, pour une dérivée donnée, peut se faire 
mécaniquement à l’aide d’instruments spé¬ 
ciaux. 


20.1-21 Intégration graphique 
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20.2. L’intégrale indéfinie 

L’intégrale définie s’écrivant comme la différence des valeurs prises par une primitive aux 
bornes de l’intervalle d’intégration il est donc nécessaire d’obtenir des primitives pour le plus 
grand nombre possible de fonctions. Pour obtenir ces primitives on utilise le fait que l’inté¬ 
gration est l’inverse de la dérivation. 

Intégrales indéfinies 

Les intégrales indéfinies résultent (à une contante d’intégration près) immédiatement des for¬ 
mules classiques du calcul différentiel. Si l’on sait que la dérivée de #(*) est une fonction don¬ 
née /(*), alors inversement #>(*)-bC= J f(x) dx est l’intégrale de/(*). Les formules ainsi obtenues 
ne sont valides que lorsque l’intégrande f(x) et l’intégrale <P(x) sont définies. Par exemple l’inté- 

/ djc 

-= Log (c*) = Log|*|-bC, n’est à priori définie que pour x positif, mais elle peut être 

prolongée aux valeurs négatives de x dès que la constante c est donnée du même signe que x; 
on peut alors écrire Log (ex:) = Log (|c| |*|) = Log |*|-bLog |c| = Log |*| + C; mais*=0 ne doit jamais 
appartenir à l’intérvalle d’intégratio,p. 


Table des intégrales indéfinies de fonction classiques 


J dx = x + C 

J*e x dx = e x -b C 

fa x dx = =^— + C = a x log„ e + C; 0 < a ^ \ 
J Log a 

J sec 2 * dx= J 


/ *" +1 
*" d* = —— + C; n 7^-1 
n + 1 

= Log ( ex) = Log |*| + C; *=^0 


Log a 
J cos * d*=sin *H-C 

J sin * d*= —cos x + C 

j *ch * d* = sh * H- C 


d* . -, (2k + l)7i . _ 

—— = tg *-bC; *# -- ~ - , k e Z 

cos- * 2 

d* 


/ cosec 2 * d* = f —r J £— = -cotg*-|-C; x^kn y keT 
J sin 2 * 

d* 


/ s 


sh * d* = ch * -|- C 


/ 

/ 


ch 2 * 

d* 

sh 2 * 


= th *-|-C 

= — coth * -b C; * 7 ^ 0 


d* 


f - = Arcsin x+C= - Arccos *H C'; |*|< 1 

J vu - x*) 


h 

/; 


d* 


= arctg * 4 - C = -arccotg * -b C 


= argsh * -b C = Log |* -f y'O + * 2 )|-bC 


a/0 + * 2 ) 

r dx _ f argeh *-bC = Log (* -b \/(* 2 -1)) + C si *>1 
J yj ^2 — J) 1 -argeh (-*) + C = -Log (-* -b -\/(x 2 - 1)) + C si *< - 1 

avec 0^ argeh * <oo (valeur principale) 


d* 


f-r* 


argth * -b C = Log ^ + C' pour |*|< 1 

argeoth *-b C 1 — Log ^^ * - 1 ) + ^ p0ur 
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La formule 


h*=^ 


+ C est vraie pour tout exposant réel n^ — 1 et x>0. Pour n 
entier négatif il suffit d’avoir xt^O et pour n entier positif la formule est valable pour tout x. 
Exemples: 1. J x 3 dx = -f C. 2. j = J x ~ 3 dx= + C= — ~- a 4-C. 

/ d v f* X“ r + 1 y-(r—1) - J 

f =J*- rAx = -^TT +C =^Ï) +C = (,-i)^-x. 


1. jy/ xdx = J\ 

5. J^/x dx = J- 

‘B I 


v-4/3 3 3 

x 1/3 dx= +C=3/4 V x 4 + C=3/4x V*+C- 


x 1/m d*:= 


1/w-fl 


+ C = 


^(l+nO/m m\/x W+1 , „ WJCV^ , ^ 

(\+ m)/m + C m + 1 1 “ m-f-1 + 


*- 2/3 d* = +C=3y'x+C. 

T'. J (5jc 3 +4jc 2 — 3x+2) dx=5 J* x 3 dx-|-4 J x 2 dx —3 J x dx+2 J dx 
= 5* 4 /4-|-4jr73 - 3x 2 /2-|-2x+C. 

J[ojc 2 4- 1/a:—^/ jc 2 -h 1/(1 -La: 2 )] dx=ax 3 /3-f Log |x|-|-Z>/x+arctg x+C. 
V-|-2x 2 -xH-3 


’f 

+n/i 


(x 2 +2x— 1 +3/x) dx = x 3 /3+x 2 — x-f3 Log |jc|- f-C*. 


10. J (cos x — sin xH-l/cos 2 x) dx = [sin x+cos jc- f- tg x]j$3 

-«/4 

=( 1 4\/2+ 1 /2V2+1)-(- 1 /2\/2 + 1 /2a/2-1) = 2+\/2- 


Intégration par parties 


Il est parfois plus facile de calculer une intégrale par “intégration partielle”: on suppose 
que l’intégrande s’exprime comme le produit de deux fonctions dont l’une est facile à intégrer. 
La règle d*intégration par parties se déduit de la règle de dérivation d’un produit: 


d(wQ 

dx 


du 

dx 


du 

+ " 


L’intégration des deux membres de l’égalité donne 


/ 


d (uv) 
dx 


dx = uv = 



d’où la règle d’intégration par parties. L’expression “par parties” indique que l’on écrit l’inté¬ 
grande sous la forme d’un produit uv de deux parties // et v' que l’intégrale de la partie v' 
est connue et que la nouvelle intégrale, d’intégrande uv, est plus facile à trouver. 


Intégration par parties 


J u dv = uv - J v du 


J uv d x — uv — J uv dx 


Exemple: Pour calculer l’intégrale J x e x dx, on pose u—x et t/=e x , de telle sorte que u = 1 
et v=e x ; la règle d’intégration par parties donne 

f xe* dx=x e x - J e x dx=x e*-e*+C=(x— 1) e x + C. 

Formules de récurrence. L’intégrale Jx 6 e x dx ne peut pas être trouvée par une simple inté¬ 
gration par parties mais dans ce cas et dans des cas similaires on peut souvent faire plusieurs 
intégrations par parties successives qui simplifient au fur et à mesure l’intégrale jusqu’à obten¬ 
tion d’une intégrale connue. On a alors une formule de récurrence. 

Puisque e x est identique à sa dérivée, la factorisation w=x”, t/=e x pour l’intégrande x n e x 
semble prometteuse; elle donne v=e x , 
uv = x n e x , uv = nx n ~ 1 z x d’où la formule 
de récurrence. 


1. J* x" e x dx=x"e x — n J x n_1 e x dx 


n entier 
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Exemple: Jjc 2 e* djc=jc 2 e* — 2Jjc e* d* = * 2 g x — 2[x g x — Je* d*] 

—x 2 e* — 2[x e* —e x + C]=jc 2 e x — 2x e*+2 e* —2C 
= (jc 2 — 2jc +2) e* + C+ où Cj = — 2C. 


2. J*" sin jc djc= — jc" cos jc+/i J*" -1 cos * d* 

n entier 

fjc" cos jc djc= +jc" sin jc — n J*" -1 sin * d* 



Si on part du fait que les intégrales de sinjc et cosjc sont connues on devine aisément les 
factorisations de Fintégrande. 

Exemples: 1. Jjc 2 sin x djc = — x 2 cos x— J (-2* cos *) d* 

— — x 2 cos jc+2[jc sin x— J sin x d*] 

= —x 2 cos jc+2[jc sin jc+cos jc+C] = —x 2 cos jc+2jc sin x-\-2 cos jc+2 C. 

2. = Jjc 3 cos x djc=jc 3 sin jc —3 J* 2 sin x dx 

—x 3 sin jc— 3[— jc 2 cos x-\-2x sin jc+2 cos xt2C] 

=jc 3 sin jc-f- 3a: 2 cos x — 6x sin x— 6 cos x—6C. 


3. J(ln jc)" djc = jc (ln x)" — n J (Log *)" -1 d* 


n entier 


On factorise Fintégrande sous la forme l(Log jc)" c’est à dire que l’on pose v — 1, z/ = (Log *)", 
donc v=Xy U—n (Log jc)" -1 * (1/jc ) et uv=n (Log jc)" -1 . Si l’exposant // est un entier positif, alors 
n— 1 intégrations par parties conduiront à l’intégrale J Log x dx, dont Fintégrande peut être à 
nouveau écrit comme le produit 1-Log jc, qui conduit à J 1 - Log* dx — x Log x— J*(l/*) dx=x 
Log jc—jc+C. Pour n— — 1 on obtient l’intégrale logarithmique (voir Chapitre 21). 


4. / jc" Log jc djc=Log jc • - 1 

J n+{ J 

c x» . y +i i 

f-^+T dx= n-l-l i 


1 

n^-l 

Ici on pose v'=x n et // = Log*, de telle 

jc "*' 1 

sorte que Fintégrande v • u — 

1 JC" 

= ne 

jc n- 1-1 


contient plus Log jc et peut être intégrée directement; une formule de récurrence n’est pas nécessaire. 



L’intégrande, par exemple sin" jc, s’écrit comme le produit sin x- sin" -1 x\ donc on peut 
poser u = sin" -1 jc, t>' = sin jc pour obtenir v = — cos x , iï = (/i— 1) sin" -2 x cos x , d’où u v = 

— (n— 1) sin" -2 jc cos 2 jc = — (n— 1) sin" -2 jc (1—sin 2 jc) = — (n— 1) sin" -2 x + (n— 1) sin" x; alors 
Jsin" jc djc= — sin" -1 jc cos x-\-(n— 1) J sin" -2 x dx—(n— 1) J sin" x dx, (1+w — 1) J sin" x dx= 

— sin" -1 jc cos jc+(/ï— 1) J sin" -2 jc dje; une division par n des deux membres de l’égalité conduit 
à la première formule de récurrence; la seconde est obtenue de manière similaire. Si n est un 
entier négatif, on utilise la formule de récurrence pour exprimer l’intégrale de droite en fonction 
de l’intégrale de gauche. 

Exemples: 1. J sin 2 jc djc= — (cos jc sin jc)/2+(1/2) J djc= — (cos x sin jc)/2+*/2+C. 

2rr 

2. jcos 2 jc djc=(l/2) [sin jc cos jc+jc ]l K =n. 
o 

3. Jcos 3 jc djc=(1/3) sin jc cos 2 jc+(2/3) J cos x djc = (l/3) sin x cos 2 *+(2/3) sin jc+C. 

2 n 

4. Jsin 3 jc djc= —(1/3) [cos *(sin 2 jc+2)]‘J ,1 = 0. 
o 

Formule de Wallis. Les formules de récurrence précédentes conduisent à la représentation de 
n12 trouvée par John Wallis (1616-1703). Puisque O^sinjc^l dans l’intervalle O^jc^ti/ 2, 
on a l’inégalité sin 2fc+1 jc^sin 2fc *^sin 2fc-1 jc pour k entier strictement positif. D’autre part les 
formules de récurrence conduisent à: 
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n/2 n/2 

J sin 2 * x dx= ~ 2 k~ J sin 2fc_ 
o 

n/2 

P" 


2 xdx = 


sin 2fc+1 x dx = 


et donc aux inégalités 
2- 4--2 k 


2k 
2 kl 


n/2 

J* sin 2 * -1 x dx = 


(2k — 1 ) (2k — 3) • • • 1 h 
2k(2k — 2)• • • 2 * 2* 

2k(2k — 2) • • • 2 


ÇLk + \) (2k— !)• • *3 


3- 5••• (2k -h 1) 


1 * 3• *(2Æ — 1 ) 7i 2- 4 — (2ik —2) 
2* 4---2A; 2 ^ 




-m 2 TT 2k + i J l 

^“2 JT ~ 1 ^ 7 -' 


3- 5• • ‘(2k— 1) 
2k' 


Puisque lim ( 1 + ^ 7 ^ = 1, il en résulte que lim (2A:-h 1 ) f- ? A ^ 1 * -tt =1. 

k—+ oo \ z/C/ k—*oo L Z* 4* • '2/C J Z 


Formule de Wallis 


7r 2 2 - 4 2 * • ‘(2k) 2 

2 l 2 - 3 2 - 5 2 • • • (2k — 1 ) 2 • (2k + \) 


Pour Æ = 10, on obtient l’approximation assez mauvaise: ti/ 2~ 1,5339 soit 3,0678. 


Intégration par changement de variable 

Une intégrale peut devenir plus simple à calculer si la variable x est remplacée par une nou¬ 
velle variable z telle que x= <p(z), ou si on considère une partie <p(x) de Pintégrande comme 
une nouvelle variable z. Dans chaque cas il faut prendre en compte la relation entre les diffé¬ 
rentielles d* et dz de la variable initiale x et de la nouvelle variable z. 

Intégrande f\(p{x)\ fonction d’une fonction linéaire (p(x)—mx \ c. On remplace x par <p(x) = 
mx-\-c=z. On note que ///djc = dz c’est à dire que d* = dz///7; le changement de variable est valable 
si /(z) est intégrable. 

Exemples: /. Si Pintégrande est (ax-j-ZO 5 , on pose ax-\-b = z, dx = dz/a pour obtenir 

J (ax |-/>) 5 djc = (I /a) J’ z r> dz = (l/6tf)- z°-|-C=(l/6a)- (ax-\-bf-\~C. 

2. L’intégrande \/(3x—4) devient \/z si on pose 3 jc —4 = z; alors dx = dz/3 et on obtient 

J V<3*-4) dx= 1 h J V z dz-V 8 - 2 /a * 3 ' 2 + C='t*y/z+C 

= 2 / 0 (3jc —4) V(3a:-4)FC 

3. Le changement de variable wH-7r/2 = z, d/ = dz/a> conduit à 

J sin (cot+71/2 ) dt=(\/ü)) J sin z dz= — (l/a>) cos z-|-C= — (l/co) cos (a>t-\-nl2)-\-C. 

4. Dans Pintégrande e -3 * on substitue z à — 3 jc, donc djt=—dz/3 et on obtient 

J* e- 3 * d*= - V 3 S eZ dz= - V 3 e z -FC= - V 3 e- 3X + C. 


Intégrande de la forme <p'(x)/<p(x). Si Pintégrande est un quotient dans lequel le numérateur 
est la dérivée du dénominateur, on fait le changement de variable (p(x) = z; alors q>'{x)dx = dz 


où encore d* = 


dz 

<p\x) 


de telle sorte que l’intégrale devient 


/t- 


Log z+C. 



Par exemple le dénominateur (p(x)=x u -\-a a pour dérivée <p’(x)=nx n ~ l ; donc si le numéra- 
nx n ~^ 1 

teur est jc" _ 1 =-, on sort le facteur constant — de l’intégrale pour avoir une intégrande 

n n 

de la forme (p'(x)/(p(x). 
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Exemples: 1 


r 3jc 2 —4 
’ J x 3 —4x+7 


djc = Log [c(jc 3 -4jc-t-7)] = Log jjc 3 — 4jc+7|-f C. 


2. JJ -£zr dx = 1 l* Log [c(x 1 -5)]= 1 / 4 Log |* 4 -5| + C. 

3■ fj~d x =3 djr= 3 arctg x-% Log (l+* 2 )+C. 


L’intégrande 


VV+a 2 ) ° 


= -Jr se met sous la forme comme suit: 


1 _ (jc+Z)) _ (jc + D)/D _ H-jc/D _ 1 +Jc/\/(jr 2 -t-fl 2 ) 
D “ D(x+Z)) “ (x+D) ~ x+D jc+a /( a: 2 +û 2 ) * 

Le numérateur est maintenant la dérivée du dénominateur. 


f -—- = f 1 +xl\/(x 2 +a 2 ) dj( . = Log \ x+ ^/( x 2 +a -. 

J \/(x 2 + a 2 ) J x+y/(x 2 -\-a 2 ) 


)I + C 


Intégrales des fonctions tgjc, cotgjc, th x et coth x. Chacun de ces intégrandcs peut être écrit 
comme un quotient dont le numérateur est la dérivée du dénominateur et par conséquent peut 


être intégré par la méthode précédente: par exemple J tg x dje 


-/ 


— sin x 


dx = - Log |cos x\ + C. 


cos x 

Intégrales des fonctions arctg jc, arccotg jc, Argth x et Argcoth x. Pour ces intégrandcs, une 
intégration par partie conduit d’abord à une intégrale de la forme -^-^-dx; par exemple, 

J <P(*) 

i 

si arctg x est écrit comme le produit de 1 par arctg x alors // = arctg jc, v — 1 d’où v=x, u — 


1+jc 2 ’ 


J tg x dx = — Log |cos jc| + C 
J cotg x dx = Log |sin jc| + C 
J th x dx =Log |ch jc|-|-C 
J ch x dx = Log |sh jc|-{-C 


J arctg x dx =jc arctg x — 1 / 2 Log (1 H-jc 2 ) 1 C 
J arccotg jc djc=jc arccotg JC+V 2 Lo 6 U -\~x 2 )-\-C 
J Argth x dx =x Argth jc -f l / 2 Log (I — JC 2 )-f-C, |jc|< 1 

j* Argcoth x dx=x Argcoth jc+V 2 Log (jc 2 — 1) + C, |jc|>1 


2x 


et J arctg jc djc=jc arctg jc 


1+jc 2 ---c- rz j | -j-j ^2 

Les trois autres fonctions s’intégrent de manière similaire. 




2jc 


djc=jc arctg jc - 1 / 2 Log (1 -f jc 2 ) + C. 


Intégrandcs de la forme /(^(jc)| (p'(x\ avec ^'(jc^O. Si l’intégrande s’écrit comme le produit 
d’une fonction cp(x) et de sa dérivée <p'(j c), alors on fait le changement de variable <p(jc) = z. 
On a <p'(x) dx = dz ce qui conduit à l’intégrale j z dz = z 2 /2 | C. 




Plus généralement si l’intégrande est de la forme /[<p(j c)]- <p'(jc), le changement de variable <p(jc) = z, 


d’où djc = 


dz 

(p\x) 


, conduit à un intégrande /(z), de telle sorte que si /(z) a une intégrale connue 


(par exemple /(z) = z n ), on en déduit l’intégrale J* f[q>(x)]- q>\x)dx. 
32 Mathématiques 
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Exemples: 1. J* sin x cos x âx = J* sin x d(sin x) = J z dz = z 2 /2 + C= V 2 sin 2 x-\-C 

2. J* — dx = J Log x d(Log x) = J z dz = [Log *] 2 /2 -f C. 

3. djc = J arctg 5 x d(arctg x) = J*z 5 dz=z 6 /6 + C= 1 /e arctg” x+C 

4. J (l.-* 4 ) 7 x 3 àx=— 1 U J (1 -* 4 ) 7 (“4a: 3 d*) = -V 4 J (1 -x 4 ) 7 d(l -jc 4 ) 

= -VJ Z 7 dz= -z 8 /32+C= -(1 — * 4 ) 8 /32-f-C. 

^ T * dx _ x dx _ t . r 2x dx _ f d(x 2 + 1) 

J t* 2 +i) vV+ïj~ V(* 2 +i ) 3 2 J t * 2 + 1 ) 3/2 2 J (* 2 + a 3 ' 2 




z -3'2 dz= _ l/ 2 .2z“ 1/2 + C = — 1/ VC* 2 +1) + C. 


Intégrales des fonctions arcsin x, arccos x , Argsh * et Argch x. Pour ces intégrales, l’intégration 
par partie conduit à des intégrales de la forme J (p{x) (p\x ) dx , qui est égale à (p 2 /2-\~C. Par 
exemple, en écrivant arcsin x comme le produit 1* arcsin x, c’est à dire en posant u — arcsin x , 
v — 1, v=x, 

u = ---, vu = -—— = — V 2 f -— V l’intégration par parties donne 

Va -x 2 ) va -* 2 ) V a/0 -* 2 ) 1 


J arcsin x dx = x arcsin x+Va ~+ C 
J arccos x dx = x arccos x—Va —x 2 )+C 
f Argsh x dx=x Argsh *~V0 H-* 2 )-fC 
J* Argch x dx=x Argch x—\/(x 2 —l)-[-C 


f 


arcsin x dx = x arcsin x 



— x dx 

Va-* 2 ) 


= x arcsin x +V 2 



= arcsin x-\-y/z+C 


— x arcsin x -|- \/(i — x 2 )+C. Les trois au¬ 
tres fonctions s’intégrent de la môme manière. 


Changement de variable défini par x=(p(z). Ce changement de variable transforme l’intégrandc 
/( x) en une fonction composée /([<p(z)]; les différentielles sont liées par la relation dx=(p\z) dz 
et J /(x) dx = j* f[<p(z)\ (p'{z) dz. Pour une intégrale définie il faut aussi transformer les bornes 
de l’intervalle d’intégration en x en les bornes correspondantes en z, à l’aide de la fonction ré¬ 
ciproque z= y(x ): la fonction (p(z ) doit avoir une fonction réciproque et doit être différentiable 
avec <p'(z)^0. Le changement de variable x= \a\z, dx = \a\dz ou x=(\a\jb) z, dx—(\a\/b) dz con¬ 
duit aux intégrales suivantes 


Ç dx 

J vV- 


= arcsin —— 
x 2 ) M 


C si |x|<|fl| 


; J ° 2 


dx 


+ x 2 


f d * 1 ■ f) x a C 

I -- t arcsin —- -f C si \x\< -r ; 1—5 

J y/(a 2 - b 2 x 2 ) <> M b J “ 


1 X 

= — arctg - b C; 


dx 1 b 

2 , a 2 2 = — ïT arct 8 ~ * + C 
z -h /rx“ ab a 


Exemples: 1. Pour se débarrasser de la racine carrée yjx dans l’intégrale suivante on pose 
x =(p{z)—z 2 , d’où dx—2zdz. Une intégration par parties permet de calculer l’intégrale en z 
qui en résulte; on utilise alors la fonction z=y>(x) réciproque de x=<p(z) pour obtenir 

f e v * dx= J e r - 2 z dz = 2 J z e z dz =2 e z (z— 1 )+C =2 e Vx ( V*~ 0+C. 

4 

2. J e^* dx = 2 [e z (z — 1 )]f = 2 e 2 ; les nouvelles bornes d’intégration sont obtenues à partir de 
1 

z = -|- V* pour x 1 = 1 et x 2 =4. 


n 2 n 

3. J sin 2x dx = (1/2)J" sin z dz= — (1/2) [cos z]ï* 


= -( 1 / 2 ) (1 + 1 )= - 1 . 


Changement de variable: 

2 x = z, dx=dz/ 2 ; 

Zj — — 2jt j 2 —■ — , z 2 — 2tz, 
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'• / 4^“'— (î ' 2 »/T~< 


0 4 

= - (5/2) (Log 1 - Log 4) = (5/2) Log 4 = 5 Log 2. 


’■/ 


dx 


x\/[Log x(l - Log *)] 


î 

-/■ 


d z 




nn 

-f 


2 sin u cos u 
sin u cos u 


d u = 2 = 2(tt/2 — nj 4) = tt/2. 


Changement de variable : 
4-* 2 =z, 

— 2*dA"=dz; 
x 1 = 0->-z 1 =4, 
x 2 = V 3- -*■ *2 - 4 ~ 3 = 1. 

Changement de variable: 
z=LogA:, dx=x d z; 

*i=V /e- * z i=l/2> 
x 2 = e->z 2 = 1. z=sin 2 m, 

dz = 2 sin u cos u du; 
z 1 = 1/2->Wj = tt/ 4, 
z 2 — 1 ► w 2 — n/2. 


Fonctions élémentaircmcnt intégrables 


Les fonctions /(a-) intégrables, comme sin Jt, e*, dont les intégrales indéfinies s’expriment 
de manière simple à l’aide de fonctions élémentaires, sont dites élémentaircmcnt intégrables (ou 
intégrables en termes élémentaires); le paragraphe suivant décrit les fonctions élémentairement 
intégrables les plus importantes, ainsi que les méthodes utilisées pour trouver leurs intégrales 
indéfinies. 


Fractions rationnelles /?(*), décomposition. Toute fraction rationnelle est élémentairement 
intégrable: en premier lieu, puisque toute puissance de x a une intégrale élémentaire., il en est 
de même pour tout polynôme; les fractions rationnelles qui ne sont pas des polynômes peuvent 
être décomposées en sommes de fractions élémentaires (voir Chapitre 5) et par conséquent peu¬ 
vent être intégrées puisque pour tout entier k> 1 chacune des fractions rationnelles ci-dessous peut 
être intégrée: 


A A Ax-\ B Ax-\-B 

x-x x * (*-*!)*’ x 2 ~Vpx+q' (jc 2 -| px | q) k ’ 


avec p 2 < 4</ et A^O. 


Les intégrales des deux premières expressions sont classiques; les numérateurs des deux der¬ 
nières s’écrivent comme une somme, soit Ax+B=(2x+p)A/2 + (B—Ap/2); le premier terme 


/ 


A 

x—x 1 


d x = A Log |jc — jcJ + C: 


■S 


A dx 
(*-*!>* 


A 

(k- 1) (x-Xif- 1 


+ C 


donne une intégrale du type 


f ?'<*> dx 

J l9>(x)l k ’ 


qui est élémentaire; le second terme est une constan- 

dx 


te que l’on peut sortir de l’intégrale. 11 reste à montrer que l’intégrale 
se calculer élémentairement pour k— 1, 2, .. .. 


/ 


{x 2j rpx+q) k 


peut 


Pour k= 1 , le dénominateur x 2 +px+q s’écrit (a: -\-p/2) 2 -\-(q—p 2 l4). Le changement de variable 
x+p/2='\/(q—p 2 l4) w, d’où dx=y/(q—p 2 /4) d w, donne 


1 


\/(q-p 2 l4) 


f du 

J «• + ! 


1 


\/(q-p 2 l4) 


arctg u. 


/ 

L 


d* 


x 2 + qx+q V(4<l~P 2 )*' Ctë \A 4 <7~/> 2 ) 

Ax+B j A T nl 2l , , , 2 B-Ap 2x-\-p 

ô ! - : — d*= — Log \x 2 +px+q\ + —rr A - • arctg -tt- - 

x 2 +px-\-q 2 V(4 q-p 2 ) \/{4q-p 2 ) 


2 x+p 


+ C 


+ C 


32 * 
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Pour k> 1 il est possible d’établir une formule de récurrence du type 


/ 


djc 


CiX-\-C 2 


(jc 2 I px + q) k (* 3 -|-px -f- q) 


- +c -f 


djc 


(x 2 A px A q) k l 


en identifiant les coefficients inconnus c l9 c 2 , c 3 de la manière suivante: on dérive les deux côtés, 
puis on se débarrasse des dénominateurs en multipliant de chaque côté par (x 2 -\-px-\-q) k de 
façon à obtenir l’unité, soit 

1 = -(k- 1) (c x x-\-c 2 ) (2*+/>)+(cj+c 3 ) (x 2 +px+q); 
les coefficients de chaque côté sont donc égaux: 

Coefficients de jc 2 : — 2c l (k — l)+c 1 +c 3 =0. 

Coefficients de jc : — 2 c 2 (k — 1 ) — c t p(k — 1 ) -f- (c x -f- c 3 ) p =0. 

Termes constants : — c 2 p(k — 1 )+(cj -f c 3 ) q = 1. 

-, , 2 p 2(2/c — 3) 

D ou c x = - 


(k — 1) (4q—p 2 ) 


(/c-1) (4 q-p 2 ) 


(k-\)(4q-p 2 Y 


f djc 

2x 1 p 

2(2k — 3) 

r d^ 

J (x 2 A-px A q) k 

(A:— 1) (4</-/> 2 ) (x 2 1 /.>x | q) k ~ l 

(fc-D (4<?-/> 2 ) ^ 

1 (x 2 \~px \ q) k l 


On donne ci-dessous les formules pour le dénominateur ( ax 2 +bxArc) k . 


r _ Ax+B 

J (ax 2 A bx I 

/ 


— djc = --- 

c) k 2 a(k — 1 ) (ax 2 1 bx +c)* 




djc 


dx 

(ax 2 A-bx+c) k 


2ax A b 


(k — 1 ) (4 ac — b 2 ) (ax 2 +bx -H c) k 
2 


;i + 


2(2k — 3)a 


/ 


d;c 


ax 2 A bx A -c 


(A:-l) (4 ac 
2axA~b 


\)a f 


I bx+c) k 


djc 


y/(4 ac-b 2 ) aiClg y/(4 ac-b 2 ) 


1 


y/(b 2 -4ac) 
-2 


Log 


2ax +b-y/(b 2 - 4 ac ) 
2ax A-b A-y/(b 2 — 4ac) 


(ax 2 +bxA-c) k ~ 1 
f C si b 2 — 4ac<0 

1 C si b 2 — 4ac>0 


2ax A b 


I C si b 2 — 4ac = 0 


Exemples: (la décomposition en fractions élémentaires n’est pas développée ici) 

' / /(,w. - 2 /t£t +î j4 

I ( x 4 1 ) 2 (jc— 5) 3 I 

= 2 Log |x +11 — 3 Log |jc — 2| -|-5 Log |jc—5| + C=Log — (x — 2 f - 

„ f 3x 2 — 20x-|20 J 3 r dx C dx , f dx 3 f dx 

J (x —2) 3 (x—4) djf— 2 J x—2 +6 J (x-2) 2+ J (x-2) 3 2 J x-4 

= | Log lx- 21 -^--^Log lx-41+C- 2 2:ÿ L + 3 Log]/(^) +C. 
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? f 3jc 2 -3jc-10 . Ç dx , 2x+5 

J x*-5x 2 +\\x- 15 X J x — 3 jc 2 — 2jc + 5 X 

= Log \x— 3|+Log |jr 2 -2jr + 5|+ — arctg + C 

= Log |(x-3) (* 2 -2*-}-5)|-l- y arctg X - ~- -f-C. 




— 3jc 3 +jc—4 
(JC + 1) (jc 2 4- JC -f l) 2 


. f djc f 2* —3 , , f 

dx= -2 I —— H- I » f d* 4- I 
J JC+1 J a: 2 H-jc+1 J 


8jc-H 


djc 


= — 2 Log |jf-fl|+Log (* 2 -f.x-|-l)- yV 3 arct 8 ~ ^y ~ 


(jc 2 +jc-j-ir 

4 2jcH-1 


jc 2 4-jc+1 jc 2 +jc+1 


2jc+1 


^r 2 -h jc -I-1 


2jc+1 


2jc + 5 


- JV' 3 VT +C ‘ Lob TÎ+î? - V3 ' re ' 8 V5 “ - -?Stï 


+c. 


n n 

Intégrales des fonctions /?Ijc, -y/ (ax + Z>)| et /?(*, \/l(«JC-}-A)/(cjc-fa)]|. Les intégrandes sont des 
fractions rationnelles de jc et de ^/(ox-\-b) ou de y/[(ax+b)!(cx-\-d)], c’est à dire qu’ils son 1 

n il 

obtenus à partir de jc et de \/(ax-hb) ou de \/[(ax-\ b)/(cx-\-ci)] par un nombre fini d’addi¬ 
tions, soustractions, multiplications et divisions; les changements de variable z — yj{ax -|-/>), pour 

n 

lequel x=(z n — b)/a y ou z=y/[(ax+b)l(cx+d)]> pour lequel x=(b — dz n )l(cz n — a) y nous ramènent 
à des fractions rationnelles en z qui sont, comme nous venons de le montrer, élémentairement 
intégrables. Pour des formes spéciales de R y l’intégration peut être simplifiée par des astuces parti¬ 
culières. 

Intégrales des fonctions R\x, ^/{ax 2 -\ hx Vc)\. On effectue différents changements de variable, 
selon les coefficients a y b y c, pour avoir une fraction rationnelle de la nouvelle variable z. 

1. Si a et tfjc 2 -f /;jc -f- c sont positifs, et b 2 ^ 4ac t on fait le changement de variable 
V ( ax 2 -|- bx+c) = z-\- x\J a. 

2. Si c est positif ou nul, on pose y/(ax 2 +bx+c) : =xz+V c - 

3. Si a est négatif, et si l’équation ax 2 -\-bx-\-c = Q possède deux racines distinctes x x et x 2 , 
on fait le changement de variable ^(ax 2 \ bx-\-c) — z(x-x x ). 11 existe des tables d’intégrales pour 
des fonctions R spéciales. 


r dx 'il 

J ^(ax-+bx \ c) ~ V« 1 

^ ÜX j b + W(ax 2 4 bx-\-c) -|- C si a> 0, b 2 — Aac^0 

2 y a 

, 1 • 2 ax+b , ^ 

/= . .arcsin 7775 . -f-C 

y (-a) y(b 2 -4ac) 

si a< 0, b 2 —4 ac >0 

, 1 u 2ax-\ b , ^ 

/= , Argsh . 2 +C 

y a y(4ac-b 2 ) 

si a> 0, b 2 — Aac<0 

1 = —7“ Log (2ax \-b)-\-C 

V a 

si «>0, b 2 —4ac=0 


Une autre méthode d’intégration consiste, à cor- 
riger le carré dans l’intégrande, soit 
ax 2 + bx -|- c = a[[x-\-bl(2a)] 2 + (4 ac — b 2 )/(4a 2 )\, 
afin de le mettre sous une des formes de la table 
ci-contre, et ensuite à utiliser le changement de 
variable correspondant pour obtenir des fractions 
rationnelles des fonctions trigonométriques ou hy¬ 
perboliques. 


Intégrande 

Changement 
de variable 

RU, V( a2 “* 2 )] 

RU, VV-b* 2 )] 

R[x, V(^ 2 “ a2 )l 

jt=a sin z 
jc = « sh z 
x=a ch z 


Exemples: 1. Le changement de variable jc=sin z, d’où djc = cos z dz et z=arcsin x donne 
J\/(l “Je 2 ) d*= J V0“ sin2 z ) coszdz= J cos 2 z dz = (l/2) (z-f sin z cos z)-f C 
= (1/2) (arcsin x+x V0 —x 2 )) + C. 

2. Avec x—r sin z, djc = r cos z dz on obtient similairement. 

J-y/(r 2 — jc 2 ) djc=(l/2) (r 2 arcsin x/r-[-x\/(r 2 — jc 2 )) + C. 
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Intégrales des fonctions /?(sin a , cos a, tg a, cotg x). Il est possible de se ramener à une 
fraction rationnelle en z par le changement de variable z = tg (a/2): 


sin a = 2 sin (x/2) cos (a/2) = 


2tg (x/2) cos 2 (a/2) 
sin 2 (A/2)+cos 2 ( x/2) 


2 z 

H z 2 * 


_ cos 2 (A/2)-si n 2 (A/2) _ 1 - z 2 _ 2tg {x/2) 2z 

COS A cos 2 (A/2)+sin 2 (x/2) 1+z 2 ’ 8 * 1 — tg 2 (jc/2) 1—z 2 ’ 

_ I— z 2 dz _ 1 _ 1+z 2 dA 2 

'°tg x 2z * dx 2 cos 2 (x/2) 2 * dz 1 -I z 2 


/?(sin a, 


cos jc, tg jc, cotg jc) dx = 



2z 

T+?' 


1 — z 2 
1+z 2 ’ 


2z 1 — z 2 \ 2dz 
1-z 2 ’ 2z y 1+z 2 


Exemples: /. f — =2 f I 1 Z 2 : - dz= f— = Log |cz| = Log |c- tg a/2|. 
/ sin jc / 2z(l+z 2 ) J z 

f , ■ H,, f_ü 

/ sin .v( 1 — cos ,v) J [2z/( 


= 0/2) 


sin jc( 1 — cos x) 
z 2 —2z+1 


-2z/(l+z 2 )][2/(l+z 2 )] 
[2z/(l -|-z 2 )] [l-(l-z*)/(l+z*)] 


/ 


dz = (l/2) J[l/z-2/z 2 +l/z 3 ] dz = (l/2) [Log |z|+2/z-l/(2z 2 )] + C 


= (1/2) [Log |tg (jc/2)|+2 cotg U/2)-(1/2) cotg 2 (a/2)] + C. 


Intégrales des fonctions R( sh jc, ch jc, th a*, coth a). D’après les définitions des fonctions 
hyperboliques, ces intégrales se transforment en intégrales de fractions rationnelles par le chan¬ 
gement de variable c* = /, d’où par exemple sh jc=[/— 1//]/2; par analogie avec le cas trigonomé- 
trique le changement de variable z = th (x/2) est lui aussi intéressant; 


sh à* = 2 sh (a/2) ch (a/2) = 


2 th (a/2) ch 2 (x/2) 
ch 2 (A/2)-sh 2 (A/2) 


2z 

1-z 2 * 


sh 2 (a/2)+ ch 2 (a/2) 1+z 2 
ch 2 (a/ 2)-sh 2 (a/ 2) ~ 1-z 2 ’ 


2 (h U/2) 

I -I l IV- U/2) 


2z 

^M 2 " , 


coth a = 


1 +z 2 
2z * 


dz 1 ch 2 (a/ 2)—sh 2 (a/2) I—z 2 dA 2 

dÂ “ 2 ch 2 (a/ 2) ” 2ch 2 (a/ 2) “ 2 ’ d? " 1 -z 2 * 

Intégrales binomiales J x m (a+bx n ) p dA. Les coefficients a et b sont des nombres réels et les 
exposants w, n et p sont rationnels. Un théorème de P. L. Chebyshev (1821-1894) établit que 
ces intégrales peuvent s’exprimer sous forme de fonctions élémentaires lorsqu’au moins un des 
nombres p , (m+l)//f, ou (m-\-\)/n-\-p est entier; si p est un entier, l'intégrande est une somme 
de puissances avec des exposants rationnels qui peut être intégrée; si (m+l)//i est un entier 

et p=s/r , on pose z=^(a+bx) n \ si (/w + 1 )/n+p est un entier, on pose z='^/[(a+bx n )/x n ]. 
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Intégrales qui ne s’expriment pas à l’aide de fonctions élémentaires 

Le calcul de la longueur d’un arc elliptique, de la période d’oscillation d’une pendule circu¬ 
laire et quelques autres problèmes conduisent à des intégrales elliptiques; ce sont des intégrales 
dont l’intégrandc contient la racine carrée d’un polynôme de degré trois ou quatre sans zéro 
multiple: 


Intégrales elliptiques de 

f dje 

r x 2 d* 

première et seconde espèces 

J \Z[(i-x 2 )(i-kV)y 

J Vtd ~* 2 ) U -kVj] ' 0<A ' 2< 1 


Joseph Liouville (1809-1882) démontra que ces intégrales ne s’expriment pas à l’aide de 
fonctions élémentaires; il y a d’autres intégrales de ce type avec des intégrandes relativement 

simples, comme — -!-, - S * n x , et ——!-; mais cela ne signifie pas que ces inté- 

y(cosa — cos jc) x y(l 4 * 4 ) 

grales n’existent pas: en tant qu’intégrales indéfinies de fonctions continues, ce sont, comme on 
l’a montré, des fonctions différentiables de la borne supérieure d’intégration. Au demeurant, 
ces intégrales sont introduites en mathématiques comme de nouvelles fonctions spéciales non 
élémentaires ; on les calcule souvent en développant en série infinie l’intégrandc puis en intégrant 
terme à terme (voir Chapitre 21). 

oo 

Si la série infinie E f„(x) converge uniformément sur l'intervalle a^x^b et si chaque terme 

M = 0 

f„{x) est intégrable , alors la série obtenue en intégrant terme à terme sur [< 7 , hi\ converge aussi. 
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Puisque l’intégrale définie est particulièrement utile pour calculer les aires de régions planes, 
il est naturel de chercher une généralisation qui faciliterait le calcul des volumes de régions de 
l’espace: si une fonction z=f(x iy x 2 , continue et bornée est définie sur un domaine me¬ 

surable et borné G de l’espace à // dimensions, on divise G en un nombre fini de sous-domaines 
mesurables et on forme, comme dans la définition d’une intégrale simple définie, des sommes 
supérieures et inférieures avec les volumes de ces sous-ensembles et les maxima et minima de 
f(x i, jc 2 , sur chacun de ces sous-ensembles; si ces sommes tendent vers une même limite 

quand ou raffine la subdivision, celte limite est appelée l'intégrale de volume en dimension n de 
f sur G. L’intégrale de volume en dimension 2, appelée intégrale double , sera étudiée avec plus 
de détails. Cependant l’intégration peut être restreinte à une variété de dimension inférieure; 
par exemple on parlera d’une intégrale curviligne pour n= 3 lorsque cette variété est une courbe 
de dimension 1, ou d'intégrale de surface lorsqu’elle est de dimension 2. 


Intégrales en dimension deux 

Intégrale double. L’intégrale définie est introduite comme une limite de sommes dans lesquel¬ 
les chaque terme est le produit de deux facteurs, la longueur Ax t du sous-intervalle et l’ordon¬ 
née /(£<) au point £7 du sous-intervalle, le nombre n des sous-intervalles tendant vers l’infini et 
la longueur du plus grand sous-intervalle tendant vers zéro. L’intervalle [a y b] d’intégration sur 
l’axe des x est maintenant remplacé par un domaine plan G sur laquelle une fonction z—f{x y y) 
est définie, et G est divisé en n sous-domaine AG, y /= 1,2, ...,«; pour simplifier, nous utili¬ 
serons la notation AG { à la fois pour le sous-domaine et son aire. 

Supposons que la fonction est continue et bornée dans le domaine <7; alors on peut former 
des sommes inférieures avec l’infimum /;/, dans AG ly et des sommes supérieures avec le supre- 
mum Mi dans /IG,; si la subdivision de G est raffinée, alors, quand n-> oo et AG t -+ 0, la suite 
des sommes inférieures tend vers la même limite que la suite des sommes supérieures, et toute 

/i 

suite de sommes intermédiaires E /(£,, rç,) AG t tend vers la même limite pourvu que le point 

/=î 

intermédiaire (47,7//) soit choisi dans AG ( ; l’intégrale de la fonction z=f(x y y) sur le domaine G 
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est définie comme cette limite commune et est appelée intégrale double , car il y a deux varia¬ 
bles d’intégration. 



n n 

Intégrale double 

SSf(x t y)dG= lim U m t AG t = lim E M t AGi 

G « — >00 1 = 1 n — >0O 1 = 1 

AG t _ >0 AG l — >0 


L’existence d’une telle intégrale double peut être aussi établie si la fonction z=f(x y y) est bornée 
et continue par morceau dans G; si l’intégrale double existe, on dit que la fonction est inté¬ 
grable sur G. 

Interprétation géométrique de l'intégrale double. L’intégrale définie simple peut être consi¬ 
dérée comme l’aire d’un domaine plan situé sous une courbe. De manière similaire l’intégrale do"blc 
d’une fonction continue de deux variables peut être interprétée comme le volume d’un domaine situé 
sous une surface z=f(x, y) (Fig.) lorsque z=f(x y y) prend seulement des valeurs positives dans 
G; les AGt sont des éléments d’aire dans le plan x> y qui à la limite, sont notés d*d,y en coordon¬ 
nées cartésiennes et r d r d (p en coordonnées polaires; tout produit m l AG l est le volume d’un cylindre 

de surface de base AG ( et de hauteur m { , et de 
même pour M ( AG t et le cylindre de hauteur 
M[ \ pour le volume F sous la surface z=f(x y y) 

n h 

on a donc E m t AGi^ V^E M t AG t . Le raffi- 

i=i t =î 

nement de la subdivision conduit à une suite 
monotone croissante de sommes inférieures et 
à une suite monotone décroissante de sommes 
supérieures; les deux suites ont la même limite 
car la suite des différences entre les sommes 
inférieures et supérieures correspondantes tend 
vers zéro. 

Calcul de l’intégrale double. Une intégrale 
double se calcule en faisant deux intégrations 
successives: une intégration par rapport à cha¬ 
que variable. Supposons que le domaine G 
d’intégration ait une frontière simple qui coupe 
les côtés d’un rectangle a 1 ^x^a 2 , b 1 ^y^b 2 
aux points A lt A 2 , B x et B 2 (Fig.); les points 
/ , A 2 séparent la frontière de-(7 en deux arcs: 
A\B X A 2 , qui est le graphe de la fonction y=y 1 (x), 
et A X B 2 A 2 , graphe de y = y 2 {x) ; de même 
B lt B 2 séparent la frontière en B 1 A l B 2 ci B x A 2 B 2y 
donnés respectivement par x=x t (y) et x = x 2 (y). 
Pour x = £, fixé, y (£/) et y 2 ($t) sont les extré¬ 
mités d’un intervalle yitëd^y^yitët) sur lequel la 
fonction f(Çt,y) de la variable y doit être intégrée; 

ya«p 

ç>(£/) = J /(£/, y)dy est, pour * = £/ fixé une constante, 
n(i/) 

et par conséquent une fonction <p(x) de x sur l’intervalle 
a x ^x^a 2 . Avec des hypothèses convenables sur la fron¬ 
tière de G, (p{x) est une fonction continue de x et est 
par conséquent intégrable sur l’intervalle [a ly a 2 ]. De 
■**<>//> 

même y>(i],) = J f(x , ip) âx est, pour y = rp fixé, une 
*!(>//> 

constante et par conséquent une fonction continue y>(y) 
sur l’intervalle bi^y^b 2 et est intégrable sur cet inter¬ 
valle. On peut montrer que les_ deux manières d’inté¬ 
grer conduisent au même résultat, résultat qui est égal 
à la valeur de l’intégrale double; ceci est en accord avec 
l’idée géométrique que les valeurs (p(x) sont les aires 
des sections planes parallèles au plan y y z, et que les y>(y) sont les aires des sections planes 



20.3-2 Découpage de la frontière du 
domaine G d’intégration 



20.3-1 Volume sous la surface z-f(x t y) et 
au dessus de G 
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parallèles au plan z du même corps solide compris entre la surface z=/(jc, y) et le domaine G. 


x = (i 2 y 2 (x) y = b a x 2 (y) 

SS f(x, y)dG = f ( J f(x, y) dy) dx = J ( J f(x, y) dx) d y 

G x = a i yi(*) y=b t x,(y) 


Pour une fonction <P(r , q>) donnée en coordonnées polaires jc=/* cos <p, y=r sin <p l’élément d’aire 
dG a pour expression dG=r dr dtp, comme on le voit en calculant le Jacobien (voir le change¬ 
ment de variable dans les intégrales multiples). 


dx dy 



dr dr 


cos (p sin (p 


Va ra(v) 


= 


— r. 

SS <p ( r > <p)dG = S S v) r d ' d( P 

dx dy 


— rsin© r cos œ 


G Vi ri(ip) 

d(p dy 




Exemple 1 : Dans l’intégrale double JJ(*+y) dG, la région G est limitée par les droites 

G 

x=0,y= 1 et x-\-y =3 (Fig.); pour un x fixé, l’intégration en y s’effectue à partir de la borne 
constante y x =\ jusqu’à la borne variable y 2 =3 —jc: 

<P (*) = J (x -I -y) d y = [xy+y 2 l2)]~ x ~ *(3 - x) +(3 - x) 2 /2 - (x b 1 /2)=4 - * - x 2 /2. 

La fonction (p(x) doit être maintenant intégrée suivant les x\ les bornes d’intégration sont 
x=a 1 = 0 et x = a 2 —2 et l’intégrale a pour valeur 

J (4-*-jc 2 /2) djc = [4 jc—jc 2 /2 — JC 3 /6]g = 8-2-4/3= 14/3; jT tx-hy) dy d* = 14/3. 

0 0 1 



20.3-3 Domaine G entre 
les droites jc=0, y= 1 
et x+y = 3 



20.3-4 Domaine G entre les 
courbes (jc- l) 2 = 2y et y=2 


Exemple 2: Dans l’intégrale double JJxydG, la région G d’intégration est limitée par les 

G 

courbes (x— l) 2 = 2y et y—2, qui se rejoignent aux points Fj( — 1,2) et P 2 ( 3, 2); la frontière 
de G est donc définie par les fonctions ^ = 2, y 2 =(x— 1) 2 /2 ou jc=1 do\/(2y) (Fig.). 

Le calcul est plus simple si l’on intègre d’abord en x 

l+v<2 y) 

S xy dx=[yxV2]\^ll\ = l l 2 y{U +V(2y)] 2 -[1 -^(2y)]-} = 2^(2ÿ'); 

i-V(2 y) i-vi 2 y) 

2 , 2 1 + V(2y) 

2V2 S A/(r , )dy=2V2[W>'K = 32/5; J J xy dx dy=32/5. 

0 0 l-v (2y) 

Si l’on intègre d’abord en y on obtient 

J xy dy=[xy 2 /2] 2 ix -. 1) 2 l2 =2x-(x- l) 4 - jc/ 8 = -*^8-b* 4 /2-3x 3 /4+* 2 /2-b \5x/S = <p(x), 

(x-l)*/2 

| (p(x) dx = [—jc g /48-Fjc s /10—3jc 4 /16-Fjc 3 /6-F15jc 2 /16] »! = 32/5. 

“i 

Exemple 3: Un cylindre vertical a pour base l’ellipse x 2 /a 2 -b y 2 /b 2 — 1 du plan x> y et est 
tronqué obliquement par le plan z=f(x, y)=mx \-ny \ c, où c est assez grand pour que le 
plan z=f(x,y ) coupe le plan x, y en dehors de l’ellipse (Fig.); le volume de ce cylindre 
tronqué est donné par l’intégrale double JJ ( mx+ny+c ) dG, où la région G est limitée 
par l’ellipse y=^z{bla)^/(a 2 — x 2 ); alors G 
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+a r +(b/fl) >/a 2 -» c* -| 

V = f J ( mx+ny -J- c) d y dx 

-a L — (6/«) yja 2 -x 2 J 

« r , i +<W«) >/(a 2 -Jf 2 ) 

= Jf [wjo' + «r/2 + cj'l _ w „ v(o3 _*.,dx 
= J* 2(b/à) (mx+c) <\/(a 2 -x 2 ) d* 

—a 

= 2(bla) [m f W(« 2- ^ 2 ) d *T-c J W*-* 2 ) d *]- 

—d -<i 

La première intégrale, avec un facteur ni à l’exté¬ 
rieur, est nulle (on peut par exemple faire le 
changement de variable a 2 — x 2 = z, d’où — 2* 
d* = dz). Le changement de variable * = a sin z, 
d;c = tf cos z dz conduit à la valeur a 2 cn\2 pour la 
seconde intégrale; donc le volume V a pour valeur 
V=abc7i. 

Intégrales multiples. De même que l’intégration de 
fonction de deux variables conduit aux intégrales 
doubles, de même l’intégration de fonctions de trois 
variables ou plus conduit à des intégrales triples ou 
multiples. Si on considère une fonction de trois va¬ 
riables, définie dans un domaine R borné de l’espace 
(à trois dimensions) et si on subdivise R en parties 
AR ly on peut à nouveau former des sommes inférieu- 

n « 

res E m,AR ly des sommes supérieures 2,M r l/?, et 



20.3-5 Cylindre elliptique tronqué 
obliquement 


1=1 » i=i 

des sommes intermédiaires Z /(fi, rji , £/)/!/£*; ici nu est l’infimum et M t le supremum de la fonction 


i = i 

/ dans le sous-domaine AR h et /(£,,//,, Ci) est une valeur en un point de AR,. Si les suites de 
sommes supérieures et inférieures tendent vers une valeur limite commune quand n-> oo et 
/!/?,-►(), alors il en est de même des sommes intermédiaires, et la limite commune est par 
définition l’intégrale triple de la fonction /( x y y , z) sur la région R. 


Intégrale triple 

1JJ/(■*» z ) àR= lim E nuAR ( = lim E M l . \R l 

4 i» h k r/i / — i h y » 


K r f — 1 il r vJvJ 1 — 1 

>0 M) 


Toute fonction continue et bornée sur R est intégrable en ce sens. Bien que le domaine d’inté¬ 
gration puisse encore être imaginé géométriquement comme une région de l’espace, une inter¬ 
prétation géométrique élémentaire de l’intégrale n’est plus possible; en mécanique on peut l’inter¬ 
préter comme la masse totale du domaine si f(x , y , z) est la densité au point ( x , y , z) dans le 
domaine R. Pour les intégrales de fonctions de plus de trois variables, définies de manière ana¬ 
logue, le domaine d’intégration lui-même n’a plus de signification géométrique directe. Comme 
les intégrales doubles, les intégrales multiples se calculent, sous des hypothèses convenables sur 
le domaine d’intégration, par un nombre approprié d’intégrations successives (par rapport à 
chaque variable); les bornes d’intégration dépendent de la nature de la frontière de R. 

Transformations d’intégrales multiples. 
Dans de nombreux cas il convient d’utiliser 
non pas les coordonnées Cartésiennes pour 
plus usuelles, suivant le problème que l’on 
étudie, sont les coordonnées cylindriques et sphériques. 

La figure représente l’élément de volume A R pour les coordonnées cylindriques et sphériques; 
pour calculer l’élément de volume d’un système quelconque de coordonnées, on utilise le théo¬ 
rème suivant: 

Si les coordonnées Cartésiennes x—x(u y v t w), y=y(n y t>, vv), z = z(w, v, w>) sont dçs fonctions 
continûment différentiables, en correspondance biunivoquc avec (//, v , h>), alors l’élément de 
volume dÆ a pour facteur la valeur absolue du déterminant fonctionnel (Jacobien) £>(//, v , w ' 
suivant. 


ÜSfOc,y,*)àR-y\ 

H * = «l| 

[Tl 

[ ''f ’W) d*l 

L.ziO’.z) J 

w 



décrire le domaine R mais d’autres coordonnées; les 
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ch<_ 

dy_ 

dz 

du 

du 

du 

tix 

dy_ 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

dy 

dz 

dw 

dw 

dw 


20.3-6 Elément de volume 

a) en coordonnées cylindriques 

b) en coordonnées sphériques 



Ce théorème s’écrit: dR — dx dy dz= |D|d// dw dw; pour les coordonnées cylindriques x = rcos(p y 
y=r sin cp y z — z et pour les coordonnées sphériques x—r sin 0 cos (p , y = r sin 0 sin cp, z—r cos 0 
les déterminants correspondants D c et D s ont pour expression. 



COS (p 

sin (p 

0 


sin 0 cos cp 

sin 0 sin cp 

cos 0 

D c - 

— r sin cp 

r cos (p 

0 

, D s = 

r cos 0 cos <p 

r cos 0 sin (p 

— r sin 0 


0 

0 

1 


— r sin 0 sin cp 

r sin 0 cos (p 

0 


d’où D c = r et D s — r' 1 sin 0 dc telle sorte que dR devient respectivement r d r d (p dz 
et r 2 sin 0 d r d 0 dcp. 


-2 tflAz) r 2 (tp, z) <p 2 » 2 (<P) r 2 ( 0 , </>) 

( x, y y z) dR = J j J F(r y (p, z) r dr d (p dz = J J J </>(/*, 0 , (p) r 2 sin 0 dr d 0 d <p 

R z, tpi(z) rj(v>, 2) </>, Oi(</>) ri(0,tp) 


Calcul de volumes 

Les intégrales multiples ont d’importantes applications dans le calcul du volume V d’un corps 
solide B\ nous avons déjà observé que l’intégrale double JJ f(x y y) dx dy représente le volume 

G 

d’un cylindre de base G et de frontière supérieure z=f(x, y). Il en découle qu’un corps cylin¬ 
drique de section G et de surfaces supérieures et inférieures z=f\(x,y) et z=f 2 (x, y) a pour 
volume 1 / =JJ y)-f 2 (x, >>)] dx dy\ on peut trouver dc cette manière le volume de tout corps 

qui peut être décomposé en un nombre fini de tels corps cylindriques; dc nombreux corps B 
intervenant dans les applications pratiques sont de cette forme. Le volume V de B peut aussi 

s’écrire sous la forme de l’intégrale triple JJ J dV, où la forme de la surface frontière de B 

« 

détermine les bornes d’intégration; en particulier si on effectue l’intégration en z avec les bor¬ 
nes convenables, on se ramène à une intégrale double du type étudié plus haut. Une autre 
méthode dc calcul du volume B y si B a une frontière régulière par morceau, est fournie par le 
théorème dc Gauss, qui s’écrit 

« dn 

où c)B est la frontière de /i, d S l’élément de surface, n le vecteur unitaire normal à c)B dirigé 
vers l’extérieur dc B y et r=xi+yj+zk le champ dc vecteur identité; ceci réduit le calcul du volume 
à celui d’une intégrale de surface. 

Calcul de volumes à partir des aires de sections. Supposons que le solide soit repéré par 
rapport à des coordonnées Cartésiennes *, y, z et qu’il soit compris entre les deux plans x — a 
et x — h perpendiculaires à l’axe des x\ supposons aussi que les aires des sections du corps par 
les plans perpendiculaires à l’axe des x soient connues et données sous la forme d’une fonction 
continue q(x); on peut donc concevoir le corps comme formé de tranches d’épaisseur Ax { 
(Fig.); pour chaque tranche il y a une plus petite aire de section q { et une plus grande Qr y le 
volume Vi de la /-ème tranche est compris entre celui d’un cylindre de hauteur Ax { et de base 
qi d’une part et celui du cylindre de même hauteur et de base Q t d’autre part; comme pour les 
aires, on obtient, pour approximations du volume F, des sommes inférieures v(n) et supérieures 
V(n) telles que: 
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Axj 


V= ]q{x) dx 


v(n)= L qiAxi ^ L Q { Ax { = V(n ); 

/=i 1=1 

V(n) et \)(n) ont la même 
limite quand /i-> oo et 
Axi~> 0. Par conséquent 
le volume V s’écrit sous la 
forme d’une intégrale dé¬ 
finie. 

Principe de Cavalieri. Si un autre corps 
a des sections d’aires q(x) qui pour tout x 
dans l’intervalle [a, b] sont identiques à q( jc), 
c’est à dire si q(x) = q(x), alors les volumes 
F et K des deux corps sont égaux. Ce prin¬ 
cipe fut formulé par Cavalieri avant que 
les méthodes du calcul intégral fussent dé¬ 
veloppées. 

Deux corps situées entre deux plans 
parallèles ont le même volume si leurs 
sections par tout plan parallèle à ces plans 
ont des aires égales deux à deux. 

Volume d’un solide de révolution. Les so¬ 
lides vérifiant certaines propriétés de symé¬ 
trie ont souvent des frontières engendrées 
par la rotation d’une courbe; par exemple la surface d’une sphère est obtenue par la rotation 
d’un demi-cercle autour de son diamètre. Un tel corps est appelé un solide de révolution ; si 
sa surface est obtenue par la rotation d’une courbe continue y=/( jc) autour de l’axe des x , ou 
d’une courbe x=q>(y) autour de l’axe des y, alors les sections par des plans perpendiculaires à 
l’axe de symétrie sont des disques d’aire q(x) = n[f(x)] 2 ou g(y) = 7z[ç>(y)] 2 ; si le solide de révo¬ 
lution est limité par des plans x = x 1 et x-x 2 ou y—y x et y=y 2 , la formule précédente donne 
leurs volumes; si la frontière du solide 
est obtenue par la rotation d’une cour¬ 
be continue formée de plusieurs arcs 
joints bouts à bouts, il vaut mieux addi¬ 
tionner les volumes de chaque morceau. 

Il peut être aussi approprié, comme pour 
le calcul de l’aire comprise entre deux 
courbes, d’intégrer la différence des car¬ 
rés de deux fonctions convenablement 
choisies, soit 

7tf {[g(x)]*-[h(xW} dx 



Axe de 
symétrie 

Aire de la 
section 

Volume 

axe des x 

axe des y 

q(x) = n[f(xW 

q(y) = n[<p(yj\ l 

K=^[f(x)] î dx 

x, 

y,= n$[<p(y)]* d v 
y 2 


Exemple 1 : La courbe y=f(x) = x 2 l 36 tourne entre les limites ^ = 0 et * 2 =12, a) autour 
de l’axe des x t b) autour de l’axe des y (Fig.). Les volumes des solides correspondants sont 
calculés comme suit 

a) V x =nJ[f(x) ] 2 djf = 7r J (* 4 /1296) d*= 192 tt/5~ 120,6. 

Xi 0 

b) Avec Jc=99(y) = 6yy et y 1 =/(0) = 0, y 2 =f(\2) = 4, on obtient alors 

Vy= n f [<p(y)] 2 dy=7r J 36 y dy=288n:~ 908,4. 
o 




20.3-9 Un tonneau, considéré comme un 
paraboloïde de révolution 
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Exemple 2: La surface d’un tonneau est engendrée par la rotation d’un arc de parabole 
y = ax 2 -\-c autour de l’axe des x ; la longueur du tonneau est 1 m, le diamètre de chaque 
extrémité est 60 cm et le plus grand diamètre est 80 cm (Fig.). 

Les constantes de l’équation de la parabole et les limites d’intégration se déduisent des 
mensurations précédentes: y=x 2 l 25 — 4, ^=—5, * 2 = 5, ce qui donne pour le volume V x 

V x —tl J (jc 4 /25 2 — 8x 2 /25-f-16) dx—2n f (x 4 /25 2 — 8x 2 /25-|-16) dx~ 425,2 dm 3 . 

-5 o 

Le tonneau a donc une contenance de 425,2 I. 

Exemple 3: La parabole y 2 = 2px coupe le cercle y 2 = r 2 — (x—c) 2 aux points d’abscisses 
x 1 et x 2 (Fig.). Par rotation autour de l’axe des x la région colorée en bleu engendre un an¬ 
neau sphérique parabolique de hauteur h=x 1 -x 2 . Son volume se calcule ainsi 

X2 X3 Xil 

V x =7i j 2 px dx-n J [r 2 -(r-c) 2 ] d x=n ] [2px-r 2 -\-(x-c) 2 ] dx. 

X, Xl X, 

Puisque l’intégrande s’annule en .Xj et x 2 et puisque x 2 a pour coefficient 1, on peut poser 

X2 

2px-r 2 -\-(x-c) 2 = (x-x 1 ) (x-x 2 ), de telle sorte que K x = n J U-Xj) (x-x 2 ) dx. Le change- 

h Xt 

ment de variable x—x x = t donne alors V x —n J /(/; — /) d/ = jt/? :î /6; on a le même résultat pour 
l’anneau cylindrique sphérique. 0 



Exemple 4: Le dessin ci-contre (Fig.) représente un cylindre 

d’acier dans lequel un trou a été percé par rotation de la courbe 

y 2 

y=c 2x ~ l autour de l’axe des y. Le volume du trou est V y = n$x 2 dy, 

y\ 

les limites d’intégration s’obtiennent à partir des mensurations 
indiquées sur le dessin: y x = 1, y 2 =\0. En résolvant en x et en 
élevant au carré on obtient 

x 2 = (1/4) (Log 2 y 4-2 Log ^+1). 

Donc le volume cherché est 
10 

V y = (tt/4) f Log 2 y-j-2 Log y+ 1) dy=(7i/4) [y Log 2 y+y]\° 

~ 48,73. 1 


Longueur d’un arc de courbe et aire d’une surface 



La rectification est le calcul de la longueur d’un arc et la complanation (terme peu utilisé en 
français) celui de l’aire d’une surface courbe. 


Longueur d’un arc de courbe. Bien que la notion de longueur d’un chemin courbe soit intui¬ 
tivement évidente, nous avons besoin d’une définition mathématique précise. On considère un 
arc courbe d’équation y=f(x), a^x^b, où la fonction / est continûment différentiable; on 
divise cet arc en n morceaux aux points P 0 , P lt . ..,P„ et on compare l’arc courbe avec le 
polygone P 0 , P l9 ..., P „, qui est censé approcher convenablement la courbe quand n est grand. 
Si les points de division P,, /'=0, 1, ont pour coordonnées (x (i y ( ) alors les longueurs f 

des cordes Pi-i Pi sont données par l t ='\/[( < Axi) 2 4r(dy t ) 2i ] = Ax l ^£ 1 -F j, et la longueur 


du polygone est s n — £ ,H'+(£;)’] Axi. D’après le théorème des accroissements finis, il 
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existe un nombre de l’intervalle x^^x^xi tel que la dérivée /'(£/) soit égale au quotient 

différentiel Ayi/Axi; on a donc l’égalité /< = zl**V0-H/ (£<)] 2 ) (Fig.). A chaque subdivision de 
l’intervalle de x 0 = a à x n = b correspond un polygone de longueur s„. Si on raffine la subdi¬ 
vision de telle sorte que le nombre n de sous-intervalles tende 
vers l’infini et que la longueur Ax du plus long sous-intervalle 
tende vers zéro, alors la suite s des longueurs des polygones 

b 

inscrits a pour limite s= J V0 +[/’T*)] 2 ) dx d’après la con¬ 
tinuité de f\x) et la définition de l’intégrale définie comme 
limite de sommes finies. 

Une courbe continue est dite rectifiable si les longueurs s n 
des polygones inscrits restent bornées pour toute subdivision 
de [< a , b] ; le supremum s de ces longueurs est alors appelé la 
longueur de la courbe; on peut aussi montrer que s est la limite 
de s n quand ou raffine, la subdivision, c’est à dire 

s ~~ 20.3-12 Longueur d’une courbe plane 



Le développement précédent montre qu’une courbe est rectifiable si y=f(x) est continûment 
différentiable sur [ a , b]. Si une courbe continue est rectifiable mais si la fonction correspondante 
y=f(x) n’est pas continûment différentiable sur [a, b], le calcul direct de la longueur est géné¬ 
ralement impossible. 


Longueur d’un 
arc de courbe 

en coordonnées 
cartésiennes 

sous forme 
paramétrique 

en coordonnées 
polaires 


5 = j* va-i-/ 2 ) à* 

s= J VC* 2 -! ^ 2 ) d ' 

ri 

<P2 

'■/[(&) + ' ! . 
<P 1 

1/2 

d (p 



20.3-13 Elément de longueur 


Elément de longueur. Si on fixe l’extrémité a de l’arc et si 
on fait varier l’autre extrémité, la longueur de la courbe obtenue 

JC 

est une fonction de la borne supérieure, *$(*)= J y/(\ H - / 2 ) dx. 

a 

La différentielle d.v de cette fonction est souvent appelée élément 
de longueur de la courbe de telle sorte que la longueur est l’inté¬ 
grale de l’élément de longueur (Fig.). 



Exemple 1: Pour la circonférence d’un cercle de rayon r, on obtient y=y/(r 2 —x 2 ); y = —x/ 
\/(r 2 — x 2 ); H-/ 2 =r 2 /(r 2 —* 2 ). Donc la circonférence C est donnée par 


r 1 

7=4 I --- dx=4r I 

J \/(r 2 -x 2 ) J 


dt 


Va-' 2 ) 


= 4r[Arcsin t)l = 2nr. 


Exemple 2: Pour la cycloïde donnée sous forme paramétrique x = a(/-sin t) y y = a (1 — cos /), 
on a x=a (1-cos t), ÿ=a sin /, de telle sorte que l’élément de longueur est 
ds='\/(x 2 -\-y 2 ) d/=V[tf 2 0 — cos t) 2 -\-a 2 sin 2 t] dt 

= tfV0— 2 cos /+cos 2 H-sin 2 1) d t=ayj2- VU~cos /) dt 
= «V2 V(2 sin 2 t/2) dt=2a sin t/2 dt 
ce qui donne comme longueur d’une arche 

2 n 2 n 

s= f \Z(x 2 -\~ÿ 2 ) dt = 2a f sin t/2 dt= — 4«[cos //2]§ re = 8tf. 
o ô 

La longueur d’une arche de cycloïde est donc égale à quatre fois le diamètre du cercle qui 
l’engendre en roulant sans glisser. 
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Aire d’une surface. L’aire d’une surface est donnée par une intégrale de surface. Dans ce 
qui suit on va établir une formule pour l’aire d’une surface de révolution. Soit P 1 et P n des 
points sur une courbe continûment différentiable y=f(x ), avec x x = a et x n — b\ alors une rotation 
autour de l’axe des x fait décrire par la courbe entre P 1 et P n une surface de révolution. Si, 
comme pour les longueurs, l’arc est remplacé par un polygone à n—\ côtés, alors la surface 
de révolution correspondante est formée de surfaces latérales de troncs de cônes. 

L’aire de ces surfaces latérales est classiquement donnée par 

(T v = .t[/(-X\.)+/(x v ,i)] \/K /1x v) 2 + (^>'v) 2 ] = ^[/Uv)-!7(^vh)] Ax,, ]/\I -f ]• 


Par le théorème des accroissements finis il existe f v dans [xv, x vi J pour lequel /'(£„)= AyJAx*-, 
la somme de ces surfaces est donc 


5„=jt'r[/(x v )+/(x v+1 )] vn +(/xfv)) 2 ] à Xv . 

V = 1 

Un raffinement de la subdivision de l’intervalle a^x^b donne une meilleure approximation 
et, comme pour les longueurs, on a une valeur limite pour la somme S,„ qui s’exprime sous 
la forme d’une intégrale définie; un facteur 2 apparaît car les deux termes f(x v ) et f(x v+1 ) 

«8 

convergent vers une même limite; en utilisant l’élément de longueur on a la formule S=2tt, j y d.v. 


Aire d’une surface de révolution 


S= 2n j y y/{ 1 H / 2 ) clx 


Exempte: Les formules qui donnent les aires de la sphère, de la calotte sphérique, et d’un 
tronc de sphère se calculent en posant y=\/(r 2 — x 2 ) y 1 +y' 2 = r 2 /(r 2 — jc 2 ): 

r r 

Sphère : S= 2n J \/(r 2 — x 2 ) r\\J(r 2 — x 2 ) d*=4 nr J d* = 4 nr 2 . 

-r r (, 

Calotte sphérique: S c =2nr J 6x — 2nr(r— $) = 2nrh avec h = r— {. 

<Ï2 s 

Tronc de sphère: S b = 2nr j* éx—2nr{^ 2 — ^ l ) — 2mh avec A = £ 2 — £i* 

*ïi 


Intégrales curvilignes et de surface 


Intégrales curvilignes. Il est nécessaire, pour mettre sous forme mathématique, certaines no¬ 
tions physiques comme travail, potentiel, etc., de généraliser le concept d’intégrale précédent en 
considérant des limites de sommes dépendant en un certain sens d’une courbe que l’on appellera 
chemin cPintégration; on obtient alors une intégrale curviligne. 

Supposons qu’une courbe régulière C dans l’espace à trois dimensions soit donnée sous forme 
paramétrique par les fonctions jc = .*(.v), y=y(s) et z=z(s ), ces fonctions ayant des dérivées con¬ 
tinues; le paramètre étant par exemple la longueur d’arc s. Soit d’autre part f(x, y, z) une 

fonction continue dont le domaine de définition contient l’arc AB de la courbe correspondant 
à l’intervalle ^ ^ a ^rx 2 ; alors à tout .v de l’intervalle <r 2 ] correspond un point y(s)y 

z(.y)] de la courbe en lequel la fonction prend la valeur /[*($). ^(a), z(a)], de telle sorte que l’on 
a maintenant une fonction du paramètre s. Si on divise la courbe en n arcs ou, ce qui revient 

au même, si on divise [rrj, a 0 ] en n sous intervalles As { et si on forme la somme 27/[*($<), 

/ = i 

y(si), z(a/)] A Si, où Si est une valeur arbitrairement choisie dans le sous-intervalle As ly on obtient 
une suite de sommes. Si cette suite tend vers une limite quand la longueur du plus grand sous- 
intervalle tend vers zéro tandis que le nombre n des sous-intervalles tend vers l’infini, et si cette 
limite ne dépend pas du choix des subdivisions et des points intermédiaires s if alors cette limite 
est appelée intégrale curviligne de première espèce de la fonction f(x , y, z) le long de la courbe 
C de A à B. 


Intégrale curviligne 


J /O*, y, z) às= lim Ê f[x(s { ), y(s { ),z(Si)] dsi 

C ts.—H) 1=1 


Le calcul de l’intégrale curviligne se ramène à celui d’une intégrale définie. Si x=x(t), y = y(t), 
z = z(t) est une représentation paramétrique de la courbe C (l’arc AB correspondant à l’intervalle 

paramétrique t 1 ^t^t 2 ) alors, d’après Légalité— =\/[x(t) 2 -\-$>{.t) 2 -\ -i(/) 2 ] on a: 
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Si P(x , y , z), Q(x, z) et Æ(jc, y , z) sont des fonctions continues, on peut définir de manière 
similaire d’autre sortes d’intégrales curvilignes J P(x, y, z) dx, J Q(x, y, z) dy, J R(x, y, z) dz; par 

c c c 

exemple la première de celles-ci est la limite des sommes 27 P[x/(.y), yi(s), Zi(s)] Ax h où Ax t est 

i = l 

la projection sur l’axe des x du /-ièmc arc de subdivision de la courbe. Si on fait la somme de 
ces trois intégrales, on obtient une intégrale curviligne de seconde espèce 

I [P(*> y, z) d x+Q(x, y , z) dy 4 R(x, y , z) dz]. 

c 

Le calcul d’une telle intégrale en deux dimensions peut parfois se simplifier si l’on applique 
le théorème suivant 

Si P(x,y) dx I <2(x,.y) dy est la différentielle totale d/^jc,^) d’une fonction F(x, y) et si P(x,y) 
et Q(x, y) sont continues sur un domaine connexe G , alors la valeur de l’intégrale curviligne 
J IPOr, y) dje-{■ Q(x, y) djd dépend seulement des extrémités A et B du chemin d’intégration dans 

c 

G et non du chemin particulier joignant ces points. 

Ceci découle du fait que 

J' [P(x, y)dx-\ Q(x, y)Ay]= J' dF(x,y)= J d/%x, y) = X'..)] 

c c 

dépend seulement des bornes d’intégration. Un énoncé équivalent dit que l’intégrale curviligne 

J* [P dx+Q dy] est nulle pour toute courbe fermée C dans le domaine G. 

c 

Le théorème suivant, que l’on déduit aisément du théorème de Gauss (voir Divergence et 
Théorème de Gauss), donne un critère pour que P dx-\~Q dy soit une différentielle totale. 

Si le domaine G considéré est simplement connexe et si les fonctions P(x , y) et Q(x,y) sont 

dp (iQ 

continûment différentiables sur G, alors la condition d’intégrabilité est nécessaire et 

suffisante pour que P(x y dx \ Q(x, y) dj> soit une différentielle totale. 


Au Chapitre 22, on montrera que si Pdx \ Qdy n’est 
pas une différentielle totale, alors il est toujours pos¬ 
sible de trouver un facteur intégrant //(*, y) tel que le 
produit //(jc, y) {Pdx-\-Qdy) soit une différentielle totale. 



dP dQ 

Condition d’intégrabilité 

dy dx 


Exemple: Pour calculer J’ (x d.xrT.y d^) le long de la parabole y=x 2 du point A( 0, 0) au 

c 

point Æ(2, 4), on prend x comme paramètre; alors on a dy—2xdx, et 

)’ (x dx \ y d^)= f (x dx-t-x 2 - 2x d*) = | (x+2x*) dx = [x 2 /2-\~x' l l2]^= 10. 

c ô ô 

dP dQ 

Puisque la condition d’intégrabilité - ^ est satisfaite, l’intégrale est indépendante 

du chemin d’intégration; l’intégration de /f(0, 0) à Æ(2, 4) le long (par exemple) de la courbe 

y =4 sin (tix/4) donnerait le même résultat. 

Intégrales de surface. De même que l’intégrale curviligne généralise l’intégrale simple définie 
de même les intégrales de surface sont les généralisations analogues de l’intégrale double sur 
des domaines plans. Supposons que S soit une surface régulière dans un espace à trois dimen¬ 
sions muni d’un système de coordonnées Cartésiennes (x y , z); ici “régulière” signifie que le 
plan tangent en un point intérieur de S dépend de manière continue de son point de contact. 
Supposons que S ait la représentation paramétrique (voir Chapitre 26) x=x(u , v) où les para¬ 
mètres u et v décrivent le domaine U= soit/(x, y , z) une fonction continue 








20.3. Intégration des fonctions de plusieurs variables 513 


définie sur S. On divise S en petites portions découpées à l’aide d’un réseau de courbes 
régulières Sur S, on choisit arbitrairement un point Pi(xi , y iy z,) dans Si , et on forme la somme 

n 

£f(x ly y t , Zt)AS h où AS( est faire de la surface 5/. Si cette somme tend vers une limite indé- 
1 = 1 

pendante du choix des P iy quand n-* oo et ZlSi->0, cette limite est appelée l'intégrale de surface 
de la fonction f(x y y y z) sur la surface S et est notée J f(x , y , z) dS. 

s 


Intégrale de surface 


f 


s 


f(x y y , z) dS= lim Ê f(Xi , z.O/lS, 

ZlS f -M> i = l 
n — )• OO 


Le calcul d’une intégrale de surface se ramène à celui d’une intégrale double de la manière 
suivante: on introduit la représentation paramétrique des coordonnées x, y, z dans f(x, y, z ); 
l’élément de surface dS (voir Chapitre 26) a pour expression 


dS =\/(EG—F 2 ) du dv avec E— x u -x Uf F= x u -x vy G—x v x v . 

D’où J f(x y y , z) dS= J* f[x(u y v) y y(u , v), z(w, v)] \/(EG-F 2 ) du dv. 

S V 

Pour /= 1, l’intégrale est égale à faire de la surface S. 

Les intégrales de surface de seconde espèce sont définies de manière analogue aux intégrales 
curvilignes de seconde espèce. 


Applications en Mécanique 

Travail. Le concept de “travail d’une force” se définit à l’aide d’une intégrale curviligne de 
seconde espèce: la force F est un champ de vecteurs spécial (voir Analyse Vectorielle); soient 
F X9 F y , F z ses composantes par rapport à un système de coordonnées Cartésiennes (x. y y z). Si 
le point P(x y y y z) auquel la force est appliquée se déplace de long 
d’un chemin régulier C, alors W= J ( F x dx-l-Fy d y-\-F z dz) est 

c 

appelé le travail de la force F le long du chemin C (Fig.). Si le 
vecteur de composantes dx, d y et dz est noté dr y alors l’intégrale 
donnant le travail s’écrit sous forme vectorielle à l’aide du produit 
scalaire F- d r. 


Le travail est l'intégrale curviligne de la force. 

Le travail sous forme d’intégrale 

W= J F dr 

C 



20.3-14 Diagramme d’une machine à vapeur 


Par exemple si la force F est constante et si le chemin C est un segment ayant pour extrémité 
l’origine représenté par un vecteur r de longueur |r|, alors l’angle (p entre les directions de F 
et r est aussi constant et l’intégrale du travail conduit à la formule W=\F\ |r| cos cp\ dans ce 
cas le travail est le produit de la composante \F\ cos (p de la force suivant la direction du che¬ 
min par la longueur |#i du chemin. Dans les problèmes physiques, les composantes de la force 
sont en général les dérivées partielles d’une fonction V appelée le potentiel; le travail est alors 
l’intégrale curviligne d’une différentielle totale et ne dépend que des extrémités du chemin; un 
tel champ de force est appelé conservatif 


Exemple 1: Quel est le travail effectué par une force lors d’une extension de longueur / d’un 
ressort hélicoïdal si la force est dirigée suivant l’axe du ressort? Si l’on note D la constante 

i 

du ressort, la force est F—Dx et le travail fourni vaut W— J F dx — D J x dx — Dl 2 /2. 

Exemple 2: L’accélération d’un corps de masse m de la vitesse v x à la vitesse v 2 nécessite 

dv 

un travail W; puisque F — m , on obtient 



Le travail est égal à l’augmentation de l’énergie cinétique. 
33 Mathématiques 
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Moment statique. Le moment statique M d’une masse ponctuelle par rapport à un axe est 
par définition le produit de la distance / de la masse ponctuelle à l’axe par la masse m. 



Moment statique d’une distribution de masse continue 


M = J / dm 


eJ/dK 

V 


20.3-15 Moment statique d’un 
domaine 


Le moment statique d M d’un élément de masse dm d’une 
distribution de masse continue est donné par l’expression diffé¬ 
rentielle âM=l dm, et le moment statique de la masse entière 
est obtenu par intégration. Si q est la densité constante et dV 
l’élément de volume, alors dm = £) dV. Pour définir les moments 
statiques par rapport à chacun des axes de coordonnées du 
domaine situé sous la courbe y=f(x)> on calcule simplement 
les moments d’une distribution de masse continue de densité 
£=1 sur un corps d’épaisseur d— 1 situé sour la courbe (Fig.). Pour calculer le moment par 
rapport à l’axe des y du domaine situé sous la courbe y=f(x), on décompose le domaine en 
bandes d’épaisseur Ax—dx; la surface d’une bande, d’après le théorème de la moyenne du 
calcul intégral, est égale à /(£) dx pour une valeur intermédiaire £ de Ax, et le moment de la 
bande est donc dM=£/(£) d*; le moment du domaine est obtenu alors par intégration. Pour 
obtenir le moment par rapport à l’axe des x , on décompose chacune des bandes précédentes en élé¬ 
ments de largeur Ay=dy; chaque élément a pour moment d M=rj dy d*, où rj est une valeur 

y 

intermédiaire prise dans Ay , et par intégration suivant y, on obtient dM = J* r] d^ d.vcomme mo- 

o 

ment de la bande située autour de l’axe des x. Finalement une intégration suivant les x donne 
le moment total du domaine. 


Moment statique par rapport à l’axe des y du domaine 
situé sous la courbe y=f(x) entre a et b 

b 

M y = f xy dx 

a 

Moment statique par rapport à l’axe des x du domaine 
situé sous la courbe y = f(x) entre a et b 

b y b 

M x = j Jri dy dx = y J y 2 d* 

« 0 u 


De môme on peut obtenir le moment statique d’une courbe supportant (par exemple) une 
distribution de masse de densité q= 1; les moments par rapport aux axes des x et des y sont 
respectivement 


M x = f y^/( 1 +/ 2 ) dx et M y = J x^(i +/ 2 ) dx. 


Pour un corps de révolution autour de l’axe des x , on peut calculer le moment statique par 
rapport au plan passant par l’origine et perpendiculaire à l’axe des x de la manière suivante 


M—n§ xy 2 dx. 


M=tz J xy 2 dx 

a 


Centre de gravité. Tout corps solide peut être considéré comme un système de masses ponc¬ 
tuelles, et il y a toujours un point, le centre de gravité , en lequel on peut considérer que la 
masse entière du corps est concentrée. Le moment statique d’une distribution de masse conti¬ 
nue est égal au moment statique, par rapport au même axe, du centre de gravité supportant 
une masse ponctuelle équivalente: M— J ldm = l c m. A l’aide des moments statiques appropriés, 

m 

on peut obtenir les coordonnées du centre de gravité de distributions uniformes de masses le long 
d’une courbe plane, sur une région plane, ou dans un solide de révolution, soit: 

x c = M y fs et y c = M x /s ; x c = M y /A et y c = M x /A ; x c = M/V. 
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Coordonnées (jc c , y c ) du centre de gravité 

a) distribution uniforme sur 
une courbe plane 

b) distribution uniforme 
sous la courbe y = f(x) 

c) distribution uniforme 
dans un solide de révolu 
tion autour de l’axe des x 

My S +/ 2 ) dx 

b 

m S x y dx 

„ _ iVl y _ a 

M | xy2 dx 

S V( l +/ 2 ) dx 

a 

Xc ~ ~4 6 

S y dx ; 

Xc y ~ i 

J y 2 dx 

a 

M J n/O -I-/ 2 ) dx 

y = M* = “ 

1 V ('+/ 2 ) dx 

a 

m J y 2 dx 

lvt x a 

yc= À = /, 

A 2 j y dx 

a 

O 

II 

U 

N 

II 

w 

Ss 


Pour le solide de révolution autour de l’axe des x , le centre de gravité est sur ce même axe, 
c’est à dire y c = z c = 0. 


Exemple: On veut calculer les coordonnées du centre de gravité du domaine situé sous 

n/2 

la courbe y=f(x)= cos* entre 0 et jt/ 2. L’aire est A— J* cos jcd;c=L Les intégrales requises 

n/2 

peuvent être obtenues par intégration par parties dans chaque cas: f x cos jc dje = n\2 - l, 

n/2 0 

J cos 2 x d* = :7r/4; les formules des coordonnées du centre de gravité conduisent alors à 
» 

x c = 7i/2- 1, y c -n /8. 


Ces formules mènent aux règles cle Pappus. Le domaine plan qui engendre un solide de révo- 

b 

lution par rotation autour de l’axe des x a pour moment statique M x = ( 1 /2) J* y 2 d* et l’ordon- 

a 

née du centre de gravité est y c = M x /A. Ceci donne, pour le volume d’un solide de révolution, 
l’expression 

V x = 7 i $ y 2 dx=2U' V 2 J y 2 dx—2nM x =2ny c A. 

Règle de Pappus sur le volume d'un solide de révolution: le volume est le produit de la sur¬ 
face génératrice par la circonférence du cercle décrit par son centre de gravité. 

La surface d’un solide de révolution est engendrée par la rotation de la courbe y=f(x) autour de 

b 

l’axe des x; cette courbe a pour moment statique M x — J yy/(l+/ 2 ) dx et son centre de gravité 

a b 

a pour ordonnée y c = M x ls. 11 en découle que l’aire S x est donnée par S x = 2tt J y\J{\ +/ 2 ) d* = 
2nM x —2ny c s. " 


Règle de Pappus sur une surface de révolution: Paire de la surface est le produit de la lon¬ 
gueur de la courbe génératrice par la longueur de la circonférence décrite par son centre de 
gravité. 

Moment d’inertie. L’énergie cinétique W d’un corps de masse M et de vitesse v est W~v 2 MI2. 
Si un corps rigide tourne autour d’un axe fixe A, ses différentes parties ont des vitesses diffé¬ 
rentes; si l’on note a) la vitesse angulaire supposée constante et x la distance de l’élément de 
masse dm à l’axe de rotation, alors cet élément a pour vitesse v=xœ et pour énergie cinétique 
dlY=(\l2) x 2 œ 2 dm. L’énergie cinétique du corps entier est obtenue par intégration W=(\l2)a) 2 
J x 2 dm, où l’intégrale est prise pour tous les éléments de masse. 

m 


Moment d’inertie axial 

l A = $x 2 dm 

dm: élément de masse; jc ou r: 

Moment d’inertie 

m 

distance à l’axe A de rotation 

polaire 

/p= S r 2 dm 

m 

ou au point P de référence 


33* 


















516 20. Calcul intégral 


A yr- 

7 

yr 

7 

1 1 

1 J - 

K 

dm 
■ -? 
/ 

X 

7. 

v * r 

dx 


X 


20.3-16 Moment d’inertie 



Si on compare les deux expressions de l’énergie cinétique, on 
constate que la masse M a été remplacée par l’intégrale J x 2 dm; 

m 

c’est ce que l’on appelle le moment axial d'inertie I A par rapport 
à l’axe de rotation A (Fig.). Si le moment d’inertie, au lieu 
d’être défini par rapport à un axe, est défini par rapport à un 
point P , on obtient le moment polaire d'inertie I P . 

Il est possible d’obtenir une relation importante entre le moment polaire d’inertie l P par 
rapport à l’origine O d’un système orthogonal de coordonnées et les moments axiaux d’inertie 
l x et I y par rapport aux deux axes du système; on utilise la relation r 2 =x 2 Xy 2 où r, x, y sont 
les distances d’un élément de masse à l’origine et aux axes. Nous en déduisons: 

/ P = J r 2 d m= J (x 2 -\-y 2 ) d m- J x 2 dm- f- J y 2 d m = I x +I y . 


Relation entre moments d’inertie polaire et axiaux 


Ip = Ix~\-Iy 


Exemple 1: On cherche le moment d’inertie d’un mince barreau de longueur /, de section 
d’aire q et de densité uniforme q , par rapport à un axe qui traverse à angle droit une extré¬ 
mité du barreau (Fig. 20.3-16). Si dx est un élément de longueur du barreau, l’élément de 

i i 

masse correspondant est d m = Qq d*. D’où l A — J x 2 dm= J x 2 qq d x—Qq$ x 2 d*=<7(>/ 3 /3 = A// 2 /3, 

m o o 

puisque la masse totale du barreau est M=gql . 

Exemple 2: On cherche les moments d’inertie d’un disque mince de diamètre d par rap¬ 
port à son centre et par rapport à une droite passant par ce centre (Fig. 20.3-16). Pour sim¬ 
plifier, on suppose que la masse par unité d’aire est égale à 1. Calculons d’abord le moment 
polaire d’inertie 1 P \ la masse dm de l’anneau foncé de la figure est dm^lnq dp, de telle sorte 

r r 

que /*= J q 2 dm — 2n J p 3 dp = 7rr 4 /2 = 7rd 4 /32; par raison de symétrie, l x — I y et par conséquent 
0 0 

6* = /*+/,> = 2/*, l x = l P \2 et les moment axiaux sont l x = I y = nd A t(A. 


Théorème de Steiner. Soit l c le moment d’inertie d’un corps par rapport à un axe C pas¬ 
sant par son centre de gravité; le moment d’inertie l A par rapport à un axe A parallèle à C 
à une distance a de C est évidemment 


I A = J* (*-|-a) 2 dm— J (x 2 -\-2xa-\-a 2 ) dm=/ c X2a J x dm \-a 2 m. 

m m m 


Mais x est la distance à l’axe C, et donc l’intégrale J x dm est lc moment statique par rap- 

m 

port à cet axe; par conséquent il est nul puisque l’axe C passe par lc centre de gravité. 


Théorème de Steiner. Le moment d’inertie I A d’un corps par rapport à un axe quelconque est 
égal à la somme de son moment d’inertie par rapport à l’axe C passant par son centre de 
gravité et parallèle à A et du produit de sa masse par le carré de la distance de A à C. 


Théorème de Steiner 


l A -l c A-a 2 m 


20.4. Analyse Vectorielle 

En Analyse Vectorielle, on considère des fonctions à valeurs vectorielles de une ou plusieurs 
variables et on applique les concepts et méthodes du Calcul Différentiel et Intégral. Ses appli¬ 
cations résident principalement dans les domaines de la Physique Mathématique et de la Géo¬ 
métrie Différentielle. 
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Champs 

Champs scalaires. Une fonction scalaire <p est appelée champ scalaire si, dans un domaine 
donné de l’espace, elle fait correspondre à tout point P(x y , z), ayant pour vecteur de position 
r, un scalaire <p{x> y, z) = (p(r)\ par exemple la température ou la densité d’un corps sont des 
champs scalaires. Ils peuvent être visualisés à l’aide des surfaces de niveau (p(x, y, z) = const 
dans l’espace, ou des courbes de niveau <p(x, y) = const dans le plan; par exemple il existe des 
cartes qui donnent les lignes d’altitude constante, d’autres fournissent les lignes de température 
constante (isothermes). La fonction (p change d’autant plus rapidement que les surfaces ou les 
courbes de niveau sont plus rapprochées les unes des autres. 

Exemple: Les surfaces de niveau du champ scalaire tp—x 2 +y 2 -j~z 2 =r 2 sont des sphères 
centrées à l’origine. 

Champs vectoriels. Si une fonction 
o= o(x, y, z) = v(r) fait correspondre à 
tout point d’un domaine un vecteur i>, 
alors on dit que v=v(r) est un champ 
vectoriel; par exemple, les champs de 
force F(r) ou les champs électriques 
E(r) sont des champs vectoriels. On 
peut les visualiser en attachant à diffé¬ 
rents points r des flèches dont les lon¬ 
gueurs et les directions représentent 
le vecteur correspondant »(r) (Fig.). 


20.4-1 a) champ scalaire b) champ vectoriel 


a 



-- ^ \ 

~ ^ \ \ 

" N \ \ l 

M]// 


On écrit généralement les fonctions vectorielles correspondant à un champ de vecteur sous la 
forme suivante 

a=a{x t y, z, t)=u(x , y , z, /) i+v(x , y , z, t)j+w(x, y , z, t) k , 

ce qui signifie que le champ vectoriel a dépend du temps t et des coordonnées spatiales x , y , z 
qui peuvent dépendre elles-mêmes de /. La dérivation de cette fonction vectorielle se réduit 
par définition à la dérivations des fonction scalaires w, u, w. 
da = dw i+ûvj+dw k , 


, , du , , Su . du , du , . . , , _ 

ou d// = —— d*-|- -=— dv-f- --- dz-|- —■ d/ avec des expressions analogues pour du et dw\ On 
dx dy dz dt 


a la définition équivalente suivante 


da 

~dï = lim 

0X dx-> 0 


a(x-\-Ax, y , z, t)-a(x , y, z, /) 
Ax 


et de même 


dv 


dw 


da _ du . Jir. • + — k 

dy dy 1 dy J dy 


da_ 

dz 


du 

dz 


dv 

dz 


du . , dv . dw , 

~77~ H sri i sr 

dx dx dx 


dw . da du . dv . dw , 

& *• JT= IF 1 + 1F J + lt k - 


La dérivation s’cfTcctue composante par composante suivant les règles usuelles. Par exemple, soient 
a l et a 2 deux fonctions vectorielles et (p une fonction scalaire, alors on a les règles suivantes 
de dérivation d’un produit: 


.v d da dtp . „ d 

1) — ( < / ? «)=7? -77- + tt — a et de meme pour —- ( wa ), 

dx dx dx dy 


d d 

lF (va) ’ lF (rpa); 


2) ^ C, • *>-«, 




da l 

dx 


. , d d d 

a 2 et de meme pour — {a^a^, — ( a l a 2 ), — (a 1 • a 2 ) ; 

C/ y L* (j i 


3) (a 1 x a 2 ) = a x x + 


da l 

dx 


x a 2 et de même pour 


-fy («1 X "2). 


dz 


(«i x «2), 


dt 


(«1 x a 2 ). 
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Dans ce qui suit on supposera pour simplifier que toutes les fonctions et dérivées partielles qui 
interviennent sont continues de telle sorte que l’ordre des dérivations partielles puissent être 
e 2 < 9 2 

échangées; par exemple -^ 7 — = ( v °i r Chapitre 19). 

Les principaux cas particuliers de champs vectoriels sont les suivants: 

1. Le champ de vecteur a ne dépend pas explicitement de la variable en temps / et a pour 
expression 

a(x , y , z) = u(x , y, z) i+v(x, y, z)j + w(x , y, z) k; 
on dit alors du champ qu’il est indépendant du temps. 

2. Le champ de vecteurs dépend d’un paramètre scalaire non nécessairement identique à la 
variable temporelle; donc u=x(t), v=y(t), w=z(/), ou encore a=r(t)=x(t) i-\-y(t)j-\-z(t) k. Le 
vecteur position r=r(/) décrit quand / varie un chemin dans l’espace; si t est la variable de 


temps et r(t) la position d’une particule, alors la dérivée = 4— * + ~r~ J 

d/ d t d/ 


dz 

—.k = xi+yj\zk 


, . , , • , d z r ,,, dr 

représente la vitesse de la particule et — son accélération. Le vecteur — est tangent au 


chemin r(t) (appelé dans ce cas trajectoire) (Fig.). Si r(t) a une longueur constante, \r\ =const, 

. o , di* dr ^ d#* 

alors on a aussi r- =const, et doncr • — -f — • r = 0 , c est a dire que r et — sont orthogo¬ 


naux. 


20.4-2 Vecteur tangent 



Gradient et potentiel 


Gradient. Considérons la fonction scalaire (p = q>(r) = (p(x , y , z). Si r est augmenté de 

dw dw c)(p 

dr = dx i-\ dy y+dz k , alors la variation d (p de (p est donnée par d (p = — dx+ — d^-f dz; 


cette expression peut être considérée comme le produit scalaire du vecteur dr, représentant 

dq> . d(p . d(p 

le petit mouvement en espace, par un vecteur grad cp — J + ~^k, le gradient de 

(p\ la variation dans la direction dr est donc d<p = grad (p • dr. Si on choisit dr tangent à une 
surface de niveau <p=const alors (p ne change pas au point de contact: d<p = 0 ; nous en dédui¬ 
sons que le gradient grad (p est orthogonal aux surfaces de niveau <p —const (Fig.). Supposons 
maintenant que dr fasse un angle 0 avec grad (p , alors d<p = grad y dr=|grad <??||dr| cos 0. Par 
conséquent la fonction augmente le plus rapidement lorsque 0 = 0 , c’est à dire dans la direction 
du gradient. Si nous posons |dr| = d.y, 

alors =|grad q)\ cos 0 , ce qui signifie: 


Gradient 


d(p . d<p . 

grad 


dtp 

dz 


La dérivée de cp dans une direction quelconque est égale à la projection de son gradient sur 
cette direction. 

Potentiel. En calculant un gradient, on passe d’un champ scalaire ip = q)(r) à un champ vec¬ 
toriel grad (p. En général, on ne peut pas aller dans le sens inverse, c’est à dire que tout champ 
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de vecteur n’est pas le gradient d’un champ scalaire. Les champs de vecteurs a = ^ i 
dq> . dtp 

+ J + () z k Q u * sont des gradients sont dits conservatifs ou potentiels , et (p est appelé le 
potentiel de a (voir Chapitre 37). 


p n 

Considérons l’intégrale curviligne f a • dr = J (u dx-\-v dyTwdz), et supposons que le chemin 

P n Po 

d’intégration soit donné sous forme paramétrique r = r(t) = x(t) i H- y(t)j -f z(/) k, de telle sorte 
que l’intégrale curviligne s’écrive sous la forme d’une intégrale ordinaire 


t t 


f / dr \ t C 

. dx 

, dy 

✓ d z 

lr *r = J 


fKo — 

i m -s j 


ta t o 


En général cette intégrale ne dépend pas que des extrémités P 0 et P du chemin d’intégration, 
mais elle dépend aussi du chemin tout entier. Toutefois, si le champ de vecteurs a — u(x, y, z) i 
y, z)j-\-w(x, y , z) k et le chemin d’intégration r=x(t ) i\-y(j)j-\-z{t) k sont définis dans un 
domaine G simplement connexe et y ont des dérivées continues, alors a =grad (p est une con¬ 
dition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale curviligne soit indépendante du chemin d’inté¬ 
gration. Nous avons donc le théorème suivant: 

L’intégrale curviligne d’un champ de vecteurs conservatif ne dépend pas du chemin d’intégration 
et est égale à la différence de potentiel entre les points de départ et d’arrivée du chemin. Réci¬ 
proquement, si l’intégrale curviligne J a • dr dépend seulement des extrémités du chemin, alors a est 
le gradient d’un potentiel <p . 


L’énoncé suivant est équivalent: 

Dans un domaine G simplement connexe l’intégrale curviligne f a * d r est nulle pour tout chemin 
fermé de G si est seulement si a = grad <p , où (p est une fonction scalaire. 

Pour que a soit égal à grad cp dans un domaine G simplement connexe on a la condition 
nécesaire et suffisante suivante: 


du _ dv dv _ dw dw _ du 

dy dx ’ dz dy ’ dx dz ’ 

ce qui s’écrit aussi rot a = 0 (voir Rotationnel et Théorème de Stokes). 

Exemple: On veut calculer d)( —y dx-i-x dy) le long du cercle unité centré en l’origine. Le 
cercle unité a pour représentation paramétrique jc = cos /,y=sin/; donc (f )(—y dx+x dy) 

2n 2n 

= J [—sin /(—sin 0+cos *(cos 01 d/= J [sin 2 1 H-cos 2 /] d/ = 2?r; l’intégrale n’est pas nulle et donc 
o o ^ 

le champ de vecteur a = — xi+yj n’est pas conservatif; cela découle aussi de = — L 

.. dv 

tandis que -rr- = + 1. 
dx 


Divergence et Théorème de Gauss 

Divergence. La divergence est un champ scalaire que l’on déduit d’un champ de vecteur 
a=ü(x, y, z) i-hv(x, y, z)j+ïï(x, y, z) k. 

L’interprétation est facilitée si l’on considère le champ de vecteurs a comme le champ des vites¬ 
ses de l’écoulement d’un fluide de densité £ = £>(•*:, z )\ on suppose que le mouvement du fluide 
est stationnaire , c’est à dire que a et q ne dépendent pas du temps; la composante en x , ü i, 
représente la distance parcourue par une particule de fluide; par unité de temps dans la direction 
x si l’on considère un petit cube (Fig.) de côtés parallèles aux axes, alors le volume de fluide 
entrant à travers la surface dA 1 — dydz perpendiculaire à l’axe des x pendant une unité de 
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temps est dA l n=ïï dy dz, et donc la masse entrant par unité de 
sortant par l’élément dA 2 =dy dz est 

q(x -f d*, y, z ) û(x (- dx , dy, dz) d y dz = d*J d^ dz; 

d(Qïï) 

La différence —^— dx d y dz donne le taux de perte de masse 

dans l’élément de volume à travers les faces dA x et dA 2 ; la perte 
totale par unité de temps est obtenue en faisant la somme des 
contributions des trois paires de faces opposées et est égale à 

\3fL + dx d, dz. 

L dx dy dz J 

La divergence du champ de vecteur, ou perte de masse par unité 

de temps et de volume est don- ------- 

née par div a où q=qü, est le ^iv — I — -b — 

champ de vecteurs de composan- dx dy dz 

tes u = qïï, v = qV, w=qw. -- 

S’il n’y a ni perte, ni gain de masse, alors diva=0, et le champ est dit sans source. Les 

points où diva>0 sont appelés des sources (en ce point la masse qui sort est plus grande que 

celle qui entre); les points où a<0 sont appelés des puits (il y entre plus de masse qu’il n’en 
ressort). 

Théorème de Gauss. La masse totale issue d’un domaine G peut donc se calculer à partir 
de l’intégrale de volume JJJ div a dr. Cette masse s’échappe hors de G à travers sa frontière 
S; si ds=« do est un élément de surface orienté de S, c’est à dire un vecteur de même direc¬ 
tion que le vecteur normal dirigé vers l’extérieur n(\n\ — 1) et de longueur égale à l’aire do de 
l’élément de surface, alors les arguments précédents montrent que le flux de masse par unité 
de temps à travers do est a • n do. Le flux total vers l’extérieur à travers S est donc égal à 
l’intégrale de surface JJ ( a • n) do= JJ a n do. En écrivant l’égalité des deux expressions du flux 
s s 

de masse ainsi obtenues, on a le théorème de Gauss. 


Théorème de 
Gauss 

JXf div a dT = JJ a n d<7 = JJ a„ da 

G SS 

en utilisant les 
composantes 

J 

fj 

G 

fj 

dr = JJ[// cos ( x , n)+v cos (y, n)+w cos (z, n )] do 


Ce théorème, qui est intuitivement clair sur cet exemple hydrodynamique, est assez général 
puisqu’il est vrai pour des champs de vecteurs continûment différentiables quand G est un 
domaine borné dont la frontière S est formée de morceaux sur lesquels les normales sont con¬ 
tinues sauf en un nombre fini de courbes ou de points. Le théorème de Gauss permet de pas¬ 
ser d’une intégrale de volume à une intégrale de surface; il conduit aussi au résultat suivant 
(intuitivement évident): 

Si a est sans source dans un domaine, c’est à dire si div a= 0, alors le flux total à travers la 
frontière du domaine est nul. 


temps est qV dy dz. La masse 



20.4-4 Interprétation de la 
divergence 


Rotationnel et Théorème de Stokcs 


Rotationnel. Le rotationnel est une opération de dérivation qui fait correspondre au champ 
de vecteurs a=ui-\-vj-\-wk un autre champ de vecteurs 


rot a= | 

( dw dv \ 

l dy dz ) 

!'•+ 1 

/du 

\ dz dx) 

)J +1 

/ dv du \ 

là? ~ ~dÿ) 

i* 


Théorème de Stokes. Soit C une courbe fermée non nécessairement 
plane limitant une portion de surface S; supposons que S ait une 
normale continue sauf en un nombre fini de courbes ou de points; 
le sens de l’orientation de C sera celui pour lequel S est à gauche 
quand on regard S dans la direction indiquée par n (Fig.); alors 
le Théorème de Stokes est vérifié par tout champ de vecteurs conti¬ 
nûment différentiable: 
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Théorème de Stokes 

J a • dr = JJ (/1 • rot a) drr = JJ rot„ a do 

CS S 

en utilisant les 
composantes 

(j) (u dx+v d y+w dz) = J J - cos (*» n ) 

C s 

+ (ir - -£ ) cos ( * n) + (ir " w) cos (z> n) } d,r 


D’après ce théorème, l’intégrale JJ («• rot a) da dépend seulement de la courbe frontière C; 


elle est indépendante de la forme de la surface S limitée par C. L’intégrale curviligne J a • dr 

c 

est appelée la circulation (ou rotation) de a le long de C; elle mesure la force du mouvement 
de rotation d’un fluide qui serait représenté par le champ de vecteurs. Le Théorème de Stokes 
établit que cette circulation est égale au flux total de la composante normale du champ de 
vecteurs rot a à travers une surface S limitée par C. 

Si l’on interprète a comme un champ de forces, alors — a • dr est le travail accompli contre 
la force a pour se déplacer le long de dr, et f a • d r est le travail total accompli après un 
circuit complet autour de C. Il est nul, et indépendant du chemin C seulement si rot a = 0, les 
champs tels que rot a = 0 sont dits irrotationnels ; un champ irrotationnel a peut toujours être 
représenté comme un gradient « = grad <p\ donc rot (grad < 7 ?) = 0, identité qui se vérifie directement. 


L’opcratcur nabla, règles de calcul 


Les trois opérateurs différentiels grad, div, rot peuvent s’écrire à l’aide d’un seul opérateur, 
Yopérateur nabla , introduit par Hamilton et noté y. Le nom nabla est celui d’un instrument 
à cordes Hébreu dont la forme ressemble à celle du symbole. 

L’opérateur y est défini par 





o o(p ■ 

Si l’on interprète le “produit” ~^ ,( P comme , on peut écrire y<p=grad (p. Le produit 

scalaire donne y • « = div a et le produit vectoriel donne AXa = rot a. 

Un autre opérateur différentiel, introduit par Laplace, noté A et appelé laplacien , est défini 
pour les champs scalaires (p par 

d~(p d 2 <p 

A<p=div grad q>=\j ■ (w) = ~^r + 


mais pour les champs vectoriels a(x, y , z) par 

A a — grad div a — rot rot a — y(y • a) — y X (y X a) 
On a les identités suivantes: 


d 2 a ^a_ 

dx 2 dy 2 * dz 2 * 


grad grad <p 2 -\-(p 2 grad q > x , div (<pa)=(p div a+a • grad <p, 

rot ( <pa)=(p rot a — ax grad 9?, rot grad (p= 0, 

div (fl,xa 2 )=a 2 < rot a 1 — a,* rot tf 2 , div rot a= 0. 

Enfin il faut ajouter que gradient, divergence et rotationnel d’un champ sont des grandeurs 
indépendantes du système de coordonnées utilisé: on dit que ces quantités sont invariantes 
par changement de coordonnées. 
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La théorie des séries de fonctions et ses applications contribue de manière importante au 
développement de l’analyse et de la théorie des fonctions. Elle fait partie intégrante des fondements 
des mathématiques modernes. Nous avons déjà remarqué au Chapitre 20 que certaines fonctions 
ne pouvaient être intégrées qu’en utilisant leur développement en série; de tels développements 
sont souvent utiles dans les applications pratiques; on peut les utiliser pour rechercher les pro¬ 
priétés d’une fonction dont on ne connaît que quelques valeurs, pour calculer des valeurs appro¬ 
chées et pour donner des estimations rapides et sures de la précision d’une méthode de calcul. 

Nous avons traité au Chapitre 18 les propriétés des séries infinies à termes constants. Dans 
ce qui suit les termes des séries sont des fonctions; nous accorderons une attention spéciale aux 
séries de puissances, dont le fl-ième terme est une fonction de la forme a„x n y et aux séries de 
Fourier dont le terme général a pour forme a„cos nx l-b„sin nx. 


21.1. Séries de fonctions 


Les propriétés des séries à termes constants ont été établies en considérant des suites numéri- 

00 

ques; ces propriétés vont être maintenant étendues à des expressions de la forme F(x)= Ef n (x). 

oo n = o 

La notation F(x) = Ef„(x) signifie: 

n = 0 

1. A tout entier naturel az = 0, 1,2, ... on fait correspondre une fonction de la suite / 0 (*), 
/j(*), .. .,/„(*), ..., chacune de ces fonctions étant définie pour tout x dans un intervalle /. 

2. La suite F n (x) des sommes partielles F n {x) — / 0 (*) + f x (x) -f-1 -/„(*), n = 0, 1,2, ..., est formée 

de fonctions définies sur l’intervalle I pour tout n. 

3. Pour tout x dans / la suite F n {x) tend vers une limite notée F(*) = lim F„(x). Cette fonction 

n = 00 

limite existe dans l’intervalle / qui est appelé T intervalle de convergence. La différence R n (x)= 
= F(x) — F„(x) entre la fonction limite et l’approximation F„(x) est appelée le reste et tend vers 
zéro quand // -> oo si la suite converge. 

Convergence uniforme. Dans les séries de fonctions F(x)=x 2 A-x 2 (\ — * 2 H-* 2 (1 — * 2 ) 2 -H • • • = 

oo 

= E * 2 (1 — * 2 )", les termes/„(*)=Jt 2 0 -* 2 )" sont continus. La suite des sommes partielles F 0 (*) = * 2 , 

M=0 

F x (x)=x 2 -Lat 2 (1 — jc 2 ), ... converge pour tout xf^O dans l’intervalle — l^x^l puisque la série 

F{x)=x 2 [ 1 4 (1 —jc 2 ) | (1 — jc 2 ) 2 H-] est une série géométrique de raison 1 — x 2 =q<\, et sa somme 

F(x)—x 2 {\/[\ — (1 — * 2 )]} = 1 ; par contre, / 7 (0) = 0; donc la fonction limite F(x), à la différence des 
fonctions /„(*), est discontinue en jc=0. 

Ceci amène la question suivante: sous quelles conditions les propriétés de continuité et de 
différentiabilité vérifiées par les termes /„(*) de la série sont-elles vérifiées par la fonction somme 
F(*)? Les graphes des sommes partielles de la série F(x)=E * 2 (1 — x 2 ) n nous donnent une indica¬ 
tion: pour n> 10 les courbes sont presque confondues pour |*| >0,6 mais pour *=0,2, par exem¬ 
ple, elles diffèrent nettement (Fig.). Plus précisément, l’indice N à partir duquel le reste /?„(*) 
est inférieur à une constante e donnée dépend en général du choix de* dans l’intervalle /. Ces 
indices N(e, *), dans notre exemple, croissent indéfiniment quand *-> 0 pour tout e>0 donné. 
Si, par contre, on peut trouver un N indépendant de *, on dit que la série de fonction E /„(*) 
est uniformément convergente. Cela est toujours le cas si l’ensemble des nombres N(e , *), * décrivant 
tout /, est majoré pour e fixé. Nous montrerons par la suite qu’alors la limite F(x) est continue. 
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que la série peut être intégrée ou dérivée “terme à terme” dans certains cas. Par contre, la série 
£x 2 (\ —x 2 ) n considérée plus haut est convergente mais non uniformément convergente sur l’inter¬ 
valle —1<*<1, sa somme n’est pas continue. 



CO 

On dît qu’une série de fonctions F(x)= E f n (x) converge uniformément sur un intervalle / si, 

n = o 

pour tout £>0 donné, il existe un entier N—N{z), dépendant de e mais pas de x tel que pour 
n>N et pour tout x e Ion ait |/?„(jc)| = | / n+1 (x)+/„, 2 (x) + - 1<«. 

Le concept de convergence uniforme fut introduit entre autres par Karl Wliiîrstrass (1815- 
1897); il s’étend au cas complexe par le critère suivant: 


Critère du majorant de Wcicrstrass ("M-test”). Si chaque fonction /„(je) de la série F{x)—Ef n {x) 

oo n=»0 

est bornée, avec |/„(x)| <M n pour tout x dans /, et si la série E M„ converge, alors la série F(x) 

00 n=0 00 

= L f„(x) converge uniformément sur l’intervalle /. La série E M n est alors appelée une série 

n=0 OO n = o 

majorante convergente de E /„(*). 

M = 0 

00 

Exemple 7: La série E sin (nx)/n 2 converge uniformément pour tout x puisque |sin (nx)\/n 2 

n = 1 oo 

<1 In 2 pour tout x et que la série majorante E l/n 2 converge. 

«=î 

Exemple 2: La série géométrique x-\-x 2 +x^-\ - converge dans l’intervalle — 1<jc<L Pour 

un x 0 fixé tel que 0<* 0 <1 et pour un e>0 donné, on peut toujours trouver un N(e) tel que 

pour tout n>N(e) on ait |Æ M (x 0 )IH*o +1 f-*o +2 H-1 =*o +1 /0 —•*<>)< e * Mms si x- 0 tend vers 1. 

alors \R„\ croît indéfiniment pour tout n>N(e ), c’est à dire que lim jcJ + 1 /(1 — xr 0 )= +oo. Ceci 

* o —>1 

montre que la série géométrique converge uniformément sur tout sous-intervalle fermé \x\ ^ x 0 < 1 
de l’intervalle de convergence — 1 < jc< 1, mais ne converge pas uniformément sur cet intervalle 
ouvert tout entier. 

On montre qu’il suffit d’étudier une différence arbitraire F„ 4 - fc (x) — F n (x) au lieu de considérer 
le reste Æ n (*); la condition de convergence uniforme s’écrit alors 

\F n+k (x)-F n (x)\ = |/n+i(x) H-/n+ 2 (x)+- \-fn+k(x)\< E 

pour tout x dans /, n^N(e) et k>\. 

00 

Limite d’une série de fonctions. Supposons que la série F(x) = Ef(x) converge uniformément 

fl =o 
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dans l’intervalle a< jc<jc 0 ; alors, pour un e>0 donné, on peut trouver un indice n l tel que pour 
tout x dans l’intervalle, tout n>n lt et tout 1, 

\f n +i(x)+f n+2 (x)+ ‘ * • +/.+*(*)!< e. 

Supposons de plus que chaque fonction /„(jc) ait une limite à gauche a n quand x -> jc 0 —0; alors 

\a„+i-\-a n + 2 -\ -H*n+*l<e; cela signifie que la série Za n ainsi formée est convergente. Si on 

note s sa somme et ses sommes partielles, on peut choisir un indice n 2 tel que \s m — s\<e/3 
et |/?,„(jc)|^e/3 pour tout m>n 2 . On peut utiliser ceci pour montrer que la fonction limite F(x) 
a pour limite s quand x -> x 0 — 0. En effet, e étant donné on choisit m>n 2 et pour tout x dans 
a<> r<jc 0 on a 

| F(x) - s | = | (F m (x) - s m ) -|- (s m - s) 4- R, n (x) \ < \ F m (x) -s m \ + e /3 + e/3. 

Mais ici la fonction F„,(jc), en tant que somme d’un nombre fixe de fonctions /„(*), a pour limite 
s,„ quand jc —► jc 0 — 0; cela veut dire que pour un <5 tel que 0<<$<jr o — a on peut trouver un sous- 
intervalle a- 0 -(Î><x<a:o tel que \F m (x)-s m \<e/3 et donc |F(*)-s|<e pour de tels x. La somme s 
est donc la limite de F(x) quand x -» x 0 — 0. Le résultat se résume ainsi: 

lim [2'/„(x)] = 2’[lim /„(*)], 

jc—►jco-O n = 0 n = 0 x —►jc 0 ~0 

ce qui signifie que l’on peut passer à la limite terme à terme dans une série de fonctions uniformé¬ 
ment convergente. 

Il en est de même naturellement pour les limites à droite: si les fonctions f n (x) sont continues 
en jc () , alors leurs limites à droite et à gauche sont égales à leurs valeurs /„(jc 0 ), c’est à dire que 
la fonction somme F(x) est continue en x 0 . 

oo 

Si la série F(x)= E f n (x ) converge uniformément sur un intervalle / et si les termes /„( x) 

n = 0 

sont continus en jc=jc 0 , alors F(x) est aussi continue en jc=jc 0 . 

Dérivation et intégration terme à terme. Si les fonctions /„( x) sont différentiables sur /, si la 

00 oo 

série f(x) = Ef„(x) des dérivées converge uniformément sur /, et si Z f„(x) converge en au moins 

«=0 n=0 

un point x=x 0 de /, alors cette série converge uniformément sur /, et la dérivée de sa somme 

oo oo 

F(x)=Zf„(x) est la somme de la série dérivée, c’est à dire F'(x)=Zf n \x). Nous ne donnerons 

n =0 n = 0 

pas ici la démonstration de ces assertions qui s’énoncent sous la forme condensée suivante: 


Une série de fonctions peut être dérivée terme à terme si la série 
résultante converge uniformément. 


Bien qu’ignorant le concept de convergence uniforme, Abel (1802-1829) donna les exemples 
suivants pour montrer que la dérivation terme à terme ne conduit pas toujours à des réponses 
correctes : 

00 

1 . La série Z sin ( nx)/n converge pour tout x réel, mais la série obtenue par dérivation terme 

n = 1 
OO 

à terme est Z cos (nx) qui diverge pour tout x. 

« = i 

oo oc 

2. La série Z f„(x) = Z sin (nx)/n 2 converge uniformément pour tout jc, mais la série dérivée 

n = 1 n = 1 

oo 00 

Z f'(x)=Z cos(nx)/n diverge pour jc=0. 

«=1 n=1 

Si les termes f„(x) d’une série sont intégrables sur un intervalle / et si la série converge uniformé¬ 
ment sur /, alors la série obtenue par intégration terme à terme, pourvu qu’elle converge en un 
point jc 0 de /, converge sur tout I et représente l’intégrale j* F(x)dx de la fonction limite F(x)= 

=27 /(jc) c’est à dire f F(x)dx —Z j* f(x)dx. 

n = 1 n = l 

Une série uniformément convergente peut être intégrée terme à terme. 

La circonférence d'une ellipse ou la longueur d'un arc s’obtiennent par intégration terme à terme 
de la série de l’élément d’arc: pour calculer l’élément d’arc s (Fig.) de l’ellipse, on pose x—a sin 9 ?, 
y=b cos (p , de telle sorte que dje =a cos (p d<p, dy= —b sin (p d<p, et on pose e 2 = 1 — b 2 /a 2 (e est 
appelé l’excentricité); alors 


A 00 00 

4- i Z /„(*)] = Z fn\x) 




21.2. Séries entières 525 

y\ 


s= J y/(àx 2 -\-éy 2 )=a J y/(\ — £ 2 sin 2 ç?) dç>, 

0 0 

où nous avons fait usage du fait que* 
a 2 cos 2 ç>+ 6 2 sin 2 ç>=a 2 — (a 2 — A 2 ) sin 2 99 
=a 2 (l — e 2 sin 2 99 ). 

Puisque |e|< 1, la racine carrée peut être développée en une série 
binomiale uniformément convergente 
\/(l — e 2 sin 2 99 ) 




sin £ (p — 


2-4 sln < P — 2 . 4 . 6 
Une intégration terme à terme donne 


1-3-e* 


(fi (fi 

r = a ^99— ^ J* sin 2 ç?d <p - ^“4 " J s in 4 <P d9> — • • * ^ 



21.1-2 Représentation paramétrique 
d’une ellipse 


0 0 

ce qui rend possible le calcul de la longueur d’arc s pour tout 
angle 9 ?. Pour trouver la circonférence, on pose rp—n/ 2. On 
calcule la longueur d’un quart de circonférence en utilisant la 
formule de récurrence du Chapitre 20 pour la dérivation du produit de Wallis. On obtient 


Circonférence de l’ellipse 

U=2na [l- (^f) 2 ® 2- 1 

/1 -3-5 \ 2 e* ] 

\2'4/ 3 \2-4-6/ 5 J 

Formule d’approximation 

Uan [|(a+J)- v /(a6)] 

e 2 = 1 —b 2 la* 


Pour estimer l’erreur A faite en utilisant la formule d’approximation, on utilise d’abord les 

4 

relations (< a + A)/2 = (a/2) [1 +\/(l — e 2 )], ^(al^—a y (1 - e 2 ). Puis on développe ces expressions 
en séries binomiales de restes R- 3 ' et R 2 " pour lesquels on peut trouver des majorations r' et r". 
A partir de ces séries, on fait alors un développement en série de n[3(a+b)/2—y/(ab)\ qui ne 
diffère de la série exacte .que par des termes en e 8 ou d’ordres supérieurs. Si r est un majorant du 
reste de la série exacte, on a alors l’estimation d’erreur A<r-\-3r'+r'', ce qui, tous calculs effectués, 
donne /d<0,4f 8 /(l — e 2 ). 


21.2. Séries entières 

Les séries entières sont des séries de fonctions dans lesquelles les fonctions sont des puissances 
entières de la variable multipliées par un coefficient, f n (x)=a n x n . Les sommes partielles F n (x) = 
=a 0 -\-a x x-\- * * * A-a n x n sont des polynômes définis pour tout x. Le domaine de convergence de la 

00 

série F(*)=lim F n (x)=E a„x n =a 0 +a 1 x+a 2 x 2 + * * * doit être examiné pour chaque cas particulier; 

n —>oo n = 0 

il peut arriver que la série soit toujours convergente , c’est à dire convergente pour tout x , ou jamais 
convergente sauf en x=0. 

00 

Exemples: 1. La série F(x)=E n n x n =x-\-4x 2 +27x 2 -\-256x*-\ - n’est jamais convergente 

(sauf pour x= 0 ). " =1 

X n X 2 X^ X* 

2 . La série F(x)=E — = x+ — + — — + ••• est toujours convergente. 

»=i n! 2 6 24 


Convergence d’une série entière 

Pour toute valeur fixée x=x 0 les termes d’une série entière peuvent être considérés comme cons¬ 
tants de telle sorte que les résultats du Chapitre 18 s’appliquent. En particulier, le concept de 
convergence absolue, c’est à dire de convergence de la série des valeurs absolues, s’applique aux 
séries de puissances. On peut prouver, mais nous ne donnerons pas la démonstration ici, que la 
série de puissances E a n x n converge absolument pour IjcKIjCxI si la série E a„x\ converge. 
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Rayon de convergence d’une série entière. Le nombre r 
positif est appelé rayon de convergence d’une série entière 
si la série converge pour tout x tel que |a:|< r et diverge 
pour |jc|>r; l’intervalle ] —r, -fr[ est le domaine de conver¬ 
gence (Fig.). On peut poser r= -foo pour une série toujours 
convergente et r = 0 pour une série jamais convergente (sauf 
pour *=0). 


divergente 

convergente -► 

divergente 


1 






-r 0 +r 


Théorème d’Abel. Pour toute série entière qui n’est ni 
jamais convergente ni toujours convergente, il existe un r>0 21.2-1 Intervalle de convergence d’une 

tel que la série converge pour |je|<r et diverge pour |jc| >r. série entière 


Formule de Cauchy-Hadamard. Une formule permettant de trouver le rayon de convergence 
fut établie en 1821 par Cauchy (1789-1857) mais n’attira pas l’attention; elle fut seulement 
redécouverte 70 ans plus tard par Hadamard (1865-1963); on considère la limite supérieure 

_ n 

H = \\m'\/\a n \ de la suite 

2 3 n 

i«ii> Vw» • • •> Vi a »i> 

c’est à dire le nombre p tel que pour tout e>0 il y a un nombre infini de termes de la suite plus 
grands que fi—e et seulement un nombre fini de termes plus grands que p + e. 

Si fi est fini et positif, 0<^< -foo, alors il en est de même pour l//i, et on peut trouver x x et q 

n n 

tels que lx 1 f<Q<î/ju, de telle sorte que 1/q>ju; cela signifie que yV»l<l/(? ou encore -\/ja n x\\< 
<\x 1 \/q<\ pour tout n>N 1 ; la série entière converge donc absolument en x v D’autre part si 

n 

|jc 2 | >1//*, alors \l\a n \ >1/| x 2 \ ou encore |a„* 2 l>l pour 
un nombre infini de n , et la série diverge en x 2 . Par con¬ 
séquent le nombre r=\/p est le rayon de convergence. 


Le résultat suivant, énoncé sans démonstration, permet quelquefois d’utiliser la suite (\a n+1 la n \) 
au lieu de (y/\a n \). 

n 

Si la suite {\a n +ila n \} converge vers une limite , alors la suite {\/\a lt \} converge vers la même 
limite. 


Rayon de 

1 1 

convergence 

** lim Vl°»l 


oo oo oo oo 

Exemple: Les séries E x'\ E x n /n , E x"/n a , ..., E x"ln p (p>0 fixé) 

n -1 n = 1 n — 1 « = 1 

ont toutes le même rayon de convergence r~ 1 ; il suffit de calculer, pour tout 0 , 1,2, .. ., 
la limite suivante: llm |«„n/«„|= lim \n p l(n-\-l) p \= lim [1 — l/(«+1)] p =l. 

n — M» n — > OO n—> OO 


On ne peut pas émettre d’affirmation générale concernant le comportement d’une série entière 
de rayon de convergence r aux points x—r et x— —r; une étude séparée doit être menée dans 
chaque cas particulier. Par exemple, pour les trois premières séries de l’exemple précédent, on trouve 
que 

oo 

1. La série E x" diverge pour x= —1 et x= -fl. 

ri—l 

OO 

2. La série E x n ln converge pour x= —1 et diverge pour jc= -fl. 

n = 1 
oo 

3. La série E x n /n 2 converge pour x= —1 et pour x= -fl. 

n= i 

oo 

Si une série entière E a„x n a pour rayon de convergence r, alors elle converge absolument pour 
tout |jc|<r. 


Convergence uniforme des séries entières. Le théorème suivant est dû à Aüll: 

Une série entière converge uniformément sur tout intervalle fermé inclus dans l’intervalle (ouvert) 
de convergence. 
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D’après ce théorème, tous les résultats sur les séries de fonctions obtenus sous l’hypothèse de 
la convergence uniforme sont valables pour les séries entières. Donc dans tout intervalle fermé inclus 

oo 

dans l’intervalle de convergence, f(x)=Z a n x n est une fonction continue dont l’intégrale peut 

n = 0 

être obtenue par intégration terme à terme; sa dérivée s’obtient par dérivation terme à terme; 
nous le montrerons plus loin. 

Séries entières d'une variable complexe. Pour les séries entières à coefficients complexes et à 
variable complexe, l’intervalle de convergence est remplacé par un disque dont le rayon est appelé 
rayon de convergence (voir Chapitre 23). 


Propriétés importantes des séries entières 


Unicité de la série entière. La série entière f(x)=Z a n x n est une fonction continue à l’intérieur 

n = 0 OO 

de son intervalle de convergence \x\<r, en particulier en *=0. Soit la série entière £(*)= Zb n x n 

« =o 

définie sur le même intervalle (elle y est par conséquent continue). S’il existe une suite {x k } dans 
cet intervalle telle que x k =£0 pour une infinité de k et telle que 0 soit un point d’accumulation, 
et si f(x k )=g(x k ) pour tout entier k y alors il résulte de lim/(**) = tfo> limtf(**) = 6 0 que a 0 = b 0 . 

*—►00 *—► oo 

Puisque A fc ^0, nous pouvons maintenant considérer deux nouvelles fonctions 

fiM = (/(**) - a 0 )lx k = a x -b a 2 x k +a 3 xi H-, 

gi(x k )=(g(x k )-b 0 )lx k =b 1 -\ b 2 x k -Vb 3 xl I • • 

pour lesquelles à nouveau nous avons fi(x k )=g 1 (x k ), de telle sorte que nous obtenons a l =b 1 
en faisant tendre k vers l’infini. Le procédé peut être répété pour avoir a 3 —b 3 et par récurrence 
il s’ensuit que a n — b n pour tout n c’est à dire que les séries sont identiques. 


oo oo 

Si les séries entières Z a„x n et Z b„x" convergent pour |jc|<r et si leurs sommes coïncident sur 

n=0 «=0 

une suite de points {x k } telle que x k -£0 et jt k -»0, alors les séries sont identiques, c’est à dire 
a„ = b„ pour tout n. 

oo 

Le théorème d’unicité reste vrai pour les séries entières de la forme Z a n (x—x 0 ) n . Si une fonction 

«=o 

/(*) peut être représentée au voisinage de x 0 par cette série, alors sa représentation est unique: 
si deux méthodes de calcul conduisent à deux séries entières représentant une même fonction, 
alors les coefficients des puissances correspondantes sont égaux. La méthode d’identification des 
coefficients décrite au Chapitre 5 est donc applicable aux séries entières. 


Exemple: Pour tout couple de réels (a y b) nous avons (1 +*)®(1-f*) 6 =(l -|-jc) 0+6 . Dans le 
domaine de convergence |a|< 1, chaque facteur peut être représenté par le binôme de Newton 

(1+*)“= £ ( a ) Je"; (I+*)'■= £ ( h ) x (H-Jc)“ +6 = £ ( a + b ) x n 
n =o \ n / » = o \ n / n = o \ n / 

Si nous appliquons le théorème sur la multiplication des séries entières, nous obtenons 

i (?)*-£ [ocMu (.-.)+•••+(;)«)]'■■ 


En comparant les coefficients nous obtenons une démonstration particulièrement simple du 
théorème d’addition des coefficients binomiaux. 


Théorème d’addition des coefficients binomiaux 

i 

oo 

i + 1 

o 

e,)—H 



a, b réels 
«=(), 1,2, ... 


Translation d’une série entière. Tous les résultats concernant les séries entières restent valables 

oo 

si on utilise (a—* 0 ) à la place de x comme variable. La fonction f(x)=Z a n (x—x 0 ) n est continue 

n =0 

à l’intérieur de l’intervalle \x— a 0 |</*. Si x x est un point de cet intervalle, on peut le prendre 
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r 

r 



n ri 


m r i 











pour nouveau centre du développement, d’où /(a) = 

oo 

Z b k (a—a^*. Son rayon de convergence est au 

k =o 

moins r 1 = r— |Aj —A a |. Pour tout x de l’intervalle 
|a — a x | <r l9 on a la relation Jaj — x 0 \ + \x— xj<r 
(Fig.). Donc si on substitue a:—a: 0 = (jCi — a: 0 )H-(jc — jCj) 
dans la série des puissances de x— a 0 , non seulement 

oo 

la série f(x) = Z — *o)+(*~ x 1 )] n est absolument 

n = 0 OO 

convergente , mais également la série Z IaJO-Xj — a 0 | 

H = o 

+ \x— Ajl)". Sous ces conditions le théorème des 
réarrangements (voir Chapitre 18) s’applique: Si on développe chaque terme [( a ' 1 — at 0 ) -F ( a : — atj ^)]" 
par l’identité du binôme pour aj = 0, 1,2,... et si l’on rassemble les mêmes puissances de (x— Aj) 
comme suit: 

f(x)=a 0 (x 1 -x 0 )° 


X 0~ r x 7~ r 7 x O *7 X 0 +r mX 7* r 7 

21.2-2 Translation d’une série entière 


H - o j(a! Aq) 1 T a ! 1 

-\-a 2 (x 1 -x 0 ) 2 +a 2 1 

+ « 3 (a 1 -A 0 ) 3 H-«3 1 

( ] ) (Jfi-Jfo) 1-1 
( ] ) (*i-*o) 2 ~ 1 (*-*i)+" 21 
( | ) (*i-*o) 3 " 1 (*-*i)+a 3 1 

( j) (^-•Vo) 2 - 2 (^-^x) 2 +--- 
( 2 ) - 

+a n {x ï -x 0 Y+a„ 1 

( ” ) (x-x 1 )+a„ 1 

( 2 ) (*i~*o)" -2 (*-*i) 2 4- 

l=*o + 

btix-Xi) + 

b. i -(x-x x Y-\ - 


™/n\ ~/« + l\ N , .°?/w + 2\ 

ou b 0 = Z ^ () J a n {x t -x 0 Y 9 b x = L y j J flrn(^-^o)'' b 2 = 2 J a„ i 2 (a:i - x 0 ) y ... 

chaque colonne contient une série absolument convergente, et les sommes de chaque colonne 
forment aussi une série absolument convergente; pour tout x de l’intervalle \x — x 1 \<r l la valeur 
de la fonction est donnée par 

Z bkix-XjY. D’où f(x) = Z bkix-XxY, avec b k = Z ( ! )a„+k(x 1 -x 0 ) n . 

Dérivation terme à terme d’une série entière. La transformation que nous venons de décrire 
permet d’obtenir le développement d’une série entière centrée en un point x x arbitraire de l’inter¬ 
valle de convergence |a — A 0 |<r de la série entière initiale (centrée en a 0 ). La représentation /(a)= 

oo 

— Z bk(x—x x ) k montre que la fonction /(a) est différentiable en a = a x puisque /^!) = b 0 et donc 

k = 0 

[/(*) -/(*i)J/(* - Aj) = b x -I- b 2 (x - Aj)-f b 3 (x - Xi) 2 -1-, 

et üm [f(x)-f(x 1 )]l(x-x 1 )=f(x 1 )=b 1 = S ( ' ! - *o)"- 

x—n = o\ 1 / 

Ceci est vrai pour tout x dùns l’intervalle de convergence, et par conséquent 
oo 

f'(x) = Z (n-hl)a n+1 (x-x 0 ) n . 

n = 0 

oo 

Il s’agit précisément de la série obtenue par dérivation terme à terme de la série/( a) =Za„(x — a 0 )". 

fi - o 

Ce procédé peut être réitéré; l’étape suivante sera donc 

[ / (x) -/'(x, )]/(a - Aj) = 2 \b 2 +3 !b 3 (x - Aj) + • • • 

1 ??//Z + 2\ 

et -JT f"(x 1 ) = b 2 , où b 2 = 2 J a n i 2 (^i-a 0 ) m . 

Cette série est elle aussi absolument convergente. Par récurrence nous en déduisons le théorème: 
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Une fonction représentée par une série entière est indéfiniment dérivable en tout point de l’in¬ 
tervalle de convergence. Les dérivées peuvent être calculées par dérivation terme à terme de la 
série entière. 

Somme, différence, produit de deux séries entières. En tout point situé dans l’intervalle de 

oo oo 

convergence de chacune des deux séries entières f(x) =E a n x" et g(x) = E b„x n chacune de ces 

'i = 0 n = 0 

séries converge absolument; à partir des théorèmes du Chapitre 18 nous en déduisons que la 
somme, la différence et le produit des fonctions f(x) et g(x) peuvent être représentés par des 
séries entières avec les coefficients appropriés. 

oo oo 

Pour tout jc appartenant aux domaines de convergence de séries /( jc )= E a n x" et g{x)—E b n x" 

OO OO " = 0 '1 - () 

on a /(jc)±g(x)= 2’ («„ ± b„)x". De plus f(x)g(x)- 2 (a„h„ + + ... + <i„l><,)x", cette 

n = 0 " = 0 

série étant absolument convergente. 


Les coefficients de la série produit peuvent être obtenus commme les sommes diagonales de 
la matrice des produits ou par la méthode des bandes glissantes (voir Chapitre 18). 

Exemple: La série géométrique 1/(1 — *)= H-jc+xH-* 3 -}-* 4 -!- converge pour \x\< 1 ; 

comme on peut le voir d’après la position de la bande glissante pour le troisième ou quatrième 
terme du produit, la multiplication de cette série par elle même conduit successivement à 
1/(1— x) 2 =1+2x+3jc 2 +4jc 3 4 - et 1/(1 — *) 3 =l4-3x+6x 2 -|-10x 3 ~f - 


... -b x 3 + x 2 + x + 1 —■ 

- 1 i y - y 

1 + X + X* -b X J 


... + J 

X 3 + X 2 -b X -b 1 



H 

' + 2 x + 3 x 2 +bx 3 + ... 


D’autres exemples concernant les séries du sinus et du cosinus seront donnés quand nous aurons 
introduit ces séries. 


Substitution d’une série entière dans une autre. Si dans une fonction composée (voir Chapitre 

oo 

19) y—fVp{x)] la fonction à l’intérieur du crochet z=q>(x)=E a n x n est représentée par une série 

w= o 

entière et si, pour x appartenant à son domaine de convergence, cette série prend des valeurs z 

oo 

appartenant au domaine de convergence de la série E b n z" qui représente la fonction y=f(z) 

n = 0 

on peut construire la fonction composée y= F(x)=f[(p(x)\. On se demande alors si cette fonction 

oo 

/ r (*) peut être représentée par une série entière F(x)=E c n x n , et comment les coefficients c„ se 
calculent à partir des coefficients a n et b„. Or n=0 

F(x) = b 0 -Fb 1 (a 0 -\ r a 1 x-\ -)+ b 2 (a 0 -| -a x x-\ -) 2 H-, 

et les puissances z k de z—E a n x" peuvent, par multiplication des séries, être écrites comme des 

séries entières z k = a k0 -\-a kl x-\ - \-a kn x n -\ -. • 

Si maintenant on substitue ces expressions dans la série f{x) — E b k z k et si on rassemble les 
termes de même puissance de x pour obtenir une série entière E c n x'\ on peut montrer que cette 
série est absolument convergente et représente la fonction F(x)=f[(p(x)]. 


Division par une série entière. On se propose de diviser une série entière E b n x n par une série 
entière E a„x n ; il est possible de se ramener aii calcul d’un produit si 1/27 a„x" peut être repré¬ 
sentée par une série entière. Si l’on suppose que E a n x n =a Çi +(a 1 x-la 2 x 2 -\ - )=a 0 -\-z a pour 

rayon de convergence /*>0 et si a 0 n’est pas nul, on peut trouver une partie du domaine de con¬ 
vergence dans lequel |z| = |a 1 jf+a 2 ^ 2 H-1< |<ar 0 U et par conséquent l’inverse de E a„x n peut être 

1 11 1 Z Z 2 z** 

développé en une série géométrique anX - = ~ ~ T r/ „. = ~ ~ ~ + ‘ ' '» 


a 0 I H- zja„ 


qui converge dans un intervalle de x dans lequel z=a 1 x-\-a 2 x-\- • • • converge aussi. En substituant 
la série entière en z dans la série géométrique et en rassemblant les termes comme plus haut, on 
obtient une série entière E c„x n qui converge absolument et représente la fonction 1 jE a n x". Une 
fois connues les conditions sous lesquelles la série entière E c n x n existe, il est plus facile de trouver 
les coefficients c n par identification à partir de l’identité E a n x n Ec„x n =\. On est conduit à un 
système d’équations dans lequel les inconnues c 0 , c ly c 2 , ... se calculent une à une: 


a o c o~ 

34 Mathématiques 


a 0 Ci+ûr 1 Co=0, ..., - \-a n c 0 = 0, 
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Plus généralement, pour diviser E b n x n par E a n x n , on utilise l’identité E b n x n =E a„x n -E c n x n 
pour déterminer c„. 

Exemple: Les développements en série 

fZ j^5 jç2 

sïnx=x- — + -j-) -» cosx = 1 - ~2\ + 4T ” '**’ 

que l’on calculera plus loin, peuvent être utilisés pour trouver le développement de tg x= 
sin x/cosx: les conditions d’existence de la série entière tg x—Ec n x n impliquent que la division 
n’est possible que dans la partie du domaine de convergence de la série du cosinus où cos 
c’est à dire dans l’intervalle |;c|<7r/2; l’identité permettant de trouver les coefficients s’écrit 
sin *=cos x-Ec„x n ; 


... -h c 5 x 5 + c 4 x 4 + c 3 x 3 -h c 2 x 2 + x + c n 


«= 


1 + 0-x ~ 2! + °' x ' + 


4/ 


0-x 5 - ... 


Par la méthode de la bande glissante (ci-dessus) on obtient 


0 — c 0t 

d’où 

1 = Cj, 

0 =c 2 - 

Co 

2 ! ’ 

1 

3! ~ 

Cl 

2 ! * 

0 =c 4 - |f- 4 

C 0 

4! 


£ 

II 

p 

Cl— 1 , C 2 : 

= 0 , c 3 = 

1 

1 1 

C\ = 0 , 

1 

C6_ 5f “ 

1 

1 2 

2! 

3! “ 3’ 

4f + 

3-2! ” 15 

II 

p 

1 

“ 7! 

1 

+ 6f " 

1 

JL. 2 - 

17 




3-4! 

1 1512! 

315 * 





x? , 2x r> , 17jc 7 , 

c’est à dire le développement suivant valable pour \x\<7i/2: tg x=x-\r-^ — I —- r “ 315 “ + ' * *• 


Nombres de Bernoulli. Si nous considérons le développement (calculé plus loin) e x = 1 + 
x x 

1 - -j-f + yp + • * * de la fonction exponentielle, alors la fonction 


f (x) e x - 1 1 +jc/2! + jc*/3 ! H-jc»/4! -+- B « + B ix/U+BtX^l +■ ■ ■ 

satisfait les conditions qui permettent la division et par conséquent un développement en série 
entière; on écrit les coefficients sous la forme B„/«! comme indiqué plus haut; les nombres B„ 
sont appelés les nombres de Bernoulli; ils peuvent être calculés à partir de l’identité 


1 =(1 +jc/2!+jc 2 /3!+ • • •) [B 0 I (B,/l !)jc-|-(B 2 /2• • 

L’identification des coefficients (Fig.) donne les relations 
B 0 = 1, B (I /2!|B 1 = 0, 

B 0 /3!+B,(l ! 2!)+B a /2!=0, - 

Bo/ 4!-|-B,/(I ! 3!)+Bj/(2! 2!)+B 3 /3!=0, 

ou B„=l, 2B, + B o =0, - 

3B 2 +3B,-|-B 0 =0, 

4B 3 +6B 2 +4B,+B o =0, 

5B4 + IOB 3 +10B 2 |-5B 1 +B 0 =0, ... 

D’où 

B 0 = 1, Bj= — 1/2, B 2 = 1/6, B 3 =0, B 4 = -1/30, ... 

A partir de n = 3 les B„ d’indices impairs sont nuis. 


+ §)* 3 + §f x2 +fr* + B o 


+ £ 
21 


31 


+ — 
4/ 


Réciproque d’une série entière. Sous des conditions de monotonie adéquates une fonction y=f(x) 
admet une réciproque x=(p(y) (voir Chapitre 5). Pour les séries entières on peut établir le théorème 
analogue suivant, dont nous ne donnerons pas la démonstration: 
























21.2. Séries entières 531 


Etant donnée une série entière J>=/Cx)==a 1 jc+anJC 2 +0 3 * 3 H-de rayon de convergence r et 

telle que a x i- 0, alors il existe une série entière et une seule x = (p{y) = b x y H- b 2 y 2j r b$y z 4-qui 

converge dans un voisinage de j=0 et telle que y=f[(p(y)\. 

Une fois que l’on a montré que la série entière x = b l y-\-b 2 y 2 -\— • a un rayon de convergence 
strictement positif, on peut calculer ses coefficients en substituant celte série dans chaque terme de 

la série initiale y=aiX+a%x 2 4-et en identifiant les coefficients des puissances en y. Ce procédé 

détermine de manière unique les coefficients de telle sorte que la série x = cp(y) est unique. 

x x 

Exemple: À partir de la séries = sin x=x — jr T — - les coefficients b„ de x~ 

Arcsin y~b x y I b 2 y 2 I b 2 y* I- s’obtiennent par substitution comme suit: 

y-b t y+b 2 y 2 +bsf+ b A y*-b b 5 y 5 

-(1/6) [ 6ïr , l-3^V 4 f-36 1 % 5 +36f^ 5 + • * *] 

H- (1/120) [ b\y *-!-•••], 

de telle sorte que 

1 =bi t 0-b 2l — /;j/6, 0 = 6 4 -6 2 6f/2, 

0~b[ t — b x b\l2 I b x b'J2 -|- b\! 120 , ... 

Ce qui conduit pas à pas à 

/>!=!, /> 2 = 0 , b-i = 1 16, b, = 0 , b b = 3 / 40 , .. . 

ou x = Arcsi n y =* y -\ÿ A /6 H- 3^ 5 /40 4 -- 


Série de Taylor 

Une série entière 27 a„x" de rayon de convergence r strictement positif définit une fonction 
J\x)—H a„x" qui est une fonction continue de x pour |jc|< /*; par des dérivations terme à terme 
successives de la série on obtient toutes les dérivées de f(x). A l’inverse, on peut se demander si 
des fonctions J\x) telles que sin x, -\/( \ 4- a* 2 ) ou arc tg x peuvent être développées en séries entières 
convergentes et comment on en détermine les coefficients. Ce problème fut résolu par Brook 
Taylor (1685-1731) et Colin Maclaurin (1698-1741). 

Si la fonction J\x) peut être développée complètement en une série entière, f(x) = ci 0 4- a x x-{- 
4 -« 2 * a 4 - *'* T«i»Jr" 4 - ■ * * alors f(x) est indéfiniment dérivable; par dérivation terme à terme et 
faisant * = 0 , on obtient successivement 

f {x) =a x -\-2a 2 x \ - \-na„x n ~ l -\ - - ►/'(()) =a u 

f "(a - ) = 2 a 2 | 3 • 2xa s 4-f n(n — I )a„x n ~ 2 T • • - /"(O) = 2 a 2 , 

f"\x ) =3-2- ltf 3 4 -|-//(/i — 1) (n — 2)a n x"~ A \ -►./ "'(O) = 3!f/ ; „ 

f (n \x)=n\a„-\-(n-[-X)' • - 2 fl w -Mjf 4 - ►/ ( " ) ( 0 ) -n\a„. 

La série entière obtenue, si elle converge, prend alors la forme de la série de Maclaurin 

/(a , )=/(0)4-(/'(0)/1 !)*4-(/"(0)/2!)jc 2 4 s -- Des considérations similaires s’appliquent à une série 

entière üa n {x— a- 0 )" de centre a: 0 et conduit à la série de Taylor 

/ï*)=/(*o)+(/'(*o)/l O ( x ~ x o) 4~ (/ (a‘o)/2 ! ) U-* 0 ) 2 4- 

Si on remplace x par x 0 (-//, on obtient 

f(x o T/0 =f(x 0 ) T (f(x 0 )l l \)h T(/"Uo )/ 2 -)h 2 4- 

Formule de Taylor. Pour étudier la convergence de ces séries on introduit les sommes partielles 
et le reste R„ (voir aussi la formule de Taylor dans le Chapitre 18): 

f{x Q +h) =f(x 0 ) T(/'(*o)/ 1 1)^4-T(/ ( n) (x 0 )ln \)h H + R„. 

Le reste R n représente la différence entre la fonction donnée et une fonction approchante et 
peut être estimé à partir de la (/* \ l)-ième dérivée de f(x). Cette forme du reste montre en général 
qu’il tend vers zéro quand n tend vers l’infini de telle sorte que la série converge vers f(x). 

Formule de Taylor. Si la fonction f(x ) a une dérivée //-ième / (b) (jc) continue dans l’intervalle 
fermé (A - ,,, x & \ h\ et si sa dérivée (uTl)-ième existe au moins à l’intérieur de cet intervalle, alors 
le reste R n dans Ax 0 +*)=^ 0 )4-(/'W/l!)*+(/'^^ * * • + (/ ,( " ) W/*9*" + ^ peut 

s’écrire 
34* 
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a) Sous la forme de Lagrange: il existe un nombre 0 avec O<0<1 tel que 

b) Sous la forme de Cauchy: il existe un nombre 0' avec O<0'<1 tel que 

R" = (y-O’)"f ( "+"(x o \ 0‘h). 


Pour établir ces formes du reste, on utilise une généralisation du théorème des accroissements 
finis, suivant laquelle pour tout couple de fonctions F(x) et (p(x) continûment dérivable dans 
l’intervalle [a- 0 , x 0 +h] avec cp’(x)^ti , il existe un nombre 0, O<0<1, tel que 

F(x 0 \-h)- F(x 0 ) _ F'(x o -\-0h) 

<p(x 0 +//) - (p(x 0 ) (p'(x 0 -f Oh) * 

En posant (p(x)=(x 0 +h — jc)" + 1 , on a <p(x 0 )=h n+1 , y(x 0 +h) = 0, 
et (p'(x)— -(n + Vixo+h-xy. 

La fonction F(x) est construite à partir du reste: 

Rn=f(x 0 +h)-f(x 0 )-hf'(x 0 )IH - - hT(x 0 )ln\ 

en posant x 1 = x 0 -\~h et en remplaçant x 0 par une variable x. Cette fonction 

F(x) =/(*!) -f(x) - (*! - x) • f'(x)l 1 ! - (jfj - x) 2 •/' \x)/2 !-(*, - x) n • f"(x)/n ! 

est continue dans l’intervalle [x 0 , x 0 (-//], dérivable à l’intérieur, et prend les valeurs 
F(x 0 )=R nt F(x 0 +h) = 0, F\x)= -( Xl -x)T*+ v Mln\ 

Par conséquent le théorème des accroissements finis donne 
- R„ —[h n (\—Q) n ln\] f in+l) (x o + 0h) 
ou “ -(n \r\)hV-0) n 

R„ = [h m + l Hn b 1 ) !]/ ( H+ l \x 0 -b Oh), 
ce qui est la forme de Lagrange du reste. 

Des choix différents de la fonction auxiliaire (p{x) conduisent à d’autres formes du reste: la 
forme de Cauchy est obtenue avec q>(x) = x 0 \-h — x. 

Reste de la série de Madaurin. Le théorème de Taylor s’applique aussi à cette série: le reste 
a pour expressions R„=[x n+1 l(n + l)!]/ (M + l) (0*) (Lagrange), R H = [x n + l ln\](\ — 0')"/ ( ' ,+1) (0'x)(Cauchy). 

fouet ions trigonométriques. Les fonctions sin x et cos x ont les dérivées suivantes en x = 0 


sin x |/ (Q)=/ I 4 t >( 0 ) = sin 0 = 0 

/'( 0 )=/ < 4 * + 1 , ( 0 ) = cos 0 = I 
/"( 0 )«/ < 4 ‘ + 2 ) ( 0 )= -sin 0 = 0 

/"•( 0 )=/ < 4 ‘ + 3 , ( 0 )= — cos 0 = -I 


rcM*“|/(0) =/•«»(<>) = cos 0 = I 

~7'(0)=/ <4 * +1 >(0)= -sin 0 = 0 

/■"( 0 )=/ < 4 * + 2 ) ( 0 ) = - cos 0 = -1 
/"'( 0 )=/ ( 4 * + 3 >( 0 ) - sin 0 = 0 . 


En posant n — 2m , on obtient pour tout x et avec 0< 0< 1, ou O<0'<1 


sm x — x — 


cos x= 1 


x 5 

3! 5! 

7! 

- +(— l) ml 

x 2m 1 

+ (-!)» 

( 2 /n— 1 )! 

x 2 * 4 

- - +•• 
6 ! 

•+(-l)™- 1 

x im - 2 

-K-ir 

2! 4! 

(2m-2)\ 


(2/m 1 1)! 

v 2m 


- cos (0a), 


Les deux restes tendent vers zéro quand m -> oo pour tout x , de telle sorte que les deux séries 
convergent partout. En multipliant ces séries entre elles on obtient les séries des puissances du 
sinus et du cosinus. On peut aussi utiliser les théorèmes d’addition pour les obtenir; par exemple 

1 „ „ , 1 \{2x) 2 (2a:) 4 . , (2 x) ( 

sm-x= - (I —cos 2x)= - - — + -g 

A partir de sin x et de cos x on obtient (par division) la série de tg a; on peut faire de même pour 
1 /cos x, x/sinx et AcotgA. 


F--]- 


x jr A' 1 ’ 

sin x= jj - 3 - + 5 y - + • 


+ (-D" 


cos x= 1 — 


2! 


4! 


7 - + +(-!)"' 


JC 2 "» 1 
(2m -b 1) ! 
x 2 


r= oo 


(2m) ! 




r = oo 
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sin-A' = x- - a j /3 -4- 2 a°/ 45- cos- a - = 1 - x 2 4-a 4 /3 - 2a g /45 4- 

sin :J A = A 3 -A 5 /24-13A 7 /l20- cos 3 x= 1 -3* 2 /24-7a 4 /8-61a 6 /2404- • • • 

tg x = a 4-.x 3 /3 4-2 a 5 / 15 4- 17a 7 /3154 - , r=n\2 

x cotg A' = 1 — jf-/3 — jc 4 /45 — 2jc 6 /945 — jc 8 /4725-, r=n 

x coscc A = A/sin x= 1 4-a 2 /64-7a 4 /3604-31a 6 /15 1204 -, r—n 

sec A- = 1 /cos A- = 1 4- a 2 /24' 5 a 4 /24 |- 6 1 a g /720 4- • • • , r = rc/2 


Fonctions exponentielles et hyperboliques. Puisque toutes les dérivées de la fonction e* sont 

JC X n j£ w +l 

égales à e v et donc à 1 en a = 0, on obtient e v = 1 4- 77 4-1— r H — 7 -rrr - e 0jc avec O<0< I. 

1! n\ (#*4-1)! 

On obtient une série analogue pour l’exponentielle de base quelconque a* = e x L °s a . 

On peut aussi utiliser la série de Taylor pour obtenir le théorème d’addition de la fonction 
exponentielle puisque 

e x o+ ,, = e x o 4-e-V//1 ! +e JP »/r a /2 ! 4- • • • 
e v o+ A = e*°( 1 4- /r/1 ! 4- /r/2 ! 4- • • • ) = c v »c\ 

Les définitions de sin A=(e v ~e~*)/2 et de ch A = (e*4-e~*)/2, jointes à la série de la fonction 
exponentielle conduisent aux développements de ces fonctions; les séries de thA = shA/chA et 
coth A = ch xfsh x s’en déduisent par division: 


V 1 , x x 2 X 3 

, X n 

C ~ l + 1! + 2! + 3! + 

.1- . 4-, r-co 

ni 

a x = e Log»=l_)_ xLog ° 

(a Log a) 2 

-—— 1-, r — oo, a> 0 

1 ! 

2! 

sh x — x 4- a :, /3 ! 4 A r, /5 ! 4 * * 

• + jc 2 " +1 /(2n +1 )!+•••, r= oo 

ch a = 1 4 - a 2 /2 ! 4- a 4 /4 ! 4- * * 

• H jc 2 "/(2n) ! -j -, c = oo 

th jc = jc — jr : 73 | 2*7 15—1 7jc 7 /3 15 h- , r = n\l 

a cot h a = 1 4- a 2 /3 - a 4 /45 I 

2*7945-*74725 1 - , r=n 


Logarithme. Pour la fonction Log (1 4 -a), on a /(1) = 0, et * = ( — l) ,,-1 (/r— 1 )!/a", de telle 

dA 


sorte que /"(!)///! = (— 1 )" -1 ///. Le théorème de Taylor donne alors 

Log(l +x)=x-x 2 l2-\-x i l3 — h • • • 4-(- 1 )"“ 1 jc"/« 4-(— 1)"jc" +1 /[(/i+ 1) ( 14-0*)" +1 ], 

avec O<0<1; le reste tend vers zéro quand n-> 00 si O^a^I. On obtient la même série en 
intégrant terme à terme la série géométrique \l(\-\-x)=\—x-\-x 2 — x 3 -\ - 


Fonction logarithme 


Log (14-*)-*- j 4- y 



\x\<\ 


Ce développement n’est pas utilisable en pratique car il converge trop lentement si x n’est pas 
suffisamment petit. 

A partir de Log(l — a) = — jc—jc 2 /2—jc 3 /3-et de 

Log [( 1 I- x)/( 1 - x)] = Log ( 14- x) - Log ( 1 - x), 

on obtient une série qui converge pour |jc|< 1 ; pour 
£>1, 1 /£=a< 1, on obtient la seconde formule. 

Pour calculer les logarithmes à l’aide de séries, il faut combiner des séries à convergence rapide. 

81 3 -24 2 -10 7 

Par exemple Log 2 = 7 Log (10/9)-2 Log (25/24) 4-3 Log (81/80), car gQ-r 252. 97 =2 î * a série qui 

converge le plus lentement est ici 

L °ë (-9- ) = - L °g('- ïô) = iô + 2-100 + 3-1000 + " ’■ 



De même 

Log 3 = 11 Log ( 10/9) - 3 Log (25/24) 4- 5 Log (81 /80), 
Log 5 = 16 Log ( 10/9) - 4 Log (25/24) 4- 7 Log (81 /80). 
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C’est peut-être la diversité des méthodes utilisables qui a fait dire à Gauss: “11 y a une sorte 
de poésie dans le calcul des tables de logarithme”. 

Série binomiale. Pour m entier positif on a 

/(*) = (! +*)-=!+ (7),+ (")*■+-+C)*". 

Si m n’est pas un entier positif, la fonction /(x) = (l+Jt) m peut être développée en série de Mac- 
laurin, convergente pour |jc|< 1. Ici 

f(0)=\j'(0) = mj"(0) = m(m- 1), .. .,/ (,,) (0) = ^ • n\ 


Série binomiale 

(i+xr=i +1 

(T) 

1 *+ ! 

(”) 

i,. + (-) 

| *3_j-. r= 1 


Cette série fut découverte par Newton en 1676 mais étudiée rigoureusement par Euler 100 
ans plus tard; elle est utile pour le calcul des valeurs approchées de racines ou de puissances avec 
des exposants quelconques; pour ra=l/2, 1/3, —1/2 et —1/3, et |jc|< 1 on obtient: 


V(H-X)=1 

, 1 * 

_L i 

1-3 

2 

2-4 

2-4-6 

V'o +JC>= 1 

1 

+ y x 

12 •> , 
“ J-6 * 1 

1-2-5 

3-6-9 

1 

1- ‘ * 

1 u 

1-3-5 

V(l +x) 

2 

1 2-4 * 

2-4-6 

1 


, 1-4 s 

1 3~6*“- 

1-4-7 

7 

3 

3-6-9 


1 -3 *5 - • (2/7 — 3) rl 
2•4•6•••2« * 

1 • 2 • 5 • 8 • • • (3rt — 4) „ 
3-6-912- -3/I * 

1 • 3- 5 - - -(2«— 1) „ 

y" 

2•4•6•••2w 
1-4*7 - (3/f — 2) „ 

3 - 6 • 9 ••• 3w * 


Les puissances de la série géométrique, c’est à dire les puissances de 1/(1 —jc), s’obtiennent de 
manière très simple par dérivation pour |jc|< 1 : 


i/o 

-x) =1 

.+* + 

x' 1 -\ : x 3 -\-x 4 -\- ■ • 

■•+**+••• 

1/0 

-xy=\ 

-\-2x 

1 3jt 2 -|4x>+" 

■ - 

i/d- 

-xf=\ 

-\~3x 

I 6jc 2 -|-1 Ojc 3 1- • ■ 

■•+( 1 / 2 ) (ai-I-1) (« f - 


Fonctions réciproques trigononiétriques et hyperboliques. Puisque les dérivées premières de ces 
fonctions sont des fonctions algébriques simples que l’on peut développer en séries binomiales, 
les fonctions elles-mêmes peuvent être développées par intégration terme à terme. Par exemple 

dy ëJC ^- = 1/(1 - \~x 2 ) = l—x 2 H-je 4 — x* -1-, |*|< 1, conduit à j* d^:/(l-|- a: 2 )=a:—jc 3 /3-1-a: g /5 — jc 7 /7 

+ • —|-c, et la constante d’intégration est c=arctg0 = 0. Puisque arccotg x — n/2 — arctg x , nous 
obtenons aussi un développement pour arc cotg x. L’intégration du développement binomial de 
l/\/(l —x 2 ) conduit à ceux de arcsin jc et de arccos x = n/2 — arcsin x. On a des résultats analogues 
pour les fonctions hyperboliques réciproques, mais il n’en résulte pas toujours une série entière. 


I 

arcsin x=x-\- — 


x 3 1*3-Ar r> 1 -3- • -{2n — 3)* 2,, ~ 1 

3 JJT * 2• 4• • • (2n — 2) (2/î-l) 


arccos x = n/2 — x— 


1 

2 


3 


1- 3-x 5 

2- 4-5 


r= 1 


arctg a: = a: - x 2 /3 -|- x*/5 -x 7 /l-\ - 1-( - 1 ) n x 2n+1 /(2n + 1)H-, r = 1, 

arccotg x = n/2 — x -|-jc 3 /3 — jc 5 /5 + x 1 /! — H - , r = 1, 


argsh x=x — 


1 -jc 3 

JT 


1- 3-JC 5 

2- 4-6 


argeh x = dz Log (2x) — 


I 

JJx 2 


• + (-D' 
1-3 

2-4-4X 4 


1 - 3- - -(2n — 3)x 2 "~ l 
2• 4 • • • (2/i — 2) (2n — 1 ) 

•••], x>\ 


argth x=x-\-x l l3+x i /5 +x’P 4- ■ • • +x u+1 l(2n + i)+-■ -, r= 1 
argeoth x= l/jc-hl/(3jc 3 )-hl/(5^ 6 ) + l/(7x , )+ • • -, |x|>l 


r— 1 
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Développement de fonctions spéciales 

Certaines intégrales ne peuvent être évaluées de manière explicite qu’à l’aide de leurs développe¬ 


ments en sene 


crie: la fonction d’erreur de Gauss, les fonctions | d/, I - ----dr et I 

J ' J ' J L °g' 


en sont des exemples. 

Exemple: Pour l’intégrale du sinus, on obtient une série convergente par intégration terme 
à terme de la série uniformément convergente représentant l’intégrande: 




JC 3 JC 5 X 7 * 

3-3! "5*5! 7-7! 


Fonction d’erreur 
de Gauss, 

/• = oo, lim (p(x)=\ 


Sinus intégral, /*= oo 


Cosinus intégral, r — oo 


Constante d’Euler 
(ou de Mascheroni) 


Logarithme intégral 


f v 2 r . 2 ( x jc 8 jc 6 x 7 

""VJ 7-( r H3 + 25-ÎÎ 

-oo 

JC 

x f sin t , 

Si (x) = I —d/ = x 

o 

JC 

Ci (*)= dt=Logy+Logx— ^ 


*1 i *1 _ il 

3 ! 3 5 ! 5 7 ! 7 


+ — 

2 4 ! 4 


Loëy= J:s ( 1+ T + T + '" + 7 ~ Logn ) 

Log y — 0,51122 ... 


UU)= / Log,’ 


/=e~" 


Li (e~")= Log y-| Log |h| — h + ^ “ 3T3 + ^[4 “ + ' 


Approximations 

Exemples d’applications de la formule de Taylor. La formule de Taylor est souvent utilisée 
pour le calcul approché d’une fonction f(x); le reste peut servir à décider du nombre de termes de 
la série nécessaire pour avoir une précision donnée à l’avance, ou à donner un majorant de 
l’erreur quand on utilise un nombre fixé de termes. 

Calcul du nombre e. Le théorème de Taylor appliqué à e v en x= 1 donne e=l-|-l-M/2H-***-|- 
-H//î!+e°/(« + l)!, O<0<1. Si l’on veut calculer e avec 7 décimales exactes, on peut déterminer 
rapidement le nombre n de termes nécessaires, pour avoir la précision requise: le reste satisfait 
à l’inégalité l/(tf+l)!</? n <3/(«-f 1)! puisque e°= l<e°<e 1 <3; pour éviter des erreurs d’arrondi 
il est préférable de chercher à avoir /?„<10 -8 ; alors n doit 
satisfaire 3/(«-|-l)!< 10~ 8 ou (/i-|-1 )!>3• 10 tt ; puisque 12!~ 

~4,8• 10 8 , il suffit de prendre «=11; alors 1+1 -f 1/2 H- 

H-(-1/11 ! = 2,718281826. . . le reste est situé entre 

1/12!~2-10 9 et 3/12! ~ 6-10~ 9 ; on obtient donc les inéga¬ 
lités 2,718281828---<e<2,718281832 et e = 2,7182818 est 
une approximation de e correcte jusqu’à la septième décimale. 21 2-3 Lc noir| bre e, base des logarithmes 
Quand on fait ce calcul on a l’impression qu’il ne faut pas naturc,s 

beaucoup d’effort supplémentaire pour augmenter la précision; en fait on rencontre un problème 


e=2,7/g-~ 
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qui intervient souvent dans les calculs pratiques, le problème des erreurs cVarrondi: chacun des 
termes d’une série utilisée pour un calcul numérique a presque toujours une infinité de décimales 
qui se reproduisent périodiquement et qu’il faut tronquer ou arrondir; ce procédé d’arrondi 
peut rendre impossible la prédiction rigoureuse de la précision obtenue; en pratique, on tente 
d’y remédier en prenant une ou deux décimales de plus que le nombre 
requis dans le résultat final et en regardant pour chaque terme si l’erreur 
d’arrondi est positive ou négative, de façon à calculer l’erreur maximale 
d’arrondi dans le résultat final. Pour illustrer ce point nous allons calculer 

e -0,1 par développement de Taylor: e _0,1 = 1—0,1+0,005-bÆ/„ avec 

/?„=(0,l)" +1 -e"' 00,1 /(/i+1)! avec O<0<1; notons que 0,905<£~°‘ 0,1 < 1 ; 
les quatre premiers termes de la série conduisent au calcul ci-contre; pour 

on a l’inégalité 0,000004167 >/? 3 >0,000003770, de telle sorte que e -0,1 satisfait à 0,904837103< 
< e -°. 1 <0,904837500; alors e- oa = 0,904837 est correct .à la sixième décimale. La meilleure pré¬ 
cision prévisible, en utilisant quatre termes, était de quatre ou cinq décimales exactes; la précision 
obtenue ici, avec une erreur de quatre unités au plus sur la septième décimale, peut sembler sur¬ 
prenante. En fait l’usage du théorème de Taylor conduit toujours à des résultats favorables quand 
/ ( " +1 ) (jc 0 ) et f in+l \x 0 -\-h) ne sont pas trop différents, et quand la fonction f (n+1 \x) est monotone 
entre x 0 et x 0 +h. 

Calcul du nombre n. On peut utiliser le développement de l’arctg pour calculer n. On a 

arctg x—x — x^/l+x^/S — * 7 /7-|-. Dans cette série, le reste R n ne peut pas être utilisé directement 

sous la forme donnée par le théorème de .Taylor. Bien que la fonction f(x) = arctg x ait des dérivées 
d’ordre quelconque, la façon de former les dérivées successives est assez compliquée et peut difficile¬ 
ment être utilisée pour donner une formule explicite; cependant on peut obtenir la formule suivante 
pour le reste, par utilisation directe du théorème de la moyenne du calcul intégral: 

arctg *=*-+73+x 6 /5- H-b(— l) k ~ 1 x 2k ~ 1 l(2k— 1) 

+(- l) k x 2k+1 H(2k-\-\) (1+ 0* 2 )], 0< 0< 1. 

Pour x= 1, cela donne 

tt/ 4= 1 — 1/3+ 1/5—I-b(— l)+(— 1 ) fc /[(2/c + 1) (1 +0)], O<0< 1. 

Cette équation fut trouvée par James Gregory (1638-1675) et par Leibniz; elle est donc appelée 
/’ équation de Gregory-Leibniz. Le reste est situé entre l/[2(2/: + l)] et 1/(2/:+1), de telle sorte que 
la formule n’est évidemment pas très appropriée à un calcul pratique de n\ il faudrait l00000 
termes pour calculer n avec 5 décimales exactes. On essaie donc de trouver des valeurs plus 
convenables de la variable à substituer dans le développement. Par exemple arctg (1/^/3) = ti/6 
conduit à 

n 1 r 1 I (-l) k 1 ] 

6 ~ -y/3 L 3-3 + 5-3 2 + ”‘ + (2k +1)3* 1 + 0 J* 0<0<l - 

En combinant les développements pour plusieurs arguments on obtient des formules particulière¬ 
ment bien adaptées qui ont été utilisées pour calculer n à l’aide de calculateurs électroniques: 

Gauss n = 48 arctg ( 1 / 18) + 32 arctg ( 1 /57) - 20 arctg ( 1 /239) ; 

Stôrmer ( 1896) n = 24 arctg ( 1 /8) + 8 arctg ( 1 /57)+4 arctg ( 1 /239). 

Ces deux formules ont été utilisées en 1961 pour calculer n avec 100265 décimales. Deux 
machines ont travaillé (en système binaire) sur les deux formules différentes (pour vérification). 
Avec la formule de Gauss il a fallu 4 heures et 22 minutes, et avec celle de Stôrmer 8 heures 
et 43 minutes. La transposition au système décimal a pris 42 minutes, et le résultat imprimé 
occupe 20 pages. 

En pratique une telle “précision” n’a pas de signification. La connaissance de n avec 14 déci¬ 
males suffit pour calculer la circonférence d’un cercle de rayon 6400 km (le rayon de la terre) 
avec une erreur inférieure à 0,001 mm. Pour qu’une telle estimation d’erreur ait un sens, il faudrait 
avoir déterminé le rayon avec une précision comparable, ce qui dans l’état actuel de la* technique 
n’est possible en aucune manière. 

Utilisation de la série binomiale. La série binomiale est souvent utilisée pour le calcul approché 
de racines. D’après la formule de Taylor, 


1,000 000 000 
- 0,100 000 000 
+0,005 000 000 
-0,000 166 667 

0,904 833 333 








21.2. Séries entières 537 


(l+x)» = 1 + ( j ) X + ( 2 ) **+• • ■ + ( “ ) *" + ( n " , ) JC" +1 (1 + Ox)°-"- 1 
avec O<0<1 et |jc|<1. 

3 

Pour calculer y 999 avec 12 chiffres significatifs, on pose dans la formule précédente x = — 1/1000 

3 

et a— 1/3, puisque y 999= 10(1 - 1/1000) 1/3 ; pour atteindre la précision requise il suffit de prendre 
n== 2 puisque les valeurs de la (w-H)-ième dérivée en * 0 = 0 et x 0 +h= —0,001 sont très peu diffé¬ 
rentes; on a 1/(1,62 x 10 10 )</? 2 < 1,003/(1,62 x 10 10 ) et donc 

9,996665556173<y / 999<9,996665556175 ou V 999 = 9 > 99666555617 - • • 

Cette précision est difficile à atteindre en employant des tables, ce qui montre la puissance de 
la méthode; d’autre part un supplément de précision suppose ici un effort supplémentaire relative¬ 
ment petit. 

Si l’on veut utiliser la série binomiale pour le calcul approche de racines il faut mettre l’argument 
sous la forme 1±<5, et <5 ne doit pas en général dépasser 0,1. A cet effet il est souvent nécessaire 

n 

d’utiliser certaines astuces qui sont illustrées par les exemples suivants: si on cherche Wa et si 

n n n 

il existe un entier b tel que b n ^a, il suffit d’écrire '\Za=y/[b n -(a/b n )]=b'\/[l -f(a— b n )lb n ]; par 

6 5 

exemple, y 33 = 2y (1 -f-1/32). Si cela n’est pas possible, on cherche un nombre rationnel dont 
la puissance w-ième est proche de a. Le calcul de -y/2 est un exemple classique: nous avons 
y/2~ 1,4=7/5; on peut donc écrire 

3 9 ,, 

De même y92~4,5 = y, de telle sorte que 

Ces exemples indiquent comment la série binomiale permet d’effectuer des calculs de racines 
très précis. On peut l’utiliser pour tout exposant fractionnaire, en particulier quand les tables à 
4, 5 ou même 7 chiffres ne donnent pas une précision suffisante. 

Approximations. Dans des calculs grossiers il s’avère avantageux de n’utiliser qu’un petit nombre 
de termes de la série. Les applications dans les sciences et la technologie sont familières: il est 
assez courant de négliger les termes d’ordre 2, et plus, des petites quantités, par exemple en thermo¬ 
dynamique, où le coefficient cubique de dilatation est assimilé au triple du coefficient linéaire; 
souvent sinjr pour un angle x petit est remplacé par x. La table suivante donne les formules 
d’approximation les plus fréquentes et leurs domaines de validité. Les valeurs de |*| indiquées 
ne doivent pas être dépassées pour avoir une erreur maximum de 0,001 ou 0,01. En pratique on 
n’a souvent pas besoin d’utiliser les tables de valeur de fonctions, car une erreur d’approximation 
inférieure à 0,1% ou 1% est suffisante. Dans ce dernier cas il est possible de remplacer arcsin x 
par x pour x inférieur ou égal à 10°. On peut également se dispenser d’utiliser les tables si les 
développements en séries fournissent de bonnes formules d’approximation; ces méthodes de séries 
s’appliquent également au calcul d’intégrales. 


Exemples: 


4 

1. \/ 258,3 = 4 ^ (" 25^ ) ~ ^— 4 x 256 ) = ^^° 9 - La valeur avec 5 décimales est 4,00895. 


2. e- 0 * 1 


1 - 0,1 + 


(0,0 2 

2 


= 0,905 valeur exacte (0,90484...). 


3. e -°’ 023 ^ 1 —0,023=0,977 (valeur exacte 0,977226...). 
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Formules d’approximation usuelles. La figure du bas donne la correspondance entre degrés 
et radians. 


Fonction 

Première 

approxima¬ 

tion 

Erreur ^ 

io- 3 

pour |jc( 

io- 2 

< 

Seconde 

approximation 

Erreur : 

io- 3 

pour |jc| 

$ 

io - 2 

i/(i+*) 

1 —jc 

0,031 

0,099 

i-*+* 2 

0,096 

0,20 

i/d+*> 2 

1 —2x 

0,018 

0,055 

1 — 2*+3* 2 

0,063 

0,12 

i/d +*) 3 

1 — 3x 

0,012 

0,039 

1 — 3*+6* 2 

0,46 

0,095 

\/(i+*) 

H-*/2 

0,087 

0,25 

1+JC/2 —jc 2 /8 

0,25 

0,48 

a/( 1 + Jf) 

1 +*/3 

0,095 

0,27 

l+*/3-* 2 /9 

0,25 

0,47 

y/(\ +■*) 

l+Jc/4 

0,10 

0,29 

l+*/4-3* 2 /32 

0,24 

0,49 

i/Vo+*) 

I-jc/2 

0,050 

0,15 

1 — */2+3* 2 /8 

0,14 

0,28 

i/v^h-*) 

I-jc/3 

0,065 

0,19 

I — */3+2* 2 /9 

0,17 

0,34 

(1 +x)l(l-x) 

1+2jc 

0,022 

0,068 

1 +2*+2* 2 

0,077 

0,16 

[(!+*)/( !-*)]“ 

1+4* 

0,011 

0,034 

l+4x+8* 2 

0,043 

0,090 

Vld +*)/(>-*)] 

H- jc 

0,043 

0,13 

1 +x+x 2 /2 

0,12 

0,25 

sin x 

x 

0,18 

0,39 

x - +’/6 

0,63 

1,04 

sin 2 x 

0 

0,031 

0,10 

x 2 

0,23 

0,41 

COS JC 

l 

0,044 

0,14 

I -x 2 /2 

0,39 

0,70 

COS 2 JC 

1 

0,031 

0,10 

l-* 2 

0,23 

0,42 

tg a: 

JC 

0,14 

0,30 

x+x 2 /3 

0,38 

0,58 

arcsin jc 

JC 

0,18 

0,38 

x+x*/6 

0,42 

0,63 

arccos x 

njl—x 

0,18 

0,38 

n/2—x— x 2 /6 

0,42 

0,63 

arctg jc 

x 

0,14 

0,31 

x—x 3 /3 

0,35 

0,57 

arccotg jc 

71/2 — X 

0,14 

0,31 

?t/2 — x+x 3 /3 

0,35 

0,57 

c* 

1+x 

0,044 

0,13 

1 +x+x 2 /2 

0,17 

0,38 

Log(l+*) 

JC 

0,044 

0,14 

x—x 2 /2 

0,14 

0,33 

Log(l-|-*) 

0,4343* 

0,069 

0,23 

0,4343*+0,217 lx 2 

0,20 

0,45 

sh jc 

JC 

0,18 

0,39 

*+* 3 /6 

0,65 

1,03 

ch jc 

l 

0,044 

0,14 

1 +* 2 /2 

0,39 

0,70 

th jc 

JC 

0,14 

0,31 

*-at*/3 

0,38 

0,61 

Argsh x 

* 

0,18 

0,40 

x—x 3 /6 

0,43 

0,70 

Argth x 

JC 

0,14 

0,30 

*+* 2 /3 

0,37 

0,52 

0 1 2 

3 6 

5 

6 7 

8 9 10 

degrés 

1 s» Ml 1 s ‘I 1 1 V * 

1, 

t ‘. ‘ v s ‘.« 

* V > * 

-ya I 1 

-H—► x 



0 0,01 0,02 0,03 0,06 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 0,12 0,13 0,16 0,15 0,16 0,17 0,18 radians 


Applications géométriques de la formule de Taylor 

Parabole osculatricc. Supposons qu’une courbe ait pour équation y = tf 0 -|-tf 1 *-|-a 2 * 2 H-dans 

un système de coordonnées donné; si on introduit un nouveau système de coordonnées dans lequel 
l’axe des x est tangent à la courbe en un point P et l’axe des y porté par la normale en ce point, 
alors l’équation de la courbe par rapport à ce nouveau système vérifie en P : *=0,/(*) = 0,/'(*) = 0. 
La courbure x est donnée en général par x=/ 70+/' 2 ) 3/2 et donc / "( 0)=x. Il en résulte que 
/(0) = tf 0 = 0, f\0)=a 1 = 0 y /"(O) = 2^2=* et que l’équation de la courbe pour le nouveau système 
est f(x)=(i[2)xx 2 + • • •. La courbe est donc bien approchée au voisinage de P par la parabole 
g(x) = (\ /2)xx 2 , appelée la parabole osculatrice. C’est une approximation du second ordre (Fig.) 
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Détermination de la longueur d’un arc circulaire. La longueur .y d’un arc circulaire d’angle au 
centre a s’obtient à partir de l’approximation sx(8b-a)/3, où a est la corde de l’arc et 6 la 
corde du demi-arc (Fig.). La valeur exacte est s=ra. Puisque a = 2r sin (a/2), b = 2r sin (a/4), le 
développement du sinus donne 


ou 


$b-a 2r(Ja (a/4 f (a/4) 6 (a/4) 7 

3 ~ 3 t 8 L 4 3! 5! 7! 

_ f a_ _ (a/2) 3 (a/2) 5 

L 2 3! 5! 

2r f3a 3a 5 a 7 / a0' 

~ y [y " 2 7 • 5 ! + lPf\ \ C0S T" 

86 — a ra b f a 2 / a0' 1 

— =J -TTëïL 1- Î26 V cos T-Ï6 


Si le terme dans les crochets de la dernière expression 
est remplacée par 1, l’erreur de l’approximation est au 
plus ra 6 /7680. Pour r= 1 et a = 30° l’erreur est inférieure 
à 5-10- 6 . 

Fléchissement d’une poutre. Le moment fléchissant 
IW(x) d’une poutre est M{x) — EIx y où E est le module 
d’élasticité, / le moment d’inertie de la section trans¬ 
versale et la courbure de la ligne centrale de la 
poutre à la position x (Fig.). En pratique l’angle a 
est très petit et l’on peut développer le dénominateur 
de l’équation x=ÿ'j{\ +/ 2 ) 3/2 par rapport à j>' = tg 2 a, 
ce qui donne x=y"(x) [1 -(3/2)/(*) 2 +(15/8)/(jc) 4 
+ •••]. Pour une poutre légèrement fléchie, une pre¬ 
mière approximation est x=y"(x) et on obtient 



réquation différentielle 


&y 

d* 2 


M(x) 

El 


du fléchissement 


21.2-6 Fléchissement d’une poutre 


d'une poutre. 


Formule de Taylor à plusieurs variables 

La formule de Taylor peut être aussi établie pour des fonctions de plusieurs variables: pour 
une fonction f(x,y) de deux variables, le cas n= 0 s’écrit: 

f(x 0 +h, y 0 +k)=f(x 0y y o )+hf x (x o +0h, y o +0k)+kf y (x o +dh y y 0 +Ok), 0<0< I. 

C’est simplement le théorème des accroissements finis pour une fonction de deux variables. Le 
cas n= 1 s’écrit, avec O<0<1, 

/(*o+ h, y 0 +k) =/(x 0 , y {) ) -h hf x (x Qy y 0 ) + kf y (x 0y y 0 ) 

+(1/2!) [h 2 f xx (x 0 +0//, y 0 + Ok) -|- 2 hkf xy (x Q +06, y 0 +0/c) -1- kff yy (x 0 +06, y 0 H- 0/c)]. 

La taille de la formule augmente rapidement avec n\ par exemple pour n — 5 on a 25 termes, 
et les dérivées d’ordre maximum ont 6 indices. Il est alors nécessaire d’utiliser une notation sym¬ 
bolique abrégée. On écrit d’abord 

hf x (x 0y yo)+kf y (x 0f y 0 )= ^6 ^ -\-k f(x Qy y 0 ) 

puis on utilise les puissances de l’opérateur ^6 ~ -|-k pour écrire les termes d’ordre supérieur. 


Formule de Taylor pour des fonctions de plusieurs variables 

f(x 0 -\-h y y 0 +k)=f(x 

+ V\( h lx +k i) 

o» -Fo) + 1 

1 /(*o. . 

(*É«s) 

, ' o)+ (n -i-1 ) ! 1 

l/C*o> ^ 0 )+ ~ 1 

(*é «!)" 

{ h i +k hï f(X(, ’ yo)+ "' + 

f(x 0 +06, y 0 -1-06), O<0< 1 
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La quantité 0 prend la même valeur dans tous les termes du reste, et dépend de n, jc 0 , y 0 , h et k. 
Le même symbolisme peut être utilisé pour des fonctions de trois variables ou plus; pour trois 
variables on obtient 


n [ / d d d \ v 

f(x 0 +h,y a +k, z 0 +l)=f(x 0 ,y 0 , z 0 ) + £ ^ yi — +k — +/ — J f(x 0 , y 0> z 0 ) 

+ 5TFi)i(*I +*| + '!)"' M+«,»+•»,*.+»», o<»< i. 

Généralisation de la méthode de Newton. Si l’on veut résoudre le système d’équations f(x,y) = 0, 
g(x f >0=0 connaissant des valeurs approchées x 0 , y 0 , on pose f(x 0 +h y y 0 -\-k) = 0, r o +^)=0, 

et on développe par le théorème de Taylor. Pour n = 0 cela donne 
f(x o, y 0 )+hfx(x 0 + Oh , y () + 0/r) -|- kf y (x 0 + 0h, y 0 + Ok) = 0, 

.Vo)+%x(*o + 0'A, fo + O'k )+ te y (* 0 + 0'/*, + 0'k) = 0. 

Si on pose 0 = 0, 0' = 0 comme valeurs approchées, on obtient, par résolution d’un système linéaire 
2x2, des valeurs approchées h x et k x (au lieu de h et k) pour lesquelles on calcule de nouvelles 
approximations x 1 — x 0 -\-h 1 ,y 1 =y 0 +k 1 . Ce procédé peut être répété si nécessaire; pour h x et k x 
on obtient 

h t = - [( fgy - gfy)l( fxgy ~fygx)] X = *„> k x = [(fg x - gf x )/( f x gy ~fyg x )]x = x 0 

y=y o y=yo 

à évaluer en x=x 09 y=y 0 . 

Exemple: Résoudre le système/( x, y)=x 2 -\-y — 2=0, g(x , y)=xy —2 = 0. Les valeurs approchées 
sont Xq = — 1,8 et y 0 = —1,1. Pour ces valeurs on obtient ^ = 0,031, k x = —0,030, et la nouvelle 
approximation est x x = —1,769, et y x — —1,130. 


21.3. Séries trigonométriques et Analyse Harmonique 

Le développement de la théorie des séries trigonométriques a commencé avec la publication 
en 1822 du livre ‘ Théorie analytique de ta chaleur ’ par Joseph Fouriiîr (1768-1830). Ses recherches, 
réparties sur plusieurs années, ont abouti au développement d’une théorie généralisée des séries 
qui portent maintenant son nom et qui sont d’une grande importance en mathématiques, physique 
et technologie; l’idée de base consiste à représenter les fonctions périodiques comme des séries 
de fonctions (trigonométriques) périodiques particulières. 

Pour l’étude des mouvements périodiques, les séries de Fourier sont utiles en acoustique, en 
électrodynamique, en optique, en thermodynamique etc... En génie électrique des problèmes comme 
le comportement fréquentiel de relais ou le transfert d’impulsions peuvent être résolus par les 
séries de Fourier. La prédiction des marées est importante pour la navigation; puisque c’est un 
phénomène périodique, on utilise les séries de Fourier et on construit des instruments mécaniques, 
les prédicteurs de marée et les prédicteurs de niveau, pour chaque port important. De nos jours 
il est difficile de trouver une branche de la physique, des mathématiques, ou de la technologie 
dans laquelle les séries de Fourier ne sont pas utilisées. 


Séries trigonométriques 

oo 

Les séries de fonctions 27 f n (x) dont le terme général est 
n = o 

f n (x) = a n cos nx-\-b n sin nx, avec des coefficients a n et h„ 
constants, sont appelées des séries trigonométriques. Si cette 
série converge, dans un intervalle de longueur 2 n, alors 
puisque les fonctions trigonométriques sont périodiques, elle 
converge pour tout x et représente une fonction périodique 
f(x). Mais cette fonction n’est pas nécessairement conti¬ 
nue; en effet elle a souvent des discontinuités. Sur des 
intervalles de continuité distincts elle peut être décrite 21.3-1 Graphe d’une fonction représen- 
par des formules différentes (Fig.). Par contre, si la série table par sa série de Fourier 
converge uniformément , alors sa somme f{x) est continue. 

Dans ce cas il est possible d’établir une relation entre les coefficients a,„ b n et la fonction somme 
f(x). La multiplication de la série 



f(x) 


= 27 f„(x) = 27 (a n cos nx -\-b n sin nx) 

n =0 «=0 
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par les facteurs bornés cos px ou sin px , où p est un entier positif ou nul, conserve la convergence 
uniforme de telle sorte que l’on peut calculer 

2 n 2n 

J f(x) cos px djc et J/(jc) sin px djc 

0 0 

par intégration terme à terme de la série Z /„(*) cos px ou Z /„(*) sin px. Ces intégrations con¬ 
tiennent les intégrales sur l’intervalle (0, 2n) des fonctions cos nx cos px , sin nx cos px , cos nx sin px , 
sin nx sin px. On trouve par intégration par parties que ces intégrales sont nulles quand n^p; 
pour p—n on a 

2n 2 n 

j* cos 2 nx âx= J sm* nxàx = n pour /i>0, 

. 0 0 
Cl 2 n 2 n 

j* cos 2 nx âx=2n y J sin 2 fljcdjc=0 pour n = 0. 

o o 

A cause du comportement spécial du terme en //=0, il est convenu d’écrire la série trigonométri- 
que sous la forme suivante 

oo 

f(x)= 1 l 2 a 0 -\-Z (a n cos nx-\-b„ sin nx) 

" = 1 _ 

de telle sorte que 
les coefficients 
s’écrivent pour 
tout n^ 0: 

Séries de Fourier. On peut se demander quelles sont les fonctions /(jc) qui peuvent être re¬ 
présentées par une série trigonométrique. Si f(x) est intégrable, on peut déjà utiliser la formule 

oo 

d’Euler - Fourier pour calculer les nombres a n et b n et écrire la série formelle 1 /2 âr o+ Z (a n cosnx 
+ù„ sin «*). " =1 

On l’appelle la série de Fourier de /(jc), et a n et b n sont les coefficients de Fourier de la fonction 
f(x). Cependant, il peut arriver soit que la série de Fourier de /(jc) ne converge pas du tout, soit 
qu’elle converge, mais vers une somme différente de /(jc); cela est possible même si /(jc) est continue. 
Il est aussi concevable que f(x) ait des représentations par d’autres séries trigonométriques. 

Toutefois, si la série de Fourier d’une fonction continue /(jc) est uniformément convergente , 
alors sa somme est f(x) et f{x) n’a pas d’autre représentation par une série trigonométrique uni¬ 
formément convergente. Cette condition est seulement suffisante. Le problème de la recherche 
de conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une série de Fourier converge vers /(jc) n’est pas 
encore complètement résolu. 

Puisque les termes f n (x) de la série de Fourier sont des fonctions périodiques de période 2 n, 
la fonction somme a aussi 2 n pour période, et considérer la série de Fourier d’une fonction pério¬ 
dique de période 2 n a donc un sens. A partir d’une fonction de période 21 on peut obtenir 
une fonction de période 2 n en remplaçant la variable x par nx/l. Si l’on veut le développement 
de Fourier d’une fonction /(jc) définie sur un intervalle / de longueur 2 n, on prolonge cette 
fonction à l’extérieur de l’intervalle par périodicité, c’est à dire en posant f(x-\-2kJi)=f(x) t (x e /; 
k entier) de telle sorte que le prolongement, a pour période 2 n. 

Condition de Dirichlet. On connaît une seconde condition suffisante pour que la série de 
Fourier de /(jc) converge vers /(*); cette condition est due à Dirichlet (1805-1859); elle suffit 
pour les applications pratiques et couvre une vaste classe de fonctions contenant des fonctions 
du type décrit par la figure précédente; la fonction f(x ) peut, sans perte de généralité, être supposée 
périodique de période 2 n. 

Supposons que/(jt) soit une fonction périodique de période 2 n définie, bornée pour 0 <jc<2ic, 
et que l’on puisse diviser l’intervalle (0, 2n) en un nombre fini de sous-intervalles tels que dans 
chacun la fonction soit continue et monotone. Alors la série de Fourier de f(x) converge en tout 
point de continuité jc 0 vers /(jc 0 ), et en tout point de discontinuité jc* vers la valeur moyenne 
(l/2)|lim /(jt)-flim /(jc)J de ses limites à gauche et à droite. 

x— x— >x*+0 

En fait, si on impose aux points de “sauts” x* y c’est à dire aux points x * où 

lim f(x )^ lim f(x), que /(**) = (l/2)[ lim f(x)+ lim /(*)], 

x— >x* -0 x—x— >x # -0 x—>** +0 

alors la série de Fourier de f(x) converge vers f(x) en tout point du domaine de définition. La 
condition suivant laquelle l’intervalle (0, 2n) d’entre eux peut être divisé en un nombre fini de 
sous-intervalles tels que dans chacun d’entre eux /(jc) soit continue et monotone signifie que la 
fonction a seulement un nombre fini de discontinuités et d’extrema. 


Formule 

271 

— / /(jc) cos nx 6x, 

27t 

b n — — j J\x) sin nx d jc 

d’Euler - Fourier 

71 J 

71 J 


0 

0 
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Exemple: Pour /(a) définie par f{x)~ 1 pour 0<a< tt, 
/(a)= -1 pour n<x<2n , f(x+2Jc7i)=f(x) t k= ±1,±2, ±3, 
... Aux sauts on pose /(0)=/(fc7r)==0. La condition de Diri- 
chlet est évidemment vérifiée (Fig.). Les formules d’Euler- 
Fourier conduisent à a„ = 0, pour tout n, b 2n = 0 (n= 1,2,...), 
6 2 „+i = 4/[7r(2rt-fl)] si /!=0,1, 2, ... 


La série de Fourier est f(x) = — [sin x+ 
n L 

21.3-2 Fonction rectangulaire 


sin 3a t sin 5* , 
— I - ^-r * 



21.3-3 Séries de Fourier souvent utilisées 


r 

— 1 1 - 


1 

! 0 

1 1 

1 1 

1 1 


■> : 

1 1 


-c 

* c / 2n \» 

2n-c 2n*c 


1. Impulsion rectangulaire de première espèce: 
4 a 


/(*)= 


cos b , cos 3 b . _ 

•sinxH- r — * stn 3a I 


cos 5 b 


n L 1 ” ' 3 

2. Impulsion rectangulaire de seconde espèce: 
-, . 2a [ c sin c , sin 2c 

m= ir\T + — ' cosx+ — 


cos 2a 


• sin 5x + 


sin 3c 




cos 3a + • 




-s 


]T ^ 



3. Courbe rectangulaire: /(tt/2) =/(3tï/2) = 

4. Courbe en dents de scie: f(0)=f(2n) = 


4a T 

= 0 ,/(a) = — [cosa- 
2a T 

=0, f(x) = — [ 


cos 3* t cos 5 a: 
1 h ~~5 
, sin 2 a , sin 3a 




- + 


6. Impulsion triangulaire: 

2a f 1 -( 

n 2 L 1 


- + • 
+ * 





2n-c 2n 2n*c 


.. . ac , 2a fl— cosc , 1—cos 2c _ . 1—cos 3c 

/W= 2^ + rfl - iF~ COSJC+ - T? -cos2^+-32- cos 3 jc+ ' ‘ ' J- 
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y 

7 -jl 

v./\. . t 


-f 

j Jl 2n x 

ç * h 2n x 


7. Courant alternatif redressé dans un sens, demi-ondes d'un cosinus: 

ci P 7i 2 2 2 i 

f(x) = — I 1 + y • cos a: + • cos 2x —j^ycos 4x + yy • cos 6x -h • • • . 

8. Courant alternatif redressé dans les deux sens: 

f(x)= Icosjfl, f(x) = y £l+ • cos 2x -* cos 4x + -yy- • cos 6x -h ••• J. 

Analyse harmonique et synthèse harmonique 

Analyse harmonique. Il s’agit de la détermination des coefficients de Fouricr a 0 , a lf a 2 , .... 
b l9 b 2 , ... En technologie on l’utilise fréquemment pour analyser les phénomènes périodiques. 
Une oscillation est décomposée, par l’analyse harmonique, en une somme d’oscillations sinusoï¬ 
dales (ou harmoniques) et une partie constante. En plus de l’oscillation fondamentale inter¬ 
viennent les “harmoniques” dont les fréquences sont deux fois, trois fois, etc... la fréquence 
fondamentale. D’habitude la phase d’un harmonique est définie par comparaison avec l’oscillation 
fondamentale. On peut toujours poser a n cos nx-\-b„ sin nx=c„ cos (nx—x„); ce qui conduit à 
a n = c n cosx n , et 6 w = c n sin.x n et donc c„ = y'M+6;S), x n =sirctg(bja n ). 

Le calcul des coefficients de Fourier pour la courbe rectangulaire est un exemple d’analyse 
harmonique. 

La détermination des coefficients de Fouricr se simplifie beaucoup si l’on peut utiliser certaines 
symétries de la fonction f(x): 

Dans la série de Fourier d'une fonction paire f(x) =f( — x) tous les termes en sinus sont nuis, 
c.a.d. b „—0 pour tout n. Pour une fonction impaire f(x)= —/( — x) tous les termes en cosinus sont 
nuis, c.a.d. a„ — 0 pour tout n (y compris a 0 ). Pour une fonction telle que f(x\- 7t)= —f(x), le terme 
constant est a 0 =0, et seuls les coefficients d'indices impairs interviennent (a 2 = = * • • = b 2 = 

= 6 4 = • • • = 0 ). 

Si l’on cherche la meilleure approximation possible d’une fonction périodique /( x) par une 

n 

somme finie <I> n (x) de sinus et de cosinus, <P„(x)=2 7 ( aj cos jx+bj sin jx), on choisit, par analogie 

J = 0 2n 

avec la méthode des moindres carrés, l’intégrale J lf(x) — 0 n (x)] 2 dx comme mesure de la 

0 

différence /( x) — 0 n (x). Elle atteint son minimum quand les aj et bj sont les coefficients de Fourier 
de f(x). Ceci est une propriété importante des coefficients de Fourier. 

Synthèse harmonique. C’est le processus inverse de l’analyse harmonique: on additionne des 
oscillations sinusoïdales ‘pures’, cela fournit une oscillation résultante. La figure ci-dessous montre 
les trois premiers termes de la série de Fouricr de la courbe rectangulaire et leur somme y comparées 
avec la courbe originale y R . 


21.3-4 Représentation 
graphique de la synthèse 
harmonique d’une 
fonction rectangulaire 
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Calcul approché des coefficients de Fourier. En pratique les fonctions à développer en série 
de Fourier sont rarement données sous forme analytique. Ce sont plutôt en général des courbes 
tracées par un instrument de mesure comme le diagramme de la force tangentielle appliquée 
à un piston, le diagramme de la distribution de pression dans une pompe, l’enregistrement 
d’oscillations mécaniques ou électriques etc. Dans ces cas aussi l’analyse de Fourier est possible: 
les intégrales des formules d’Euler-Fourier sont alors calculées approximativement; à cet effet 
l’intervalle de définition est divisé en un grand nombre 2m de sous-intervalles égaux (Fig.); 
il est avantageux de choisir pour le nombre un multiple de 4 ou, mieux encore, les valeurs 
12, 24, 36, 72, ... car une telle division permet d’utiliser les propriétés de symétrie du sinus 
et du cosinus et de simplifier ainsi les calculs; on définit un système de coordonnées puis on 
mesure les valeurs de la fonction en x 0t x ly x 2t ...» x 2m -i ; on note y 0 , y ly y 2y ..., y 2m ces valeurs ; 
alors 



Si l’on choisit 2m = 24, on obtient les 24 coefficients a Qy a ly a 2t ..., a l2y b lt b 2t ..., b n ; la 
h 

fonction obtenue fl 0 -f S (a n cos nx-\-b„ sin nx)+a l2 cos 12 x—f(x) prend les valeurs f(x t )=yi 

n= 1 

aux points *<(/ = (), 1, ..., 23). 

Les calculs numériques en analyse harmonique sont considérables; avec une machine à cal¬ 
culer électrique et par des techniques spéciales un opérateur entraîné peut mener à bien une 
analyse harmonique sur 12 points en une demi-heure environ, sur 24 points en deux heures 
environ, sur 36 points en six heures, et 16 heures pour 72 points. Si l’on n’utilise pas de techni¬ 
que spéciale il faut pour 72 points faire environ 5 000 produits que l’on combine ensuite en 
72 sommes; un ordinateur de puissance moyenne ferait les calculs pour 36 points en 2 minutes 
environ; le temps d’impression des résultats est généralement plus grand que le temps de calcul. 

Analyseurs harmoniques. Le nombre important de calculs nécessaires à l’analyse de Fourier 
des courbes a conduit au développement d’outils mécaniques. On les utilise comme des pla- 
nimètres: lorsque la courbe est suivie par un stylet mobile, la valeur d’un coefficient de Fourier 
(ou une valeur proportionnelle) est calculée par un mécanisme; ces instruments sont appelés 
des analyseurs harmoniques. 

Transformation de Fourier rapide. Au cours de ces dix dernières années on a vu se dévelop¬ 
per une méthode d’Analysc de Fourier extrêmement performante, basée sur certaines propriétés 
de la fonction c ix (i=\/ — 1 ). Cette méthode dite Transformation de Fourier rapide (Fast Fourier 
Transform en terminologie anglo-saxone) permet de calculer rapidement les coefficients a„ et b n 
pour des valeurs très élevées de n (plusieurs centaines de milliers). On a même construit des 
ordinateurs spécialisés à la mise en oeuvre de cette méthode. 
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De nombreuses questions d’analyse supérieure présupposent connues les équations différen¬ 
tielles ordinaires; par exemple les problèmes de la théorie du potentiel, du calcul des variations, 
de la physique théorique et des équations aux dérivées partielles (voir Chapitre 37). A partir 
de tout cela, un large champ d’applications s’ouvre pour les équations différentielles ordinaires; 
par exemple le calcul des oscillations d’un pendule, des trajectoires de satellites, de la charge 
d’une aile portante ou d’un barrage, la simulation de tremblements de terre, de propagation 
de la chaleur, de réactions chimiques ou nucléaires aussi bien que des calculs en génie électri¬ 
que et en construction navale. Nous étudierons ici uniquement les équations assocciées à des 
fonctions réelles à variables réelles, et, en sacrifiant éventuellement la rigueur mathématique, 
nous décrirons des méthodes de résolution utilisées fréquemment en pratique. Nous commen¬ 
cerons cette étude par un certain nombre de considérations d’ordre général. 


22.1. Considérations préliminaires 

Concepts de base 

Equation différentielle. Si une relation existe entre une fonction de une ou plusieurs variables 
et ses dérivées sous la forme d’une équation contenant aussi éventuellement les variables alors 
on parle d’une équation différentielle. Toute solution de l’équation différentielle est appelée une 

/ dy \ 2 

solution ou intégrale ; par exemple l’équation différentielle l J +y 2=z 1 a pour solution .y=sinjc, 

puisqu’en remplaçant nous obtenons l’identité cos 2 ;c-fsin 2 jc= 1 vraie pour tout x. A l’inverse, 
à partir de la fonction z=f(x , y), par exemple zj=xy 9 on peut construire une équation différen¬ 
ce dz 

tielle ayant z = f(x, y) pour solution: dans ce cas particulier, on a = y, — x et par 

conséquent z — xy vérifie (entre autres) y + x = x 2 + y 2 . 

Si les fonctions considérées dans l’équation différentielle sont des fonctions d’une variable 
seulement alors on parle d’équation différentielle ordinaire; par exemple 
d y d 2 v 

= cos *> +y 2 =3xy, y 3 -y'xy=0. 

Par contre si les fonctions considérées dépendent de plusieurs variables, et si par conséquent 
des dérivées partielles interviennent, on parle alors d'équations aux dérivées partielles ; par exemple 
d 2 z dz ^ d 2 z d 2 z . dz 

+ -w =4xy 


WTy + ' z ^ = 0 C ‘ 


a x 2 1 df dx ’ 

on cherche ici des fonctions z=/(;c, y) de jc et y. Nous ne traiterons ici que les équations diffé¬ 
rentielles ordinaires. 

Ordre et degré d’une équation différentielle. L’ordre d’une équation différentielle est défini comme 
le plus grand ordre de dérivation contenu dans l’équation. Une équation différentielle du w-ième 
ordre peut s’écrire sous la forme F(x, y, ÿ, y\ ..., ,y ( " ) ) = 0, où F est une fonction des argu¬ 
ments entre parenthèses. En particulier, 
y — f(x 9 y) est l'équation différentielle gé¬ 
nérale explicite du premier ordre et F(x, y, 
y) = 0 l'équation générale implicite. Si F 
est une fonction polynomiale des argu¬ 
ments y, y' f ...,y <n) t son degré est aussi 
celui de l’équation différentielle; la dé¬ 
pendance en x ne joue aucun rôle dans 
cette définition; par contre dans le cas de 

l’équation différentielle ÿ = x + sin y on ne peut pas parler de degré. 
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Equation différentialle 

Ordre 

Degré 

ÿ = x + sin y 

1 

— 

y' 2 = jc sin jc 

1 

2 

/' = 3jc 2 .y 

2 

1 

y" + 3 y' + y cos jc = sin jc 

2 

1 

/'>" = y 

3 

2 
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Les équations différentielles du premier degré , ou équations différentielles linéaires , sont parti¬ 
culièrement importantes pour les applications. Dans ces équations, la fonction inconnue et ses 
dérivées interviennent seulement à la puissance première sans se multiplier l’une et l’autre; par 
conséquent, l’équation différentielle linéaire générale du /z-ième ordre a la forme f+f 0 y+f x y + 
f 2 y"-\ -h/ n y n) = 0 ou /,/ 0 ,/i, ...,/n sont des fonctions données de x. 

Intégrale d’une équation différentielle. Si l’équation F(x, y, ÿ, ...,/" ) ) = 0 devient après sub¬ 
stitution d’une fonction y=y(x) et de ses dérivées une identité en x , vraie pour tout * d’un 
intervalle, alors y = (p(x) est appelée solution ou intégrale ; le processus d’obtention de cette solution 
est appelé intégration , et le graphe de y=<p(x ) dans le plan x, y est une courbe intégrale. Sou¬ 
vent les solutions ne sont pas des fonctions élémentaires ni mêmes des expressions qui en dé¬ 
pendent. En fait, certaines fonctions non-élémentaires, importantes pour leurs applications sont 
précisément définies comme les solutions d’équations différentielles spéciales: par exemple, en 
recherchant la force d’attraction d’un ellipsoïde en un point extérieur,. Legendre aboutit à une 
équation différentielle dont les solutions sont désormais appelées les polynômes de Legendre. Au 
lieu d’étudier la solution complète il est souvent suffisant de déterminer les propriétés analy¬ 
tiques d’une solution au voisinage d’un point x 0 , de chercher la forme des courbes intégrales 
et l’unicité de la solution entre autres questions. Enfin les théorèmes d'existence traitent des 
propriétés d’une équation différentielle à partir desquelles on peut conclure avec certitude à 
l’existence d’une solution au moins. 

Sur les diverses intégrales des équations différentielles. On distingue l 'intégrale générale des 
intégrales particulières et singulières. La nature de la solution peut être résumée de manière assez 
schématique comme suit: 

L’intégrale générale d’une équation différentielle du n-icme ordre contient exactement n con¬ 
stantes arbitraires C v C 2 , .. C n ; la connaissance de ces constantes la détermine exactement. 

Par exemple, en calcul intégral on obtient l’intégrale y= J /(x) d*+C comme solution de l’équa¬ 
tion différentielle y — f(x). Si l’on donne à Q, C 2 , des valeurs fixées quelconques, on 

obtient une intégrale particulière. Par conséquent les intégrales particulières sont en quelque 
sorte contenues dans l’intégrale générale. 

Exemple: L’équation différentielle y' 2 -\-y 2 = 1 a pour intégrale générale ^=sin (i+C). Pour 
C—n!2 on obtient l’intégrale particulière ^=sin (x+ti/2) = cos x. On vérifie facilement que 
c’est une solution en remplaçant y par cos x dans l’équation différentielle. 

Une équation différentielle peut posséder, en plus des intégrales générales et particulières, des 
intégrales singulières , qui correspondent généralement à certaines discontinuités de l’équation. Les 
intégrales singulières ne peuvent pas être obtenues à partir de l’intégrale générale en fixant lés 
constantes; par exemple l’équation différentielle précédente ÿ 2 -\-y 2 = 1 admet pour intégrale 
singulière ^ = ±1 comme on peut le voir en remplaçant y par il dans l’équation. 

Exemple: L’équation différentielle du second ordre y"-{-y = 0 a pour intégrale générale y— 
C x sin jH-C 2 cos x. Par un choix convenable des constantes C x et C 2 on obtient les solutions parti¬ 
culières j>=0, .y=cos x, y — 2 cos jc, .y=sinjt, y—ns\nx. Il n’existe pas d’intégrale singulière. 


Equations différentielles et géométrie 

Champ des directions d’une équation différentielle du premier ordre. Sous sa forme impli¬ 
cite F(x, y, y)=0 ou, mieux encore, sous sa forme explicite y >: =f(x y y), une équation différen¬ 
tielle du premier ordre fait correspondre à tout point du plan x , y pour lequel f(x , y) est définie 
une valeur p=y'=f(x, y) de la dérivée de la fonction cherchée y(x); p est donc la pente de 
tangente à la courbe représentative de >>(*)• Le champ des directions de l’équation différentielle 
est défini à partir de cette correspondance. Le triplet (x, y, p) est appelé un élément de contact ; 
le point (jc, y) est son origine. Si, à partir du champ des directions, on indique la direction de 
la tangente par un petit trait en un nombre suffisant de points, on a alors une bonne idée 
des courbes intégrales (Fig.). Du point de vue géométrique, le problème de l’intégration de 
l’équation différentielle du premier ordre consiste à trouver toutes les courbes correspondant au 
champ des directions, c’est à dire qui ont une tangente donnée en tout point du domaine de 
définition de la fonction /( x, y). 

Equations différentielles et familles de courbes. Le résultat précédent, suivant lequel la so¬ 
lution d’une équation différentielle du premier ordre contient une constante arbitraire, s’inter- 
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prête géométriquement: la solution consiste en une famille de courbes à un paramètre. La réci¬ 
proque est vraie également: une famille de courbes à un paramètre y=w(x, C) peut être assocciée 



22.1-1 Champ des directions de l'équation 
différentielle y = y!x 



22.1-2 Champ des directions de l'équation 
différentielle y=—xly 


à une équation différentielle du premier ordre: il suffit pour cela d’éliminer C du système d’équa- 
tion y=<p(x, C), — =<p'(x, C). 


Exemple: La famille des droites passant par l’origine a pour équation y—Cx . Alors y=C. 
D’où nous tirons l’équation différentielle y—yx ou y —y\x (voir fig. 22.1-1). 

Une famille de courbes à n paramètres peut être représentée analytiquement par une équation 
différentielle du /i-ième ordre. Inversement la solution générale d’une équation différentielle du 
n-ième ordre est une famille de courbes à n paramètres. 



22.1- 3 Champ des directions de l’équation 
différentielle ÿ—x 

22.1- 4 Champ des directions de l’équation 
différentielle ÿ=x+y 



La seconde partie de ce théorème est une conséquence immédiate de la nature de l’intégrale 
générale d’une équation différentielle du /i-ième ordre. Réciproquement nous pouvons trouver, 
à partir de l’équation d’une famille de courbes à n paramètres, l’équation différentielle qui lui 
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correspond: il suffit de dériver l’équation de la famille de courbes autant de fois que nécessaire 
pour éliminer les paramètres. 

Exemple 1: y=C t x-\-C 2 est l’équation à deux paramètres de la famille des droites du plan 
non parallèles à l’aXe des y. En dérivant deux foison a /' = 0; l’élimination des constantes 
est d’ores et déjà faite. L’équation différentielle obtenue signifie que les solutions ont des 
graphes de courbure nulles; il s’agit donc bien de droites. 

Exemple 2: La famille des cercles de rayon fixé a , a pour équation (x— C^+iy— C 2 ) 2 —a 2 . 
En dérivant nous obtenons x — C 1 -{-(y—C 2 ) y = 0, et en dérivant à nouveau 1 +y' 2 -\-(y — C 2 ) y" 
= 0 d’où nous tirons C 2 =(l//') (1 -\-ÿ 2 +yy'') et C x = x -(1 -f/ 2 ) (///') ce qui donne, en 
remplaçant dans l’équation initiale, /' 2 a 2 = (l +/ 2 ) 3 . 

Toutes les courbes de la famille considérée sont des solutions de l’équation différentielle obtenue; 
cependant il peut fort bien arriver que les solutions de l’équation différentielle contiennent des 
courbes supplémentaires n’appartenant pas à la famille initiale; par exemple la famille des cour¬ 
bes d’équations y= C x x-\-C 2y Ci>0 formée des droites de pente positive conduit à l’équation 
différentielle y” — 0; mais les solutions de cette équation différentielle sont formées non seulement 
des droites de pente positive mais aussi des droites de pente négative ou nulle. 

Solutions singulières, enveloppes de familles de courbes. La famille des cercles de rayon 1 
centrés sur Taxe des x y d’équation y 2 -\-{x — C) 2 = 1 satisfait à l’équation différentielle .y 2 y 2 -|- 
y 2 — 1=0, puisque yÿ -\-x-C— 0 d’où C=x~hyy' (Fig.). Cette équation est aussi satisfaite par 




22.1-5 La famille des cercles de rayon 
centrés sur l’axe des x 


22.1-6 Solution composite en accord avec le champ des 
directions de l’équation différentielle y*ÿ*-\-y*— 1 = 0 


les fonctions y=\ et y— — 1, qui ne sont pas contenues dans l’équation générale (a: — C) 2 +y 2 = 1 , 
et sont des solutions singulières. Géométriquement leurs graphes sont tangents à la famille de 
cercles , tout en n’y appartenant pas. On peut ainsi construire d’autres courbes solutions qui 
suivent le champ des directions: nous avons représenté en rouge une de ces courbes (il en 
existe une infinité). 

Famille des tangentes à la parabole y—x 2 (Fig.)..L’équa¬ 
tion de la tangente à la parabole y—x 2 au point (x 0 , ^ 0 ) 
est y-\-y 0 = 2xx 0 . Puisque y 0 =x^ et que x 0 peut être con¬ 
sidéré comme un paramètre C, on obtient l’équation 
y—2Cx—C 2 pour la famille de tangentes. Des relations 
/*=2C, soit C—y\ 2, et y = 2Cx—C 2 nous tirons l’équa¬ 
tion différentielle delà famille y—xy-y 2 ! 4. L’enveloppe 
de la famille de tangentes, qui touche toutes les droites de 
la famille est évidemment la parabole y=x 2 elle-même. 
Bien que n’étant pas contenue dans la famille de courbes 
d’équation générale y=2Cx—C 2 y elle en vérifie l’équation 
différentielle y=xy— y 2 \4 et est la solution singulière. 



L’enveloppe d’une famille de courbes est toujours une 
solution de l’équation différentielle de cette famille. 

y i 



22.1-7 Famille des tangentes à la para¬ 
bole y—x 1 


0 X 

22.1-8 Famille de cycloïdes. La droite y=0 n’en est pas 
l’enveloppe. 
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On construit à partir de cette propriété une méthode (dont nous ne donnerons pas la justi¬ 
fication) pour trouver l’enveloppe, si elle existe, d’une famille de courbes à un paramètre. Si 
l’on connaît la solution générale #(jc, y, C) = 0 de l’équation différentielle correspondant à la 


famille, on élimine le paramètre C à partir de d>(x, y , C)=0 et 


MHx,y,C) 

dC 


= 0 (obtenue par 



22.1-9 Courbes solutions de l'équation différentielle 
(x+y)y'+x—y=* 0 obtenues par la méthode des isoclines 


dérivation par rapport à C); quelque¬ 
fois cette procédure fournit en plus 
de l’enveloppe d’autres courbes qui 
possèdent aussi une propriété géomé¬ 
trique remarquable vis à vis de la 
famille de courbes; on obtient par 
exemple le lieu des points de rebrous¬ 
sement de la famille des cycloïdes 
(Fig.) ou encore le lieu d’un point 
double lorsque chacune des courbes 
en a un. 

Isoclines, trajectoires orthogonales. 
Les points du champ des directions 
d’une équation différentielle du pre¬ 
mier ordre qui correspondent à la même 
direction forment une courbe appelée 
isocline. L’équation d’une isocline 
s’obtient par remplacement de y par 
une constante a dans l’équation / = 
f(x, y). Il est possible à partir des 
isoclines de construire le champ des 
directions et d’en déduire les courbes 
solutions de l’équation différentielle; 
par exemple les isoclines y—a de 
l’équation différentielle (x-\-ÿ) y -\-x—y 
=0 satisfont les équations y—x pour 
a— 0 , x=0 pour a— 1 , y= —x pour 
a= oo et y=0 pour a— — 1. Les cour¬ 
bes solutions forment un tourbillon ou 
vortex (Fig.). 



En géométrie et surtout en physique on se pose sou¬ 
vent le problème de la recherche de la famille des tra¬ 
jectoires orthogonales à une famille donnée de courbes: 
il s’agit des courbes qui coupent à angle droit toutes 
les courbes de la première famille; les lignes de force 
d’un dipôle magnétique ou électrique forment la famille 
des courbes qui coupent à angle droit les lignes équi- 
potentielles (Fig.); du point de vue analytique, on obtient 
l’équation différentielle des trajectoires orthogonales en 
remplaçant y par —1// dans l’équation différentielle 
ÿ=f(x>y) de la famille donnée de courbes; on utilise 
ici le fait que le produit des pentes de deux courbes 
orthogonales est —1 (en leur point d’intersection). 


22.1-10 Lignes de force d’un dipôle; elles coupent à angle droit les équipotcntiellcs. Chacune des deux 
familles de courbes est formée des trajectoires orthogonales à l’autre. 


Exemple: Les trajectoires orthogonales de la famille de paraboles y 2 = —2(je-f-C), dont l’équa¬ 
tion différentielle est yy = — 1, satisfont à l'équation différentielle y —y qui admet pour solu¬ 
tion générale y=Ce*. Par conséquent la famille des courbes exponentielles est la famille des 
trajectoires orthogonales de la famille de paraboles et vice-versa. 
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22. Equations différentielles ordinaires 
22.2. Equations élémentairement intégrables 


Nous dirons qu’une équation différentielle est élémentairement intégrable si sa solution géné¬ 
rale peut s’obtenir par des intégrations ordinaires (quadratures) comme une combinaison d’un 
nombre fini de fonctions élémentaires; cela n’est possible que pour certains types d’équations 
différentielles qui interviennent souvent dans les applications. Le problème de l’existence de solu¬ 
tions est alors résolu en les explicitant tout simplement, et pour cela on utilise les procédés 
développés dans ce paragraphe. 


Cas spéciaux d’cquations du premier ordre élémentairement intégrables 


L’équation différentielle implicite générale du premier ordre F(x y y y /) = 0 peut être résolue en 


y au voisinage d’un point (jc 0 , y 0 , y' 0 ) par le théorème des fonctions implicites si on a 
en ce point; on obtient alors la forme explicite y =f(x y y). 


dy 


Equation différentielles du type ÿ=g(x). Dans ce type d’équation différentielle le second mem¬ 
bre dépend uniquement de x. Si g(x) est intégrable sur l’intervalle ouvert ]a , b[ y ce qui est le 
cas par exemple si cette fonction est continue sur l’intervalle fermé, alors pour tout point £ 
fixé de l’intervalle | a y b[ les fonctions 



22.2-1 Champ des directions de l’cquation 
différentielles y' = l/y 


y= S S(t) d t + C, a<x<b, 

< 

satisfont à l’équation y=g(x) quelque soit la 
constante C. Le calcul intégral montre que ce 
sont les seules fonctions à y satisfaire; la fonction 
y représente donc la solution générale. 


Equation différentielle du type y=h(y). Si la 
fonction //(y), qui dépend uniquement de y , est 
continue pour c<y<cl et ne s’annule pas sur 
cet intervalle ouvert, on peut se ramener au cas 
précédent: en effet si y=y(x) est une solution 
de l’équation différentielle y =h(y) y alors la fonc¬ 
tion réciproque x=y>(y) satisfait à l’équation 


Y>' = 


dje 


h(ÿ) 


la fonction x=y>(y) est don¬ 


née alors par l’intégrale jc= 


X 


77—- dv sur un 

h(y) 


intervalle qui correspond à l’intervalle Je, d[; on 
en déduit y=y(x). 


Exemple: L’équation différentielle y—\jy a une solution dans l’intervalle 0 <c<y<d y puis¬ 
que h(y)=\/y satisfait aux conditions précédentes. Ses isoclines sont des droites parallèles à 


l’axe des x. La courbe intégrale de l’équation — =y qui passe par le point (£, rj), avec 

rj> 0, définie dans la bande {— oocjcC- foo ; c<y<d] s’obtient en résolvant en y pour y>0 
dans jc=£+ J y ày=Ç-F 1 l 2 (ÿ*-r) 2 ). On obtient alors y=\/[ri 2 +2(x— £)] pour x>Ç—rj 2 l2. 


y 

Comme on pouvait le deviner à partir du champ des directions, les courbes intégrales sont 
des paraboles (Fig.). 


Equations différentielles à variables séparables. Dans les équations différentielles / = e x sin^, 
ÿ =y/x 9 y = (y 4* 1 )/(x — 1 ), le second membre dépend des deux variables x et y mais d’une façon 
particulière; en effet, c’est le produit de deux fonctions dont l’une, g(x) y dépend seulement de 
x y et l’autre, //(y), dépend seulement de y. Cela n’est pas toujours le cas comme le montrent les 
exemples y' = sin (xy) et ÿ—x-\-y. Si le second membre de l’équation différentielle y —f{x y y) 
peut s’écrire sous la forme d’un produit g(x)-h(y)> on dit que les variables sont séparables ; si 
tel est le cas, l’équation différentielle y =g(x) h(y) se résoud aisément si #(jc) et h(y) sont des 
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fonctions continues et si h(y) est différent de zéro en tout point d’un intervalle Je, d[. A partir 
d v 

de ^ =#(*) Kÿ) on tire d y/h(y)=g(x) dx, et en intégrant 
l<\yth(y)= dx+C; 

on en déduit la solution générale dans c<y<d en résolvant en y. 


Exemple 1: y ——y\x pour x>0, >>>0. 
Nous avons donc g(x)= — \/x et h(y)=y ; 
nous obtenons 

Jd y/y = -jdx/x+C, 

Log Log x=C, 

Log xy = C, 

xy =e c = c. 

Les courbes intégrales sont des hyperboles 

22.2-2 Décroissance de la pression atmosphérique 
en fonction de l’altitude (en km) 



Exemple 2: La pression atmosphérique p varie avec l’altitude h (Fig.); pour une augmen¬ 
tation d h de l’altitude, la pression varie de dp= — Qg dh, où q est la densité de l’atmosphère 
et g l’accélération de la pesanteur. D’après la loi de Boyle le quotient Qlp—QolPo — a est 
constant et par conséquent 

dp=-pagdh, j* dp/p = - f ag d/H C, 

Log p= -agh + C. 


Pour h = 0 la pression atmosphérique est p 0 (pression au niveau de la mer), d’où C=Log/; () . 
b(pus obtenons donc Log (plp {) )= —agh ou encore p=p Q c~ aah =p 0 Q~Qooh/p a , La pression décroît 
exponentiellement lorsque l’altitude augmente; en supposant la température atmosphérique 
constante, la pression est divisée par deux à l’altitude 5,54 km. 

Equation différentielle homogène. On dit qu’une équation différentielle y'=f(x t y) est homo- 

(y/x — lVx 

gène si f(x, y) est une fonction (p(y/x ) du quotient y/x ; par exemple y =sin ( y/x ), y — - 

et / = —x 2 /y 2 . Pour résoudre l’équation y=(p(ylx) on y introduit une nouvelle variable t=y/x ; 
alors y=tx y y = ~ = /'jc-L/; on aboutit à l’équation différentielle t'x I t—(p{t) ou encore ^ = 

—--—-, dans laquelle les variables sont séparables; la solution générale est 

/ÿfc = LogJC+c 

En résolvant en t on obtient / = /(*) d’où l’on déduit la solution cherchée y=y(x). Cette méthode 
tombe en défaut si le dénominateur ((p{t) — t) de l’intégrande est nul ; notons toutefois que pour 
(p(t) = t la séparation des variables .est possible directement. 


Formule de la pression 
en fonction de la hauteur 

p = p Q C~ü^ h IPo 


Exemple: On cherche les courbes y(x) dont les rayons vecteurs font 
un angle a avec les tangentes à leur extrémité. On choisit un vecteur 
qui fait l’angle cp avec l’axe des x\ à son intersection avec la courbe 
cherchée y(x ), la pente de la tangente à la courbe est 

y=tg {<p+a)= tëyHg - ^ -- - 


a -F (y/x) 


1 — tg (p tg a 1 -( y/x) tg a ’ 

en posant tg a=a, on obtient l’équation différentielle / = j _ 'à'(yjxÿ C,U * 

est homogène et a pour solution y(x ) définie par (2/a) arctg (y/x) + C= 
Log (x 2 +y 2 ). 

En coordonnées polaires, r='\/(x 2 -[-y 2 )y (p= arctg {y/x) y la solution a 
pour équation y=a Log r— (a/2)- C ou r =e Wfl+c/2 . 

Les courbes cherchées sont des spirales logarithmiques (Fig.). 



22.2-3 Calcul de l'équation d’une spirale équiangulairc 
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Equation différentielle linéaire y' +p(x)y +q(x)=0. Dans cette équation p(x) et q(x) sont des 
fonctions de x supposées continues. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogène si 


dv 

q(x) = 0. On peut alors la résoudre par séparation des variables: de — + p(x) y =0 on déduit 


Log y= — J />(*) dx + C, d’où y=Ce~$ p(x) dx . Pour en déduire la solution de l’équation diffé¬ 
rentielle non-homogène initiale y-\-p(x) y+q(x)=0> on utilise la méthode de variation de la 
constante due à Lagrange. On considère C non plus comme une constante mais comme une 
fonction de x: C=C(x). De y=C(x)e~$ p(x) dx -C(x) ip(x) on déduit y' = C'(x) y>(x)-\-C(x) y>’(x)> 
et en remplaçant dans l’équation non homogène 
C'xp + q + C[y/ +py>\ = 0. 

L’expression entre crochets est nulle puisque y> est une solution de l’équation homogène. Donc 
on obtient l’équation différentielle C'(x) y)(x)+q(x) = 0 qui permet de déterminer C{x) : C(x) — 
C,- f q(x)eS’ M dx. 


Solution generale de l’équation différentielle linéaire 

y=e l' w q{x) eH" dx] 

/ +p(x) y 1 <?(x)=0 



11 faut retenir non pas la formule finale mais plutôt la méthode: construction de l’équation 
homogène, séparation des variables, variation de la constante. 


Exemple: xÿ — y=x 2 cos x y ou encore /— y/x — x cos x = 0; x^O. L’équation homo¬ 
gène y —(\lx)y=0 a pour solution y=Cx\ la variation de la constante donne y' = C'(x) x+C(x) 


d’où en remplaçant dans l’équation 
C'(x) x -f C(jc) - C(x) — x cos x =0 
C\x) — cos x =0 

C(x) =sinjc-|-C 1 


La solution générale est donc 
y—x sin x~\-C x x comme on peut le véri¬ 
fier par subtitution. 


L’équation différentielle de Bernouilli y' f p{x) y+q(x) ^" = 0. Cette équation porte le nom des 
frères Jacques et Jean Bernouilli qui l’étudièrent en 1695 et 1697 en même temps que Leibniz. 
Pour /z = 0 cette équation différentielle est linéaire; pour «= 1 les variables sont séparables; nous 
supposons donc que n ^0 et 1; nous supposons aussi que y^= 0, par exemple y>0; nous 
supposons enfin que les fonctions p(x) et q(x) sont continues dans un intervalle a<x<b. Les 
équations suivantes sont de ce type: 
y — C* 2 +1) y—y 2 = 0 avec n = 2, p(x) = — jc 2 — 1, q(x) = — 1 

ou xÿ —y* Log jc-h> ; =0 avec /i = 3, />(*)= 1/*, q(x)= —(Log x)/x. 

Pour résoudre l’équation on introduit une nouvelle fonction z=z( x). Par le changement de 
fonction y=z lln ~ n) on obtient 
/= 1/(1 

En remplaçant dans l’équation différentielle initiale, on obtient une équation différentielle, linéaire 
en z: 

z +0 -ri) p(x) z+( 1 -n) q(x)= 0; 

on en déduit la solution générale z(x) puis la solution y=y(x) de l’équation initiale. 

Exemple: Dans l’équation / — 4y/x— *\/V=0 on a n= 1/2, x^0, ^>0. On fait le changement 
de variable < y=z 1/(1 ~ 1/2> = z 2 d’où / = 2zz' et on obtient l’équation z' — (2z)/x — x/2 = 0 qui a 
pour solution générale z—x 2 [ l l 2 Log x \-C]; l’intégrale de l’équation initiale est donc 
y~ 2 2 —x^\^! 2 Log x~\~C] 2 . 


Intégration d’une équation différentielle du premier ordre quelconque 

Toute équation différentielle du premier ordre peut être intégrée si les fonctions qu’elle con¬ 
tient satisfont à certaines conditions (portant par exemple sur la continuité) qui sont précisées 
dans les théorèmes d’existence. Nous supposerons que toutes les opérations à effectuer dans 
ce paragraphe, comme la recherche d’une fonction donnée sous forme implicite, la dérivation, 
l’intégration ou le calcul de la fonction réciproque, etc., sont possibles. 

Equation différentielle exacte. L’équation différentielle explicite du premier ordre ÿ = /(*, y) 
peut s’écrire sous la forme ÿ ——h (x, y)lg(x, y) ou encore, pour éviter le quotient, sous la forme 
y'g(x, y)-\-h(x, y) = 0. 
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Si le premier membre est exactement la dérivée d’une fonction F(x , y) y c’est à dire si ÿg{x , y) + 
h(x y y) = .y), on dit que l’équation différentielle est exacte. L’équation peut dans ce cas 

être intégrée facilement: de l’égalité ~ F(x y y)= 0 il découle F(x y y)—C y et l’intégrale générale 

d dF(x y) dF(x y) 

y=y(x y C) est obtenue en résolvant en y; si h(x , jy)+£(.*, y) /= — F(x 3 y) = —--1- 

est une dérivée, alors on a nécessairement 

dF .. dF . , 

— =h(x,y) et ^=g(x,y). 


Condition 

dh dg 

d’intégrabilité 

dy dx 


8 2 F 

A P artir dc Wy 


d*F 


dy dx 

que l’équation y'g(x y y)+h(x y y) = 0 soit exacte. 


on obtient la condition d'intêgrabilité , nécessaire et suffisante pour 


Exemple: On considère l’équation y(6xy-\-x 2 +3)-\-3y 2 -\-2xy-}-2x=0. On a donc ici g(x y y ) = 

6xy+x 2 -\-3 et =6y+2x; h(x y y) = 3y 2 +2xy+2x t = 6y-f2x. Puisque = 4“ , 

cbr #y dx dy ’ 

l’équation différentielle est exacte. 


Méthode de résolution. Etant donnée une équation différentielle yg(x y y)-\-h(x y y)=0, on cher¬ 
che d’abord, à l’aide de la condition d^intègrabilité y si elle est exacte; si tel est le cas, alors la 
fonction correspondante F(x y y) existe; en résolvant en y l’équation F(x y y) = C on obtient l’inté¬ 
grale générale de l’équation différentielle. Nous allons maintenant montrer comment trouver la 
fonction F(x y y). 


Cas général 

ÿ8{x y y)-\-h(x, y) = 0 
dF u \ 

& = h(x ’ y) 

F=s h(x, y) Ax\-<p(y). 


Exemple: 

y(6xy +x 2 -b 3)+3.y 2 + 2xy +2x=0 
dF 

— = 3y 2 + 2 xy + 2x 
F = 3.y 2 x + x 2 y -f- jc 2 H- <p(y). 


Le résultat de l’intégration par rapport à x est défini à une fonction (inconnue pour l’instant) 
de y près. 


dF d r 

sf = J y) d x+<p'(y) 

f-*-> 

d r 

<P'W = g(x y y) - J h(x y y) d y 


= = 6xy + x 2 + q>’(y); 
mais aussi = 6xy + x 2 + 3, 

* c.a.d., 6 xy + x 2 4- 3 = 6xy + jc 2 + <p'(y). 


C’est une équation différentielle en œ(y). 


Puisque la condition d’intégrabilité est 
satisfaite, on peut montrer que le second 
membre ne dépend pas de x; d’où 

«y)-f[*~ i^f ,,dx ] dy ’ 

F(X, y) = f h(x, y) Ax + <p(y). 


Naturellement 

9/00 = 3 

ne dépend pas de x 

<p(y) = 3 y 4- constante, 

F( Xy y) = 3y 2 x+x 2 y-\-x 2 +3y. 


Donc la solution générale est 

J* lt(x , y) ôx-\-(p(y) = C 3y*x+x 2 y+x*+3y= C. 

Méthode du facteur intégrant. Si une équation différentielle de la forme y'g(x y y)-\-h(x y y) = 0 
n’est pas exacte, on suit une méthode proposée par Euler qui consiste à multiplier l’équation 
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par une fonction p(x , y) choisie de telle sorte que l’équation obtenue soit exacte, c’est à dire 
que le premier membre de 

ÿg(x y y) fi(x , y)+h(x y y) p(x , ^) = 0 

soit une dérivée exacte. La fonction p(x, y) est alors appelée multiplicateur d'Euler ou facteur 
intégrant. 


Exemple: L’équation différentielle y(xy—x 2 )-\-y 2 — 3xy—2x 2 =0 n’est pas exacte puisque 

dg - dh 

— = y — 2x et — = 2y— 3x. Par contre la simple fonction /i(x, y) = x est un facteur inté¬ 
grant puisqu’après multiplication par x on obtient 
ÿ(xy—x 2 )x -1- ( y 2 — 3 xy - 2x 2 ) x =0, 
et alors 

d d 

-7£ (xy — x 2 ) x — 2xy — 3x 2 et ( y 2 — 3;cy - 2 jc 2 ) jc = 2xy - 3x 2 . 

Par la méthode du paragraphe précédent l’intégration de cette équation exacte donne l’inté¬ 
grale générale y 2 x 2 — 2x A y— jc 4 = C. 


d{gp) _ d(hp) 


dx 


dy 


encore h 


( dg dh \ 

= ^ \^x~^ÿ y; c’est l’équation aux dérivées partielles qu’il faut résoudre 


La condition pour que ÿgp + hp soit une dérivée exacte est évidemment 

dp dp 
dy ^ dx 

pour déterminer //. 11 semble donc que l’on a simplement compliqué le problème; en fait, on a 
fait un réel progrès puisque l’on n’a besoin que d’une solution particulière de cette équation 
aux dérivées partielles; on peut même montrer qu’il existe toujours au moins une solution à 
cette dernière équation, c’est à dire qu’il existe toujours au moins un facteur intégrant pour 
l’équation y g+h = 0. 


Equations différentielles linéaires d’ordre supérieur 

Ces équations se rencontrent souvent dans les applications. Dans l’équation différentielle 
linéaire générale du /z-ième ordre b 0 (x)y + b l {x)ÿ -f b 2 (x)y " + * * * + b n (x)y in) = g(x), les 
coefficients bi(x) et le second membre (ou perturbation) g(x) sont des fonctions de 
x à valeurs réelles continues et bornées, et b n (x) est supposée ne pas s’annuler sur 
l’intervalle considéré. Il est alors possible de diviser par b n (x) pour aboutir à la forme 
a 0 (x) y~\- Q\(x) y + •••y iH) = /(*) dans laquelle afa) pour 1 ^z'^/z — 1 et f(x) sont 

continues et bornées. Si f{x) est identiquement nulle, nous dirons que l’équation est homogène 
et dans le cas contraire qu’elle est non-homogène. Nous commencerons par résoudre l’équation 
différentielle homogène; nous insisterons sur le cas le plus facile qui est celui où les coefficients 
ad x) sont des constantes. Nous nous intéresserons aussi plus spécialement à l’équation différen¬ 
tielle linéaire du second ordre qui servira de modèle aux équations d’ordre quelconque. 

Equation linéaire homogène du second ordre = Nous ne nous intéres¬ 

serons pas à la solution triviale y=0. 

Puisque celte équation différentielle est linéaire et homogène en y et en ses dérivées, pour tout 
couple de solutions particulières 0>i(.*), y 2 (x)), les fonctions C y y x (x), C 2 y 2 (x) et toute combinaison 
C 1 yi(x)-\-C 2 y 2 (x) sont aussi solutions, quelles que soient les constantes C 1 et C 2 . 

Pour que la formule C x y x + C 2 y 2 représente effectivement la solution générale de l’équation, 
il faut que y x et y 2 soient linéairement indépendantes ; dans le cas contraire, on peut trouver deux 
constantes a x et a 2 dont l’une au moins est non nulle, pour lesquelles on a «iJ'iH ^ 

a^O, alors y 1 — — (a 2 /a l )y 2 = a x y 2 et si a 2 ^0, alors y 2 = — (eq/ag) Les deux fonctions re¬ 

présentent donc la même solution particulière puisque l’une est multiple de l’autre. 

Exemple: Les fonctions >q = cos 2 Jt— cos 2x et y 2 = l / 2 sin 2 jc sont linéairement dépendantes 
puisque y x — 2>> 2 =0 pour tout x. Par contre y x =x et y 2 =x 2 ou j^sin* etj> 2 =cos.x sont 
linéairement indépendantes. 

Si deux solutions y x (x) et y 2 (x) sont linéairement indépendantes, on dit qu’elles forment un 
système fondamental de solutions de l’équation différentielle; dans ce cas le quotient yjy 2 n’est 
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pas constant et par conséquent sa dérivée ^ 
nulle. Le déterminant 



A = 


y\ 

y\ 


y i 

yi 


= y\y% - y\yi 


^i>2 - y% yi 

y\ 


est appelé le déterminant Wronskien. On a le théorème suivant: 


n’est pas identiquement 


Deux solutions particulières y x et y 2 formrnt un système fondamental et leur combinaison linéaire 
y = C x y x 4- C 2 y 2 représente l'intégrale générale de l'équation différentielle a () {x) yla^x) ÿ -\ y"=0 
si et seulement si leur déterminant Wronskien n'est pas identiquement nul. 


Exemple: L’équation différentielle linéaire xy” +2y‘ +axy=0 dans laquelle a est un réel 
se transforme par le changement de variable u — xy en une équation à coefficients constants: 
par dérivation de u=xy on obtient successivement u=y+xÿ ou encore ÿ — u fx—u/x 2 et 
/' = (//'*— u')/x 2 — (ux—2u)/x 2 ; en remplaçant dans l’équation initiale on obtient u"-\-au = 0. 
Comme nous le verrons plus loin, pour a— — 1 on obtient les solutions u x =c x et u 2 = c~ x ; les 
fonctions y 1 =e x /x et y 2 =G~ x /x représentent donc un système fondamental pour l’équation 
différentielle. 

Il n’y a pas de méthode générale pour trouver un système fondamental de l’équation diffé¬ 
rentielle, 

a 0 (x) y+a x (x) /+/'=0. 

Il existe cependant de nombreux travaux de référence dans lesquels on peut trouver la solution 
ou des méthodes pour l’obtenir. Par contre, lorsque les coefficients sont constants, il existe une 
méthode qui donne à coup sûr un système fondamental. 

Equations différentielles linéaires homogènes du second ordre à coefficients constants. Ces 
équations s’écrivent sous la forme y” -\-c x y' +c 2 y=0. Si on remplace y par e rx y et donc y par 
rc rx et y" par r 2 e rjf , l’équation devient (r 2 1 c 1 r+c 2 ) e rjf = 0; puisque la fonction exponentielle 
n’est jamais nulle, on cherche les valeurs de r qui sont solutions de l’équation du second degré: 
Si r x et r 2 en sont les racines, alors ^, = e r,Jf et 
y 2 = e ra * sont des solutions particulières de 
l’équation différentielle. Vintégrale générale s’en déduit par une des procédures suivantes: 

1. Premier cas: Les racines r x et r 2 sont réelles et distinctes. Alors yily 2 =c iri ~ rt)x n’est pas 
une constante et y x et y 2 sont linéairement indépendantes; la solution générale est alors 
y—C x e r ‘* + C 2 e ra * (où C x et C 2 sont des constantes arbitraires). 

2. Deuxième cas : L’équation caractéristique a une racine double r x = r 2 = — cJ2; y x et y 2 sont 
linéairement dépendantes; mais on vérifie facilement que y. A = x c r,Jf vérifie aussi l’équation 
ÿ'~Vc\ÿ+c 2 y = 0. Puisque le quotient yjy x =x n’est pas constant, nous avons à nouveau un 
système fondamental et l’intégrale générale est donnée par y—C x c r, *-fC 2 jte r,JC . 

3. Troisième cas: Les racines r x et r 2 sont complexes; puisque c\ et c 2 

sont réels par hypothèse, r, et r 2 sont des nombres complexes conjugués: 
r 1 =a+i/I, r 2 —a— ifi. Les deux solutions particulières y x = c (oti » fl) * = 
c ax (cos fx \-\ sin Ilx) et y 2 =e ( *~ ,/,)x = e* x (cos fix — i sin fx) forment un sys¬ 
tème fondamental à partir duquel on construit l’intégrale générale complexe 
y* = C x y x -1 C 2 y 2 (où C x et C 2 sont des nombres complexes arbitraires); 
posons C* = Cj-j-Cj, C 2 = i(Q — C 2 ), cette intégrale générale s’écrit 
aussi y* = Q ax (CJ cos /ijc+CJ sin /Le), ce qui donne l’intégrale générale 
réelle pour les valeurs réelles des constantes C* et C 2 . On vérifie 
d’ailleurs facilement que sin (ix> y\=t* x cos Px forment un sys¬ 

tème fondamental réel de solutions particulières. Les équations diffé¬ 
rentielles de ce type interviennent dans des problèmes d’oscillations. 

Exemple 1: L’équation différentielle — 3/-f2>'=0 a pour équation 
caractéristique r 2 — 3r+2 = 0 qui possède les racines r x — 1 et r 2 = 2. L’inté¬ 
grale générale est donc y=C x c x -\- C 2 e 2 *. 

Exemple 2: Le pendule idéal. Un pendule, dont la masse totale m est 
supposée concentrée en un point A (Fig.) est suspendu par un fil fixé en 
un point O et de longueur l=\OA\. Il oscille sous l’influence de la pe¬ 
santeur, toute autre influence étant négligée (y compris les frottements). 

Si l’angle que le pendule fait avec la verticale au temps / est égal à (p , 
alors le poids mg agit verticalement (vers le bas) sur la masse m de telle 

22.2-4 Le pendule mathématique 



Equation caractéristique r 2 -\-c x r 
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sorte que sa composante suivant la tangente à la trajectoire du pendule est égale à mg sin <p; 
g désigne ici l’accélération de la pesanteur. D’après la seconde Loi de Newton, cette force est 

égale au produit de la masse m et de l’accélération /• l’angle d’inclinaison (p(t) est donc 


solution de l’équation différentielle 

d 2 w d g 

ml- —rk = — mg sin a>, ou encore -r-^ + — sin œ = 0. 
d/“ d r / 

Cette équation n’est pas linéaire et la séparation des variables conduit à une intégrale elliptique 
que l’on peut évaluer par un développement en série ou à partir de tables. Par le procédé 
de linéarisation qui est souvent employé, surtout en physique, on obtient une équation diffé¬ 
rentielle qui est beaucoup plus facile à résoudre: limitons nous à de petites inclinaisons y par 
rapport à la verticale; nous pouvons alors faire l’approximation sin (p~<p et nous obtenons 
d 2 <p g 

+ y <P = 0, qui a pour solution 
(p = a cos (eo/-t-<5). 

La quantité o>=y / (^//) est la pulsation et t = 2tt/co est la période; /’amplitude a et la phase d 
sont les deux constantes d’intégration. Les formules précédentes expriment le fait (que Galilee 
fut le premier à remarquer) que la période est indépendante de l’amplitude des oscillations. 
En fait cela n’est vrai qu’approximativement: pour des oscillations de grande amplitude la 
période est donnée par 

r=2n y/dtg) [1 -f (1/2) 2 sin 2 (ÿ> 0 /2) + [(l *3)/(2-4)] 2 sin 4 (ç> 0 /2)+ • • •], 

où <p 0 désigne la plus grande inclinaison et donc Vamplitude de Voscillation. La comparaison 
des formules du problème linéarisé avec cette dernière formule relative au cas général montre 
que l’erreur sur la période est seulement de 0,002% pour <p 0 = 1° et 0,05% pour <p 0 = 5°. 

Si l’oscillation d’un corps quelconque sur une courbe donnée est toujours de période indé¬ 
pendante de l’amplitude, on dit que la courbe est tautochrone (nous venons donc de voir que 
le cercle n’est pas tautochrone). En 1673 Huygens découvrit que la cycloïde a cette pro¬ 
priété, et il construisit une horloge sur ce principe: Le fil du pendule cycloïdal s’enroule en 
oscillant autour de deux surfaces cycloïdalcs. La masselotte décrit alors une cycloïde puisque 
la développée d’une cycloïde est une cycloïde; le pendule oscille donc de manière tautochrone. 

Equation différentielle linéaire non homogène du second ordre a {) (x)y \ a x (x)ÿ +ÿ' =f(x). 


La solution générale d’une équation différentielle linéaire non homogène du second ordre est 
égale à la somme de la solution générale de l’équation homogène correspondante et d’une solution 
particulière quelconque de l’équation non homogène . 


En d’autres termes, si C x y x (x)C 2 y 2 (x) est la solution générale de l’équation homogène et si 
p(x) est une solution particulière de l’équation non homogène, alors y=C x y x {x)-\-C 2 y 2 (x) -\-p{x) 
représente l’intégrale générale de l’équation différentielle non homogène. Pour trouver une telle 
solution particulière p(x) à partir de la solution générale de l’équation homogène, on peut uti¬ 
liser la méthode de variation des constantes duc à Lagrange. Dans l’expression 


p(x) = C x (x)y x (x) + C 2 (x)y 2 (x) 

les coefficients C x (x) et C 2 (x) sont des fonctions de jc. Une égalité ne suffit pas pour déterminer 
deux fonctions; il faut une condition supplémentaire. Nous chercherons C x (x) et C 2 (x) telles que 
C x y x + C 2 y 2 = 0. Si maintenant nous écrivons que p(x) est solution de l’équation non homogène 
compte tenu du fait que y x et y x sont des solutions de l’équations homogène, nous obtenons 
l’équation 

C 1 y 1 +C 2 y 2 -f(x) C>i+C 2 y 2 =/(x) 


Ceci, joint à la condition supplémentaire, donne un système d’équations dont le couple (Cj, C^) 
est solution; ce système a toujours une solution car le déterminant Wronskien est non nul puis¬ 
que y x et y 2 sont linéairement indépendants. On en déduit C x (x) et C 2 (x) par intégration et par 
conséquent l’intégrale générale de l’équation différentielle non homogène. Notons cependant 
qu’en pratique il est généralement peu habile d’utiliser la variation des constantes: elle conduit 
en effet à des intégrales que l’on ne sait pas toujours calculer. 
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Exemple: On considère l’équation différentielle xy"+2ÿ — xy=e x . Les fonctions y x =G x lx 
et y 2 =e~ x /x forment un système fondamental pour l’équation homogène. La variation des con¬ 
stantes donne après un certain nombre de calculs la solution particulière p(x)=( 1 l 2 )e x . Donc 
la solution générale est 

y(x)=C x e x lx-\-C 2 e~ x lx+ 1 / 2 e\ 

Solutions particulières de l’équation différentielle linéaire non homogène à coefficients con¬ 
stants pour certains second membres classiques. Si les coefficients C 1 et C 2 sont constants, il 
existe d’autres méthodes que la variation des constantes pour chercher une solution particulière 
de l’équation différentielle y ' + C x y -f- = f(x) pour certains types de seconds membres f(x). 

Type J : Si le second membre est un polynôme, f(x)=a 0 -\-a 1 x-\-a 2 x 2 -\ -f- a„x n , a n ^= 0, on cherche 

p(x) sous la forme p(x) = b 0 +b 1 x-\ - .+b„- 1 x n - x +b n x n si C 2 ^0; si C 2 — 0, on ajoute un terme 

£ n +i*" +1 de degré /i+l; les coefficients b 0 , b x , ... sont obtenus par identification en remplaçant 
/>(*) dans l’équation. 

Exempte: y"+y=x 2 ; on a a 0 =0, a x = Q, a 2 —\ et C 2 =l. Posons 
p(x)=b 0 -\-b 1 x-{-b 2 x 2 d’où p =b 1 -\-2b 2 x, p" — lb 2 ; en remplaçant dans l’équation nous obtenons 
(b 0 -\-2b 2 )-\-b x x \-b 2 x 2 = x 2 , et en identifiant les coefficients, b 0 — —2, b 1 =0, b 2 = L Donc p(x) = — 2 
- \-x 2 est une solution particulière, et y—C x cos x+C 2 sin x-\-x 2 — 2 est la solution de l’équa¬ 
tion différentielle. 

Type 2: Si le second membre est une fonction exponentielle , f(x)—a c kx , on cherche p(x) sous 
la forme p(x) = bc kx ( b est à déterminer). 

Exemple: y''+y=* 2e 3 *; on a a—2, k = 3. On pose />(*)=£ e 3 *; en remplaçant on obtient 
9Z>+6 = 2 d’où la solution particulière p(x) = x l 5 e Ax et la solution générale y= x U e 3x -f-Ci cos x 
+ C 2 sin x. 

Type 3: Si le second membre est une fonction trigonométrique , f(x) = a cos mx-\-b sin mx, on 
pose p(x) = a* cos mx-\-b* sin mx; on fait intervenir ici les deux fonctions sinus et cosinus même 
si une seule d’entre elles est présente dans le second membre (a ou b nul). Les constantes a* et 
b* sont à déterminer par identification. 

Exemple: y"-\-y=2 sin 3*; on a a— 0, b — 2, m — 3. On pose p(x)=a* cos 3 jH b* sin 3*; en 
remplaçant on obtient a* = 0, b*= — 1 / 4 . L’intégrale générale est donc y=— x U sin 3^-f-Q cos x 
+ C 2 sin x. 

Type 4: Si le second membre est une combinaison linéaire des précédents (types 1, 2, 3), il 
existe une solution particulière combinaison linéaire des solutions particulières précédentes. En 
d’autres termes, on doit ajouter à la solution générale de l’équation homogène les solutions 
particulières obtenues séparément en ne considérant qu’un terme à la fois du second membre. 

Exemple: /'+^=jc 2 +2 c 3 *-|-2 sin 3*. Il résulte des exemples précédents que l’intégrale gé¬ 
nérale est y=C x cos x+C 2 sin x-\-x 2 — 2-f 1 / 5 e 3 *- l/ 4 sin 3*. 

Toutes les méthodes de calcul de solutions particulières échouent si l’on a résonance , c’est 
à dire si le second membre ou un de ses termes est aussi solution de l’équation homogène; 
c’est le cas par exemple pour les équations différentielles /'+>'=cos x et y'—y=c x . 
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Procédés pratiques d’intégration 

Il est exceptionnel, insistons encore là-dessus, qu’une équation différentielle soit élémentai- 
rement intégrable. Il y a heureusement des méthodes pour calculer au moins approximativement 
la solution dans les cas les plus difficiles; il est possible par exemple d’approcher l’équation 
différentielle par une équation aux différences et d’appliquer les méthodes de calcul des équations 
aux différences; nous étudions ici quelques autres méthodes. 
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Intégration par les séries entières. On écrit la solution cherchée y=y(x) de l’équation différen¬ 
tielle /=/(*, y) sous la forme d’une série entière y=a 0 +a 1 x+a 2 X 2 -\ -; on cherche à détermi¬ 

ner les coefficients ai en remplaçant dans l’équation. Sous certaines conditions on peut les cal¬ 
culer par identification. 


Exemple: ÿ=x 2j ry. On pose y= + a x x + a 2 x 2 f a A x* -f a^x x H- , y’ — a x + 2a 2 x + 3a^x 2 -|- 

4ût 4 .* 3 |-; en remplaçant on a « 1 +2âf 2 Ac | 3a 3 x 2 i 4« 4 x :i | ■ • • =a^\-a l x^ {a 2 \-\)x 2 -Va^x i -\ a^ 

H- Par identification on obtient a x =a 0y a 3 =(a 0 +2)/6, tf 4 = (tfo-l-2)/24, ... Nous avons 

donc l’intégrale y—a 0 -\-a 0 x-\-a 0 x 2 l2-\-(a 0 -\-2)xr i l6-i-(a {) -\-2)x /l l24-i- * * • que l’on réarrange de la 

manière suivante y=(a 0 -\-2)ll+(a 0 +2)xl\\-\-(a 0 +2)x 2 l2\-\-(a 0 +2)x?/3\-\ - 2—2x—x 2 c’est 

à dire y=(a 0 +2) e x —2—2x—x 2 . 

Dans cet exemple particulier nous avons obtenu une expression élémentaire de l’intégrale (on 
vérifie facilement qu’elle satisfait à l’équation); si on ne peut pas trouver une telle expression, 
il faut tronquer la série en conservant assez de termes pour avoir la précision désirée. La con¬ 
vergence de la série obtenue est une conséquence du théorème suivant dont nous ne donnons 
pas la démonstration: 

La solution d'une équation différentielle y — /(jc, y) peut être représentée par une série entière 
convergente si le second membre de cette égalité esf lui-même développable en une série entière 

f(x, y) = foo+ c io x + (; {n y + c 2{) x 2 + c n xy -)- c l)2 y 2 H-=27 c^x x yn absolument convergente dans un 

certain domaine du plan x, y. 


Cette méthode de résolution par les séries entières peut aussi s’appliquer aux équations diffé¬ 
rentielles d’ordre supérieur comme nous allons le voir dans les exemples qui suivent. 

Equation différentielle de Gauss; séries hypergéométriques. En 1812 Gauss étudia une équa¬ 
tion différentielle assez particulière qu’il appela équation hypergéométrique. Elle contient plu¬ 
sieurs paramètres susceptibles de prendre des valeurs arbitraires: 

x(x— 1) y”+l(a+P+l)x—y]ÿ -|-a/iy=0 

où a,/i, y sont des paramètres. Pour y=fi 0, —1, —2, ... cette équation possède une solution 

oo 

développable en série entière y= 27 a k x k . Nous admettrons que l’on obtient la formule de ré- 

k -1 

currence (&-|-1) (k-\-y) a k + x = (/c+a) (k+P) a k d’ou l’on déduit la série 


v=a„ | 


« f) , a(«+l) m \-\) 


-x-f 


2! 


y(y-l-i)' 


=a„F(a, (i, y, x) 


de rayon de convergence égal à 1 ; la série F(a, [f y, x ) entre accolades, qui dépend des 3 para¬ 
mètres et de la variable x est une série hypergéométrique. Cette classe de séries contient de 
nombreuses fonctions classiques suivant les valeurs des paramètres; par exemple 

F(l, ff /?,*)= 1/(1 -jc), (sérié géométrique) 

F(-n,p,p t - jc)=(1+x)"; *F(1, 1, 2,-jt) = Log (1+*); 

lim F( 1, /?, 1, x) =e x ; lim xF[a y /?, 3/2, - x 2 l(4af})\ = sin x. 

fl-* oo a, fl-* co 

En général, cependant, F(«, /?, y, jc) ne peut pas s’exprimer à l’aide d’un nombre fini de fonc¬ 
tions élémentaires. 

Equation différentielle de Bessel; fonctions de liesseI de première espèce. Prenant la suite de 
D. Bernoulli et Euler, Bessel étudia une équation différentielle spéciale du second ordre qui 
intervient dans de nombreux problèmes physiques concernant en particulier les oscillations: il 
s’agit de l’équation 


xy" -\-{\-\-n) ÿ —y=0 y où «est une constante. 


00 

Le développement en série entière y= 27 a k x k 

k = o 


donne ici a k + x - 


(*+l)(*+l+/i) 


et par conséquent y-a, (l + „ * +n) + 2!(1+ „) (2+ „) + ”‘ )=°M- 

Les séries j„(x) (entre parenthèses) sont partout convergentes pour n¥=\—, —2, ... 
appelle les fonctions de Bessel de première espèce. 


On les 
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Méthodes graphiques d’intégration. De nombreuses méthodes graphiques d’intégration présen¬ 
tant un degré convenable de préci¬ 
sion ont été développées pour diffe¬ 
rents types d’équations; il n’y a place 
ici que pour des considérations gé¬ 
nérales et encore seulement pour des 
équations du premier ordre. 

Méthode des arcs polygonaux (ou 
méthode d'Euler). On se propose de 
dessiner la courbe intégrale de l’é¬ 
quation différentielle y —f(x y y) qui 
passe par un point fixé P 0 (jt 0 , .Ko); 
elle vérifie donc une condition ini¬ 
tiale; l’égalité y 0 = f(x 0y y 0 ) donne 
donc la direction de la tangente à la 
courbe en ce point.‘On choisit sur 
la tangente un point Pi(x l9 y t ) à une 
certaine distance de P () et on réitère 
le procédé; plus la distance entre deux 
points consécutifs est petite, plus 
l’approximation ainsi obtenue de la 
courbe intégrale sera précise (c’est 
à dire proche de cette dernière). La 
figure ci-dessus montre le résultat obtenu pour l’équation différentielle y’——ylx avec la con¬ 
dition initiale .Ko = 6 pour jr 0 = 2; nous avons aussi dessiné (en rouge) la solution exacte; on con¬ 
state que l’écart est considérable. La méthode des pas intermédiaires est nettement plus précise 
(Fig.): dans cette méthode, la direction ÿ 0 =f(x 0y y 0 ) calculée en P 0 (x 0y y 0 ) est utilisée seulement 
pour calculer la direction rj\=f(^ ly r^) en un point intermédiaire n Y (^ ly rjJ (demi-pas) ; le premier 
pas complet de P 0 au point P t (x ly ^) du polygone est fait dans la direction rj\; le demi-pas 
suivant va de P 1 avec la direction y[=f(x ly yj à // 2 (£ 2 , *? 2 ) et le pas complet suivant de P 1 à 
P 2 (.v 2 , ^ 2 ) dans la direction V 2 =/(£ 2 , ^ 2 )- Comme on peut le voir en comparant les deux arcs 
polygonaux, l’approximation est nettement meilleure avec cette deuxième méthode; il est possible 
de l’améliorer encore en réduisant la taille des pas surtout dans les parties du domaine où la 
courbe intégrale change rapidement de direction. 



22.3-1 Intégration graphique de l’équation différentielle 
y = — y/x par la méthode des arcs polygonaux 



y 

22.3-2 Solution graphique de l’équation différentielle ÿ — -par la méthode des demi-pas avec la 

condition initiale x 0 = 2 y y 0 = 6. La solution exacte est en rouge. 


Aperçus sur la théorie des équations différentielles ordinaires 

Problème de valeur initiale ; problème aux limites. La représentation de l’intégrale générale 
d’une équation différentielle du second ordre est une famille de courbes à deux paramètres. 
En pratique, on doit choisir dans cette famille une courbe intégrale particulière en prenant en 
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compte certaines conditions supplémentaires. Par exemple, si g est l’accélération de la pesanteur 

d 2 v dv 

l’équation différentielle de la chûte libre s’écrit =g par intégration on obtient — =gt 

+ Cj, et y== 1 l 2 gt 2 + C 1 t+C 2 \ or nous voulons savoir où sera le solide après un temps t sa¬ 
chant qu’il était à une hauteur y Q au début de la chûte, c’est à. dire au temps f 0 =0 et que sa 
vitesse initiale était v 0 ; les constantes d’intégration C 2 et C 2 peuvent être déterminées à partir 
de ces conditions initiales ; à partir de y'—gt + C 1 on obtient v 0 = C 1 pour r=/ 0 = 0, et à partir 
de y =1 / 2 gt 2 -\~C 1 t+C 2 on obtient y 0 =C 2 y P ar conséquent l’intégrale particulière cherchée est 
y= 1 l 2 g<' i +v 0 t+y t> . 

Supposons maintenant qu’une équation du premier ordre y =f(x, y) ait pour intégrale géné¬ 
rale y=(p(x y C ) représentée par une famille de courbes à un paramètre; si on a la condition 
initiale y 0 =<p(x 0 y C), nous pouvons en déduire la constante C=y)(x 0 y y 0 ); l’intégrale particulière 
cherchée y — (p[x\ y>(x 0 , ^ 0 )1 = ( K*\ ^o) dépend de la condition initiale (Fig.). Dans les appli¬ 
cations physiques il est très important que d>(x; x 0 , y 0 ) soit une fonction continue des données 
initiales puisque celles-ci ne sont connues qu’approximativement. La question suivante est donc 
fondamentale dans la théorie des équations différentielles: sous quelles hypothèses sur le second 
membre de y =/(*, y) la solution y=<I>(x; x 0 , y 0 ) sera-t-elle une fonction continue des valeurs 
initiales? En plus de la continuité de /(jc, y ), il suffit que cette fonction vérifie une condition de 
Lipschitz (voir plus loin; on a alors un théorème d’existence et d’unicité) pour avoir une solution 
unique. 

Pour une équation différentielle du second ordre on se donne les conditions intiales >>(jc 0 ) = 
y 0 et y(x 0 )=y 0 l cela impose que la courbe intégrale passe par le point (jc 0 , y 0 ) et que la tan¬ 
gente en ce point ait la direction y 0 '. Plus généralement, les conditions initiales d'une équation 
différentielle d'ordre n imposent que la courbe intégrale passe par un point (jc 0 , y 0 ) donné et 
qu’en ce point les (/i— 1) premières dérivées prennent des valeurs données. Pour ces équations 
aussi se pose le problème de la dépendance continue de la solution par rapport aux conditions 
initiales. 

Pour les équations différentielles d’ordre supérieur ou égal à 2, il est aussi possible d’imposer 
(à la place de conditions initiales) des conditions aux limites. On a alors des types de pro¬ 
blèmes assez nouveaux: cherchons par exemple la solution y(jr) de l’équation différentielle 
ÿ'-\~Xy =o dans l’intervalle c’est un problème de vibration : celles par exemple d’une 

corde tendue entre les points 0 et n\ la corde est fixée en ces deux extrémités; il faut imposer 
les conditions aux limites j'(0) = 0, y(ji) = 0; à partir de la solution générale y(x) = C 1 sin (xa/ A-f-C 2 ) 
on, obtient le système d’équation 

y(0)=Cj sin C 2 =0, y(n) = C 1 sin (tt^/A+C 2 ) = 0. 

Si y/k n’est pas un entier, on a déduit C 1 = C 2 =0 et donc ^ = 0: la corde ne vibre pas , elle reste 
au repos. Par contre, si \/A est un entier, c’est à dire si A est un carré parfait A = t, 4, 9, ..., 
le système précédant a une infinité de solutions non nulles >>(.x:)= Cj sin (jc\/A): la corde se dé¬ 
forme suivant les oscillations sinusoïdales y—C x sin x y y=C t sin 2x, y= C x sin 3*, ... qui sont 
respectivement l'oscillation fondamentale et les oscillations harmoniques décrites en l’absence 
d’influences extérieures (après perturbation à partir de la position de repos). Ces oscillations 
peuvent se superposer; on peut alors les séparer par l’analyse harmonique; elles sont typiques 
par exemple du système physique et sont appelées oscillations caractéristiques ou propres , les nom¬ 
bres Aj= 1, A 2 = 4, A 3 = 9, ...,À„ = rt 2 étant appelés valeurs propres de ce problème. 

Dans un second type de problèmes aux limites ce sont les valeurs aux points x l et x 2 des 
dérivées y(x 1 )=a i y'(x 2 )=b qui sont données. La théorie et la pratique nécessitent la détermi¬ 
nation des fonctions propres et des valeurs propres. Ces problèmes ont la propriété caractéris¬ 
tique suivante: il existe des solutions non triviales y-f 0 seulement pour un ensemble discret 
de valeurs du paramètre (les valeurs propres). 

Théorème d’existence, théorème d’unicité. L’interprétation géométrique d’une équation du 
premier ordre y = f(x y y) à l’aide du champ des directions suggère la validité du théorème d'exis¬ 
tence suivant: 

Si /( x y y) est une fonction continue de scs deux variables, alors en tout point (je 0 , >> () ) de son 
domaine de continuité D passe une courbe intégrale. 

Ce théorème fut établi par Peano. La question générale de l’existence d’une intégrale fut posée 
par Cauchy qui l’étudia dans les années 1820 à 1830 et donna un théorème d’existence sous 
l’hypothèse que f(x, y) est continue ainsi que sa dérivée partielle f y (x y y)\ on voit que le théo¬ 
rème de Peano en est une version plus élaborée, l’hypothèse étant nettement plus faible. 
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La seconde question importante en théorie comme en pratique est la suivante: sous quelles 
hypothèses sur le second membre de l’équation y =/(*, y) Vunicité de la solution sera-t-elle 
garantie? Du point de vue géométrique, il n’y aura pas unicité par exemple si la courbe inté¬ 
grale se sépare en plusieurs branches (on dit aussi qu’elle bifurqué) en un point (. x , y). Physi¬ 
quement la possibilité pour un processus d’évoluer de différentes manières à partir de condi¬ 
tions initiales identiques constitue une violation du principe de causalité. 

L’existence et l’unicité de la solution sont toutes deux garanties quand la fonction f(x , y) 
satisfait à une condition de Lipschitz dans un domaine D du plan x, y: on dit qu’une fonction 
à une variable /(/) satisfait à une condition de Lipschitz avec la constante L sur l’intervalle 
[a , b\ si son quotient différentiel est borné par L:|/(/,)-/(/ 2 )| ^L\t 1 —1 2 \ pour tous t ly f 2 dans 
[a, b]. Dans le cas qui nous intéresse, f(x , y) est une fonction de deux variables mais x doit 
être considéré comme un paramètre constant. 


Condition de Lipschitz 


\f{x y y^)-f(x y y 2 )\^L\y x -y 2 \ pour tout x f y lt y 2 dans D 


Du point de vue géométrique cette condition peut être interprétée ainsi: pour toute ordonnée, 
f{x, y) a son quotient différentiel par rapport à y borné; la condition de Lipschitz est donc 
satisfaite si la dérivée partielle f y (x, y) existe et est bornée. Nous pouvons maintenant énoncer 
le théorème d'existence et d'unicité. 


Supposons que la fonction /(, x, ÿ) soit continue et satisfasse à une condition de Lipschitz par 
rapport à y dans un domaine D ; alors en tout point (x 0 , y 9 ) de D passe une et une seule 
courbe intégrale j>=<p(jc). 


La démonstration de ce théorème est basée sur une méthode itérative dite de point fixe ou 
encore d'approximations successives: cette méthode consiste à construire une suite d’approxima¬ 
tions (p„(x) déduites l’une de l’autre en commençant par <Po(x)=y 0y à l’aide de la transformation 

<Pn*l (*) = J'o + J 0, <Pn(l)) d/, >1 = 0, 1,2, ... 

*0 

On vérifie que cette transformation laisse fixe la solution cherchée. On peut montrer, et l’utili¬ 
sation de la condition de Lipschitz est alors essentielle, que les approximations <p„(x) convergent 
uniformément vers la solution y=(p n (x): lim (p(x)=q)(x). 

n —>-oo 

Notons que cette démonstration est constructive , c’est à dire qu’elle permet en pratique de 
calculer la solution; par exemple, si on cherche la solution de l’équation différentielle y—yx 
avec les conditions initiales * 0 = 0, y 0 =K on obtient successivement: 


9’o=l. 
<Pi(x) 


= 1+ J x dx=l + *(*)-!+ f(*+Ç) d *- ,+ T + ïS'” 


y2 y'* Y Zn 

^ =1+ _ + 2 - + ... + _ 

et finalement 

<p(x)= lim (p n (x)= 27(* 2 /2)*/&! = e* 2/2 . 

«—►oo k = o 


= 1 + (x 2 /2) +(* 2 /2) 2 /2 ! - 




La recherche de conditions assurant l’existence et l’unicité d’une intégrale est plus difficile 
pour l'équation différentielle du premier ordre implicite F(x, y, _y')=0; il est encore plus difficile 
d’avoir des résultats généraux pour les ordres supérieurs. 

Si les hypothèses des théorèmes d’existence et d’unicité ne sont pas vérifiées en un point (x, y), 
on peut avoir plusieurs courbes intégrales plissant par (x, j>), ou même une infinité, ou encore 
aucune; de tels points sont appelés points singuliers de l’équation différentielle (Fig.); leur inté¬ 
rêt du point de vue théorique réside entre autres dans le comportement spécial que les courbes 
intégrales sont susceptibles de présenter au voisinage de ces points; mais un point singulier est 
important aussi pour le physicien: il caractérise mathématiquement le point de transition d’un 
phénomène physique: rupture d’une poutre en flexion, d’une corde sous tension, changement 
d’état etc. 


22.3-4 Comportement d’une courbe intégrale 
au voisinage d’un point singulier: a) noeuds, 
b) et c) tourbillons, d) point-selle 
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Equations différentielles d’ordre supérieur et systèmes d’équations différentielles. L’cquation 
différentielle du /H ème ordre 

F(x 9 y, y, 0 

peut toujours s’écrire sous la forme d’un système de n équations différentielles du premier ordre 
en introduisant de nouvelles fonctions y\—y\y 2 —y' 9 • •^ n -i=y rt_1) ; on obtient le système 
yi=y\ y 2 =yi\ y*=y*> • • •> F (* 9 y , y lt y /, .. y„~ lt yi-i)=o. 

De même un système d’équations différentielles d’ordre quelconque peut toujours s’écrire sous 
la forme d’un système du premier ordre. Par conséquent il est possible quand on cherche à 
prouver l’existence et l’unicité d’une intégrale de se ramener au premier ordre qui est nettement 
plus facile à étudier. 

Applications en Mécanique. Cette idée est particulièrement féconde en mécanique: le concept 
fondamental de l’accélération est défini mathématiquement comme la dérivée seconde par rap¬ 
port au temps / des coordonnées spatiales x(t), y(t), z(t) de la masse ponctuelle considérée. Donc 
pour déterminer le mouvement d’un point de masse m nous devons intégrer le système d’équations 

m ^ = P(x, y, z), m ~ = Q(x, y, z), m ^ = R(x, y, z), 

où P, Q , R sont les composantes (dépendantes de la position (jc, y , z), de la force qui agit sur 
la masse ponctuelle. Par réduction à un système du premier ordre, nous obtenons les six équations 

u=x, v=ÿ, w=z, mù=P(x, y y z), mv = Q(x, y, z), mw=R(x,y,z), 

dans lesquelles les nouvelles fonctions u, v, w sont les composantes de la vitesse. Dans la plupart 
des systèmes le nombre de fonctions inconnues est égal au nombre d’équations différentielles; 
en généra /, un système du premier ordre de n équations différentielles à n fonctions prend la forme 
suivante: 

(dx,)/( d/) =/,(/, x l9 * 2 , ..., *„); /= 1, 2, ...» n. 

Une solution ou intégrale de ce système est un //-uplet x^t), * 2 (/),..*„(/) qui par substitution 
dans le système donne n identités; la difficulté de l’intégration réside dans le fait que l’on ne 
peut intégrer séparément chacune des équations différentielles chaque inconnue étant susceptible 
d’intervenir dans plusieurs équations; cette remarque est assez bien illustrée en physique: si les 
mouvements individuels représentés par les Xi(t) interfèrent entre eux on 
parle alors de couplage; c’est le cas pour deux pendules oscillants couplés 
par un ressort fixé à leurs tiges (Fig.). 

Pour simplifier l’énoncé du problème et aider l’intuition on préfère 
utiliser les concepts et les notations de la géométrie multidimensionnelle: 
si l’intégrale d’une équation différentielle du premier ordre est représentée 
géométriquement par une courbe intégrale dans le plan x , y , les intégrales 
du système (àxi)l((\t)=f li i= 1, 2, ...,// seront considérées comme des 
courbes intégrales dans l’espace à n dimensions dans lequel les */(/), 
i=l,2, ...,w, représentent la position du point en mouvement. 

La théorie des intégrales premières. Nous allons pouvoir, à partir des 
notions précédentes donner un aperçu de la théorie des intégrales premières 
qui revêt une importance toute spéciale en physique: une équation 
F(x l9 ... y x„) = C définit, pour C constant y une hypersurface (c’est à dire 
une surface de dimension «—1) dans l’espace de dimension n des coordonnées x t , et pour C 
variable une famille à un paramètre d’hypcrsurfaces; si on se donne n— 1 familles d’hypcrsurfaces 

Fi(x lt ..., x n ) = C t y /= 1, 2, . ..y n- 1 

et si dans chaque famille on choisit une hypersurface, alors en général elles auront pour inter¬ 
section une courbe dans l’espace de dimension n\ nous avons donc, en faisant varier les C ly 
une famille de courbes à n— 1 paramètres, les Ci pour /= 1, ...,«—1. Sous quelles conditions 
cette famille représentera-t-elle les courbes intégrales du système (dx t )l(dt)=fiy i= 1,2, ...,n? 
Il faut pour cela que chacune des courbes intégrales soit située entièrement dans une hypersur¬ 
face particulière de chaque famille d’hypcrsurfaces; par conséquent chaque Fi(x l9 ...y x „) doit 
être constante le long de la courbe intégrale considérée; mais cela doit être vrai pour toute 
courbe intégrale: toute fonction F(x l9 .. x „) qui est constante sur toutes les courbes intégrales 
du système est appelée une intégrale première de ce système; pour que la fonction F(x l9 ..., x n ) 
possédant une différentielle totale soit une intégrale première, il faut et il suffit que 



22.3-5 Couplage de 
deux pendules oscil¬ 
lants: la modélisation 
mathématique aboutit 
à un système d’équa¬ 
tions différentielles 
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dx 

où les f k — —sont connus. Il est par conséquent possible d’intégrer le système si l’on con¬ 
naît n— 1 intégrales premières; si l’on connaît seulement m intégrales premières, m<n— 1 , on 
en déduit une variété de dimension n — mc n fixant 
F t (x ly ..., x„)=Ci, i=l, 2, .. m. 

On cherche alors les courbes intégrales qui sont situées dans cette variété; on s’est ramené à 
un système de n—\—m équations différentielles du premier ordre: la connaissance de m inté¬ 
grales premières réduit de m unités le nombre d’équations. 

Cette possibilité est fondamentale en Mécanique Céleste: le célèbre problème des trois corps 
concerne le mouvement de trois masses qui s’attirent mutuellement, par exemple le soleil et deux 
planètes: ce problème conduit à un système de 18 équations différentielles à 18 inconnues: il 
s’agit des 9 coordonnées de position et des 9 composantes des vitesses; la connaissance de 12 
intégrales premières permet de réduire le problème à l’intégration d’un système de six équations 
du premier ordre. 
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23.1. Différentiation et intégration des fonctions à valeurs complexes 


Fonctions à valeurs complexes. Deux fonctions à valeurs réelles u et v définies sur un ensemble 
M du plan x , y , associent à chaque point (jc, y) e M un point (u, v) du plan u, v. Si chacun 
de ces points (jc, y) et (//, v) est considéré comme un nombre complexe z—x-\ \y et w=u \ \v t 
alors à chaque nombre complexe z e M il correspond un nombre complexe w=f(z) = u(x, y) + 
iv(*, y). Cette correspondance représente une fonction à valeurs complexes f (Fig.). Elle 
est dite continue au point z 0 e M si pour toute suite {z„}, avec z n eM\ qui converge vers z 0 , 
la suite f(z„) converge vers/(z 0 ). On dit qu’une suite de nombres complexes {z„}, n= 1,2, ... 
converge si les suites {Rez,,} et {Imz„} des parties réelles et imaginaires, respectivement, con¬ 
vergent. Cela signifie que / est continue au point z 0 = x 0 |- \y 0 si et seulement si u et v sont con¬ 
tinues au point (jc 0 , .y 0 ). Une fonction définie dans M est dite continue sur M si elle est con¬ 
tinue en tout point de M. 


M - 

/ 


w=f(z) 

=u(x,y} + \v(x,y) 


23.1-1 Correspondance des points 
z=x-\ iy et w = u \ iv pour une 
fonction à valeurs complexes w=f(z ) 


23.1-2 Subdivision d’une courbe 
représentée par z(/) = x(t)-\-\y{t) 



Intégrales curvilignes complexes. Une courbe (ou chemin) continue 
dans le plan des z est un ensemble y de points pouvant être représenté 
par z= z(t) = x(t) I \y(t), avec a^t^b, et *(/) et y(t) étant des fonctions 
de /, continues, à valeurs réelles. Une courbe est dite continûment diffé¬ 
rentiable si les fonctions jc(/) et y(/) ont des dérivées premières continues; la courbe a alors 
une longueur finie /( y) (voir Chapitre 20.3, Longueur d y un arc et surface). Supposons maintenant 
que l’intervalle [«, b] soit divisé en k sous-intervalles [<a , /J, [t ly / 2 ], ..., [t k - ly b] par les points 
tjyj— 0, .. ., k, / 0 = «, t k — b, points auxquels correspondent sur la courbe, les points zj = z(tj) 
(voir fig. 23.1-2). Si l’ensemble est contenu dans le domaine de définition M d’une fonction à 
valeurs complexes f continue sur Af, alors pour des subdivisions distinguées la somme 

k 

£f(zj) (zj~ zj-i) converge vers un nombre complexe, appelé intégrale curviligne complexe de / 
j=i 

le long de y et noté J /(z) dz. Une suite de subdivisions est dite distinguée si les longueurs des 

V 

sous intervalles les plus longs forment une suite nulle lorsque k-^co. La limite est indépendante 
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du choix de la suite distinguée de subdivisions. En faisant /=«+ \v et Zj=x(tj)+iy(tj) on obtient 
pour les termes de la somme 

f(zj) (. zj-z J - 1 )=u(Xj , yj) (xj-Xj-J-vixj, ) (yj-yj-j)+ilv(Xj, yj) (xj-xj-j) 

+u(xj, yj) (yj-yj-j)], 

et en accord avec la définition, des intégrales curvilignes de seconde espèce (voir Chapitre 20.3. 
Intégrales curvilignes et intégrales de surfaces): 

j* /(z) dz = J (w dx:— v dy)-|-i j* (w d y+v dx) 

y y y 

-f(‘i 7 -!?)*+*/(•$+•$) * 

r =a t - a 

C C djc(/) dx:(/) . d y(t) 

car par exemple J u(x, y) djc = J u(x(t),y(t)) —d/. De la définition 


d t 


■ + i- 


d t 


MO 

d / 


C C MO 

on déduit finalement I /(z) dz = Jf(z(t)) — dt. Soit Z=a — \p le nombre com- 

y t = a 

plexe conjugué de z=a-(-i/i; cela signifie que a = (z+2)/2 et que /?=(z—2)/(2i). De façon ana- 

k 

logue on obtient à partir des sommes £ f{zj) (Zj — Zj-j) l’intégrale curviligne j* /(z) dz = 

//«'» ( t ) d '- 


Exemple: Le cercle y de centre z = 0 et de rayon r=l (Fig.), parcouru dans le sens 
positif peut être représenté par z(/)=cos /+i sin t avec 0^/^2 tt. Pour cette représentation 
dz(/) 


nous avons 


d/ 


= — sin t H- i cos t et nous obtenons 


Z H 

JW 


1 


dz(/) 


d t 


z(/) dj 

y r = o r = o 

car i(cos /-f-i sin /)= —sin /-f-i cos t. 


zn arc 

/ —sin / i cos t Ç 

-———:——- d/ = i l dt = Ini, 

cos / —i sin / J 


23.1-3 L’intégrale j = 2 jii, avec le cercle unité y parcouru dans le sens positif 


A 

i/ 

s 

\ * 

V. 

\J 

'7 x 


Différentiation partielle complexe. Deux fonctions à valeurs réelles u et o, définies dans un 
ensemble ouvert M du plan des z, et ayant des dérivées partielles du premier ordre continues, 
peuvent être linéarisées au point (xr 0 , y 0 ) e M, c’est à dire, approchées par des polynômes du 
premier degré: 


li(x y y) - u(x 0t y 0 )+ + 

y <>) 


du(x 0 , y 0 ) 
dy 

^o) 


( y-y 0 ) 


et V(x, y) = v(x 0 , y 0 ) b (x-x 0 ) + ~ u ~ (y-y 0 )- 

En conséquence f — u + iv peut être linéarisée en z 0 = x 0 + iyo P ar 
, ,, * . T ^o) , . Mxp, y 0 ) 1 

/(^) —/( z o)"l“ ^ 1 JC* *o) 


du(x 0t y 0 ) . . éto(* 0 , y 0 ) 


I- i- 


■] (y-.vo)- 


dy 1 dy 

En remplaçant (jc—jc 0 ) par [(z—z 0 ) -F(^ z ^^)]/2 et (y-y 0 ) P ar [(z—z 0 ) - (z—z 0 )]/(2i), en observant 
du . dt» df du dv df ..... . 

qU ® âc + ‘ = âc et quc Üÿ + ‘ Hÿ = âÿ’ cette lmeansatIon dcvicnt 


dx 


dx 


f(l) = /(z 0 ) + y [ 


1 rô/(z 0 ) , #,)] I r df(z 0 ) 3/(r.) 1 _ 

J(,- Zo ) +^ + ^W (z_Zo) - 


d* 


<9y 
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Partant de cela, on définit les dérivées partielles complexes du premier ordre de / relativement 
à r et à z au point z 0 par: 


Ô/(z 0 ) 1 I 

\ df(z 0 ) 

■ an* 0 ) ' 

I et * /(z »> = 1 I 

r an**) 

■ 8Az 0 ) 1 

dz 2 \ 

[ dx 

d'y . 

I dZ 2 | 

L dx 

dy J 


Pour ces différentiations les formules usuelles utilisées pour les fonctions à valeurs réelles sont 
valables, par exemple 

d[f(z)+g(z)) df(z) dg{z) d[f(z ) • g(z)] x dg(z) , / x df(z) 

- T, - = ~dr + ~dT ou - Ti - =f{z) '-dT +8{z) '-dr ' 


et 


Exemples: 1. Pour /(z) = const. nous avons 

df(z) 

dZ 


df(z) 

dx 


= 0 et 


a/(z) =0,do„c^ = 0 


dy 


dz 


= 0. 


2. Pour /(z) = z = x -f iy nous avons 

df(z) 


dm 

dx 


1 et 


dm • , dm 

— i, donc V = 1 et 


dy 


dz 


dZ 


= 0. 


et 


3. Pour /(z) = z = x — iy nous avons 

dm 


dm 

dx 


= 1 et 


donc m- 0 


dy 


dz 


dz 


= 1. 


4. Les formules de dérivation d’un produit appliquées à z 2 , z 3 , ..., z" conduisent par ré- 

. dz 2 dz 2 dz n j dz 2 dz 3 dz n 

currence à -z— = 2z, -r— = 3z 2 , ..., -r— —nz n ~ x , et aussi à -r— = 0, -r—- =0, ..., - 5 - =0. 

dz dz dz dZ dZ dZ 

5. Pour un polynôme f(z)=a 0 +a 1 z+a 2 z 2 -\ - Ya n z n , à coefficients constants a s nous obte- 

-1 ^ dm 


nons = 0 -f a t +2a 2 z -| 


dz 


+na n z n ~ l et- 


dez 


= 0. 


La suite {$„(z)} des sommes partielles s n (z)— 27 aXz — z 0 ) J de la série de puissances 

00 j -0 

27 dj(z — z 0 ) J converge lorsque n->co , ou bien en z=z 0 seulement, ou bien dans le disque 


ouvert de rayon R centre en z 0 , | z —z 0 | < R y ou bien dans le plan tout entier. La fonction limite 


satisfait 


dm 


dz 


= 2J jdjiz-Zo) J - x et 


dKz) 

dZ 


= 0 (voir Chapitre 21). Comme cas particulier 


w ^ g J 

prenons la fonction exponentielle complexe définie par exp z— 27 — ; son disque de convcr- 

J =0 jl 

gence est le plan tout entier et sa dérivée — ^ Z - =exp z. 

d z 


La fonction exponentielle satisfait la formule d’Euler: exp (i<p) = cos <p-\-i sin (p. L’équation 
fonctionnelle exp (z 1 +z 2 )=exp z x ■ exp z 2 , ou exp z 0 =exp (z 0 —z) • exp z résulte de 

~ [exp (z 0 —z) • exp z] = exp (z 0 —z) • exp z-fcxp (z 0 —z) • exp z=0, 
dz 

car cela montre que exp (z 0 —z) • exp z=const=exp z 0 . 

Fonctions holomorphes. Une fonction / définie dans un ouvert M est dite holomorphe si 

d^p = 0 en tout point z de M. Pour les fonctions holomorphes on écrit ou /' au lieu 

de —. Comme déjà mentionné la fonction limite d’une série de puissances est holomorphe. 
Un domaine connexe D est un ensemble ouvert de points dans lequel deux points quelconques 





























566 23. Analyse complexe 



peuvent toujours être reliés par une courbe entièrement contenue 
dans D. Dans un domaine simplement connexe, deux telles courbes 
ayant les mêmes extrémités peuvent toujours être déformées con¬ 
tinûment de façon que, partant d’une courbe, on atteigne l’autre 
sans jamais quitter le domaine D (voir fig. 23.1-4). 

23.1-4 a) Domaine simplement connexe, b) domaine multi-connexe 


Pour toute fonction holomorphe / définie dans un domaine simplement connexe Z), il existe 
une et une seule (à une constante additive près) fonction holomorphe primitive F pour laquelle 
d F(z) 

f(z)= Le long de toute courbe y joignant Z\ à z 2 dans Z), on a J f(z) dz=F(z 2 )— 

F(z t ). 


Exemple: Pour /(z) = z 2 une primitive F est F(z)=(l/3) z 3 . Si y joint les points z 1 = 1 à z 2 =2-fi, 
alors 

U 2 dz=(l/3) (2+i) 3 —(l/3)*l 3 = 1 / 3 + 11 / 3 i. 
y 

Soit y la frontière d’une partie B de D. On peut alors appliquer le théorème d ’ Ostrogradski-Gauss 


g) 


âx d y. 


Il résulte de ce théorème que J /(z) dz = J (u dx—v d>^)H-ij* (u d y-\-v dx) 


-//(g+g)— 


df . ■ ¥ 

cix 8y 


/ f™ 


d^: d y. 


Puisque pour des fonctions holomorphes on a =0, on en déduit que f /(z) dz = 0. C’est 

oz 


df(z) 


une façon de prouver le théorème de Cauchy. 


Théorème de Cauchy : Si y 0 est une courbe fermée dans un domaine simplement connexe Z), 
alors J*/(z) dz=0 pour toute fonction /holomorphe dans ZX 


* 2 , et ainsi J/(z) dz=F(z 2 )-F(z 1 )=0. 

Y 


Le théorème de Cauchy peut aussi se déduire du théorème donnant l’existence d’une fonction 
primitive F(z) pour / dans un domaine simplement connexe. En effet si y est une courbe fermée, 
alors le point initial z 1 est le même que le point final z 2 , 

Les valeurs d’une fonction holomorphe / à l’inté¬ 
rieur d’un disque |z —z 0 |^F contenu dans D sont déter¬ 
minées, grâce à la formule intégrale de Cauchy, par les 
valeurs /(£) que prend / sur le bord y 0 de ce disque, 
ce bord étant parcouru dans le sens positif (voir fig. 

23.1-5). Car par le théorème de Cauchy 


y a 

/ 

I 


\ 


J B 


df=0 


\ 




\ 

A 





le long des courbes fermées y 0 i et yo 2 - 23.1-5 Formule intégrale de Cauchy 

Si on additionne les intégrales et si on 
fait tendre le rayon q vers zéro, on 
obtient la formule intégrale de Cauchy, 
en utilisant l’exemple donné dans le 
paragraphe “Intégrales curvilignes com¬ 
plexes”. 


Formule intégrale de Cauchy 

/w - i/Y2« 


Yo 
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Une fonction holomorphe / dans le disque |z—z 0 |</? peut être représentée comme fonction 

oo 

limite d’une série de puissances, déterminée de manière unique,/(z) = Eaj(z—z 0 ) J t dont le rayon 

j =o 

clf(z) 00 

de convergence est R et ayant pour dérivée ^ = Ejaj (z-zo)'- 1 , qui est aussi une fonction 

holomorphe. En répétant la différentiation on obtient des dérivées d’ordre quelconque k; ces 
dérivées sont des fonctions holomorphes. Ces dérivées peuvent être aussi obtenues en différentiant 
la formule intégrale de Cauchy. En faisant z = z 0 on peut .déterminer par comparaison des deux 
résultats, les coefficients a } de la série, commençant par a 0 —f(z 0 ). 

Une fonction / holomorphe dans | z —z 0 | <j R et représentée de manière unique par la série 

OO v 

de puissances f(z) = E aXz — z 0 ) J a des dérivées holomorphes d’ordre k pour tout k , . —J . — 
J =o d z k 

!tt I i et ,es coefficients de la série de puissances sont déterminés par a, = -i- 

2 tti J (£-z) fc+1 r J 2ni 


y « 

r no 

J (C-z)' + 


z ÿ+i ' ® tant une cour * >e à l’intérieur du disque de convergence tournant une 

Y» seule fois, dans le sens positif, autour de z ou z 0 . 


Singularités isolées de fonctions holomorphes. Soit M un ensemble 
ouvert contenant le disque “pointé” 0< |z —z 0 |< R (voir fig. 23.1-6), mais ne 
contenant pas nécessairement z 0 centre du disque. Soit / une fonction holo¬ 
morphe dans M. Alors / peut être représentée dans le disque pointé, par 
une série de Laurent , déterminée de façon unique , et dont la partie prin¬ 
cipale est constituée de termes à exposants négatifs. Le coefficient du pre¬ 
mier terme, «_ 1 = Rcs f est appelé résidu de / en z 0 . Le point z 0 est appelé 
singularité isolée de f 


+ 


Série de Laurent: /(z)= E aj(z—z 0 ) J = -f - a 2 .- 

J — —oo (z-z 0 ) 2 

a -1 


-f «o+ a i( z ~ z 0 )+ a 2 (z — z 0 ) 2 -|-avec 

* — 

i f /(«de _ i 

1 2m J (C-z o y +1 ’ 1 _ 2jii J /(Ç)dC ’ 

Y<> 70 

où y 0 est le cercle |z—z 0 | = r, 0<r<R t parcouru dans le sens positif. 



23.1 -6 Développement 
de Laurent dans un 
disque ouvert pointé 


Si aj = 0 pour tous les j négatifs, autrement dit si la partie principale est réduite à zéro, alors 
la série de Laurent se réduit à une série de puissances, et / est holomorphe dans le disque 
entier |z—z 0 |< /?, si on pose f(z 0 )—a {) . On peut prolonger / par continuité et z 0 n'est plus une 
singularité de /; z 0 est appelé pôle d’ordre n si a- n t^O et <?_„_! = 0, a_„_ 2 = 0, ..., c’est à dire 
s’il n’y a qu’un nombre fini de coefficients a Jy avec indice j négatif, qui soient différents de zéro. 
Dans ce cas |/(z)| devient arbitrairement grand lorsque z est suffisamment près de z 0 . Le point 
z 0 est une singularité essentielle de / si cijAO pour une infinité d’indices négatifs j. Le théorème 
de Casorati-Weierstrass montre alors que / approche d’aussi près que l’on veut, n’importe quelle 
valeur complexe dans tout voisinage de z 0 . 

Une fonction est dite méromorphe dans un ouvert Af si elle est holomorphe dans M excepté 
en des pôles, ou des singularités isolées. 


Exemple: La fonction représentée par /(z) = — -f . . - Z ■■■- = —-_ z „ + — .— est 

w Z+1 1-bz 2 z+1 2i(z+i) 2i(z—î) 

méromorphe dans le plan tout entier, elle possède des pôles du 1er ordre en z 1 = — 1, 

2 ’2=-i, Z 3“ *• 


Si on multiplie par (z—z 0 )" une fonction méromorphe / ayant un pôle d’ordre au plus n en z 0 , 
on obtient alors une série de puissances ordinaires, dans laquelle a~ x est le coefficient du terme 
(z—z 0 ) n ~ 1 . Par dérivation répétée on obtient le résidu de la fonction f : 


Res f—a~ x = 
*0 


1 

(fl- 1 )! 


lim 

z—yzo 


d“- 1 [(z-z 0 ) ll /(z)l 

dz"- 1 
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Si y 0 est une courbe fermée (ou chemin fermé) du domaine de définition M d’une fonction 
méromorphe f si z 0 est une singularité isolée de / n’appartenant pas à y 0 , alors pour tout point 
C de y 0 on peut calculer à partir de Ç-z 0 =|Ç — z 0 | (cos <p+i sin <p) (voir fig.), l’angle (p fait par 
£ —z 0 avec l’axe réel. Cet angle est déterminé à 2kn près, mais cet entier k peut être choisi de 
telle façon que (p varie continûment lorsque f parcourt continûment y 0 . Quand £, après avoir 



23.1-7 Définition de 
l’indice l(v 0 , z 0 ) 



/z N 

ko 0 y 0 \ 


J%* o >=0 


23.1-8 Exemples d’indices 


parcouru y 0t revient au point initial, l’angle (p a augmenté de 2nn. L’indice de y 0 par rapport 
à z 0 est cet entier n , n = I(y 0 , z 0 ), dépendant du chemin y 0 , du sens de parcours, et de la position 
de z 0 par rapport à y Q (voir fig. 23.1-8). Si y 0 entoure z 0 , si y 0 n’a pas de point double, et 
si y 0 est parcouru dans le sens positif alors, par développement de Laurent, on a J/(£) âÇ = 2ma- v 
De façon plus générale, on peut en déduire le théorème suivant: Vo 

Théorème des résidus . J* /(£) d£ = 27ri S I(y 0 > z 0 ) Res /, à condition que y 0 soit un chemin fermé 

Vo z o y *o 

du domaine simplement connexe M et à condition que f soit holomorphe dans Ml excepté aux 
singularités isolées z 0 . La somme est faite sur les singularités z 0 . 

Exemple: La fonction méromorphe / représentée par /(z)= l/(z+1)~ 
l/(z—1) a des pôles en z 1 = — l et z 2 =l. Dans un voisinage de z lt 
— l/(z— 1) est une fonction holomorphe et peut être développée en 
série de puissances P l9 de façon analogue l/(z-H) peut être dévelop¬ 
pé en série de puissances P 2 > dans un voisinage de z 2 . De/(z)= l/(z-|-l) + 

#*! = — l/(z—1)+J*2 on obtient Rcs /=-H et Res /= — 1. Si y 0 est le 

*o=» — 1 Zo=* + 1 

cercle centré en z = 2 et de rayon 2, parcouru dans le sens négatif (voir 
fig.), alors I(y 0 , -1) = 0 et 7(y 0 , +1)= — 1; donc le théorème des ré¬ 
sidus donne: 

^ At:=2m [1 0+(- 1) (- l)]=2rci. 

Vo 

Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes. Une fonction / définie dans un en¬ 
semble ouvert D de C" est dite holomorphe si elle est holomorphe séparément par rapport à 
chaque variable z h les autres étant alors considérées comme fixées (un élément de C" est repré¬ 
senté par le «-uple (z lf z 2 , ...,z„)). Donc les équations différentielles suivantes sont vérifiées 

=0, =0. L’ensemble de points l(z„, ..., z„): \z s — z*}\<Rj, j= 1, est ap- 

dzj dz„ 

pelé polycylindre fermé de C", (zj, ..., zj) est un point donné de C". Si cet ensemble est contenu 
dans D, alors en tout point intérieur {(zj, ..., z„) : \zj — z^\<R Jy j— 1, ..., rt} la fonction / peut 
être représentée par la formule intégrale généralisée de Cauchy , dans laquelle la surface d’inté¬ 
gration (ou déterminante) S : {( z lt ..., z„): \zj — z*}\ = Rj, j— 1, ..., n} est un sous ensemble de la 
frontière du polycylindre. 




23.1-9 Applications du 
théorème des résidus à 

/(*)= 1 * 


-I I 


7. «- I 


Formule intégrale de Cauchy généralisée 


/(Zi. 


• • » Z„) — 


1 f /(Cl, • • - , c.) 

(2m)" J (Ci-z 1 )---(C„-z„) " 

S 


...df 


n* 


Si D est un domaine connexe, alors deux fonctions holomorphes dans D sont égales en tout 
point de D si leurs valeurs coïncident sur la surface déterminante d’un polycylindre situé dans D. 
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Localement, les fonctions holomorphes peuvent être représentées comme la fonction limite 
d’une série de puissances. 

Z ?y l .v (I (z 1 -z?)V“(z"-zî) v ». 

Vi.V„ 

On peut obtenir d’autres généralisations pour les fonctions holomorphes si au lieu de consi¬ 
dérer des fonctions holomorphes d’une ou plusieurs variables complexes on considère les fonc¬ 
tions à valeurs complexes comme solutions d’équations aux dérivées partielles complexes géné- 

dw 

raies, par exemple, l’équation différentielle de Vekua — = A(z) w -f B(z)w. Dans ce cas les 

oz 

dérivations peuvent être interprétées au sens de la Théorie des Distributions. 


23.2. Applications de l’analyse complexe 

Calcul d’intégrales réelles. Certaines intégrales de la 

+ oo 

forme J f(x) âx peuvent être évaluées en utilisant un 

—oo 

“contour d’intégration’’. Avant toute chose, la valeur 
principale de Cauchy de telles intégrales est définie com- 

R 

me lim f /( x) âx , à condition que cette limite existe. 

K—» OO —R 

Imaginons maintenant que la partie de l’axe réel com- -/? 

prise entre -R et +* forme un morceau d’une courbe 2}2 _, Contour d . intégration 
fermée y K , dans le domaine de définition d une fonction 
méromorphe /(z), dont les valeurs, lorsque z est réel, 
coïncident avec les valeurs de la fonction f(x ), et que l’intégrale curviligne le long de la partie 
restante de y R ait pour limite zéro lorsque R-*co. Si / a des pôles sur l’axe des réels, l’un 
d’entre eux étant x 0 , pour fixer les idées, alors ce point x 0 peut être exclus ou inclus dans 
l’intérieur de y R par l’intermédiaire d’un demi-cercle de rayon q (petit), et l’intégrale le long 
du contour y R devra être évaluée pour q tendant vers 0 (voir fïg. 23.2-1). Pour les pôles dont 
la partie imaginaire est nulle, Imz o = 0, il faut remplacer le facteur 2m dans la formule des rési¬ 
dus, par ^fm (la formule avec 2m étant valable pour les pôles à partie imaginaire positive 
Im z 0 >0). 



+oo 

f [Pi(x)/p 2 (x)\ dx=2m Z Res lPi(z)/p 2 (z)\-\-m S Res [p x (z)lp 2 (z)\ 9 

“OO Imzo >o 20 Imxo-0 z <> 

+ 00 +00 

5 [ftW/ftW] cos* dAT -f-i J IPsMIp^x)] sin x âx 

-oo -00 

= 2 m Z Res {[/> 3 (z)/p 4 (z)] exp iz} + 7ri Z Res {[p 3 (z)lp A (z)] exp iz}, 

Imzu >o z ° lmz 0 = o z o 

à condition que les fonctions définies dans le plan des z par Pi(z)//? 2 (z) et p 3 (z)//? 4 (z) n’aient 
que des pôles d’ordre 1 sur l’axe réel, que le degré de p 2 excède celui de p x par au moins 
2 et que le degré de p x excède celui de /? 3 par au moins 1. 


+ 00 +00 

Exemple 1: f-ch âx = n/2. Si on fait dans la formule 

0 -00 

1 z — I 

précédente p 1 (z)=l, p 2 {z)— 1 +z 2 = (z+i) (z—i), on trouve Res . , ~~ 2 ■ — lim . , 2 — 

2(3 l 1 t Z Z- >1 1 I Z 

1 1 


-; • = -rr = — , d’où le résultat. 

z I i zi z 


Exemple 2: J '" âx=n. Le théorème des résidus est appliqué à la fonction méro- 

-00 

morphe représentée par (l/z)expiz, qui n’a qu’un pôle du premier ordre en z 0 = 0. Le 
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résidu en z 0 = 0 est Res 

Zo 


exp (iz) 

= lim 

exp (iz) 
z 

z 

z—>0 

z 


= lim exp (iz) = 1. De 

z—>0 


+00 

/ COS X 
x 


dj< 


+oo 

+l f^ 


6x = m on déduit le résultat, et en outre que 


+ 00 

COS X 


f 


djc = 0, 


ce qui est évident par changement de a: en — x. 


Relations entre l’analyse complexe et les équations aux dérivées partielles. Pour une fonction 

,i , , ... v */<*> « \sm ..dm i dm am 

holomorphe f=u-\-w on a par définition ' ' *f z ~~2 l~dx - 1 ~ dy~ J — ~~ ~~ 1 ’~ dy '» 

du dv .du dv 

soit, respectivement, Cela conduit aux équations différentielles 

de Cauchy-Riemann : 



du dv 

dv du 

Equations différentielles de Cauchy-Riemann 

dx dy 

dx dy 


Exemple: La fonction définie par /(z) = z 2 = (jc 2 — y 2 )+2ixy est holomorphe, donc u(x f y )= 
x 2 —y 2 et v(x, y) = 2xy est une solution des équations différentielles de Cauchy-Riemann. 


Théorème réciproque: Si les dérivées partielles du premier ordre de fonctions à valeurs réelles 
u et » existent et satisfont les équations différentielles de Cauchy-Riemann, alors f=u- f-iw 
est holomorphe. 


Si on différentie la première équation de Cauchy-Riemann par rapport à jc et la deuxième 

d 2 u 

par rapport à y , on obtient réquation de Laplace (équation différentielle de Laplace) ' 

d 2 u 

-TÿT = 0. Puisque une fonction holomorphe a des dérivées de tous ordres, les dérivées partiel¬ 
les d’ordre arbitraire de u et v existent aussi. 


Les parties réelle u et imaginaire v d’une fonction holomorphe satisfont l’équation 


de Laplace Au = 


d 2 u 

dx 2 


d 2 u 


d 2 v 


d 2 v 


.jyj, = 0 et Av = ~^ 2 + ~dy 2 = Inversement, dans un domaine 


simplement connexe D , pour une fonction u solution de l’équation de Laplace, il existe une 
fonction o déterminée de manière unique (à une constante additive près), telle que la fonction 
/=«+iu soit holomorphe. 


Exemple: La partie réelle u(x y y)=x 2 —y 2 de la fonction holomorphe /(z) = z 2 est une solu¬ 
tion de l’équation de Laplace Au=0. 


Transformations conformes. Une fonction holomorphe / définie dans un domaine D par 
w=f(z) associe à chaque point z de D un point w du plan des w. Si y est représentée par 

z=z(/), a^t^b, et si = Q(t) exp (i/?(0), alors la tangente à la courbe au point z(a) fait 


un angle fl(a) avec l’axe des réels. Si 


àf(z) 
d z 


= £exp(ia), alors puisque 

z = z 0 


d/(z(/)> 
d / 


d f(z) dz(0 

dz Z=Z0 (lt 


= QQ(a) exp [i (fl{a)-\-a)\, la tangente à la courbe image au point f(z(a)) fait 


un angle /?(a)+a avec l’axe des réels, c’est à dire que tous les angles ont subi une rotation de a. 
En conséquence l’angle (p entre deux courbes reste inchangé (voir fig. 23.2-2). L’application / con¬ 
serve donc les angles, elle est dite conforme et plus précisément conforme directe car le sens de 
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rotation est aussi préservé. Si r(t) est la distance entre les points z(/) et z 0 et r(t) celle entre 
î'(t') 

f(z(t )) et/(z 0 ), alors lim =|/'(z 0 )| si f'(z 0 )^0. Cela signifie qu’à la limite /-*0 les distances 
f->o r(t) 


sont multipliées par le facteur |/'(z 0 )| (voir fig. 23.2-3). 



23.2-2 L’application 
déterminée par une 
fonction holomorphe 
w=f(z) est conforme. 



23.2-3 Rapport des distances pour 
les applications conformes 


ri 




23.2-4 Transformation d’un triangle en un triangle semblable par 
w=(l +i)z 

+(l — i) f(z)=i 2 „ a 


y K 

it r 


f 



2 9 




1 K 


23.2-5 Application du premier quadrant dans 
le demi plan positif par w=z 2 


Exemple 1: La fonction linéaire / définie par w=f(z) = az-\-b , à coefficients complexes a^O 
et /;, tranforme chaque figure du plan des z (par exemple un triangle —voir figure 23.2-4), en 
une figure semblable dans le plan des w. 

Exemple 2: Puisque z=rexp(i<p), on a w—z 2 = r 2 exp (2i<p); en conséquence la fonction / 
définie par w=z 2 transforme le premier quadrant (Re z>0, Im z>0) du plan des z en le demi- 
plan positif (Im w>0) du plan des w (voir fig. 23.2-5). 


j——, où c est une constante réelle et où z 0 est fixé 
i — z ft z 


Exemple S: Si w=/(z) = exp (ic) 
avec |z 0 |<l, alors 

M*= lexp (ic)| 2 

( 1 - 2 0 z) ( 1 - Z 0 z) 1 -I- ZqZqZZ ~ ZqZ - ZqÜT 

parce que le module |Ç| d’un nombre complexe f satisfait |f| 2 = £f. Donc |»v|=l si 
et seulement si z7d-z 0 7 () — z 0 7—zZ 0 = 1-|-z 0 z 0 z2—z 0 z — z 0 z c’est à dire, |z| 2 (1 — |z 0 | 2 )= 1 — |z 0 | 2 , ou 
|z| = l. Puisque J/(z 0 )| = 0, par des arguments de continuité on montre que|/(z)|<l pour tout z 

wH-cxp (ic) z 0 

tel que |z|< l. Inversement puisque z—exp ( —ic) j ^ CX p(_j c .) f w ' chaque w avec M<1 est 

l’image de précisément un z avec |z|< 1. Cela signifie que / transforme le disque ouvert 

d/(z) 

[z\<\> biunivoquement en lui-même. Tenant compte de 7^0, la transformation est con¬ 
forme. Si z 0 = 0, alors /(z) = exp (ic) z est une rotation autour de z=() et d’angle c exprimé 
en radian (voir fig. 23.2-6). 



23.2-7 Transformation du demi-plan positif en cercle unité par 
>v=(z-i)/(z-H) 
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Exemple 4: La fonction holomorphe définie par w= f(z) — 


—— dans le demi-plan su- 

z+1 


périeur (Im z>0) transforme ce dernier, de façon conforme, en le disque ouvert |w|<l. Puisque 
|z—i|< |z+i| pour tout z avec Im z>0, il est vrai que |w|< 1. Les images des z réels sont 
les points du cercle unité car |z-i| = |z+i|. Les images des points 0, 1, oo, —1 du plan des z 
sont les points —1, — i, 1, i du plan des w (voir fig. 23.2-7). 


Théorème de Ricmann. Soit D une partie simplement connexe du plan complexe (plan des z ). 
Etant donnés un point quelconque z 0 dans D et une direction quelconque en z 0 , il existe une et 
une seule transformation conforme de D en le disque unité \w\ < 1, par une fonction holomorphe 
w =f(z) dont la dérivée ne s’annule pas et telle que z 0 soit transformé en le centre du disque 
w=0 et telle que la direction donnée en z 0 soit transformée en la direction positive de l’axe 
des réels (voir fig. 23.2-8). 



VI 

L 

f(Z) = W 

\ 



\w*0 

* f U 

/ 


/ 


- 


23.2-8 Thcorcme de la transformation de Ricmann 
23.2-9 Lignes de courant U(x, y) = const 


[u(x,y), v(x,y)] 
z=x + \ y. 
U(x,y)=const 




23.2-10 Ecoulement dans 
un coin rectangulaire 


Problèmes d’écoulements. Un écoulement stationnaire, c’est à dire ne dépendant pas du temps 
dans un domaine du plan des jc, y , peut être caractérisé par le vecteur vitesse [//(*, y ), u(xr, y)] 
d’une particule suivant l’écoulement. Dans un écoulement sans source et sans tourbillon on a 


dv 

dy 


du dv du 

et — — = Vj”, si bien que les composantes u et v forment une fonction holo¬ 


morphe f=u-\-iv. Dans un domaine simplement connexe il existe toujours une primitive 
F=U-\ iV y qui est alors holomorphe. Par U(x, y) = const., celle-ci décrit les lignes de courant le 
long desquelles se meuvent les particules (voir fig. 23.2-9). Les vecteurs vitesses sont tangents 
aux lignes de courant. Puisque des fonctions holomorphes restent des fonctions holomorphes par 
des transformations conformes, c’est un bon moyen pour décrire la forme des lignes de courant. 


Exemple 1 : Dans le demi-plan supérieur (Im w>0), les lignes de courant sont Im w=const. 
Si w=z 2 — x 2 — y 2 -\~2 \xy, ce demi-plan est l’image du premier quadrant du plan des z (voir 
l’exemple 2 des transformations conformes). Cela signifie que les hyperboles Im w — 2xy— const. 
sont aussi des lignes de courant, précisément celles d’un écoulement dans un virage rectangu¬ 
laire (voir fig. 23.2-10). 

Exemple 2: La fonction w=(I/2) (z+l/z) 
transforme le cercle |z| = 1 en le segment allant 
de -f 1 à — 1 du plan des >v, parcouru deux fois, 
si bien que les points -fl, i, —1, — i ont pour (c^2,0) 

image T 1,0, —1,0 respectivement. A l’excep- „ I mw=ci/2 

tion de ce segment le plan des w est l’image de 
l’extérieur du disque unité, |z|>l. Dans ce plan, 
les parallèles Im w=const. sont des lignes de 
courant. Leurs antécédents donnent le courant 
autour du cercle unité. Puisque z=r(cos99 + 
i sin (p) y 1 /z== (I/r) (cos (p — i sin </?), et w— 

(l/2)(M-l/r) cos çH-(i/2) (r— 1 //*) sin (p , on peut '0,5 

voir que (r— l/r) sin ç? = c=const. sont les équa¬ 
tions de ces lignes de courant (voir fig. 23.2-11). 



,f(z)=j(z+l) 


1 

W 

i 

0,5 






(c o --1,0) 

23.2-11 Transformation conforme des lignes de 


L’écoulement autour d’autres profils est obtenu 
en transformant de façon conforme, l’extérieur 
du profil en l’extérieur d’un cercle. 


courant (r— 1//*) sin (p = const du plan des z en 
les lignes de courant d’un écoulement parallèle 
Im w =const du plan des w 
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Exemple 3: Si /f>0 (sur la figure /? = 2,75), alors w = ( 1 /2) (z + h 2 /z) transforme le cercle 
K h du plan des z (centre z = 0 et rayon r=h) en le segment compris entre —h et +h de 
Taxe rcel du plan des w (voir fig. 23.2-12); car de z =/) (cos -f i sin (p) il s’ensuit que 
H> = //cos<p. Si Ç=/r/z, alors w>(£)=(!/2) (/i 2 /z+/i 2 -z//i 2 )= w>(z), c’est à dire que z et £ ont la 
même image dans le plan des w. Le cercle K u de centre /Vf(— 1, 1) passant par z—h passe 
aussi par z=— h\ et le rayon de ce cercle est j?=\/[(A-bl) a -|-l]. Par Ç=/) 2 /z le cercle K Q de¬ 
vient un autre cercle K t , de centre //(/;/(/*+2), hHJi- b2)) et de rayon rj = hQl(h-\- 2). Les cercles 
K q et Kri sont transformés en une figure qui est appelée profil de Joukovsky. L’ensemble des 
points compris entre K ü et Krj est transformé en l’ensemble des points bornés par le profil 
de Joukovsky; en général, des couples de points compris entre Kq et Kr\ ont la même image 
dans le plan des w. Incidemment, l’ensemble étiré de points appartenant au premier quadrant 
et compris entre K,, et Kri , de même que l’ensemble se trouvant dans le quatrième quadrant 
entre K h et K Q , sont transformés en l’ensemble de points compris entre l’axe réel et la partie 
G—I—Â du profil de Joukovsky. Les images des cercles ayant pour centre (—1, +1), et 
des rayons de plus en plus grands Qi — 5, 6, ..., deviennent de plus én plus circulaires pour 
des |z| assez grands car \h 2 /z\<e. 

En général de telles applications sont définies par « 0 /z+a 1 z+a 2 z2 l-• 



23.2-12 Transformation 
de Joukowsky 


23.3. Vue d’ensemble sur les fonctions à valeurs complexes 

La sphcrc numérique de Ricmann. La fonction holomorphe définie pour z^O par £=l/z 
transforme l’extérieur du cercle \z\>R en le disque pointé 0<|£|<1 jR (ne contenant pas le 
point £ = 0), et cela de façon conforme (voir fig. 23.3-1). Mais les images f=l/rexp (— i<p) des 
points z=rcxp (iç?) approchent d’aussi près que l’on veut ce point f = 0 lorsque r-*oo. On inter¬ 
prète donc f = 0 comme l’image du point z=oo du plan des z. Une idée intuitive du point à 
l’infini dans le plan des z peut être donnée par l’intermédiaire de la sphère numérique de Rie- 
mann. Le point S de la sphère touche le plan des z en z = 0. La ligne joignant le point N dia¬ 
métralement opposé à S , à un point z, traverse la surface de la sphère en l’image P de z. L’ap¬ 
plication z->P est injective, et le point N 
est considéré comme l’image du point à 
l’infini dans le plan des z (voir fig. 

23.3-2). 

23.3-1 Application de 
l’extérieur d’un cercle 
de rayon R à l’intérieur 
d’un cercle de rayon 
1 /R par £= l/z 




23.3-2 Sphère numérique de Ricmann 
r=2/[R sin 0(1 — cos 0)] 
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La ligne droite contenant un point z—r exp (i<p) et son image f= 1/r exp ( —i<p) est transformée 
en une autre droite par la symétrie Z— 2. C’est une transformation conforme indirecte car le 

sens de rotation de l’argument (p est inversé. La transformation par rayon réciproque £= = 

= 1/2 = l/r exp (iç>) est donc conforme indirecte. Le point original et le point image appartiennent 
à la même droite. La quantité l/r peut être construite aisément de façon élémentaire (voir fig. 
23.3-3). 



oo 

Surfaces de Kicmann. Si la série de puissances P Zo = Z aj{z—z 0 ) J converge dans le disque 

7 = 0 

K Zo : \z—z 0 \<R 0 , alors elle définit dans celui-ci une fonction analytique /. Si z 1 appartient à 
K Zo , alors en se servant de (z — z 0 ) = [(z—z 1 )+(z 1 — z 0 )\ y la série de puissances P Zo peut être réé¬ 
crite en série de puissances P 2l , qui converge aussi et représente la même fonction dans l’inter¬ 
section K Zo nK Zl . Si P Zt converge non seulement dans K Zoy mais aussi en des points z d’un disque 
K Zl se trouvant partiellement en dehors de K Zn , alors / a été prolongée analytiquement par P Zl 
(voir fig. 23.3-4). Par prolongement analytique, de toutes les façons possibles, on obtient la 
fonction analytique complète générée par la série de puissances p.» Il peut arriver que cette 
fonction affecte à chaque point du plan des z, exactement une valeur/(z); mais il peut aussi y 
avoir des points pour lesquels on obtient des éléments de fonctions différents suivant le chemin 
par lequel on atteint ces points. Pour surmonter cette ambiguité on imagine que chaque élé¬ 
ment de fonction est défini dans une copie individuelle du plan, feuillet ou couche, si bien 
qu’en de tels points z la fonction analytique complète est définie de façon unique dans un 
nombre correspondant de feuillets. Ce recouvrement ou sphère est appelée surface de Riemann R. 

Par exemple, la fonction définie par w—y/z—r exp (i<p/2) peut être prolongée analytiquement 
de l’axe des réels positifs dans le sens des (p croissants ou dans le sens négatif des (p décrois¬ 
sants. Sur l’axe des réels négatifs, on obtient, suivant le sens de rotation, les valeurs w + (rc)= 
r exp (ijr/2) et w~(— n)=r exp ( — ijz/2) respectivement (voir fig. 23.3-5). Après un tour complet, 
ces valeurs s’interchangent car w+(3ji) = r exp (3i:rc/2) = /* exp ( — iyr/2) et w“( — 3n) = r exp ( — 3inl2) 
= r exp (i^/2). La surface de Riemann de cette fonction a donc deux feuillets (voir fig. 23.3-6), 
coupés chacun le long de l’axe des réels négatifs reliés ensuite ensemble, en se croisant de 
telle sorte que le bord supérieur de la coupure dans chaque feuillet soit relié au bord inférieur 
de l’autre feuillet. Alors les valeurs de la fonction sur la surface de Riemann varient conti¬ 
nûment en passant de l’un à l’autre. Aux points de ramification les deux feuillets sont liés. 
On peut voir que pour w=\/z, z = 0 et z=oo sont des points de ramification. 
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23.3-5 Les valeurs w v (n) 
et w~{n) de w=y/ z 
sur l’axe réel négatif 


23.3-6 Surface de Riemann 
de w= y/ z 



Uniformisation. Une surface de Riemann R est un recouvrement du plan des z ou de la sphère. 
On peut construire pour R un nouveau recouvrement, le recouvrement universel. Si on part d’un 
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point P {) donné de R tous les points P du recouvrement universel doivent être l’autre extrémité 
de n’importe quel chemin débutant en P 0 ; mais deux courbes (ou chemins) 
y 1 et y 2 conduisent au même point P seulement lorsque ces courbes peuvent se 
transformer continûment l’une en l’autre; autrement dit, s’il y a un chemin 
allant de P 0 à P ne pouvant pas être transformé continûment en y x ou y 2 , 
il définit un autre point du recouvrement universel. L’exemple de îa coi 
ronne montre qu’on peut trouver de telles courbes y (voir fig. 23.3-7). 

23.3-7 Deux chemins y x et y 2 définissent le même point du revêtement universel si et 
seulement si on peut les transformer continûment l’un dans l’autre sur la surface 
de Riemann R. 



On peut montrer que ce recouvrement universel est simplement connexe et il s’ensuit une 
généralisation du théorème de Riemann sur les transformations conformes: 

Généralisation du théorème de Riemann. Le recouvrement universel de toute surface de Riemann 
peut être transformé de façon biunivoque et conforme en l’intérieur du disque unité ou en le plan 
complexe entier ou en la sphère de Riemann. 


Puisqu’une surface de Riemann est une partie de son recouvrement universel, toute surface 
de Riemann est en correspondance biunivoque avec un sous ensemble de la sphère numérique 
de Riemann. On peut grâce à cela parler d’uniformisation d’une surface de Riemann; comme 
exemple nous avons P uniformisation de la surface de Riemann de l’intégrandc d’une intégrale 
elliptique (voir Intégrales elliptiques). 

Répartition des valeurs. Pour une fonction holomorphe, on peut parler de la fréquence avec 
laquelle certaines valeurs sont prises. Un point z 0 est dit point de multiplicité k de /pour* la 
valeur w 0 si/(z 0 ) = w 0 et /'(z 0 ) = 0, .. .,/ ( * _1) (z 0 ) = 0, et / (k) (z 0 )#0. Nous avons alors le théorème 
suivant. 


Si on tient compte de la multiplicité, un polynôme p{z)=a n -^a x z-\ -1 -a„z n 9 avec 0, 

prend toute valeur complexe w> 0 en exactement n endroits (Théorème fontamcntal de l’algèbre). 

Par exemple, le polynôme p(z) = z 2 prend la valeur >v () =-|-l en z=l et z= — I ; la valeur w (> = 0 
n’est prise qu’en z = 0, mais avec la multiplicité 2, car p\z)—2z et //'(z) = 2, si bien que //(0) = 0 
et //'( Q)-£0. Le théorème de Picard donne un résultat plus fort que le théorème de Casorati- 
Wcicrstrass. 


Théorème de Picard: Une fonction à valeurs complexes ayant une singularité essentielle en z, 
prend dans tout voisinage de z 0 , toute valeur complexe avec au plus une exception. 


23.4. Intégrales elliptiques 


La fonction de Wcicrstrass Une fonction /définie pour tout z est dite périodique et de 
période a) si /(z-|-a>)=/(z) pour tout z. Une fonction / est dite doublement périodique s’il existe 
deux nombres complexes u) x et o) 2 pour lesquels le rapport mJw , n’est par réel, et tels que tous 
les nombres a)=k 1 a) 1 -\-k 2 a) 2 (k x et k 2 étant des entiers arbitraires), déterminent l’ensemble de toutes 
les périodes, c’est à dire la grille des périodes où /(z |w) = /(z) pour tout z. 

Soit a un nombre complexe quelconque. Les nombres a, a-\-œ ly a+coj-f-cog, a-\- a> 2 sont alors 
les sommets de ce qu’on appelle parallélogramme de période. Une fonction doublement pério¬ 
dique prend ses valeurs dans n’importe quel parallélogramme de période. Une fonction elliptique 
est une fonction méromorphe doublement périodique. Une fonction elliptique qui n’est pas une 
constante doit avoir des pôles. Mais la somme des résidus à l’intérieur de n’importe quel paral¬ 
lélogramme de périodicité est toujours zéro, car si on intègre le long de la frontière d’un tel 
parallélogramme, alors 


JA*) 


a «+(oi +«>4 

J /(z)dz-|- J /(z)dz + 

a rt+coi 


fl+Wj u 

J /(z)dz+ J /(z) dz = 0; 

fl+ft>i+o>a a+o)2 
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en effet en substituant z+œ à z dans la troisième intégrale, 
on obtient la valeur opposée de la première intégrale, et une 
déduction analogue pour l’autre paire d’intégrales. On a sup¬ 
posé ici qu’il n’y avait pas de pôles sur la frontière, mais on 
peut toujours se ramener à ce cas en choisissant judicieuse¬ 
ment a (voir figure 23.4-1). Il n’y a donc pas d’intégrales 
elliptiques n’ayant qu’un seul pôle du premier ordre dans le 
parallélogramme de période. La fonction elliptique la plus 
simple est la fonction de Weierstrass p 

V( z ) z 2 ^ a [( z _ _ k 2 co 2 ) 2 (fcjCüi+Àraû)*) 2 ]’ 



23.4-1 Grille de période et parallélogramme de période de sommet a 


où le signe sur le symbole 2J indique que le terme correspondant à k x =0 et k 2 =0 ne fait pas 
partie de la somme. Cette fonction a un pôle d’ordre 2, et pour résidu 0 à chaque point de 
la grille. La dérivée p'(z) est aussi elliptique et a des zéros d’ordre 1 en Wj/2, wJ2 et (wj-f-»v 2 )/2. 
Dans un voisinage de z = 0, on peut donner les développements en série de Laurent de la 
fonction p et de ses dérivées, comme somme de la partie principale et d’une fonction holo- 
morphe //: 


p(z)= l/z 2 +/;(z), p'(z)= — 2/z 3 -|-/i'(z), p''(z) = 6/z 4 +/i''(z). 

Le développement en série conduit à l’équation différentielle p' 2 = 4p :i —g 2 p — g 3 dans laquelle 
on utilise les abréviations suivantes: 


£'2 = 60 Z 

2(^1- 


k 2 w 2 y 


et £' 3 = 140^' 


1 


k u k 2 (ki(^i+k 2 œ 2 Y 


Etant données des valeurs g 2 et g 3 avec g% — 21g%fiO y le problème inverse pour la fonction p 
nécessite de trouver une grille de périodicité de telle sorte que pour la fonction p associée, les 
quantités g 2 et g 3 prennent les valeurs données. 

Si en N points z h j= 1, . ..,/V, dans un parallélogramme de période, les parties princi¬ 
pales du développement de Laurent sont imposées de telle sorte que les résidus satisfont 

N 

Ea { l{= 0, alors à une constante additive près, il existe une et une seule fonction elliptique 

7-1 

possédant ces parties principales. A part la constante, c’est une combinaison linéaire de la 
fonction p, de ses dérivées, et de la primitive f de — p. Mais cette fonction £ n’est pas ellipti¬ 
que, car elle a des pôles d’ordre I aux noeuds de la grille et est holomorphc ailleurs. 


Forme de Weierstrass d’une intégrale elliptique : Dans une intégrale elliptique, l’intégrandc 
rat (z, w) est une fonction rationnelle en z et w; w est la racine carrée d’un polynômes p 4 (z) de 
degré 4 ou d’un polynôme p. A (z) de degré 3 en z, les 4 ou 3 zéros de ces polynômes étant sim¬ 
ples, c’est à dire distincts. Dans le plan des z l’intégrandc est déterminé à un facteur ± 1 
près, il n’est déterminé de façon unique que dans la surface de Riemann à deux couches 
w=^/p(z). Les quatre points de ramification sont les quatre zéros e lt e 2 , e 3t e 4 de p 4 (z) t ou les trois 
zéros de p :i (z) auxquels on ajoute le point z=oo. Le chemin d’intégration y est situé dans cette 
surface de Riemann. En faisant la substitution z'=I/(z — e 4 ) on n’a plus qu’à considérer le cas 
p :i (z). Par une translation on peut s’arranger pour que le centre de gravité du triangle formé 
par les 3 zéros restants e l9 e 2 , e 3 soit en z = (). (voir lig. 23.4-2). Alors e t +e 2 +e 3 =0 et le théo¬ 
rème de Viètc nous donne à un facteur constant près p(z)=4z 3 4-c 1 z+c 2 . Cela conduit à la 
forme normalisée de Weierstrass pour les intégrales elliptiques. En résolvant le problème inverse 
pour la fonction p y avec ces valeurs —c x et — c 2 , on peut trouver deux périodes m x et co 2 dans 
un plan z, de telle sorte que la grille de période associée détermine une fonction p(z ) pour la¬ 
quelle £' 2 =—c, et g :x ——c 2 . En faisant z=p(z) chaque parallélogramme de période du plan z 
est transformé biunivoqucmcnt en un feuillet, et le plan z entier est transformé en le recouvre¬ 
ment universel de w=\fp(z). Si on se réfère à l’équation différentielle vérifiée par p et puisque 
z = p(z) y on en déduit que p' 2 =4fi 3 —g 2 p—g 3 =w 2 9 c’est à dire p\z)=w. 

Si y est l’image inverse dans le plan z de la courbe y du plan des z, alors 
l’intégrale elliptique s’écrit dans le plan z: 

J rat (z, w) dz= J rat (p, p") p'(z) dz. 

V 7 


23.4-2 Zéros e l9 e 2y e 3 vérifiant e x +e 2 +e 3 = 0 de p(z)=4z 3 -hc l z-hc 2 
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L’intégrandc est dit être a) de première, b) de seconde, c) de troisième espèce selon que Pinte- 
grande dans le plan z est une fonction elliptique a) sans pôles, b) ayant des pôles mais de telle 
sorte que les résidus soient tous zéro, c) autrement. Dans le cas a), Fintégrande est donc une 
constante dans le plan des z, si bien que rat (p, p')=const/#F et rat (z, w)=const/w. Puisque 
w 2 =4z 3 —g 2 z—g 3 nous avons pour les intégrales elliptiques 


Intégrales elliptiques: const I — = const / 

J w J 

y 

r zdz r 

J \/(4z 3 -A' 2 z-A'3) J 


dz 

\/(4z :i -g 2 z-g 3 ) 

dz 


première espèce, 


(z - z 0 ) y/ (4z 3 - g 2 z - g 3 ) 


troisième espèce. 


On obtient la forme de Legendre d’une intégrale elliptique lorsqu’on pose w 2 = (l — z 2 ) (1 — k 2 z 2 ) 
au lieu de w' 1 = 4z :i —g 2 z—g 3 \ k est appelé module. 


24. Géométrie analytique dans l’espace 


24.1. Systèmes de coordonnées . 577 

Repère orthonormé . 577 

Repère oblique . 578 

Coordonnées homogènes . 578 

Coordonnées sphériques . 579 

Coordonnées cylindriques . 580 

Changements de coordonnées . 580 


24.2. Espaces Euclidiens . 583 

Segment . 583 

Droite . 584 

Plan . 587 

24.3. Quadriques . 591 

Axes principaux . 591 

Quadriques propres . 592 


L’idée de base de la géométrie analytique dans l’espace consiste à construire une correspon¬ 
dance entre les points de l’espace et des nombres réels. Les courbes (variétés de dimension 1) 
et les surfaces (variétés de dimension 2) correspondent alors aux ensembles de solutions d’équa¬ 
tions et les raisonnements géométriques peuvent être remplacés par des méthodes algébriques 
et analytiques. Puisque ces méthodes forment les fondements de la géométrie analytique, cette 
branche n’a connu son développement que lorsque l’algèbre et l’analyse eurent suffisamment 
progressés. 


24.1. Systèmes de coordonnées 


Repère orthonormé 

Construction du système. Les systèmes de coordonnées sont les intermédiaires entre les points 
et les nombres. Pour construire un système de coordonnées orthonormé (ou système Cartésien), 
la première chose à faire est de choisir un point de l’espace comme origine , puis on trace trois 
droites mutuellement orthogonales passant par ce point: ce sont les axes de coordonnées , appelés 
usuellement l’axe des *, l’axe des y, l’axe des z; ces trois axes engendrent les plans de coordon¬ 
nées qui sont le plan jr, y> le plan jc, z et le plan y, z; chaque paire d’axes divise le plan de 
coordonnées qu’elle engendre en quatre quadrants, et les trois plans de coordonnées divisent 
l’espace en huit octants. 

Orientation. Sur chaque axe de coordonnées on choisit un vecteur unitaire: sur l’axe des x 
le vecteur i, sur l’axe des y le vecteur j et sur l’axe des z le vecteur k\ les axes de coordonnées 
sont orientés par ces vecteurs et l’on dit que le système de coordonnées est orienté (Fig.). 

Sur chaque axe de coordonnées, la demi-droite limitée par l’origine qui contient l’extrémité 
du vecteur unitaire est appelée le demi-axe positif (l’axe des x positifs, l’axe des y positifs, 
l’axe des z positifs); l’autre demi-droite est le demi-axe négatif; deux demi-axes positifs limitent 
un quadrant principal, et les trois quadrants principaux limitent l’octant principal. 
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Si l’on place le pouce, l’index cl le majeur dans les positions respectives de /, j et k, alors 
le système est orienté dans le sens direct si cela est fait avec la main droite ou dans le sens 
rétrograde si cela est fait avec la main gauche. On change l’orientation (de directe en rétrograde 
ou vice-vcrsa) d’un système en inversant le sens d’un des vecteurs unitaires ou par symétrie 
par rapport à un plan (ce qui est le cas pour la réflexion dans un miroir: voir la figure). 

Points de l’espace. Une fois choisi un système de coordonnées orthonormé (on dit repère 
orthonormé), on peut faire correspondre à tout point de l’espace un triplet de nombres réels et 
réciproquement: les trois nombres sont appelés les coordonnées Cartésiennes du point; pour 
déterminer les coordonnées Cartésiennes d’un point P on abaisse la perpendiculaire en P à cha¬ 
cun des axes et on mesure les longueurs orientées des projections ainsi obtenus (Fig.): les va¬ 
leurs ainsi obtenues sont les coordonnées de P. 

Inversement, pour localiser un point P à partir de ses coor¬ 
données x, y 9 z, on construit le vecteur x=xi+yi-\-zk lié à 
l’origine: son extrémité sera le point P cherché (Fig.); sa 
distance à l’origine peut être calculée à l’aide du théorème de 
Pythagore: c’est la longueur du vecteur x : |jc| =\/(x 2 +y 2 -\-z 2 ). 

Exemple: On se donne les coordonnées * = 3, y = 4, z=12 
d’un point P, ce qui s’écrit aussi P(3, 4, 12); la distance de 
P à l’origine est 

|Jt|= V / (3 2 I 4‘ 2 |-12‘* i )=v / ( 9 H-16H-144)=v / 169= 13. 


P 



La distance de P à l’origine est de 13 unités. 
Repère oblique 


24.1-3 a) Coordonnées Cartésien¬ 
nes d’un point de l’espace 
b) construction du vecteur 
x=xi+yj-\-zk 


Les repères obliques généralisent les repères orthonormés. Pour en construire un on prend 
trois droites non coplanaires (qui ne sont pas toutes trois dans un même plan) et passant par 
l’origine, et on choisit un vecteur sur chacune de ces droites. La plupart des définitions et des 
résultats concernant les repères orthonormés sont encore vrais pour les repères obliques; les 
exceptions importantes sont les suivantes. 

1. On ne parle plus de coordonnées Cartésiennes mais de coordonnées obliques. 

2. Pour déterminer les coordonnées obliques d’un point P, on construit un parallélépipède 
dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées et qui a le point P et l’origine pour 
sommets; les longueurs orientées des côtés du parallélépipède situés sur les axes sont les coor¬ 
données obliques du point P. 

3. Le vecteur xi-\-yj \-zk qui va de l’origine au point P (comme dans le cas orthonormé) ne 
vérifie pas en général |jc| =\Ajc 2 +/ 2 +z 2 ) puisque le théorème de Pythagore ne s’applique pas 
dans un triangle quelconque. 


Coordonnées homogènes 

En géométrie projective deux droites coplanaires ont toujours un point d’intersection: en fait, 
lorsque ces droites sont parallèles, leur intersection est un point à l'infini. En géométrie analyti- 
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que, les repères précédents ne peuvent pas prendre en compte les points à l’infini; une possi¬ 
bilité de faire concorder cette notion de géométrie projective avec la géométrie analytique consiste 
à introduire les coordonnées homogènes: si x’,y\ z sont les coordonnées obliques d’un point P 
de l’espace, les nombres x, y, z, t tels que jc' = *//, ÿ —y\t, z = z/t sont des coordonnées homogènes 
de P; ce quadruplet n’est pas déterminé de manière unique: si x, y, z, / sont les coordonnées 
homogènes du point P , alors pour tout rcel (>A0, qx, çy, qz, Qt sont aussi des coordonnées homo¬ 
gènes de P\ par contre à tout quadruplet x , y , z, t avec 0 de coordonnées homogènes correspond 
un unique triplet de coordonnées obliques *//, y/r, z//. 

Exemple: Le point P (2,3, —1) a pour coordonnées homogènes x — 2s y y — 3s, z— — s , t~s 
pour tout .y 7 ^ 0 . 

Certains problèmes sont résolubles en coordonnées homogènes alors qu’ils ne le sont pas en 
coordonnées obliques; par exemple si y'—ax\-b x et y=ax' \ h 2 avec b x ^b 2 sont deux droites 
parallèles dans le plan x\ÿ , elles n’ont pas d’intersection en coordonnées obliques; en coordonnées 
homogènes ces droites ont pour équations y—ax-\ h x t et y=ax+b 2 t ; ce système est résoluble et 
admet même une infinité de solutions x = q, y — ap, / = 0; pour tout le triplet q, ap, 0 représente 
les coordonnées homogènes d’un point à l’infini du plan x',y\ commun aux deux, droites et qui 
caractérise leur direction commune. 

Coordonnées sphériques 

Construction des coordonnées sphériques. Ce système de coordonnées est utile pour certains 
problèmes, par exemple ceux qui sont en relation avec la surface d’une sphère; au lieu de localiser 
le point P par ses coordonnées Cartésiennes jc, y, z, on peut le localiser par 

1. La distance r ^0 de P à l’origine, 

2. L’angle 0 fait par la projection OP' du segment OP sur le plan x , y avec l’axe des x positifs 
(0^0<2n\ 

3. L’angle cp fait par le segment OP avec le plan x, y (— n/2^(p^ + jt/2). 

La figure montre l’orientation de la mesure des angles. 

Les valeurs r, 0, (p sont les coordonnées sphériques de P ; elles généralisent les coordonnées polaires 
du plan; à tout triplet de coordonnées sphériques correspond un unique point de l’espace; récipro¬ 
quement à tout point P de l’espace correspond un unique triplet de coordonnées sphériques si P 
n’est pas sur l’axe des z. Sur l’axe des z privé de l’origine, seuls r et (p{— dtn/Z) sont déterminés 
de manière unique tandis que 0 est indéterminé; si P est confondu avec l’origine, seul r=0 est 
déterminé de manière unique, 0 et (p ne l’étant pas. 

Passage des coordonnées Cartésiennes aux co¬ 
ordonnées sphériques. D’après la figure nous 
avons les relations x—\OP'\ cos 0 , y—\OP'\ sin 0, 

\OP'\ = r cos (p; nous pouvons donc calculer les 
coordonnées Cartésiennes 
en fonction des coordon¬ 
nées sphériques à l’aide des 
formules ci-contre. 

Nous en déduisons 
x 2 -\-y 2 +z 2 = r 2 , 

x/ y/(x 2 + y 2 ) = cos 0, yly/(x 2 -\-y 2 )=sin 0, 

^/aA* 2 l-y 2 ) = sin (p /cos (p=tgq> y 
y\: c=sin 0/cos 0=tg 0. 

Nous pouvons donc calculer les coordonnées 
sphériques en fonction des coordonnées Carté¬ 
siennes à l’aide des formules 
r = +?+**)'> 

(p — Arctg z\yj(x 2 +y 2 ) pour x 2 +y 2 =£0] 

0= Arctg (y/*) pour *>0, y>0; 

0 = 7t-f Arctg (y/x) pour *<0; 

0=2ti + Arctg (y/x) pour x >0, y< 0. 

De même 

rp— n/2 pour jc=y=0, z>0; 

(p= —ti/2 pour jc=y=0, z<0; 

(p indéterminé pour x=y—z— 0; 

(Arctg désigne, comme partout ailleurs, la valeur principale de arctg). 
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x — r cos 0 cos (p 
y = /*sin Ocos(p 
z = /*sin (p 



24.1-4 Coordonnées sphériques r, 0, (p d’un point 
P de l’espace 


0= n/2 pour jc=0, y>0; 
0=3 tt/ 2 pour x=0, y<0; 

0 indéterminé pour x—y— 0. 
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Exemple: Quelles sont les coordonnées sphériques du point P( 3, — 4, —12)? On a: 
r =\/(3 2 +4 2 +12 2 )= 13: 

<p = Arctg — 12/\/(3 2 -}-4 2 ) = Arctg (— 12/5)^ - 67,38°; 

0 = 360° + Arctg ( - 4/3) ~ 360° - 53.13°=306,87°. 

Les coordonnées sphériques de P sont r= 13, 0~ 306,87°, <p— —67,38°. 


Coordonnées cylindriques 


Pour certains problèmes, concernant par exemple la surface d’un cylindre, il est utile d’introduire 
les coordonnées cylindriques (Fig.). Etant donné un repère orthonormal un point P de l’espace 
sera représenté par 

1. la distance r^0 de la projection P' de P sur le plan jc, y à l’origine, 

2. l’angle 0 fait par le segment OP ' avec l’axe des x positifs (O^0<2 te), 

3. la distance orientée z du point P au plan x, y (—oo<z<+oo). 


A tout triplet de coordonnées cylindriques correspond un point unique de l’espace; récipro¬ 
quement, à tout point P de l’espace correspond un unique triplet de coordonnées cylindriques 
sauf si P est sur l’axe des z, auquel cas r = 0, z est déterminé mais pas (p . 

Les coordonnées cylindriques sont souvent utilisées en physique dans l’étude de corps cylindri¬ 
ques, par exemple dans le calcul du moment d’inertie d’un cylindre ou dans des problèmes de 
conduction thermique dans des corps cylindriques. 

Les coordonnées cylindriques r y 0 , z du point P coïncident avec les coordonnées polaires de 
la projection P' de P sur le plan jc, y jointes à la troisième coordon¬ 
née Cartésienne z de P; nous en tirons les formules de changement 
de coordonnées; celles qui contiennent 0, sont valables seulement 
si x 2 -\ y 2r /-0: 0 est indéterminé dans le cas contraire (x=y= 0). 


jc = r cos 0 

r=\/(x*+y 2 ) 

y=rsin 0 

cos 0=xi\/(x l -\ y-), sin 0=yl\/ (x 2 t y 2 ) 

N 

II 

N 

Z —Z 


Exemple: On se propose de trouver les coordonnées Cartésiennes 
d’un point P à partir de ses coordonnées cylindriques r=3, 0= —30°, 
z= 1 : 

jc = 3 cos ( - 30°) = 3 cos 30° = (3/2) y/3 ~ 2,598, 
y = 3sin (-30°)= -3sin30°= -3/2= -1,5, 
z= 1. 

Changements de coordonnées 



24.1-5 Coordonnées 
driques r, 0, z d’un 
point P de l’espace 


cylin- 


Désormais nous ne considérerons que des repères orthonormés orientés dans le sens direct et 
de même longueur unité; étant donnés deux systèmes de coordonnées qui ne coïncident pas, nous 
voulons calculer les coordonnées jc*, y*, z* d’un point P dans un système à partir des coordonnées 
je, y y z de P dans l’autre système; l’opération qui permet de passer de x y y y z h x* y y*, z* s’appelle 
un changement de coordonnées ; nous allons distinguer trois cas: la translation, la rotation, et la 
combinaison des deux. 


Translation. Les deux systèmes de coordonnées sont translatés 
l’un de l’autre, c’est à dire que les origines et les vecteurs uni¬ 
taires sont amenés en coïncidence par une même translation 
(Fig.). 

Si l’origine O* du second système a pour coordonnées 
a ly ûf 2 , par rapport au premier système d’origine O, alors 
nous avons les relations suivantes (encadré) entre les coordon¬ 
nées jc, y y z d’un point P par rapport au premier système et 
ses coordonnées jc*, y* y z* par rapport au second. 


* 

II 

* 

* 

1 a x 

x*=x—a l 

y=y* 1 

1 a 2 

y*=y-a 2 

z= z* 

1 -tf 3 

z* = z-a 2 



24.1-6 Translation d’un système de 
coordonnées 
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Exempte: Les points dont les coordonnées Cartésiennes satisfont à l’équation 3*+2y—z=5 
forment un plan dans l’espace; quelle est l’équation de ce plan par rapport à un système de 
coordonnées (translaté du premier) dont l’origine a pour coordonnées a 1 = — 5 , a 2 = 2, a 3 = 7 
par rapport au premier système? Nous avons x=x* — 5, y=y*+2, z=z*-f-7; 3*+2y — z = 5 
devient 3x*+2y* — z* = 5 + 15 — 4+7. L’équation par rapport au nouveau système est donc 
3x* + 2y* — z* = 23. 


Rotation. Les deux systèmes de coordonnées ont la même origine ( 0* = 0)> mais leurs axes 
ont des directions différentes: chaque axe d’un système fait un angle avec chaque axe de l’autre 
système; les cosinus de ces angles sont notés a ik où i et k prennent les valeurs 1, 2, 3; le premier 
indice se réfère au système x f y, z et le second au système x*,y*,z*; l’indice 1 correspond à 
l’axe des x ou à l’axe des x* y 2 à l’axe des y ou à celui des y*, 3 à l’axe des z ou à celui des z* ; 
plus précisément 

tf n = cos(;c, x*) ûr 12 = : cos(jc,y*) «i 3 =cos(;c, z*) 

a 2l =cos (y, x*) « 22 =cos (y, y*) a 23 =cos (y, z*) 

tf 31 = cos(z, x*) « 3 2 = cos (z, y*) « 33 = cos (z, z*). 


Les coordonnées d’un point quelconque se transforment alors suivant les équations de l’encadré; 
les coelïicents a ik sont appelés les cosinus directeurs ; nous établirons et discuterons plus loin 
ces formules. Il faut noter que le système d’équation à droite contient les mêmes coefficients 
que celui de gauche: leurs positions sont échangées par une symétrie par rapport à la diagonale 
principale (du haut gauche au bas droit) de la matrice des coefficients. 


x=« n x*+a 12 y*+«i 3 z* 

** = «1 ï*+«2 iy+«31* 

y = «21**+«22^*+«23** 

y* = « 12 * +«22^ + «32* 

z = tf 31 **-}-a 32 y*+« 33 z* 

Z* = « 1 3* + «2 3 y + «33 Z 


Combinaison de la translation et de la rotafion (cas général). Les deux systèmes de coordonnées 
n’ont pas la même origine et ne peuvent pas être amenés en coïncidence par une simple transla¬ 
tion: on traite ce cas général par une combinaison des deux transformations précédentes, ce qui 
conduit aux équations suivantes: 


* = fl i +a n x* +« 12 y* +«i 3 ** 

y = « 2 +«21** + «22>'* +«23** 
Z = « 3 +«31** +«32^* +«33** 


** = «11(* - «l) + «2l(.V- «2) +«3l(* «3) 

y 1 * = «i 2C* - «1 )+ a 22 (y - « 2 ) + « 32 (* - «3) 
** = «i 3 (* - «1 ) + a 23 (y - a 2 )+« 33 (* - a 3 ) 


Les transformations que l’on peut représenter par un double système linéaire résoluble de manière 
unique sont appelées des transformations affines. 

Toutes les équations des transformations précédentes s’interprètent comme les formules du 
changement des coordonnées d’un point par un déplacement dans l’espace (supposé fixé) du système 
de coordonnées: translation, rotation ou combinaison des deux. Réciproquement, on peut les 
considérer comme la représentation analytique d’un déplacement dans l’espace lorsque le système 
de coordonnées est fixé. 


Justification des équations de la rotation. Le vecteur position x du point P est donné dans 
le premier système par x=xi-\-yj \-zk et dans le second système par x=x*i*+y*j*-\-z*k *; si nous 
écrivons x dans le premier système sous la forme x=\x\ [(xl\x\)i-\-(y/\x\)j-\ (zl\x\)k] et si nous 
traitons d’abord le cas où ce vecteur est égal à 1 * c’est à dire x*= 1, y* = 0, z* = 0, alors, par 
définition */|*|=« n , y/|x| =a 2u z/\x\ = a 31 . 

i* =a n i+a 21 j+a il k. 

On obtient des résultats similaires pour x=j* et x = k* 1 cc qui donne: j* =« 12 *+« 22 /+« 32 ^» 

k * =«i 3 i+«23J-i-fl 33 Ar. 

Si nous substituons ces expressions dans x=x*i*-\-y*j*-\-z*k* et si nous identifions avec 
x=xi+yj+zk, nous obtenons le système de gauche; celui de droite s’obtient de manière similaire. 

Relations entre les cosinus directeurs. Ces relations sont obtenues à partir des expressions 
donnant i*J*,k* en utilisant le fait que ces vecteurs sont unitaires, |i*| = |y*| = |Ac*|= 1 et ortho¬ 
gonaux deux à deux, i* 7 * = 1 * k* =j* k* = 0 . 


Relations entre 

«Il » «21+«31 = 1 

«11«12 + «21«22 +«31«32 == ^ 

les cosinus 

«12+ «22 +«32 = 1 

«11«13 +«21«23 +«31«33 = ^ 

directeurs 

«13 + «23 + «33 = 1 

«13«12 +«22«23 +«32«33 = ^ 


On peut obtenir d’autres relations en utilisant le fait que #,/, k sont unitaires et orthogonaux 
mais on montre qu’il n’y a que six relations indépendantes entre les cosinus directeurs. 
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Puisqu’il a six relations indépendantes entre les neuf cosinus directeurs qui caractérisent une 
rotation, une rotation peut être complètement décrite à l’aide de trois quantités; ceci a été dé¬ 
montré de manière assez générale par Cayley; cette propriété est à la base de deux méthodes 
intuitivement satisfaisantes pour caractériser une rotation en général: en l’occurrence par trois 
angles (les angles d’Euler) ou par un axe et un angle (Théorème d’Euler). 



Rotation d'un système de coordonnées. Un système de coordonnées Oxyz peut toujours être 
amené en coïncidence avec un autre système O x*y*z* de même origine par une première rotation 
autour de l’axe Ox d’un angle (p puis par une rotation autour de l’axe Oy d’un angle yt et enfin 
une rotation autour de l’axe Oz d’un angle x (Fig.). 


Relations entre les cosinus directeurs a tk et les angles <p , yt et x 

**/* 

k = 1 

k — 2 

11 

/=1 

cos y) cos x 

— cos y) sin x 

sin y> 

i—2 

cos (p sin x F sin ( P s,n W cos X 

cos (p cos x “ sin q> sin y> sin x 

— sin (p cos yt 

i= 3 

sin (p sin x ~ cos (p sin yi cos x 

sin (p cos x + cos (p sin y> sin x 

cos (p cos yt 


Exemple de rotation: Un point P(-4, 8 , —16) est situé sur la surface d’une sphère dont le 
centre est choisi comme origine du système de coordonnées; le système de coordonnées a tourné 
autour de l’axe des x d’un angle cp— 30° dans le sens rétrograde, autour de l’axe des y d’un 
angle yt = 45° et autour de l’axe des z d’un angle # = 60°; les cosinus directeurs et les nouvelles 
coordonnées de P sont donnés par: 

**n ==, \/^/4» **12 = V^/4> ** la = \/ 2/2, 

**2i = 3/4 H V 2 /^ **22=V / 3/4-V 6 /8, ** 23 = - V 2 I^ 

**3i = A/3/4- y/6/S, ** 32 = 1/4+3^2/8, ** 33 = \/6/4, 

** = 6-4^3+2^6^3,97, y* = -9,02, 

z* = — 4\/2-4-v/6 - “ ,5 > 5 - 

Le théorème suivant, que nous donnons sans démonstration, est d’une grande importance en 
mécanique: 

Théorème d’Euler. Etant donnés deux systèmes orthonormés de coordonnées ayant la même 
origine, il existe une droite passant par l’origine commune telle que l’un des systèmes se trans¬ 
forme en l’autre par une rotation autour de cette droite. 

Appliqué à un corps rigide, le théorème d’Euler s’énonce ainsi: 

Etant donné un corps rigide dont un point O est fixé relativement à un système de référence, étant 
données deux positions prises par ce corps, que nous appellerons la position initiale et la position 
finale, il existe une droite passant par O telle que le corps peut passer de la position initiale à 
la position finale par une rotation autour de cette droite. 
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Par conséquent il est impossible de déplacer une sphère, dont le centre est fixé, de telle sorte 
que chacun des points de sa surface prenne une position differente de sa position initiale: au 
moins deux points (intersections de la surface avec l’axe de rotation) sont fixes. 

Tout système Oxyz de coordonnées peut être amené en coïncidence avec un second système 
O x*y*z* de même origine par une rotation des angles y>, cp , 0 (cf. la figure; k est la droite d’inter¬ 
section des plans O x y et O x*y*). Ces angles sont les angles d'Euler. 



Longueur et orientation. Soient P x et P 2 deux points de l’espace; le segment P X P 2 est l’ensemble 
des points de la droite passant par P x et P 2 situés au sens large entre ces deux points (P x et P 2 
appartiennent au segment P X P 2 \ voir Chapitre 7). Soient deux points situés sur une droite orientée 
(un axe), comme Q 1X et Q X2 qui sont situés sur l’axe des x d’un système de coordonnées Carté¬ 
siennes (Fig.). On peut considérer le segment Q11Q12 comme un nombre relatif noté Qi X Q X2 et 
appelé mesure algébrique: ce nombre est positif ou négatif suivant que la direction du vecteur 

Q n 0 i 2 est identique ou opposée à celle de l’axe des x; en d’autre termes, on pose QnQi2 =x 2~ x i 

et QviQ\y=x x —x 2 et donc Q XX Q X2 = — Q\ 2 Qw La longueur du segment sera notée \Q X iQ X2 \. 

Si deux points P x et P 2 de l’espace sont définis par leur coordonnées Cartésiennes (*,, .Ki, z,) 
et ( x 2 , y t9 z 2 ), alors les trois plans parallèles aux plans du système passant par P x et P 2 découpent 
respectivement sur les axes de coordonnées les segments Q XX Q X2 , C21C22» Ô31Q32» ff u ' sont appelés 

les composantes du segment P X P 2 \ le vecteur P X P 2 a pour composantes Q XX Q j 2 , Q 2 \Q 22 , Q:\iQz 2 - 
Dans le triangle rectangle P 0 P X P 2 nous pouvons calculer la longueur \P X P 2 \ par le théorème de 
Pythagore : 


Longueur du segment P X P 2 


I P i p *\ = \/K *2 “ *i) 2 + (y 2 “^î) 2 -I- ( z 2 ~ z i ) 2 ] 


Exemple: La longueur \P X P 2 \ du segment P X P 2 d’extrémités P x ( 5,2, —1) et P 2 (—3 y —2,0) 
se calcule ainsi 

l^i/ > 2l = VU-3-5) 2 +(-2-2) 2 +(0-M) 2 ] = v / ( 82 +4Hl 2 ) = \/8ï=9. 

Le segment P X P 2 est long de 9 unités. 


Les distances entre trois points quelconques 
de l’espace satisfont à l’inégalité 

triangulaire. 


Inégalité triangulaire 




La mesure algébrique d’un segment orienté s’obtient analytiquement comme le produit 


scalaire du vecteur correspondant avec le vecteur unitaire de l’axe: par exemple Q XX Q X2 = 
= QnQi2‘î=x 2 -x x >0 t ou Q 2 iQ 22 = Q2iQ22’J =z y2-yi<0- Si la droite passant par P x et P 2 est 


munie de l’orientation de P X P 2 , alors son vecteur unitaire est e = P x P 2 j\P x P 2 \\ si Q x et Q 2 sont 
deux points quelconques d’une droite orientée par PiP» alors la mesure algébrique, ou distance 

orientée, Q X Q 2 est définie par: Q X Q 2 — \QiQ 2 \ si Q\Q 2 et P X P 2 ont le même sens, et Q X Q 2 = — \QiQ 2 \ 
sinon. 
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Division d’un segment. Donnons nous un axe orienté par un vecteur P X P 2 et un point P de 

Taxe distinct de P». Le point P divise le segment orienté P X P 2 avec le rapport A = P x P/PP 2 \ A est 
le rapport de la division. En particulier on parle de division intérieure si P est situé entre P x et 
P 2 , on a alors A>0; si P est hors du segment P x P 2y on parle de division extérieure et A< 0 ; le 
milieu du segment le divise avec le rapport A=l. 

Le point de division P est déterminé de manière unique à partir de P X P 2 si l’on connaît A: 
si (*i, yu z i) et (x 2y y 2y z 2 ) sont les coordonnées respectives de P x et P 2 , alors P a pour coordonnées 
*=(*! +A* 2 )/(l +A), y=(yi+Ay 2 )/(l+A), z=(z 1 +Az 2 )/(l+A). 

Exemple: On veut diviser, avec le rapport A= —5, le segment orienté P X P 2 avec P x (5 y .2 y —1) 
et P 2 ( — 3, —2,0); les coordonnées du point de division sont 
“ x=[5 +( —5)( —3)]/(l — 5) = 20/( —4) = -5, 
y=[2+(—5)( —2)]/(l —5)= 12/( — 4) = -3, 
z=[- 1 +(-5) (0)]/(l — 5)= - 1 /( — 4) = 1/4. 

Puisque A= — 5<0, la division est externe. 



r n r 

Ht) HH 


Théorème de Thalès: Des droites parallèles décou¬ 
pent sur deux droites quelconques des divisions de 
mêmes rapports (Fig.). 


24.2-2 Théorème de Thalès 


24.2-3 Angles directeurs d’une droite 



Droite 

Cosinus directeurs. Les cosinus directeurs d’une droite ou d’une axe sont les cosinus des angles 
(< angles directeurs) que fait avec les axes de coordonnées la droite passant par l’origine qui est paral¬ 
lèle à la droite ou à l’axe considérés (Fig.). Si ces angles peuvent être représentés par deux valeurs, 
leurs cosinus sont uniques puisque cos« = cos( 2 n — a). 

Relations entre les cosinus directeurs. Considérons un axe d’angles directeurs a, [i et y (avec 
les axes des x y y y et z) passant par un point P x de coordonnées (jr 1 , y ly z x ) y et P (x y y y z) 

un point quelconque de cet axe; on a x=x x -\-P x P cos a, y=y x I P X P cos //, z=z 1 + 7 > 1 / > cos y; 
cela se montre simplement en considérant que l’on a translaté un repère Cartésien initialement 
situé en P x . Nous en déduisons que (x—* 1 ) 2 -Ky—y 1 ) 2 +(z—z 1 ) 2 =\P 1 P 2 l 2 (cos 2 a +cos 2 /L|-cos 2 y); 

en comparant avec l’expression classique de \P\P 2 \ nous _ 

obtenons la relation principale qui lie les cosinus directeurs | cos 2 a -| cos‘ 2 /i -f- cos 2 y = 1 | 
d’un axe quelconque. 

Réciproquement, tout triplet a y h y c de nombres réels tels que a 2 +b 2 +c 2 = 1 peut être con¬ 
sidéré comme le triplet des cosinus directeurs d’un axe de l’espace. 

Calcul des cosinus directeurs à partir de deux points. Si P x et P 2 sont deux points de l’espace 
de coordonnées respectives (jc lf y ly z x ) et (x 2 , y 2y z 2 ) alors les cosinus des angles directeurs a, p y y 
de l’axe défini par P X P 2 sont donnés par les formules suivantes 

cos <i=(x 2 —x x )l\P x P 2 \ y cos /i=(y 2 -^ 1 )/|/ > 1 / > 2 |, cos y=(z 2 -z 1 )/|/ > ,/ > 2 | 

avec IPjPal =V[(x 2 -x,) 2 hiy^-y^+iZi-z,) 2 ]. 

Exemple: On se propose de déterminer les cosinus directeurs de l’axe défini par P x ( 5, 2,-1) 
et P 2 ( -3,-2, 0) On a y/[(x 2 - x x ) 2 -f (y 2 - y i ) 2 + (z 2 - z x ) 2 ] = y/(S 2 + 4 2 -f l 2 ) = 9; 
d’où cos « = ( — 3 — 5)/9= — 8/9, cos fi = (— 2 — 2)/9 = — 4/9, cos y = [0 — (— l)]/9 = 1/9. 
On peut calculer, à titre de vérification, la somme des carrés des cosinus, qui est égale à 1. 

Equation d’une droite. Si nous introduisons les vecteurs x = xi \-yj \ zk y x 1 = x 1 i+y 1 j-\-z x k y 
e=cos ai -fcos flj- feos yk y nous pouvons écrire les équations x=x x -\-P x P cos a, y=yi-\-PiP cos p y 
z=z 1 -\ P X P cos y sous la forme vectorielle condensée x=x x \ P X P e\ le vecteur e y qui est unitaire. 
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est le vecteur directeur. Quelquefois on utilise un multiple de e\ nous le désignerons par la 
lettre a. 

Etant donné x x et 0, à tout réel t on fait correspondre le vecteur x = x 1 -\-ta qui va de 
l’origine des coordonnées jusqu’en un point P de la droite: ce point varie sur la droite lorsque 
t parcourt l’ensemble des réels de — oo à + oo; réciproquement, à tout point P de la droite 
correspond une valeur du paramètre t pour laquelle jc = jc 1 [ ta va de l’origine au point P ; l’équa¬ 
tion x=x 1 J rta est P équation paramétrique de la droite (Fig.). 



Equation paramétrique d’une droite 


x = x x | ta 


Dans cette équation, ce qui importe c’est qu’à toute valeur du 
paramètre correspond un unique point de la droite et réciproque¬ 
ment; le sens dans lequel la droite est décrite quand t va de — oo 
à +oo n’intervient pas dans la définition de la droite et donc le 
sens de a non plus. 


24.2-4 Equation paramétrique d’une droite 


Exempte: On se propose d’écrire l’équation paramétrique d’une droite à partir des coordon¬ 
nées de P 1 (un de ses points) et de ses cosinus directeurs: 

jcj = 5/ - 2 j-k et e = -(1/9) (8/ + 4 j - k); 
l’équation paramétrique s’écrit donc 

jc = (5/ + 2 J -k)- (t/9) (8/ + 4 j - *); 
en posant //=—// 9 comme nouveau paramètre, on obtient 
x = (5/ + 2 j - k) + w(8/ + 4 j - k) 

qui est encore une équation paramétrique de la droite mais avec un vecteur directeur non 
unitaire et de sens opposé à celui de e. 


Equation à partir de deux points. On cherche une équation paramétrique 
passe par Pi(x l 9 y l9 z x ) et P^x 2y y 2 , z 2 ); on pose x 1 = x 1 i-\-y 1 jy z Y k et JC 2 =jc 2 i I y J 
comme vecteur directeur a— jc 2 —jCj d’où 
l’équation (cf. encadré). 


de la droite qui 
1 z.Ji et l’on prend 


Droite passant par deux points 


t(x l -x 2 ) 


Exemple: On cherche l’équation de la droite qui passe par ^(5,2, -1) et P 2 ( — 3, -2,0); 
à partir de JCj = 5/2y — A: et jc 2 =— 3/— 2j nous déduisons x x — x 2 = — 8/—4y 1 k\ nous obtenons 
donc jc= (51+2/-£)+/(— Si— 4j-\-k) ou, en faisant le changement de paramètre //=—/, jc = (5/+ 
2/-A)+w(8i+/-A). 


Problèmes géométriques de base. Nous allons maintenant déduire des notions précédentes 
des formules qui permettent de résoudre certains problèmes géométriques importants. 

Angle de deux axes. Nous dirons de deux axes que leurs vecteurs directeurs a et a * font un 
angle (p si les axes passant par l’origine qui leurs sont parallèles et ont même sens font entre 
eux cet angle. D’après la définition du produit scalaire, on a <*•<!* = |a| |a*| cos (p; si les deux 
droites sont perpendiculaires, on a « «* = 0 ; puisque e=a/\a\ et e*=<i*/|tf*|, on 
obtient cos q) = e-e*. | cos <p = e-e* | 

Exemple: On considère deux axes définis par les équations 
x =(2/ — 3/+4£)+ t(3i— 4/+1 2k) et x* = (i-\-5j-3k)-\-t*(4i -f 3k) et par l’orientation des vecteurs 
directeurs utilisés dans ces équations; on cherche l’angle (p que font ces deux axes. Norma¬ 
lisons d’abord les deux vecteur directeurs: 

e = (3i—4/+1 Uk)ty/{9 +16 +1 44) = ( 1 /13) (31 - 4 j +12 k) 
e* = (4i+ 3A)/V( 16+9) = ( 1 /5) (4/ + 3k) 

d’où cos (p— 1/(5 x 13) (3/— 4y +1 2k)• (4#+ 3k) = (3x4 — 4x0+12x 3)/(5 x 13) 

= 48/65-0,738... 

L’angle de ces deux droites est donc donné par — 42,4°; ce qui ne veut pas dire que ces 
droites se coupent! 




















586 24. Géométrie analytique dans l’espace 


Distance d'un point à une droite. On se donne une droite d’cquation x=x 1 -\-te et un point 

P 2 (x 2 > y 2 , z 2 ); on pose OP 2 = x 2 \ alors la distance du point P 2 à la droite, c’est à dire la longueur 
de la perpendiculaire abaissée de P 2 sur cette droite, est donnée par cl= \(x 2 — *,) x e\. Confor¬ 
mément à la notion intuitive, cette quantité est toujours positive ou nulle (cela n’est pas le 

cas pour la distance orientée d’un point à un 



plan). 


Distance d’un point à une 
droite 


</= |(jr,-jr 2 )x<?| 


Démonstration. Soit (p^n l’angle fait par e 
et P l P 2 ; alors d=\P l P 2 \ sin q>. D’autre part, d’a¬ 
pres la définition du produit vectoriel, \P 1 P 2 xe\ 

—► 

= \PiP 2 \’\e\ sin (p\ puisque |e| = l, on a \P x P 2 xe\ 
= |/ > ,/ > o| sin (p=d\ d’où le résultat puisque P\P 2 = 

Xo—Xy. 


Exemple: On veut trouver la distance du point /> a (3, 1, 5) à la droite d’équation 
a: = (2 i- 3j+4k) + (//13) (3f-4y+1 2k). 

Puisque x l — 2i~y \ 4k et jc 2 =3i-h/-f 5k t nous en déduisons x 2 — x l =i-\ r 4j-{-k t d’où 
(x 2 —x l )xe=(i+4j~\-k)x(\l\3) (3/-4/4-12*)=(1/13) (52i-9j- 16k). 

La longueur de ce vecteur est la distance cherchée 

d=( 1/13) V(52 2 +9 2 -f 16 2 ) = (1/13) V(2704 h81 | 256) = (1/13) V™41 cx4,24. 

Le point P est à une distance d’environ 4,24 unités de la droite. 


Distance entre deux droites non coplanaires. Deux droites de l’espace qui n’ont pas de points 
communs tout en notant pas parallèles sont non coplanaires. Si / et /* sont deux droites non 
coplanaires, il existe exactement un point Q sur / et exactement un point Q* sur /* tels que le 

vecteur QQ * soit perpendiculaire aux deux droites (voir Chapitre 9). La longueur de ce vecteur 
est la plus petite distance entre deux points appartenant l’un à / et l’autre à /*; on l’appelle 
la distance entre les deux droites. 

La distance d peut se calculer à partir de l’équation jc=jc,H -ta de / et x* = *, -\-ra* de /*; 

— > 

il existe une valeur /, du paramètre t pour laquelle x l -\-t 1 a= OQ et une valeur r 1 du paramètre 

—> ► —► 

t pour laquelle x * \ t l a* = OQ*\ puisque QQ* est perpendiculaire à a et «*, on a QQ* = 

=s±(/(flxa*)/|flx a *|; si on remplace cette expression dans OQ* = OQ \ QQ* et si on fait le produit 
scalaire avec (axa*), on obtient l’expression de la distance. 


Distance entre deux droites non parallèles 


d=\(x l -x*)-(axa*)\l\axa*\ 


Exemple: On se donne les droites x = (/ -\-j~\~k) ~|~ t(i —j+k) et .v* = (/ —jk )-|-t( — /-\-j |- k) 
d’où: jc, — jcJ = 2 y,* axa* — — 2i— 2j\ la distance est alors donnée par 
d= 12y • ( — 21- 2y)|/V(2 2 +2 2 ) = 4/^/S =^2~\A\4. 

Elle est donc d’environ 1,414 unités. 


Intersection de deux droites. Deux droites de l’espace n’ont en général pas de points com¬ 
muns. Si deux droites / et I* d’équations x = x(t) = x l | ta , jc* = x*(r) = Ar, | tu ont (au moins) 
un point commun, alors il existe (au moins) un couple (/, r) tel que jc ( t) = x*(r ); cette équation 
vectorielle correspond à un système linéaire de trois équations à deux inconnues qui est en gé¬ 
néral insoluble. 

Les conditions ci-contre sont nécessaires et suffi¬ 
santes pour l’existence d’une solution unique, 
c’est à dire pour que les deux droites aient exac¬ 
tement un point commun. 

La première condition exprime le fait que les droites ne sont pas parallèles (au sens large) 
et qu’elles ne peuvent donc pas coïncider; la seconde condition se déduit immédiatement de la 
formule de la distance entre deux droites (puisque deux droites qui se coupent sont à une di¬ 
stance nulle l’une de l’autre). Si le couple (/, r) est l’unique solution du système précédent, nous 


a x a* o et (jc, — jc*) • (« x a*) = 0 
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pouvons en déduire, en remplaçant dans les équations des droites, les coordonnées du point 
d'intersection de / et /*; dans le cas contraire, il y a soit aucune intersection (pas de solution), 
soit coïncidence de / et /* (une infinité de solutions). 

Exemple ; Pour les droites d’équations x = (2/- 3/1 Ak) \-t(V -4/-f1 2k) et x*=s(i-\-5j—3k)+ 
r(36r \-2\2j-\-21k) on trouve la distance cl— 0. Puisque axa*^=o y ces droites ont exactement 
un point d’intersection: il existe un seul couple (/, r) tel que 

(2/ — 3y -f 4A)-f t( 3/— 4j-\- 12Ar) = (i-| 5j — 3k) + r(36i | 21 2j +27Ac), 
d’où ( 1+ 3/ - 36r) /- (8 +4 1 f 21 2t) j+ (7 +12/ - 27r) k = o. 

Nous obtenons donc le système ci-contre qui a pour solution unique /=-25/39, t= — 1/39; 
si on remplace ces valeurs dans les équations des droites, alors x — x * et ce vecteur va de 
l’origine au point d'intersection des deux droites: jc = jt* = (l/39) 

(3/— \lj— 144/r) et les coordonnées du point d’intersection sont 
x — 0,077 ; y~ —0,436; z~ -3,692. 


L’ensemble des droites qui passent en un point est appelé une gerbe de droites; si ces droites 
sont de plus coplanaires, c’est à dire contenues dans un même plan, on parle d’un faisceau de 
droites. 


36t = -17 
4/-|-2l2r = — 8, 
12/-27r = — 7. 


Plan 


Equations d’un plan. Un plan dans l’espace peut être défini par trois points non alignés; ou 
par deux points et un vecteur qui n’est pas parallèle au segment qui joint les deux points; ou 
encore par deux vecteurs non parallèles et un point. 

Représentation paramétrique. On suppose le plan donné par 
un point P x (x ly y ly z,) et deux vecteurs directeurs non parallèles 

a et «*; on note par .*! le vecteur OP\ alors le vecteur x* = 
x 1 -\ ta a pour extrémité un point P de la droite définie par 
JCj et a; le vecteur x=x*-\ ra* a pour extrémité un point P p t 

du plan défini par jc 1 , a et a*: à tout couple (/, r) on peut 
faire correspondre un point du plan, défini par x=x l -\-ta \ ra*. x 
Réciproquement à tout point P du plan correspondent deux 
nombres t et r tels que l’égalité précédente est vérifiée. On o 
a une représentation paramétrique du plan (Fig.). 



Représentation paramétrique du plan 


x = x 1 H- ta+ra* 


24.2-6 Représentation paramétrique 
d’un plan 


Si le plan considéré est défini par deux points P x et P 2 et par un vecteur directeur on 

—► 

peut déterminer un second vecteur directeur a* = P 1 P 2 ; si le plan est défini par trois points P,, 

P 2 , P 3 , on peut en tirer deux vecteurs directeurs a = P x P 2 et tf* = P>P :i ; dans chaque cas on peut 
donc obtenir une représentation paramétrique du plan sous la forme précédente. 


Exemple: On cherche une représentation paramétrique du plan qui passe par les trois 
points P x { 0, 1, l), P 2 (l, 0, 1) et P 3 (l, 1, 0); on calcule d’abord deux vecteurs directeurs, qu’il n’est 
pas nécessaire de normaliser, par exemple 

f\p 2 = ÔP 2 - OI\ = i-j et P^P 3 = ÔP 3 -OPj -i-k. 

En choisissant x x — OP ly on obtient la représentation paramétrique 
x=(i-\-k) -\~u(i-j) -f v(i-k). 

où u et v sont les paramètres. Si l’on veut une représentation avec des vecteurs directeurs 
normalisés, on introduit les paramètres t = u\i-j\ = u-\/2 et r = v\i—k\ =vy/2 y d’où la représentation 

x=(i+k)+(tlVQ (iWH(r/V 2 ) (i-k). 

Equation cartésienne. L’équation vectorielle précédente est un système de trois équations li¬ 
néaires que nous explicitons dans l’encadré bleu où nous avons posé a — Xe et «* = A*e*; si on 
multiplie 

la première équation par A = cos f cos y* — cos ft* cos y, x = Xi~\~X cos a - H-A* cos a* • r. 

la seconde par B —cos y cos a* —cos y* cos a, y—y\~ b A cos /i • / - |-A* cos fî*-r 

la troisième par C— cos a cos //* —cos a* cos [l z=Zj+A cos y/-j-A* cos y*-r, 

et si l’on fait la somme, on obtient 
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Ax 4 By+Cz = Ax 1 +By l + Cz 1 ou encore /*(x-* 1 )+£(y-.y 1 )+C(z-z 1 )==0. En remarquant que 

dans la première équation le second 
membre est une constante, on obtient 
réquation cartésienne d'un plan. 

Tout ensemble de points de l’espace défini par une telle équation avec A , B y C non tous nuis 
est un plan; réciproquement tout plan peut être représenté par au moins une équation de ce 
type; plus précisément à tout plan correspond une infinité de ces équations puisque la multi¬ 
plication par une constante non nulle d’une équation ne change pas le plan représenté; ce ne 
sont donc pas les constantes A y B y C, D qui ont une signification géométrique, mais seulement 
leurs rapports. 

Si on fait passer D dans le second membre, si on divise le tout par — D (supposé non nul) 
et si on pose a=—DIA y b=—DIB y c=—DIC y on obtient l'équation réduite du plan; a y b et c 
sont les longueurs algébriques des segments découpés par le plan sur les axes de coordonnées (Fig.). 


Equation cartésienne d’un plan 


Ax+By+Cz+D = 0 


Equation réduite d’un plan 



Exemple: Soit x=(3i+/-2Â:)+(//‘y/3) (*W+*)+(t/\/3) (/+/- k) 
la représentation paramétrique d’un plan; les cosinus directeurs sont 
donc 

cos a — 1 /y/ 3, cos a* = 1 /y /3 

cos fl— — 1 /V3, cos P* = 1 ly/3 

cos y= l/\/3, cos y*— — l/\/3. 

D’où 

A = (-\ly/3)(-\ly/3)-(\y/3){\ly/3)=0 

B={My/3) (l/V*3)-(-l/\/3) 0/\/3) = 2/3 
C=(l/V3) (1/ A /3)-(1 /a/ 3) (~ l/\/3)=2/3. 

L’équation cartésienne du plan est donc 

0- (jc- 3)+(2/3) (y- 1 ) +(2/3) (z+2) = 0 
ou 0-jc+( 2/3) y+(2/3) z= -2/3. 

Et son équation réduite 

0x—y—z= 1 ou encore y/( — 1 )+z/( — 1)= 1. 

Le plan coupe l’axe des x “à l’infini”, c’est à dire qu’il lui est pa¬ 
rallèle; il coupe l’axe des y en y= — \ et l’axe des z en z= — 1 . 



24.2-7 Equation aux 
réduites d’un plan 


Equation normale {ou Hessienne). Si on divise l’équation cartésienne par y/(A 2 + B 2 + C 2 ) 
et si on pose /i, = A/y/(A 2 + B 2 + C 2 ), n 2 = B/y/(A 2 + B 2 + C 2 ), n 3 = C/y/(A 2 + B 2 + C 2 ) 
et p=D!y/{A 2 +B 2 -\-C 2 ) y on obtient la forme normale de l’équation du plan. 


Cette équation peut s’écrire très sim¬ 
plement si l’on introduit les vecteurs 
x=xi+yj+zk et n = n l i+n 2 j\n i k. 


Le vecteur n qui est unitaire et perpendiculaire au plan est appelé le vecteur normal. L’espace 
est alors séparé par le plan en un demi-espace positif, qui est dans la direction de n et un demi- 
espace négatif; on en tire une orientation du plan: le sens rétrograde est positif sur la face 
positive du plan; comme pour la distance orientée entre deux points d’une droite, on introduit 
la distance orientée d’un point à un plan orienté de la manière suivante: la distance de l’origine 
au plan d’équation tt x=—p est p\ si p> 0 , l’origine est dans le demi-espace positif, par rap¬ 
port au plan, et si p< 0 dans le demi-espace négatif. Dans la figure 24.2-8 nous donnons une 
illustration de la forme normale: la surface jaune représente un plan E quelconque de l’espace, 
et la surface rose le plan parallèle à E qui passe par l’origine; soit P un point quelconque de 

E y p la distance de O à £ et « le vecteur normal de E; si (p est l’angle que fait OP—x avec n y 
de la définition du produit scalaire n-x=\n\-\x\ cos q> et de |/i|=l nous tirons #»• x= |x| cos <p 
= — |jc| cos (180° — (p)\ dans le triangle rectangle O PP’ nous en déduisons que \x\ cos (180° — (p) 
—p c’est à dire n-x=p. 


Forme normale de l’équation d’un plan 


"î*-! -n 2 y-\-n 3 z+p=0 


ou sous forme vectorielle 


n • x = — p 
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Exemple: On se propose de trouver la forme normale du plan défini dans l’exemple pré¬ 
cédent; puisque A — 0, Æ=2/3, C=2/3, nous avons yX^ 2 +Æ 2 +C 2 )=\/(8/9) = (2/3)\/2; en 
divisant l’équation par (2/3)\/2 nous obtenons la forme normale qui s’écrit 0-jc+(y'2/2) y 
+(\/2/2) z+\/2/2 = 0, ou encore, sous forme vectorielle, (-y/2/2) (j+k)-x= —^2/2. 




24.2-8 Illustration de la forme normale de 

l’équation d’un plan 24.2-9 Distance d’un point à un plan 


Problèmes géométriques fondamentaux. La notation vectorielle permet de résoudre élégamment 
certains problèmes géométriques fondamentaux. 

Distance d'un point à un plan. Si nx=—p est l’équation normale d’un plan et PoC*o> .Vo» z o) 
un point de l’espace, alors la distance de P 0 au plan est donnée par d=n-x 0 +p; on le voit 
facilement d’apres la figure: la surface jaune représente le plan E y la surface rose représente le 
plan parallèle à E passant par O et la surface grise le plan parallèle à £ passant par P 0 ; de même 
que le triangle OPP’ avait permis de déduire l’équation n x=—p, de même le triangle OP 0 P’ 0 
permet de déduire la relation n x — 

— ( p—d ) et par conséquent d=nx 0 -\-p. 


Distance d’un point à un plan 


d=n-x 0 +p 


Exemple: On cherche la distance du point P 0 (3, —1,2) au plan de l’exemple précédent; 
la formule donne 

r/=(V2/2) (7-hAr)*(3i-7H 2At)+( A /2/2) = ( v / 2/2) (Ox 3- 1 x 1-fl x 2)-|-( v / 2/2) 

=-\/2~ 1,414. 

La distance cherchée est approximativement de 1,414 unités. 


Angle de deux plans. On considère deux plans d’équations normales respectives n x——p et 
n*-x*=—p*; l’angle (p qu’ils font est égal à l’angle que font leurs vecteurs normaux n et /«*: 
cos (p = //•//*; en particulier deux plans sont perpendiculaires si et seule¬ 
ment si w • w* = 0. 


Exemple: Les plans 5x-\~3y—z=\0 et 2x—y-\-7z=5 sont-ils perpendiculaires? Les vecteurs 
normaux sont i»=(l/\/35) (5i+3j—k) et w* = (l/\/54) {2i-j-\-lk)\ donc cos 99=(l/y'35) (l/\/54)- 
•(5x2 —3x1 —1x7) = 0 d’où <p = 90°: les deux plans sont perpendiculaires. 

Intersection de deux plans. Deux plans qui ne sont pas parallèles se coupent suivant une droite: 
|/i-//*|<1 ou encore hx/i^O sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que deux plans 
non confondus se coupent; la droite qu’ils ont en commun s’appelle la droite d'intersection ; 
puisque cette droite est perpendiculaire à la fois à n et //*, a—nxn * en est un vecteur dire- 
teur; connaissant a il suffit de trouver un point qui vérifie les deux équations n x=—p et 
w* • —p* pour avoir une représentation paramétrique de cette droite; plus précisément, il 

faut trouver un point dont les coordonnées x , y, z satisfont au système d’équations de l’encadré, 
où n l9 n 2 , « 3 sont les composantes de n et //*, n 2 , n * les composantes 

de //*; par exemple, si npil—n'n^O, une solution du système est n x x^rn 2 y-\-n z z——p y 

donnée par n*x+n%y-\-n*z= — p* 

x =(p*« 2 - pnl)t{n x nl - n{n^ y y=(pnj - p*n 1 )l(n l nl - «f/i 2 ), 2 = 0. 


cos (p=n • n* 
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On appelle faisceau de plans une famille de plans qui contiennent tous une même droite; les 
plans d’un faisceau vérifie l’équation encadrée, où /rjc-f-p=0 et n*x-\-p* = 0 sont les équations 
de deux plans du faisceau non confondus (on a donc axa*=£0 ; cette hypothèse est essentielle). 


Equations des plans d’un faisceau 


(il • jc | p) +A(/i* • x -\-p* ) = 0 


Pour le démontrer, écrivons d’abord cette équation sous la forme (/H-A//*)-*-|-(aH-A/>*) = 0; 
remarquons d’abord que cette équation représente pour A fixé un plan, de telle sorte que l’on 
a une infinité de plans; il nous faut montrer maintenant que tous ces plans ont une droite 
commune. Considérons les plans définis par des valeurs distinctes A t et A 2 du paramétre A; 
puisque nxn*£ 0, ces plans ne sont pas parallèles. Puisque (n\A l n*)x(n\-2.pi*) = (nxn*) 
— ces deux plans se coupent donc suivant une droite qui admet pour vecteur directeur 

le vecteur a=nxn*\ pour écrire l’équation de cette droite il nous reste à déterminer un de 
ses points qui, puisqu’il est commun aux deux plans, doit vérifier les équations (it |-A 1 /i*)*a:-|- 
(p \ Kp *)~0 et (/* | A 2 «*)-JC+(p-HA 2 p*)=0. Puisque A,=bA 2 , ce système 

équivaut au système encadré en bleu; par conséquent, ni a ni x ne n • x-\-p =0 

dépendent des paramètres A, et A 2 :cela signifie que la droite d’intersec- //* -jc+/;* = () 

lion de ces deux plans est commune à tous les autres. 

En fait l’équation ci-dessus représente tous les plans passant par la droite que nous venons 
de calculer sauf un, en l’occurrence le plan n*-x 1-/7* = 0; on a une équation tout à fait géné¬ 
rale en introduisant un paramètre homogène: on pose A=«*/«, et l’équation s’écrit x(n- x-\-p)-\r 
**(#!*• x-\-p*)=0 (le plan n* x+p*=0 est alors obtenu pour x=0, x*=\). 


Exemple: On cherche l’équation paramétrique de la droite d’intersection du faisceau de 
plans d’équation 

[(I/V14) (3/—2/ 1 A)*x }-l]-{-A[(l/^/14) {2i \ J~ 3k)- x — 1 ] = (). 

Un vecteur directeur de cette droite est donné par 
a — (3i—2j\k) x (2i+j—3k) = 5i-\-Uj-\-Vc. 

Pour obtenir un point de la droite, on résoud le système encadré; on peut 
prendre comme solution x— 1/7, y =5/7, z=0; l’équation obtenue est la suivante: 

JC = (I/7> (/ + 5 j) +/(5i-|- 11 j \~lk). 


3x — 2y--\-z = — 1 
2x-hy—3z= 1 


Intersection de trois plans . Etant donnés trois plans, leurs équa¬ 
tions n-x | /? = 0, n* x \ p* = 0, n**-x -\-p** = 0 forment un système 
de trois équations linéaires avec pour inconnues les trois compo¬ 
santes x , y, z du vecteur jc. Si ce système a une solution unique, 
alors les trois plans ont exactement un point commun; la condition 
ci-contre est nécessaire et suffisante pour que cela soit le cas. 

Dans le cas contraire, ou les trois plans n’ont aucun point comm 
commune, ou ils sont tous trois confondus: ils n’ont aucun point commun quand deux des 
plans sont parallèles ou encore quand les droites d’intersection des plans pris deux à deux sont 
parallèles; ils ont une droite commune quand ils appartiennent tous trois à un même 
faisceau. L’ensemble des plans qui passent par un point donné est appelé une gerbe de plans. 


«1 

n 2 

"3 


< 

«5 

ni 

7^0 

«ï* 

ni* 

ni* 


ou ils 

ont 

une droite 


Equation d’une gerbe de plans 


(/i • jc | p) \- A,(/i* • jc |-/;*) I- A 2 (m** • jc -b p**) = 0 


En introduisant des paramètres homogènes (A x =«*/><;, A., =x**/x) on obtient 
«(#/• x~\p) 'X+p *)+«**(«**• jc +/?**)=0. 
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24.3. Quadriques 


Axes principaux 

L’ensemble des points dont les coordonnées Cartésiennes satisfont à une équation de la forme 
F(x, y, z) — 0 est, sous certaines conditions, appelé une surface; on peut prendre comme condi¬ 
tion, par exemple, la continuité de F(x, y y z); différentes définitions d’une surface sont ainsi 
introduites suivant les conditions imposées. 

Si F(x y y, z) est une fonction globalement linéaire en les trois variables x, y, z c’est à dire si 
F(x, y, z) = Ax-V By -\-Cz-\- D où les coefficients A y B, C, D ne sont pas tous nuis, alors l’équation 
F(x, y y z) = 0 représente un plan. 

Dans ce paragraphe, F(x y y y z) désignera une fonction quadratique ce qui revient à dire que 
l’équation F(x y y, z) = 0 est une équation algébrique du second degré, c’est à dire de la forme 
a n x 2 -f 2a 12 xy F 2a u xz + a 22 y 2 2a 23 yz + a 33 z 2 -| 2 a u x + 2 a 2i y -b 2a M z -\a u = (). 

Une surface que l’on peut représenter sous cette forme (où les six coefficients sont non tous 
nuis) est appelée une quadrique ou surface du second ordre. 

On vérifie facilement qu’un changement linéaire de coordonnées (translation, rotation, ou 
combinaison des deux) transforme une équation du type précédent en une équation en les nou¬ 
velles coordonnées x*,y*,z* du même type avec des coefficients a* lt ...,a f 4 . Une des pro¬ 
priétés fondamentales des quadriques est que l'on peut toujours trouver une rotation telle que 

=**13 = # 23 =9, un tel changement de variable est appelé réduction aux axes principaux. 

Exemple: par la rotation 

x—(y/2/2) **+(V 2 / 2 ) y*, y= -(V2/2) **+(^ 2 / 2 ) y*, z = z* 

l’équation x 2 -\-y 2 -\-z 2 +xy— 1=0 devient 

x* 2 la 2 +y* 2 lb 2 -\-z* 2 lc 2 — 1 =0 avec.a=\/ 2 , £=^(2/3), c=l. 

Grâce à ce type de transformation, l’étude des quadriques se réduit à l’étude des équations 
de la forme suivante: 


a n x 2 +a 22 y 2 H-tf 33 z 2 +2a u x +2 a 2A y -f 2 a M z -1 -a Aà = 0 


Notons aussi qu’une telle équation, où les trois premiers coefficients ne sont pas tous nuis, se 
simplifie encore en général par une translation des coordonnées. Le type de la translation et la 
forme de l’équation simplifiée obtenue dépendent des coefficients: en considérant tous les cas 
possibles, on arrive à la conclusion que les équations du second degré se simplifient de 17 manières 
différentes selon leurs coefficients, les équations simplifiées ayant au plus 4 termes. 

Trois de ces équations simplifiées ont respectivement pour forme x 2 la 2 -\-y 2 /b 2 -\-z 2 lc 2 -\-\ =0, 
x 2 la 2 +y 2 lb 2 -\-\ = 0 , * 2 /a 2 -|-l =0 où a, b et c sont non nuis; ces équations n’ont pas de solution 
réelle et ne représente donc pas une figure géométrique. Les 14 autres équations représentent 14 
figures géométriques différentes; les neuf suivantes sont des quadriques dégénérées ou impropres: 

1 . x 2 /a 2 +y 2 lb 2 -\-z 2 lc 2 =0: c’est le point ( 0 , 0 , 0 ). 

2 . x 2 /a 2 -[-y 2 /b 2 = 0: c’est une droite: l’axe des z. 

3. x 2 /a 2 = 0: c’est un plan: le plan y, z. 

4. x 2 /a 2 = 1: c’est une paire de plans, parallèles au plan y, z aux distances ±.a. 

5. x 2 /a 2 —y 2 lb 2 =0: c’est une paire de plans sécants, qui coupent le plan x, y à angle droit le long 
des droites y= ±(b/a)x. 

6 . x 2 !a 2 —y 2 lb 2 — 1 : c’est une surface cylindrique parallèle à l’axe des z engendrée par l’hyperbole 
du plan x t y définie par x 2 la 2 —y 2 lb 2 = 1 . 

7. x 2 la 2 -\-y 2 lb 2 — 1 : c’est une surface cylindrique parallèle à l’axe des z engendrée par l’ellipse 
du plan x, y d’équation x 2 /a 2 -\-y 2 lb~ 1; si a = b cette ellipse est un cercle. 

8 . x 2 —2py=0: c’est une surface cylindrique parallèle à l’axe des z engendrée par la parabole 
du plan x, y d’équation x 2 —2py=0. 

9. x 2 la 2 -\-y 2 /b 2 — z 2 lc 2 = 0: c’est une surface conique de sommet O dont les intersections avec les 
plans parallèles au plan x, y sont des ellipses (des cercles si a 2 =b 2 ). 

En conclusion, dans ces neuf premières figures on trouve: des figures qui ne sont pas des sur¬ 
faces au sens usuel (1. et 2.), des figures qui se réduisent à un ou deux plans (3. à 5.), ou qui sont 
engendrées à partir de figures planes ( 6 . à 9.). 

Il reste donc seulement cinq figures qui sont appelées des quadriques propres. 
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Quadriqucs propres 

Classification. Après réduction aux axes principaux les axes du système de coordonnées ont 
pour directions celles de ce que l’on appelle précisément les axes principaux; la caractérisation 
de la surface utilise un axe principal privilégié (qui existe toujours; quelquefois tous les axes sont 
susceptibles d’être choisis) et repose sur la nature de la section de la surface par un plan perpendi¬ 
culaire à l’axe choisi: suivant que cette section est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, 
la surface sera un ellipsoïde , un paraboloïde ou un hyperboloïde. 

La classification utilise si nécessaire une seconde section dite transverse qui déterminera l’usage 
de l’adjectif: elliptique ou hyperbolique (une quadrique propre n’a pas de section transverse para¬ 
bolique). 

On ne distingue pas les sections circulaires des sections elliptiques: un ellipsoïde peut donc 
être une sphère, et un paraboloïde elliptique peut avoir des sections transverses circulaires. 

Enfin, pour les hyperboloïdes on fait une distinction supplémentaire: on distingue entre les 
hyperboloïdcs à une nappe ou à deux nappes. 

Ellipsoïde. En coordonnées Cartésiennes, la 
forme la plus simple de l’équation d’un el¬ 
lipsoïde est la suivante 


Les nombres a , b et c sont les longueurs des 
demi-axes principaux de l’ellipsoïde (Fig.); 
si a = b = c\ l’ellipsoïde est une sphère; si deux 
des nombres a , /?, c sont égaux, c’est un 
ellipsoïde de révolution , et il est allongé si les 
deux axes égaux sont plus courts que le 
troisième, ou aplati s'ils sont plus longs; 
si les trois nombres a> b et c sont différents, 
on a un ellipsoïde à trois axes. 

La figure géométrique représentée par 
l’équation est une surface bornée connexe 
symétrique par rapport aux trois plans de 
coordonnées; toute section plane de la surface est une ellipse; tout segment joignant deux points 
de la surface et passant par l’origine ( diamètre) a l’origine pour milieu: en vertu de cette propriété, 
l’origine est appelée le centre de l’ellipsoïde et l’on dit que l’ellipsoïde est une surface centrale. 

Un ellipsoïde quelconque peut être transformé en un ellipsoïde de révolution en multipliant 
l’une des coordonnées par une constante (affinité); en multipliant de manière convenable deux 
des coordonnées, on peut se ramener à une sphère. 

Paraboloïde elliptique. L’un des trois axes principaux de cette figure joue un rôle particulier: 
si on choisit le système de coordonnées de telle 
sorte que l’axe des z soit dans la direction de 
cet axe principal, alors la forme la plus simple de 
l’équation est celle de l’encadré. 

Dans cette formule, a et b sont les longueurs des demi-axes principaux de l’ellipse intersection 
du paraboloïde avec le plan parallèle au plan x> y situé à une distance z= 1 / 2 (Fig.); le paramètre 
a 2 peut aussi être défini comme la moitié du paramètre de la parabole intersection du paraboloïde 
avec le plan x, y et de même pour b 2 avec le plan y, z; si a —b, le paraboloïde elliptique est un 
paraboloïde de révolution. 

La figure géométrique représentée par cette équation est une surface connexe infinie située 
dans le demi-espace positif limité par le plan x, y ; elle présente des symétries par rapport aux 
plans jr, z et y, z; l’intersection de cette surface avec tout plan parallèle à l’axe des z est une para¬ 
bole; l’intersection avec tout plan perpendiculaire à l'axe des z (et le coupant du côté positif) 
est une ellipse. L’axe des z est l’axe du paraboloïde et l’origine est son sommet. 

On peut transformer, par une affinité suivant l’axe des x ou des y, un paraboloïde elliptique 
en un paraboloïde de révolution. 

Paraboloïde hyperbolique. L’un des trois axes principaux du paraboloïde hyperbolique joue 
un rôle particulier: si l’on choisit le système 
de coordonnées de telle sorte que l’axe des z 
soit dans la direction de cet axe principal, 
alors la forme la plus simple de l’équation 
est celle de l’encadré. 


Paraboloïde hyperbolique 


.7 - ~ - 2z = 0 



x 2 y 2 

Paraboloïde elliptique 

-2 -l-f^ — 2z = 0 
b - 


Ellipsoïde I !I = 1 

a m <•“ 



24.3-1 Ellipsoïde à trois axes 
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24.3-2 Paraboloïdc elliptique 24.3-3 Paraboloïde hyperbolique 

Dans cette formule, a et b sont les longueurs des demi-axes principaux de l’hyperbole inter¬ 
section du paraboloïdc avec le plan parallèle au plan x, y situé à une distance z =1 / 2 (Fig.); le 
paramètre a 2 peut aussi être défini comme la moitié du paramètre de la parabole intersection du 
paraboloïde avec le plan x, z et de même pour —b 2 avec le plan y> z. 

La figure géométrique représentée par cette équation est une surface connexe infinie qui s’étend 
dans les huit octants; elle présente des symétries par rapport aux plans a, z et y,z; la section 
de cette surface par tout plan parallèle à l’axe des z est une parabole, et la section par tout plan 
perpendiculaire à l’axe des z qui ne passe pas par l’origine est une hyperbole; les sommets de 
ces hyperboles sont situés sur une droite parallèle à l’axe des x si le plan de l’hyperbole coupe 
l’axe des z du côté positif et sur une droite parallèle à l’axe des y dans le cas contraire. Le 
plan at, y coupe la surface suivant une paire de droites d’équations xla \ y/b = 0 et x/a—ylb=0; 
les deux plans engendrés par ces droites et l’axe des z coupent les plans perpendiculaires à l’axe 
des z suivant les asymptotes des hyperboles précédentes. L’axe des z est appelé l'axe du para¬ 
boloïde et l’origine en est le sommet ; c’est un col ou point-selle. 

Le paraboloïde hyperbolique est la seule quadrique propre qui ne peut jamais être une surface 
de révolution même après transformation par une affinité; cela provient essentiellement du fait 
qu’aucune section plane n’est elliptique. 

Par contre il existe d’autres façons d’engendrer un paraboloïdc hyperbolique: on peut par exemple 
translater une parabole du plan a-, z, dont la concavité est dirigée vers le bas le long d’une para¬ 
bole du plan y f z, de concavité dirigée vers le haut; pour cette raison on dit que le paraboloïde 
hyperbolique est une surface de translation. 

Enfin un paraboloïde hyperbolique peut être engendré par des familles de droites: si on écrit 
l’équation précédente sous la forme (x/a-\~yfb) (x/a—y/b) = 2z et si on pose zl(x/a—ylb) = u et 
2l{xla—ylb) — Vy on peut en déduire les deux paires d’équations suivantes 

1. (x/a-\-y/b) -2//, {xla+ylb)^vz, 2. (xla—ylb)=z/Uy (xla-y/b) = 2lv. 

Chacune de ces équations représente un famille de plans, et donc chacune de ces paires d’équations 
représente une famille de droites: ces familles de droites sont contenues dans le paraboloïde; les 
droites sont appelées les génératrices du paraboloïde hyperbolique (Fig. 24.3-4). 

Une surface engendrée par une famille de droites est appelée une surface réglée ; parmi les 
surfaces du second ordre, les cylindres elliptiques, paraboliques et hyperboliques, les cônes (doubles), 
le paraboloïde hyperbolique et l’hyperboloïde à une nappe sont des surfaces réglées. 

Puisque les cylindres et le cône peuvent être développés en un plan, on dit que ce sont des 
surfaces développables ; l’exemple du paraboloïde hyperbolique montre que toute surface réglée 
n’est pas développable; l’hyperboloïde n’est pas lui non plus développable. 
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24.3-4 Paraboloïde hyperbolique avec deux familles 

de génératrices 24.3-5 Hyperboloïde à une nappe 



24.3-6 Hyperboloïde à une nappe avec 
ces deux familles de génératrices et le 
cône asymptotique 


24.3-7 Modèle de 
transmission d’un 
mouvement de 
rotation à l’aide de 
deux hyperboloïdes 
à une nappe 


Hyperboloïde à une nappe. L’un des trois axes principaux de l’hyperboloïde joue un rôle 
particulier: si on choisit le système de coordonnées de telle sorte que l’axe des z soit dans la 
direction de cet axe principal, alors la forme la plus simple de l'équation est celle de l’encadré. 

Dans celte formule, a et b sont les 
longueurs des demi-axes principaux de 
l’ellipse intersection de la surface avec 
le plan x, y (Fig.); de même b et c sont 
les longueurs des demi-axes principaux de l’hyperbole intersection de la surface avec le plan y , z. 
Si a=b y l’hyperboloïde est de révolution. 

La figure géométrique représentée par cette équation est une surface connexe infinie qui s’étend 
dans les huit octants; elle présente des symétries par rapport aux trois plans du système de co¬ 
ordonnées; la section de cette surface par tout plan parallèle à l’axe des z est une hyperbole, 

et la section par tout plan perpendiculaire à l’axe des z est 
une ellipse. L’axe des z est l'axe de l’hyperboloïde; l’origine 
en est le centre: l’hyperboloïde à une nappe est une surface 
centrale. 

On peut transformer par une affinité suivant l’axe des x 
ou des y un hyperboloïde à une nappe en hyperboloïde de 
révolution. 

L’hyperboloïde à une nappe peut être engendré par des 
familles de droites: si on écrit l’équation précédente sous la 
forme (x/a-\-z/c) (x/a — z/c)=(l 4 y/b) ( I — y/b) et si l’on pose 
w = (l -y//>)/(jt/a— z/c) et v=(l-by/6)/(*/a—z/c), on peut en 
déduire les deux paires d’équations suivantes: 

1. x)a | z/c = //( 1 -\-y/b), x/a b z/c = v( I - y/b), 

2. x/a—z/c=( \ —y/b)/u, x/a—z/c —{ I I -y/b)/v. 


Hyperboloïde à une nappe 


Chacune de ces équations représente une famille de plans, et donc chacune de ces paires d’équations 
représente une famille de droites: ce sont les génératrices de l’hyperboloïde à une nappe qui est 
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donc une surface réglée (Fig.); grâce à cette propriété, on peut utiliser deux hyperboloïdes à une 
nappe (comme on utilise deux cônes) pour transmettre un mouvement de rotation d’un axe à un 
autre lorsque les deux axes font un angle arbitraire (engrenages hyperboliques ; voir la Figure); 
les asymptotes des hyperboles sections de la surface par les plans contenant l’axe des z forment 
le cône asymptotique de fhyperboloïdc, dont l’équation est x 2 /a 2 -| y 2 /b 2 — z 2 /c 2 = 0. 

L’hyperboloïde à deux nappes. L’un des trois axes principaux de l’hypcrboloïdc à deux nappes 
joue un rôle particulier: si on choisit le système de coordonnées de telle sorte que l’axe des z 
soit dans la direction de cet axe principal, alors la forme la plus simple de l’équation est celle de 
l’encadré. 


Dans cette formule, a et b sont les longueurs des demi-axes 
principaux de l’ellipse intersection de la surface par tout plan 
parallèle au plan x y y et situé à une distance icy'2 de l’origine 
(Fig.); les paramètres c et a sont aussi les longueurs des demi- 
axes de l’hyperbole intersection avec le plan x> z et de même 
pour c et b avec le plan y, z; si a=/>, l’hyperboloïde est de 
révolution. La figure géométrique représentée par cette équation 
est une surface infinie non connexe (elle a deux composantes 
connexes) qui s’étend sur les huit octants; les deux parties de 
cette surface sont symétriques par rapport aux trois plans de 
coordonnées; la section par tout plan parallèle à l’axe des z 
est une hyperbole , et la section par tout plan perpendiculaire 
à l’axe des z situé à une distance |z|>c est une ellipse ; l’axe 
des z est l'axe de l’hyperboloïde et l’origine est son centre: 
fhyperboloïdc à deux nappes est une surface centrale. On peut 
par une affinité suivant les x ou les y transformer un hyper¬ 
boloïdc à deux nappes quelconques en un hyperboloïdc de 
révolution. Enfin, comme dans l’hyperboloïde à une nappe, il 24.3-8 Hyperboloïdc à deux nappes 
existe un cône asymptotique (défini de manière analogue). 


Hyperboloïdc à deux nappes 


JC“ 

a 2 


+ > =1 
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projective . 595 

25.2. Coordonnées projectives . 596 


25.3. Birapports . 598 

25.4. Applications projectives . 600 

25.5. Coniques . 605 


La géométrie projective étudie celles des propriétés des figures géométriques qui sont inchan¬ 
gées par projection. L’élan pour ces études fut donné par l’étude de la perspective en peinture 
et en architecture. Après le développement de la géométrie descriptive, dû principalement à 
Gaspard Monge (1746-1818), Victor Poncelet (1788-1867) donna un premier aperçu de la géo¬ 
métrie projective dans son “ Traité des propriétés projectives des figures". Les méthodes analyti¬ 
ques en géométrie projective furent introduites essentiellement par Auguste Ferdinand Moebius 
(1790-1868) et Jules Plücker (1801-1868), pendant que Jacob Steiner (1796-1863) et Christian 
von Staudt (1798-1867) parachèvèrent un développement de la géométrie projective sans ces 
méthodes. On trouve les premiers débuts de cette approche synthétique dans le travail de Pap- 
pus (250-300? av. J. C.), qui introduisit le rapport anharmonique, faisant référence à un tra¬ 
vail perdu de Apollonius de Perga (265-180 av. J. C.?). Le lien entre la géométrie projective 
et la géométrie euclidienne fut clarifié par Félix Klein (1849-1925). Il introduisit également 
l’idée d’une géométrie en tant que théorie invariante d’un certain groupe d’applications. 


25.1. Les éléments de base de la géométrie projective 

Eléments impropres. En général une projection cylindrique (ou parallèle) entre deux droites 
d’un plan applique tous les points d’une droite de manière bijective sur tous les points de l’au¬ 
tre. Dans une projection centrale (ou perspective , ou projection conique) la correspondance entre 
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les points de deux droites 4 et l 2 est déterminée au moyen de droites p passant par un point, 
le centre de projection (ou simplement centre) C; par exemple, si P 1 est un point de l 1 alors 
la droite p x = ( CP 1 ) coupe la droite / 2 en P 2 , l’image de P 1 
(Fig.). Cette application ne couvre pas tous les points de l 1 
et / 2 ; au point P pour lequel p Q = (CP)/// 2 il ne correspond 
aucun point sur / 2 , et au point Q pour lequel p = (CQ)//l 1 
il n’y a pas de point sur 4 qui lui correspond. Pour conserver 
une application injective, on adjoint aux points propres du 
plan toutes les directions des droites du plan qui sont les 
points impropres ; l’image du point P est alors la direction 
de / 2 , et l’image inverse de Q est la direction de l v Un point 
propre et un point impropre déterminent une et une seule 
droite propre passant par le point propre dans la direction 
du point impropre, par exemple la droite p 0 passant par P 
et son image. Au contraire, deux points impropres déterminent 
la droite impropre , qui se compose de tous les points impropres. 

Deux droites parallèles se coupent en un point impropre, qui correspond à la direction com¬ 
mune des deux droites, alors qu’une droite propre et la droite impropre se coupent au point impropre 
qui correspond à la direction de la droite propre. (N. D. T. : les éléments impropres sont plus 
communément appelés éléments à l'infini; on parle alors de points du plan et de points à l'infini, 
les points à l'infini formant la droite à l'infini). 



25.1-1 Introduction de points 
impropres 


Au contraire de la géométrie du plan euclidien, deux droites du plan projectif se coupent toujours 
en un point et par deux points il passe une et une seule droite. 

Le plan projectif est constitué de tous les points propres et impropres. Ses variétés linéaires 
(projectives) sont les droites propres et la droite impropre. Puisque les points propres et im¬ 
propres peuvent être les images les uns des autres par une projection centrale, le fait de faire 
une distinction entre eux n’a pas de sens. De la même manière, la distinction entre les droites 
propres et la droite impropre perd sa signification et parler de droites parallèles n’a aucun sens. 

L'espace projectif peut être obtenu de la même manière à partir de l’espace euclidien, en 
adjoignant aux points propres tous les points impropres, c’est à dire les directions des droites 
dans l’espace. L’ensemble de ces points impropres forme le plan impropre. Les droites impro¬ 
pres sont coupées dans ce plan par les plans propres, et elles engendrent donc le plan impropre. 

Dans l’espace projectif deux droites sont, soit obliques, soit sécantes en un et un seul point. 
Deux plans se coupent en une et une seule droite. Une droite et un point ne lui appartenant pas 
engendrent un et un seul plan. 

Si on prend les droites comme éléments de base du plan projectif, au lieu des points, alors 
les points, en tant que sommets de faisceaux de droites, sont les variétés linéaires. 


25.2. Coordonnées projectives 


Si S est un point extérieur au plan projectif /7, il existe alors une correspondance univoque 
dans laquelle à chaque droite passant par S correspond son point d’intersection P avec le plan 
TI (Fig). Si la droite est représentée par un vecteur x non nul, (?*({? -AO) donne alors le même 

point P de /7, qui est ainsi caractérisé par un espace vectoriel de dimension 1. Sur une base 

2 

6 ' 0 , e lf e 2f de l’espace vectoriel, la représentation de x est x = e 0 x 0 -\-e 1 x 1 +e 2 x 2 = E e t xi ou 
2 1 = 0 

qx = E e t QXi. Les trois nombres (jc 0 , x x , x 2 ) ainsi déterminés par le point P sont ses coordonnées 
1 = 0 


projectives homogènes (ou simplement coordonnées homogènes), homogènes car (£* 0 , çx lt qx 2 ) 
(pA0) représentent le même point. Les points de hase E t avec jc = e, (/=0, 1, 2) ont pour coor¬ 
données homogènes (1,0,0), (0, 1,0) et (0,0, 1) et le point unitaire E avec x=e=e 0 +e 1 +e 2 
a (1, 1, 1) pour coordonnées homogènes. Les points de base et le point unitaire forment une 

base pour le système de coordonnées homogènes. Si, au lieu des vecteurs e i et e , on choisit 

2 2 2 ^ 

les vecteurs e{—pp e t et e = çe, alors e=ge=Q E e t et également e = E E e t Q t . On'a 

i = o t=o /=o 


donc Qi = Q et xi = Qxé c’est à dire que les coordonnées homogènes restent inchangées si les rap¬ 
ports a’q : Xi ’. x 2 restent constants. 
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25.2-1 Introduction des 
coordonnées projectives 


Si S ' est un point extérieur à 77, distinct de S, avec le vecteur X s t e t par rapport à S, alors 

*=0 £ 2 

par rapport à S ' les points E t et E ont des vecteurs de la forme e‘ — X a lJ e l et e'= Xe{. 

2 j=o t=o 

L’application affine par laquelle chaque point X, de vecteur X x,e, par rapport à S, correspond 

2 2 J = o 

de manière unique au point A", de vecteur E E x t c i (J ) e, par rapport à S, et chaque 

2 / 2 2 J=o 1=0 

vecteur x— E xte t au vecteur x = Z ( E Xia tJ ) e iy est déterminée de manière unique par les con- 

/=o J = 0 i=o 2 

ditions que S est amené en S', les vecteurs e { en e{ et le vecteur e en e\ Si le vecteur p=Xp i e l . 

2 2 2 i = o 

représente alors le point P, son image P ' est représentée par p — E (EPia ( j) e,= E p^i et elle 


j =o / =o /=o 

a donc, par rapport à la base e{, les mêmes coordonnées que P sur la base e t . Les coordonnées 
projectives dépendent donc uniquement de la base et non des points S, S' de l’espace environ¬ 
nant, qui ne sont utilisés que pour les obtenir. 


Réciproquement, quatre points d’un plan, E 0 , E lt E 2 , E, parmi lesquels il n'en existe pas trois 
qui soient colinéaires, déterminent un système de coordonnées projectives, pour lesquelles ces 
points sont la base. 11 suffit seulement de joindre un point S , extérieur au plan, par des droites 
aux points donnés et de choisir ainsi des vecteurs e, et e sur S Et et SE de telle sorte que 

E et-e. Les vecteurs e t sont linéairement indépendants puisque les points E t ne sont pas situés 

i=o 

sur une droite et ils forment donc une base de l’espace vectoriel. 

Dans l'espace on détermine de manière correspondante un système de coordonnées projectives 
par une base de cinq points E 0 , E x , E 2 , E 3 , E if parmi lesquels il n’y en a pas quatre situés dans 
un plan. A partir d’un point S extérieur à l’espace, les points de base sont représentés par 
des vecteurs e t ( 1 =0, 1, 2, 3), qui forment une base de l’espace vectoriel de dimension 4, et le 


point unitaire par le vecteur e = Z e t . Les rapports des coordon- 

i=o 

nées x 0 : x x : x 2 : * 3 ne dépendent pas du choix du point S ni 
du choix des vecteurs e,, e sur les droites correspondantes 
passant par S. 

Sur une droite projective, trois points distincts suffisent com¬ 
me base d’un système de coordonnées, deux comme points de 
base et un comme point unitaire. 

Etant donné n’importe quel système de coordonnées dans 
le plan, déterminé par quatre points, E 0 , E u E 2 , E, on peut le 
restreindre aux trois axes de coordonnées E Q E X , E 0 E 2 et E X E 2 
en prenant comme points unitaires ^01 sur E 0 E 1 avec les coor¬ 
données ( 1 , 1 , 0 ) correspondant au vecteur £ 0 +*i> ^02 sur 
E 0 E 2 avec les coordonnées ( 1 , 0 , 1 ) correspondant à e 0 -|-e 2 , et 
E 12 sur E X E 2 avec les coordonnées (0, 1, 1) correspondant à 
e t +e 2 (Fig.). 



Réciproquement, n’importe quel système de coordonnées pro- 25.2-2 Restriction du système de 
jectives sur une droite peut être prolongé en un système de coordonnées du plan à l’un quelcon- 
coordonnées d’un plan contenant la droite en prenant les points que des trois axes de coordonnées 
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de base E 0 et E 1 et le point unitaire E 01 sur la droite, en choisissant un point E 2 n’appartenant pas 
à la droite comme troisième point de base et en choisissant comme nouveau point unitaire E un 
point de la droite E 01 E 2 distinct de £01 et E 2 . Le système de coordonnées initial sur la droite est 
alors une restriction du système de coordonnées dans le plan à l’axe de coordonnée E 0 E V 


25.3. Birapports 


Soient A y B y C y D quatre points d’une droite projective / (Fig.) tels qu’il n’y en ait pas trois 
d’entre eux qui coïncident et que A et B soient distincts. La droite / et un point S ne lui ap¬ 
partenant pas déterminent un plan, et par rapport à une base e 0y e 1 avec S pour origine, les 
quatre points correspondent aux vecteurs a=a 0 e 0 -j-a 1 e 1 , b = b 0 e 0 -\-b 1 e ly c=c 0 e 0 -\-c 1 e ly d=d 0 e 0 + 
d x e v Comme a et b sont linéairement indépendants, c et d peuvent s’exprimer en fonction de 
a et b\ on a alors c=X 0 a -\-jn 0 b (c< = A 0 a< l-/< 0 6,) et d— -| fj x h (d ( = -j-/^/). On peut mainte¬ 

nant définir le birapport (ou rapport anharmonique) des quatre points: 


B i rapport 


(A, B ; C, Z)) = Cu 0 /Ao) : fa/Aj) 


Le birapport ne dépend pas du choix des vecteurs a , b , c, d 
ni du choix de S. La première partie de cette affirmation vient 
d’un calcul du birapport pour les nouveaux vecteurs 

a = cta , h ' = pb, c = yc = y(A 0 a + / i 0 b) 
= y[(A 0 /«) «' + (BoIP) et d = ôd = à(X x a -h p x b) 
= ôîiXJa) a + (bJP) h’]. Cela donne A 0 ' = (y/a) A 0 , 

= (y IP) f l o> Ai' = (<5/a) Aj, /// = (<$//?) /i x soit (A, B; C, D) 
= IbÔIK') : (/V/A'i) = (/*o/Ao) : WAi). Si, d’autre part, 5' est 
un point n’appartenant pas à / et distinct de S y et si les vec¬ 
teurs a\ //, c', d' par rapport à S\ correspondent aux points 
A y B , C, D, alors, comme on l’a montré pour le plan projectif, 
il existe une application affine reliant le plan déterminé par 
I et S avec le plan déterminé par / et S' qui applique S en 
S' et les vecteurs a , b en a\ b '. A cause de la linéarité de 
l’application on a c = A 0 a' A-Bob et d' — X x a' -\-B\b' y et on a 
donc, par rapport à S' y (A, B\ C, D) = (/u 0 IA 0 ): 


Le birapport est invariant par projection centrale. 



L’invariance du birapport vient du fait que les vecteurs a, b y c, d y relatifs à S y ne repré¬ 
sentent pas seulement les points A, B y C, D comme points d’intersection des quatre droites avec 
la droite /, mais aussi les points d’intersection A' y B' y C', D' avec la droite /'. 

Représentation du birapport en coordonnées projectives. Dans un quelconque système de 
coordonnées sur la droite /, soit a ly b, y c ly d t (/=0, 1) les coordonnées des points A, B y C, D avec 

Qq /?q . 

c t = À 0 ai+Bobi et di = X x a t -\-Bibi. Comme A^B le déterminant A = \a l b l |= ^ = a Q b x — a x b Q 

est non nul, de sorte que l’on peut calculer les nombre* réels A/ et /x t à partir du système 
d’équations en c, et di : 



25.3-2 La définition du birapport 
pour une droite affine (A y B ; C, D) 

— (AC/CB) : ( AD/DB) 


A 0 — - 
A,= 


c o 

Cl 

d o 

di 


= -\b t c t \l\aibi\ y 


= -\bid,\l\a t bi\. 


Bo — 


B i = 


c o 

C\ 

d o 

d x 


= \a t c t \l\a t bt\ 9 




Donc 

,. n- c r>\- to. fh. - _ ^( g . c ) . 

1 ’ ’ ’ A 0 ■ A, |6ic,| IMil F(i, c) • F(6, d) 

F(x y y) désigne ici l’aire du parallélogramme déterminé par 
les vecteurs x et y. Cette relation clarifie le lien avec la défini¬ 
tion habituelle du birapport de quatre points propres sur la 
droite affine /. En introduisant un facteur convenable q on 
peut faire en sorte que A y B y C, D soient les extrémités des 
vecteurs a y b y c, d issus de S. Les rapports des aires des paral¬ 
lélogrammes sont ceux des triangles ayant la même hauteur h 
(Fig.), c’est à dire les rapports des longueurs le long de la 
droite. Considérant celles-ci comme des segments orientés, on a 
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( A , B\ C, D) = (AC/BC) : ( AD/BD) = (AC/CB) : ( AD/DB ), c’est à dire le quotient des deux rap¬ 
ports ( AC/CB) et (AD/DB). 

Positions particulières des quatre points. Si deux des points coïncident, alors les détermi¬ 
nants, et donc le birapport, prennent des valeurs particulières; par exemple, \aidi\=0 si A — D y 
\bidi\-0 si B=D y \biCi\-0 si C— B et |tf/C/|=0 si A — C. 


(A, B ; C, D = A) = (A y B ; C=*B y D)= oo (A, B ; C, D=±C)= 1 

(A, B ; C, D — B) = (A y B\ C=A , Z)) = 0 


Pour des points harmoniques (ou formant une division harmonique) on a (/I, /?; C, D)= —1. 
Les rapports des aires F (a, c ) : F(b, c ) et F(a, </) : F(A, </) sont alors de signes opposés. A partir 
de la définition du produit vectoriel il s’ensuit que, quelque soit le sens de rotation dans le 
plan déterminé par / et S y un seul des vecteurs c ou d peut être situé entre a et b. On dit 
que les couples de points A, B c t C, Z) se séparent l’un et l’autre. Il existe 24 permutations de 
quatre points. Si les deux couples sont interchangés, ou si les deux points de chaque couple 
sont interchangés, le birapport est alors inchangé: 


(A, B ; C, Z>) = (C, D; A , B) = (B y A; Z>, C) = (D , C; B , A). 


(A, B ; C, D)=k, (A, B; D y C)=l/k , (/l, C; B , D)=\-k 

(A y D; B y C) = (k-\)/k y (A, D; C, £) = */(*-!), (/I, C; Z), £)= !/(!-*) 


Les 24 permutations possibles donnent donc six valeurs pour le birapport. Pour calculer ces 
birapports on doit revenir à la définition d’un déterminant; par exemple, 

\aib t \- \Cidt\-\cfii\' \a i d i \ — (a {) b l —a l b {) ) (c^- cy/ 0 )- (c^ - c x b 0 ) (M, - Mo) 

= (« 0 q-«xCo) (Mi-Mo)= Mil• Mil- 

Une conséquence immédiate de la définition est que, si les points du second couple sont inter¬ 
changés, on obtient l’inverse du birapport. Si deux points des différents couples sont inter¬ 
changés, on obtient par exemple, 

(A CB D)=\ a — MihMii+Mi \-\Cid l \-\c l b l \-\a l d,\ 


= 1 


Md* Mil 
, \aict\- IM/I 
Mil-Mil 


-=i 


Mil- Mil 

-/c, puisque |e^| = — 


De manière similaire, on a (/I, D; B y C)= 1 - l/k = (k — \)/k 

Le birapport de quatre droites d’un faisceau dans un plan projectif est défini comme étant 
le birapport des quatre points d’intersection de ces droites avec une droite quelconque. Le fait 
qu’il soit indépendant du choix de / vient de l’invariance du birapport par projection centrale 
(Fig.). 



Introduction de coordonnées projectives au moyen de birapports. Si, par rapport à une base 
E t (i=O y 1,2) et E y les coordonnées projectives d’un point P sont (* 0 , x ly x 2 ) et si on projette, 
à partir de les points E et P sur l’axe de coordonnées E 0 E X (Fig.), les coordonnées de 
En et P 01 sont alors (1, 1) et (x 0 , jcj) dans le système de coordonnées restreint à la droite E 0 E V 










600 25. Géométrie projective 


On a alors (E 0 , E^ E 0l9 P Q1 )=x 1 : x 0 . De manière similaire ( E 0 , E 2 , E 02 , P 02 )=x 2 :x 0 pour les 
projections de E et P sur la droite E 0 E 2 . On peut donc définir les rapports de coordonnées 
x 0 : x 1 : x 2 au moyen des birapports, c’est à dire à l’aide de quantités projectives, uniquement. 
Dans le cas particulier où E 1 et E 2 sont des points impropres et les droites E X P et E 2 P paral¬ 
lèles aux axes de coordonnées E Q E X et E 0 E 2 , les rapports de coordonnées x 1 : * 0 et x 2 : x 0 re¬ 
présentent des coordonnées parallèles affines. 

Etant donné trois points d’une droite, on peut toujours choisir un quatrième point de la 
droite de sorte que le birapport de ces quatre points prenne une valeur réelle A donnée; on 
peut considérer les trois points donnés comme la base Zs 0 , E lt E 01 d’un système de coordonnées 
sur la droite, et le quatrième point est alors déterminé par (/± 0 , E 1 ; E 01 , / > 01 )=a ’ 1 : x 0 —À. 


25.4. Applications projectives 


Sous une projection centrale A y les coordonnées projectives du point image P sont les mêmes 

que celles du point initial, par rapport aux images E ly Ë de lu base E ly E. Par rapport à une 

base quelconque Ej y E\ avec les vecteurs de base correspondants' e t \ e reliés aux vecteurs 

2 

de base è, par les équations ?i = ZJaije'j avec det (aij)^ 0, les coordonnées du point P sont 
2 7 = 0 

x' l = Za lJ Xj. Une projection centrale est donc décrite par rapport à une base quelconque au 

7=0 

moyen d’une transformation de coordonnées A linéaire, avec une matrice non singulière 
2_^ 

( a (J ) : Qxi =ZaijXj. Si A est suivie par une autre projection centrale B avec la transformation 

J— 0 2 

de coordonnées B : px k = Hb kj x'j avec det (b kJ )^ 0, la résultante Ë —BA des deux projections 
1=0 22 2 
centrales est alors décrite par la transformation de coordonnées C: gx kk = Ub ki 2JaijXj = 2Jc kJ Xj 

1=0 7=0 7=0 

avec det (c kJ )j^ 0. On définit une application projective , généralisation de la projection centrale, 
comme étant une application univoque d’un plan projectif sur lui-même ou un autre plan, 

définie par une transformation de coordonnées linéaire régulière QX t ' = 2JaijXj(i = 0, 1, 2) avec 

7 = 0 

det (aij)^ 0. On peut montrer que toute application projectif peut être obtenue par une succes¬ 
sion finie de projections centrales. 


Théorème principal de la géométrie projective. Il existe une et une seule application projective 
d’un plan 77 sur un plan 77' qui applique quatre points donnés de 77, parmi lesquels il n’existe 
pas de triplet de points colinéaires, en quatre points de 77', parmi lesquels il n’existe pas de triplet 
de points colinéaires. 


Pour montrer ce résultat, on prend pour bases dans 77 et 77' les quatre points donnés, de 
telle sorte que dans les systèmes de coordonnées correspondants les points de chacun des deux 

ensembles ont les coordonnées projectives (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1) et (1, 1, 1). Par substi- 

2 ^ 

tution de ces coordonnées, pour les quatre points et leurs images, dans gxj—Ua lJ Xi y on obtient 

7 = 0 

a (J = 0 pour /V=y et <3,7= 1 pour / = y, c’est à dire Qxj=x ( . Réciproquement, l’application décrite 
par la transformation de coordonnées QXi'=x iy applique les quatre points de la base de 77 sur 
ceux de 77'. C’est donc l’unique application projective de cette nature. 

Une projection centrale de 77 sur 77' applique chaque point de la droite d’intersection 
s=(I7nII ) sur lui-même. Si une projection centrale possède cette propriété, c’est alors néces¬ 
sairement une projection centrale. Car si i dans 77' est l’image d’une droite / de 77, / et i 
se rencontrent alors en un même point de s y puisque par hypothèse le point d’intersection de / 
avec s reste fixe, et les droites / et /' déterminent donc un plan. Si P' et Q' sur /' sont alors 
les images des points P et Q sur l, le point d’intersection C des droites PP’ et QQ est le 
centre d’une projection centrale, qui applique P en P\ Q en Q' et chaque point de s en lui- 
même. D’après le théorème principal, cette projection centrale est identique à l’application pro¬ 
jective donnée. 

Selon le Programme d'Erlangen (1872) de Félix Klein, la géométrie projective est l’étude des 
propriétés qui restent invariantes par applications projectives. 


Le birapport est un invariant projectif. 

Si le birapport (/t, B\ C, D) de quatre points A, B, C, D sur une droite / avec ci = h 0 ai + 

2 

Hobi et di = X l a l -\-p l b l est déterminé par (// 0 M 0 ) : OWAj), sous l’application projective qx{ =EaijXj 

j =0 
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(/ = 0, 1,2) avec det (aij)^ 0, les images A,B',C,D' satisfont alors les relations pa{ =Eat,a,. 

2 2 2 i=0 

Qbi = Üüi jbj et qc{ = ZaijCj = Q{XQa{ -\-n 0 b{), qcI{ = Haijdj= avec lesquelles on 

obtient (A\ B' \ C\ Z>') = (/VMo') : (^i7V) = (/ / oMo) '-(Pii* i)=W. Æ; C, D). 

L’ensemble des applications projectives forme un groupe , qui est caractérisé par l’invariance 
du birapport. Celles des applications projectives qui laissent une droite fixe, mais non nécessai¬ 
rement fixes les points de cette droite, forment un sous-groupe. Le groupe des applications 
affines est un sous-groupe pour lequel cette droite fixe est la droite impropre du plan. Celui-ci, à 
son tour, a un sous-groupe formé des similitudes , qui transforment les droites orthogonales en 
droites orthogonales. Le sous-groupe des congruences laisse également invariantes les distances 
entre deux points. 

Sur une droite projective, trois points de base déterminent les coordonnées projectives, et une 
application projective est décrite par une transformation linéaire qx 0 '=ax Q +bx u qx x —cx Q -{-dx l 
avec ad—bc^0. 


Principal théorème sur les applications projectives d’une droite. Il existe une et une seule applica¬ 
tion projective entre deux droites qui applique trois points distincts de la droite initiale en trois 
points distincts de la droite image. 


Les projections centrales sont alors des applications projectives dont le point d’intersection 
est un point fixe. 

L’équation d’une droite. Un point P d’une droite projective est caractérisé, par rapport à 
deux points A et B de la droite auxquels correspondent les vecteurs a et h , par le rapport t x : t 2 
des paramètres de l’expression QX=t 1 a+t 2 h. En coordonnées homogènes (jc 0 , *i, x 2 ) on a donc 
le système suivant d’équations homogènes, à partir desquelles on peut trouver les valeurs de 
t l9 0» à un facteur A non nul près. Si on suppose, sans restreindre la généralité, que x 2 ^0 y 
on obtient *i = A (xo&i“*A)> t 2 -X{x iO^-x^) et e = (A/x 2 ) { x 1 b 0 )a 2 +(x 1 a 0 -Xqü^ M- Par 
substitution de ces valeurs dans la première équation, on obtient x 0 u 0 -h x x u x -f x 2 u 2 = 0, ou 
//() = a 2 bi âjÔ 2 , ^l~ a 0^2~ a 2^0 C f W 2 = ^A>“^(A* 



25.4-1 La liaison entre 
deux faisceaux 


"WA “0*0 = 0 

tiüx+tzbi-QX^O 

^2 + /A “0*2 = 0 


Equation d’une droite x 0 u 0 -\-x 1 u 1 -\-x 2 u 2 = 0 


Les coordonnées pliickeriennes (w 0 , u l9 // 2 ) de la droite , comme les coordonnées (jc„, x ly x 2 ) du 
point, sont seulement déterminées à un scalaire A, non nul, près. L’équivalence formelle des deux 
triplets dans l’équation d’une droite explicite le fait que, pour un triplet (// 0 , u u u.,) donné, l’équa¬ 
tion détermine une droite / comme le lieu de tous les points dont le triplet des coordonnées 
(x 0 , x l9 x 2 ) satisfait l’équation, alors que pour un triplet (x 0 , *i, * 2 ) donné, l’équation détermine 
un point P comme le sommet d’un faisceau de droites dont le triplet (//„, u lt u 2 ) satisfait l’équa¬ 
tion. Le système d’équations linéaires homogènes jc 0 w 0 -1-a: 1 m 1 +a: 2 // 2 =0, jr 0 v 0 +Ar]V J -f-jr 2 i; 2 =0 déter¬ 
mine le point commun aux deux droites (w 0 , u lt u 2 ) et (v 0 , v ly v 2 ), leur point d’intersection. De 
manière similaire, les équations x 0 u 0 -\-x 1 u 1 -\-x 2 u 2 =0 et y 0 u o ^y 1 u 1 -\-y 2 u 2 = 0 déterminent la droite 
(//„, u l9 u 2 ) commune aux deux faisceaux dont les sommets sont en (jc 0 , x l9 x 2 ) et en (>^ 0 , y l9 y 2 ) 9 
c’est à dire la droite joignant leur sommets (Fig.). 

Principe de dualité. Les couples de concepts “point d’une droite” et “droite d’un faisceau”, 
“joindre” et “intersecter”, “être situé sur” et “passer par” peuvent être interchangés, puisqu’ils 
sont représentés par des opérations algébriques ou des équations équivalentes. 11 existe, dans ce 
sens, un principe de dualité : des énoncés exacts de la géométrie projective sont transformés par 
l’interchangement en énoncés exacts, par exemple le théorème “deux points distincts sont situés 
sur une et une seule droite” est transformé en le théorème exact “deux droites distinctes ont 
un seul point commun”. Pour tout théorème de géométrie projective il existe donc une forme 
duale dont la démonstration découle du théorème initial. 


Théorème de Desargues. Si les droites joignant les sommets correspondants de deux triangles 
passent par un point S 9 alors les points d’intersection des côtés correspondants sont situés sur 
une droite s . 

Forme duale. Si les points d’intersection des côtés correspondants de deux triangles sont situés 
sur une droite s, alors les droites joignant les sommets correspondants passent par un point 5. 
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La forme duale du théorème de Desargues est aussi sa réciproque. Pour la démonstration du 
théorème lui-même on suppose que les triangles sont A X B X C et A 2 B 2 C 2 , et que les droites A 1 A 2t 
B X B 2 et CjC 2 se rencontrent au point S (Fig.). On veut montrer que les points A = (B 1 C 1 nB 2 C 2 ), 
B=(Ç 1 A 1 nC 2 A 2 ) et C=(A 1 B 1 r>A 2 B 2 ) sont situés sur une droite s. On peut appliquer une ap¬ 
plication projective aux deux triangles de manière à amener A et B en deux points impropres. 
Dans l’image, les côtés B^Ci et B 2 C 2 sont parallèles, ainsi que C{A{ et C 2 A' 2 . Grâce au 
théorème de Thaiès il vient que A x B x et A 2 B 2 sont parallèles, c’est à dire que C' est éga¬ 
lement situé sur la droite impropre, et donc dans la figure initiale C est situé sur la droite 
s=AB. 




Théorème de Pappus. Etant donné deux droites /, et l 29 soit A v B x , C 1 trois points sur l x et 
A 2 , B 2 , C 2 trois points sur / 2 , distincts du point d’intersection O des deux droites. Alors les 
points d’intersection A = (B x C 2 nB 2 C x ) 9 B = ( C x A 2 nC 2 A x ), C=(A x B 2 nA 2 B x ) de leurs droites 
de jonction croisées sont situés sur une droite / (Fig.). 




de Pappus 25.4-4 Dualisation du théorème de Pappus 

Forme duale: Etant donné deux points L x et L 2 , soit a v b l9 c x trois droites passant par L t et a 29 

b ,, c 2 trois droites passant par L 29 distinctes de la droite o joignant les deux points. Alors les droites 
a—l(f) x nc 2 ), (b 2 nc x )\ 9 b=[(c x na 2 ) 9 (c 2 na x ) 1, c=ï(« 1 nA 2 ), (a 2 n Wl se rencontrent en un points. 

Pour démontrer le théorème de Pappus on introduit les points d’intersection D~A x B 2 r^A 2 C^ 
et E= B 2 C 1 r^A 1 C 2 (Fig.). Si on projette, à partir de A 2f la droite A X B 2 sur la droite l l9 

le triplet ordonné (C, /), B 2 ) donne le triplet (B x , C l9 O), alors que le point A x reste fixe. Une 

projection centrale similaire de l l9 sur la droite B 2 C X à partir de C 2 applique le triplet ordonné 
(A lt B x , O) sur le triplet ( E y A , B 2 ) et laisse le point Cj fixe. Les deux projections centrales 
combinées appliquent le quadruplet ordonné (A lt C, £>, B 2 ) sur le quadruplet ( E , A y C l9 B 2 ) et, 
puisque le point B 2 est fixe, cela représente une projection centrale, dont le centre B est le point 
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d’intersection des droites C Y A 2 et C 2 A Jt Mais alors CA doit également passer par B, c’est à 
dire que A, B , et C sont alignés. 

Quadrangle complet et quadrilatère complet. Un quadrangle complet est composé de quatre 
sommets A, B, C, D parmi lesquels il n’existe pas de triplet colinéaire et des six droites les 
joignant par couple, les six côtés AB , CD; AD , BC\ AC , BD. Les trois points d’intersection 
P=(ABnCD), Q = (ADr^BC) et R = (ACr\BD) de ces six droites sont appelés les points diagonaux 
et sont les sommets du triangle diagonal PQR (Fig.). 



JL 


25.4-5 Le quadrangle complet 


25.4-6 Le quadrilatère complet 


Un quadrilatère complet , le dual du quadrangle complet, se compose de quatre droites a , b, 
c, d parmi lesquelles il n’existe pas de triplet de droites concourantes, et de leurs six points 
d’intersection, les sommets (ar^b), (end); (a<^d), (b^c); ( anc ), (bnd ). Les trois droites p — [(«nô), 
(cr^d)], q=[(a^d), (Ane)] et r = [(anc), (br^d)] joignant ces six points sont appelées les dia¬ 
gonales et forment le triangle diagonal pqr (Fig.). 

Sur tout côté d’un quadrangle complet, les deux sommets sont conjugués harmoniques par 
rapport au point diagonal et au point d’intersection avec la droite joignant les autres points diago¬ 
naux. 

Forme duale: En tout sommet d’un quadrilatère complet, les deux côtés sont conjugués harmoni¬ 
ques par rapport à la diagonale et à la droite joignant le sommet au point d’intersection des autres 
diagonales. 

Si on choisit par exemple le côté AB=u du quadrangle complet (Fig. 25.4-5) les sommets 
A et B sont conjugués harmoniques par rapport au point diagonal P et au point d’intersection 
T de ce côté avec la droite QR joignant les autres points diagonaux. De manière correspon¬ 
dante, sur la figure duale, les côtés a et b qui se rencontrent au sommet U sont conjugués 
harmoniques par rapport à la diagonale p et à la droite t joignant U au point d’intersection 
(qf^r) des deux autres diagonales. 

La démonstration du théorème sur le quadrangle complet dépend du fait que tout point X 
d’un plan projectif peut être caractérisé par le vecteur x l’ayant pour extrémité et dont l’origine 
est un point S extérieur au plan. Les vecteurs a , c, d correspondants aux sommets A, B, C, D 
sont linéairement dépendants, mais trois quelconques d’entre eux sont linéairement indépendants, 
puisqu’il n’existe pas de triplet de points colinéaires. Il existe donc quatre réels non nuis 
a, P, Vi b tels que aa+PbA-yc+àd=o. Le point diagonal P sur les côtés AB et CD peut être 
caractérisé par un vecteur p=aa+Pb= — (yc+ôd), qui est une combinaison linéaire des vecteurs 
a et b, et également des vecteurs c et d. De manière similaire, les autres points diagonaux Q et R 
sont caractérisés par les vecteurs q=aa-\-ôd= — (pb+yc) et r=aa \-yc=—{j]b \ bd). Si T est le 
point d’intersection de QR avec AB, alors le vecteur correspondant t est donné par t = q-\-r= 
aa—flb. Le birapport des quatre points A, B, P, T est alors donné par (A, B; P, T) = 

[a/ffl : [«/(-/?)]=-1. 

Au moyen du quadrangle complet on peut construire, en utilisant seulement une règle, le 
quatrième point harmonique T d’un couple de points A, B et d’un troisième point P sur une 
droite u (Fig.). Si on choisit sur une droite passant par P les sommets restants C et D d’un 
quadrangle complet, distincts l’un de l’autre et de P, les points diagonaux Q et R sont alors 
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déterminés par Q = (ADnBC ) et R = (ACnBD). La diagonale QR coupe alors le côté AB en le 
quatrième point harmonique cherché T. 

Dualité dans l’espace. A l’équation d’une droi- 

2 

te E XiUi = 0 avec les coordonnées plückériennes 
/ = o 

w, dans le plan il correspond dans l’espace l’é- 

3 

quation E XiUi = 0 d’un plan. Les couples de con- 
i =o 

cepts duaux dans l’espace sont donc “point” et 
“plan”, et une droite passant par deux points 
dans l’espace correspond à la droite commune 
à deux plans, de sorte que le concept “droite” 
est auto-dual. Le théorème “Un point et une 
droite ne passant pas par ce point déterminent 
un et un seul plan” a pour forme duale “Un 
plan et une droite non contenue dans ce plan 
déterminent un et un seul point”. 

Dans un espace de dimension n le dual d’un 
point est un hyperplan , et, de manière générale, 
le dual d’un sous-espace de dimension m est 
un sous-espace de dimension (n — m— 1). 

Homographies. Toute application projective, en tant que correspondance biunivoque entre 
les points de deux plans projectifs, peut être considérée comme une correspondance biunivoque 
entre les droites des plans, si les droites, en tant que duales des points, sont considérées com¬ 
me les éléments de base du plan. Dans cette interprétation, une application projective est dé¬ 
crite par rapport aux coordonnées u et u par une transformation linéaire de la forme Quf — 
2 

E (iijUj (/=0, 1, 2) avec det {a tJ )^0. 

J =o 

Forme duale du théorème principal sur les applications projectives. Il existe une et une seule 
application projective des droites d’un plan TJ, sur les droites d’un plan Tl' qui applique quatre 
droites données de II, parmi lesquelles il n’existe pas de triplet de droites concourantes, sur quatre 
droites données de IJ', parmi lesquelles il n’existe pas de triplet de droites concourantes. 

Le birapport de quatre droites d’un faisceau est un invariant pour une application projective. 
Comme les applications projectives transforment les points colinéaires en points colinéaires 
et les droites concourantes, c’est à dire les droites d’un faisceau, en droites concourantes, elles 
sont appelées homographies. 

Forme duale du théorème principal sur les applications projectives d’une droite. Il existe une 
et une seule homographie d’un faisceau de sommet P sur un faisceau de sommet P' qui applique 
trois droites distinctes du premier faisceau sur trois droites distinctes du second. 



25.4-7 Construction du quatrième point harmonique 


Pour une projection centrale on a la correspondance entre les points de deux droites / et /' 
au moyen des droites passant par le centre C, et le point d’intersection F=(/n/') est un point 
fixe de l’application. Réciproquement, toute homographie de deux droites ayant un point fixe 
est une projection centrale ou homographie centrale. D’un point de vue dual, la correspondance 
entre les droites de deux faisceaux L et L pour une projection centrale est obtenue au moyen 
de points sur une droite fixe c ; par exemple, si p est une droite du faisceau L, son image p' 
est la droite joignant le point B=(pnc) au sommet du faisceau L'. La droite f—{L , L ) est 
alors une droite fixe de l’application (Fig.). Réciproquement, toute homographie entre deux 
faisceaux ayant une droite fixe est une homographie centrale. 

Puisque le birapport de quatre droites p t (/= 1, 2, 3, 4) d’un faisceau L est égal à celui de 
leurs points d’intersection Pi = (Pi^l) avec une droite quelconque / ne passant pas par L , et 
puisque les homographies sont caractérisées par l’invariance du birapport, pour toute homo¬ 
graphie A entre deux faisceaux L et L' il existe également une homographie A* entre deux 
droites / et /' qui n’appartiennent pas respectivement à L' et L. Tout point P de / est le point 
d’intersection de / avec une certaine droite A du faisceau L , et A* applique alors P en le point 
P' = (p'nl') de la droite /'. De la même manière, pour toute homographie A* entre deux droites 
/ et /' on peut construire une homographie A entre deux faisceaux L et L' pour laquelle toute 
droite p — PL correspond à la droite p —P'L. 
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L’homographie A ainsi obtenue est une homographie centrale si les sommets L et L des deux 
faisceaux sont situés sur la droite / joignant deux points se correspondant dans l’homographie 
A*, car cette droite est alors une droite fixe de A, par exemple si L et L’ sont des points cor¬ 
respondants de / et /' par rapport à A (Fig.). 

De manière similaire, l’homographie A* entre deux droites / et /' qui résulte d’un homogra¬ 
phie A entre deux faisceaux L et L' est centrale si / et V se rencontrent au point d’intersection 
F=(prip) de deux droites p et p correspondantes pour A, car ce point F est alors un point 
fixe de A* (Fig.). 

Si Pu P 2 et Pi* P 2 sont deux autres couples de droites en correspondance par A, et si 
elles coupent respectivement les droites / et /' aux points P u P 2 et /y, P 2 \ alors le sommet 
C=Cs/\s 2 ) de l’homographie centrale est déterminé comme point d’intersection des deux 


droites = et s 2 =P 2 P 2 (Fig.). 

Un corrélation applique de manière biunivoquc 
les points d’un plan projectif FI sur les droites d’un 
plan 77' et les droites de II sur les points de /7'. 
Pour les coordonnées du point et de la droite, 
les corrélations sont données par les transforma¬ 
tions linéaires 
2 

qui = 27 aijXj 0=0, 1, 2) avec det (a##)# 0, 
j =0 
2 

QX t '— 27 bijUj (/=0, 1, 2) avec det (bi,)^ 0. 

j =0 

Une corrélation fait correspondre le point d’in¬ 
tersection de deux droites 4, 4 avec la droite 
joignant les points L lt L 2 , les images des droites 
4, 4 ct la droite joignant deux points P u P 2 avec 
le point d’intersection des droites p u p 2 qui sont 
les images des points P l9 P 2 . 



25.4-10 Homographie centrale de deux droites l et l’ 

25.5. Coniques 

L’cquation d’une conique. Une ellipse, une hyperbole et une parabole peuvent être considérées 
comme l’intersection d’un cône avec un plan projectif convenablement choisi (voir Chapitre 
13. - Coniques). Deux quelconques de ces coniques sont appliquées l’une sur l’autre par pro¬ 
jection à partir du sommet du cône. En géométrie projective il n’y a donc plus lieu de faire 
une quelconque distinction entre ces coniques. 

En coordonnées projectives homogènes l’équation d’une conique est 

«oo*o -F «n*î + «22*2 + 2a Ql Xçpc l -f 2tf 02 * 0 * 2 + 2tf 12 x 1 x 2 = 0 
2 

soit 27 aijXtXj = 0 avec a tJ = üji et det ( a, yJ ) ^ 0. 

i,j = 0 

Par une transformation linéaire convenable, une conique non dégénérée peut se réduire à la forme 








606 25. Géométrie projective 


xl — x'i — xl = 0. Une forme quadratique avec un déterminant non nul ne représente pas néces¬ 
sairement une conique. L’équation jc§- f-jef-(- jc® = 0 de la conique vide ne peut représenter une 

conique réelle quelle que soit la transformation. Une forme quadratique 27 aijXiXj avec det (a tJ ) = 0 

i,J= o 

représente une conique dégénérée ou singulière , qui peut être un couple de droites, un point, ou 
une droite comptée deux fois. 


Conjugaison. Pour toute conique propre h a tJ XiXj ~0 avec det (tf/,)^0 il existe une corrélation 

2 U = 0 

particulière ui—EaijXj (/=0, 1, 2) du plan sur lui-même appelée conjugaison. A tout point P pour 

j=o 

pôle elle associe une droite p comme polaire. Les coordonnées y { d’un point Q de la polaire 


de P satisfont alors l’équation 27 yiu i = E ai J y i Xj = O i où xj sont les coordonnées du pôle P. 

t =o / ,7 = 0 

Tous les points Q de la polaire de P sont les conjugués de P. L’équation de la polaire d’un 
point P de la conique est d’ailleurs celle de la tangente en P. 


La polaire p d’un point P d’une conique est la tangente t à la conique en P. 


Un point quelconque P de la conique est donc le conjugué de tout point de la tangente t en 
P , et donc conjugué de lui-même. Les points de la conique sont les seuls points du plan qui 
sont conjugués d’eux mêmes de cette manière. 

Si les tangentes t l9 t 2 en deux points /?,, B 2 de la conique se rencontrent en un point P, ce 
point est conjugué de B x et B 2 et donc, comme tous les points conjugués de P sont situés sur 
une droite, il est conjugué de tous les points de la droite B x B 2y qui est donc la polaire p de P 
(Fig.). 



25.5-1 Pôle P et polaire p 
lorsqu’il existe deux tan¬ 
gentes réelles à la conique 
issues de P 


25.5-2 Pôle P et polaire p lorsqu’il n’existe pas de tangente 
réelle, issue de P, à la conique 



Cette conclusion rend possible la construction de la polaire p de tout point P, même s’il 
n’existe pas de tangente à la conique passant par P. Soit p lt p 2 deux droites passant par P 
qui coupent la conique respectivement en B u B 2 et Z? 3 , B, t . Alors le point d’intersection P x des 
tangentes en B l et B 2 et le point d’intersection P 2 des tangentes en P ; , et B x sont respectivement 
conjugués de tous les points des droites p x et p 2y et donc de leur point d’intersection P. La 
droite p = P x P 2 est donc la polaire du point P (Fig.). 

La droite / passant par les deux points P et Q de coordonnées x t et y t coupe la conique 

2 

27 aijXiXj = 0 aux points P, R' de coordonnées r t = x t t x -b yd 2 , qui sont déterminées par 

IJ—0 2 2 ^ 2 ^ 

l’équation 27 a tj rirj = 27 a u (x i t 1 -b yd 2 ) (xjt x +yjt 2 ) = tja + + 2/ 1 / 2 y = 0, où a= 27 a IJ Xix Jt 

2, i , j =0 2 u = 0 ij =0 

P= 27 ciijytyj et y— 2, a u x,yj. Les deux solutions t x : t 2 et : t 2 de cette équation quadratique 

t.j= 0 <,y=o 

ne diffèrent que par le signe si y= 0, c’est à dire si P et Q sont conjugués. Les quatre points 
P, Q, P, P' sont alors conjugués harmoniques puisque (P, Q ; P, R) = (t 2 lt 1 ) \ (t 2 ft x )= — \. 

La polaire p d’un point P est le lieu des points Q tels que les points d’intersection R et R' 
de PQ avec la conique sont conjugués harmoniques par rapport à P, Q (Fig.). 

Comme les coniques, en tant qu’ensembles de points, sont des courbes du second ordre , leurs 
duales sont des courbes de seconde classe , considérées comme les enveloppes de leurs tangentes. 
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Si P est un point de la conique 2, aijXiXj=0, les coordonnées de la tangente en P (en tant 

2 i,j =o 

que polaire) sont alors w,= L a lJ x J . Réciproquement, à partir des coordonnées a, de la polaire 
j = ° 2 

p on obtient les coordonnées de P par */ = L btjitj (/=0, 1,2); ici la matrice ( b tJ ) est l’inverse 

J= o 

de la matrice (au), car elle décrit l’application inverse. Si on porte ces coordonnées dans l’équa¬ 


tion d’une courbe du second ordre, on obtient l’équation E bijiiiUj^O d’une courbe de seconde 
classe. iJ=0 



25.5-4 Génération 
projective d’une conique 


25.5-3 Relation harmonique de deux points conjugués et des 
points d'intersection de la droite qui les joint avec la conique 



Génération homographiquc d’une conique. L’équation 2, aijXiXj = 0 d’une conique prend une 

<J=0 

forme simple si on prend deux points A et B de la conique et le point d’intersection C des 
tangentes en A et B comme points de base (ou points fondamentaux) d’un système de coor¬ 
donnés, les coordonnées de ces points étant alors A( 1, 0, 0), B( 0, I, 0) et C(0, 0, 1). Si on porte 
ces coordonnées a t de A et b t de B dans l’équation de la conique, on obtient a ÜO = 0, et tf u =0. 

Comme C est conjugué de A et B , on a E ai J a l c J = 0 et EaijbiCj^ 0. En portant les valeurs 

ij— o i,j= o 

de ai, bi et c t on obtient a {)2 =a l2 = 0. Dans ce système de coordonnées l’équation de la conique 

prend la forme 2a i)l x 0 x 1 -f a 22 x 2 = 0, c’est .à dire (2* 0 /« 22 ) • a ol x 1 -\-x% = 0 soit î = où 

( 2 * 0 / 1 * 22 ) = £o> a tn x i=£i ct x 2 ~ £ 2 » ct de ce fait le point unitaire est imposé. Cette équation 
£. 2 /£ 0 -|-£i/£2=0 peut être décomposée en deux équations (A)£iv- f-£ 2 //=0 et {B)Ç 0 u — Ç 2 v=0 en 
posant £ 2 /£ 0 = // / ,; et ^ 1 /^ 2 = —u/ v - Pour dilTércntes valeurs de (//,*>) chacune de ces équations 
représente un faisceau de droites, qui sont donc reliés par une application projective, de sorte 
que pour les mêmes valeurs de (//, v) un point de la conique est déterminé comme étant leur 
point d’intersection (Fig.). Le sommet du faisceau (A) est A, puisque £, = 0, £ 2 = 0 pour #, = 0, 
a 2 = 0, ct le sommet du faisceau (B) est B car /) o = 0, b 2 = 0. 

La droite l=AB est alors caractérisée par £ 2 = 0, la droite f l = AC par ^ = 0 et la droite 

l 2 — BC par £ 0 = 0. L’application projective du faisceau A sur le faisceau B applique la droite 
l—AB de A(v = 0) sur la droite l 2 =BC de B et la droite lx = AC de A (w=0) sur la droite l=AB 
de B, et n’a donc pas de droite fixe, c’est à dire que ce n’est pas une perspective. 

Réciproquement, deux faisceaux de sommets A et B qui sont homologues projectivement, mais 
non en perspective, génèrent une conique, l’ensemble des points d’intersection des droites cor¬ 
respondantes. Si la droite l=AB du faisceau A a pour image la droite 4 du faisceau B , ct si / 
en tant que droite du faisceau B est l’image de la droite /, du faisceau A, on peut alors prendre 
les points A, B et C=(4r»4) comme points de base d’un système de coordonnées dont le point 
unitaire U est le point d’intersection de deux quelconques droites correspondantes p et p . Dans 
ce système de coordonnées la droite / est caractérisée par l’équation £ 2 = 0, la droite 4 par 
^! = 0, la droite 4 par £ 0 = 0 et ^ cs droites p et p par =0 et <£ 0 — fa = 0- D’autre part, 

l’homographie du faisceau A sur le faisceau B qui est déterminée par la correspondance des 
droites £jtH-£ 2 // = 0 ct £ 0 // — £ 2 v = 0 avec le même rapport // :v possède la propriété d’appliquer 
les trois droites /, 4 et p du premier faisceau sur les trois droites 4* ^ et p du second faisceau. 
Selon le théorème principal, elle coïncide avec l’homographie donnée. En éliminant // et v à 
partir des équations des droites, on voit que le point d’intersection des droites décrit la conique 

^l + ^2 :=0 - 

Pour des faisceaux reliés par une perspective, les droites homologues se coupent sur la droite 
à partir de laquelle est établie la projection, c’est à dire qu’on obtient une conique dégénérée. 

Pour construire une conique qui passe par trois points non alignés A , B, P et qui a deux 
droites 4 et 4 comme tangentes en A et B , il suffit de former une application projective du fais¬ 
ceau A sur le faisceau B. D’après le théorème principal, une telle homographie est déterminée 
de manière unique par la condition que les droites 4» /= AB et p — AP du faisceau A sont homo- 
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logues aux droites /, / 2 et p' = BP du faisceau B. Les points d’intersection des droites homologues 
pour cette homographie génèrent de manière unique une conique qui passe par les points A, B, P 
et qui a l x et / 2 pour tangentes en A et B (Fig.). 



25.5- 5 Construction d’une conique à partir de 
trois points et deux tangentes 

25.5- 6 Construction d’une conique à partir de cinq 
points parmi lesquels il n’en existe pas trois 
d’alignés 

Cette homographie peut être construite 
au moyen d’une homographie centrale 
entre deux droites a et b se coupant en 
P , qui coupent les droites /, et / aux 
points L x et L„ et les droites / et / 2 aux 
points L b et L 2 , de centre S={L x L b c^L u L<f). 

Si on doit constuirc une conique pas¬ 
sant par cinq points donnés S> T , U , F, 

W parmi lesquels ne figurent pas trois 
points alignes, on peut en choisir deux 
d’entre eux pour sommets de faisceaux 
liés projectivcmcnt, mais non pas en pers¬ 
pective (Fig.), par exemple S avec s x = SU , 
s 2 =SV y s 3 =SWct T avec t x =TU, t 2 =TV , 

T qui est déterminée de manière unique par la condition que les droites t { sont homologues 
aux droites s ly définit alors une conique qui est composée par les points d’intersection des droites 
homologues. Cette homographie peut être représentée comme une homographie centrale entre 
deux droites l x et / 2 se coupant au point V. Si on choisit par exemple l x =VW et l 2 —UV y alors 
le centre C=(^ 1 < r> »/ 3 ) de cette perspective est le point d’intersection des droites s x et / 3 . L’homo¬ 
logue d’une droite coupant l x en un point X x est la droite t x —TX 2 où X 2 =(/ 2 nX x C) et les 
deux droites se coupent en un point X de la conique. 

Puisque l’homographie est déterminée de façon unique par les cinq points et que la conique 
est déterminée de façon unique par cette homographie, la construction ci-dessus donne une 
conique unique passant par les cinq points. 



H existe une et une seule conique passant par cinq points donnés parmi lesquels ne figurent 
pas trois points alignés . 


De manière duale à la génération par faisceaux projectifs, une conique peut être générée au 
moyen de droites liées projectivement. Les droites joignant les couples de points homologues 
de deux droites / et /' enveloppent une conique non dégénérée si les deux droites ne sont pas 
liées par une perspective (Fig.). Si les deux droites sont liées par une projection, la conique 
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enveloppe dégénérée se compose de deux points seulement, le centre de la projection et le point 
d’intersection des deux droites. 

La correspondance projective des points des droites / et /' est déterminée par trois couples 
de points. Si A, B , C sur / et leurs images A\ B\ C sur /' sont donnés, cette correspondance 
peut alors être réalisée de manière similaire au moyen d’une perspective entre deux faisceaux, dont 
les sommets sont par exemple les points S X = (AA'nBB ) et S 2 = (AA'nCC' ) avec la droite c = 
CB' comme ‘centre’. Le point P' correspondant à un point quelconque supplémentaire P 
est déterminé par le fait que le point ( S 1 PnS 2 P ') est situé sur c. Les droites AA\ BB\ CC', 
PiP'iy ... sont des tangentes à la conique. 



25.5-7 Les, droites joignant projcctivcmcnt les points correspondants des droites / et /' 
enveloppent une conique. 

De la même manière que l’on peut construire une conique passant par cinq points, on peut 
aussi construire une et une seule conique en contact avec cinq droites données, parmi lesquelles 
ne figurent pas trois droites concourantes. 

Théorème de Pascal. Si six points d’une conique sont considérés comme les sommets d’un hexa¬ 
gone, alors les points d’intersection des côtés opposés sont alignés (Fig.). 

Soit A lt B h Cj, A 2 , B 2 , C 2 les sommets de l’hexagone, A 3 =B. A = (C 1 A 2 nC 2 A 1 ), C 3 = 
{A 1 B 2 nA 2 B l ) les points d’intersection des côtés opposés et D=(A 1 B 2 nA 2 C 1 ) et E=(A 1 C 2 t^B 2 C 1 ) 
deux points d’intersection supplémentaires. Alors les faisceaux de sommets A 2 et C 2 sont 
projcctivcmcnt liés par le fait que les droites correspondantes se rencontrent sur la conique. A 
cette homographie il correspond une homographie de la droite A l B 2 sur la droite C 1 B 2 par laquelle 
les homologues des points A lt C y , D, B 2 sont les points E , A 3 ,C lt B 2 . Comme le point B 2 est fixe, 
l’homographie est une projection centrale. Le centre de cette projection est le point d’intersection 
des droites A l E et DC V Donc la droite A :i C :i passe également par le point B :i . 




39 Mathématiques 


25.5-9 Construction d’une conique, à partir de cinq points, par le théorème de Pascal 
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Le théorème de Pascal donne une autre construction possible pour une conique passant par 
cinq points. Soit A lf B lf C Jf A 2 , B 2 ces cinq points parmi lesquels ne figurent pas trois points 
alignés. Alors les droites A 1 B 2 et A 2 B X se coupent au point C 3 . Une droite quelconque / passant 
par C 3 coupe les droites C X A 2 et C X B 2 aux points B 3 et A 3 . Alors les droites A X B 3 et B 1 A 3 se 
rencontrent en un point C 2 , qui décrit une conique passant par A lt B l5 C l9 A 2 , B 2 lorsque / par¬ 
court toutes les droites passant par C 3 (Fig.). 

Forme duale du théorème de Pascal : Théorème de Brianchon. Si on considère six tangentes d’une 
conique comme les côtés d’un hexagone, alors les droites joignant les sommets opposés sont con¬ 
courantes (Fig.). 

Duales aux points d’intersection A 3 , Z? 3 , C 3 des côtés opposés de l’hexagone de Pascal, on a 
maintenant les droites a 3 , b 3 , c 3 joignant les sommets opposés de l’hexagone de Brianchon. Le 
dual de la droite de Pascal p passant par A 3 , B 3 et C 3 est le point de Brianchon P, point d’in¬ 
tersection de a 3 , b 3f c 3 . 

Le théorème de Brianchon donne une méthode, convenable pour un dessinateur, pour con¬ 
struire une conique ayant cinq droites données pour tangentes. ïl ne doit pas y avoir trois droites 
concourantes parmi les cinq droites données a u a 2 , b u b 2 , c 1 . Parmi les trois droites joignant les 
points d’intersection des tangentes opposées, une seule, c 3 = [(« 1 ^/x 2 ), (Jbff^a^] est fixe. Les deux 
autres droites a 3 et b 3 sont déterminées par une position quelconque du point de Brianchon 
P sur c 3 , et au moyen de leurs points d’intersection avec les tangentes b Y et a { la sixième tan¬ 
gente c 2 est déterminée, c’est la droite passant par ces points. Cette construction donne la 
conique comme l’enveloppe de toutes les droites qui, avec les cinq droites données, forment 
un hexagone de Brianchon. 




25.5-11 Construction d’une conique, à partir de cinq tangentes, par le théorème de Brianchon 
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26.1 Géométrie différentielle 

En géométrie différentielle les concepts et méthodes de l’analyse, particulièrement du calcul 
différentiel et la théorie des équations différentielles, sont appliqués à l’étude des figures géo¬ 
métriques. Les espaces géométriques ou variétés , qui en sont à la base, doivent être, comme 
en géométrie analytique, rapportés à des coordonnées. Les autres figures géométriques sont plon¬ 
gées dans ces espaces, par exemple des courbes générales ou des surfaces courbes, qui sont 
caractérisées par des équations ou des fonctions suffisamment différentiables. Pour comprendre les 
parties les plus avancées de la géométrie différentielle, on doit très bien connaître le calcul ten- 
soriel; de plus, la connaissance de la topologie et quelques autres branches des mathémati¬ 
ques est essentielle. 
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Théorie des courbes dans l’espace euclidien 

Définition d’une courbe. Soit e { (/= 1, 2, 3) trois vecteurs unitaires deux à deux orthogonaux, 
qui fôrmcnt un trièdre orthonormé de l’espace euclidien tridimensionnel Zs 3 , et soit x t (/= 1, 2, 3) 
les coordonnées cartésiennes par rapport à ce trièdre. Par représentation paramétrique d'une por¬ 
tion de courbe on entend la spécification des coordonnées x t d’un point de la courbe en tant 
que fonctions d’un paramètre réel t sur un intervalle a^t^b :x i =f l (t) (/= 1,2,3). Ces trois 
équations sont habituellement résumées en une équation vectorielle 

x = x(t)= 2Jfi(t)ei. 

i = i 

Les fonctions f t (t) doivent être un nombre suffisant de fois continûment différentiables; il est 
habituellement suffisant de supposer l’existence et la continuité des trois dérivées premières. Par 
courbe on entend un ensemble connexe C de points tel que pour tout point P de C il existe 
un voisinage U tel que les points de C situés dans U peuvent être représentés comme une 
portion de courbe. Le paramètre d’une portion de courbe peut être choisi à peu près quelconque; 
si / est un paramètre, on obtient tout autre paramètre / au moyen d’une transformation para¬ 
métrique t' = <p(t), où la fonction (p(t) est suffisamment continûment différentiable et la dérivée 
dfp 

ne s’annulant pas. Les seules propriétés géométriques de la courbe qui sont d’importance 

sont celles qui sont indépendantes du choix particulier du paramètre et non la forme analytique 
plus fortuite de la représentation. Souvent le système de coordonnées dans l’espace euclidien 
de dimension 3, E 3 et le paramètre t sur la courbe C peuvent être choisis de sorte que les fonc¬ 
tions représentant C soient aussi simples que possible et que les calculs deviennent plus faciles. 

Une courbe peut être également donnée par une représentation implicite , au moyen de deux 
équations indépendantes de la forme 

x 2y x 2 ) = 0, h(x ly x 2 , x 2 ) = 0, 

c’est à dire géométriquement comme l’intersection de deux 



Tangentes. Si on trace une droite (sécante) passant par deux points P ly P 2 de la courbe C, 
et si on fait tendre ensuite P 1 et P 2 vers un point P 0 fixé de C de vecteur de position x 0 =j c(/ 0 ), 
la sécante tend vers une droite passant par P n , qui est appelée la tangente à C en P,,. L’exis¬ 
tence de la tangente est assurée par la condition de différentiabilité imposée ci-dessus si le 


point est régulier , c’est à dire qu’une au moins des dérivées 


dt 


est non nulle; sous forme 


vectorielle, = È " ‘' f ‘ Uo) 


#O . 


’ 0 dt . dt • 

Les points non réguliers sont appelés singuliers , et leurs propriétés doivent 




39 * 
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diées séparément. En un point régulier P {)y x 0 est le vecteur directionnel de la tangente en P 0 . 

Pour le vecteur de position y d’un point sur 
la tangente on obtient l’équation donnée en 
introduisant un paramètre r( — oo<t< -f-oo). 


Equation de la tangente 


j> = .r 0 +jr 0 T 


Equation du plan normal 


•V (z-*o) = ° 


Le plan passant par P {) et perpendiculaire à la tangente est appelé le plan normal N de C en 
P 0 (Fig.). Si z est le vecteur de position 
d’un point de ce plan et si on note 
a b le produit scalaire des vecteurs a et 
l’équation du plan normal N est : 

Plan osculateur. Supposons que la courbe C ne soit pas une droite. Alors, en général, trois 
points quelconques P x , P 2 , P :i de cette courbe ne sont pas alignés. Tout triplet de tels points 
détermine donc un plan. Si P u P 2 , P 3 tendent vers le même point P {) de C, alors leur plan 
converge vers un plan passant par P„, qui est appelé 1 e plan osculateur T de C en P {> (Fig.). 
Son existence est assurée si les deux premières dérivées du vecteur de position x(t) sont linéai¬ 
rement indépendantes pour / = /,», c’est à dire si jc o xjc o ^ 0, Ici ic 0 = = 2Je t C - ; axb 

cl / i=i d t* 

désigne le produit vectoriel des vecteurs a et b. Si z est le vecteur de position d’un point 
du plan oscillateur T et si (a, h t c ) désigne le produit mixte des vecteurs a , b et c, c’est à dire 
(«, b, c) — (axh)‘ c, alors l’équation du plan osculateur est 


Equation du plan osculateur 


(i: 0 x jf 0 )- (z-* 0 ) = 0 soit (*„, x 0y z-* o ) = 0 


La courbe a un contact du premier ordre avec ses tangentes, c’est à dire que pour une choix 
convenable du paramètre les dérivées premières de la courbe et la tangente coïncident au point 
de contact. Le plan osculateur peut être défini comme le plan qui a un contact du second ordre 
avec la courbe au point P {)> c’est à dire que les deux premières dérivées i: 0 , * 0 doivent être 
situées dans ce plan. Si x {) xx 0 ^o y le plan oscillateur est déterminé de manière unique. C’est 
le plan qui est engendré par les vecteurs x(t 0 ) et x(/ 0 ) en P 0 . Le plan perpendiculaire au plan 
osculateur et au plan normal est appelé le plan rectifiant R en P 0 . Si z est le vecteur de position 
d’un de scs points, alors on obtient : 




26.1-3 Plan osculateur T au point P 0 26.1-4 Trièdre mobile d’une courbe 


Normales. Toute droite située dans le plan normal et passant par P {) est appelée une normale 
de C en P 0 . La normale située dans le plan osculateur est appelée la normale principale à C en P 0y 
et la normale située dans le plan rectifiant est appelée la binormale. Un vecteur directionnel de la 
normale principale est (jc 0 x Jc 0 ) x jc 0 , et un vecteur directionnel de la binormale est ^ 0 x -^o ( s * 
x 0 xx 0 ^0). Si en chaque point P de la courbe on trace trois vecteurs t, w, b de longueur 1 dans 
les directions de la tangente, la normale principale et la binormale à C, on a alors un trièdre 
orthonormé, qui est appelé le trièdre mobile (déterminé de manière unique) de la courbe. L’idée 
d’un trièdre (ou rt-èdre) mobile s’est révélée très fructueuse non seulement pour la théorie des 
courbes, mais pour la géométrie différentielle en général (Fig.). 

Longueur d'arc. La longueur d’un polygone dans E 2 peut être définie comme la somme des 
longueurs de ses segments Ax. Les courbes considérées en géométrie différentielle peuvent être 
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approximées de manière arbitrairement proche par des polygones. Alors la longueur ÜAx du 
polygone approximant converge vers une valeur limite /, qui est appelée la longueur de ta courbe. 
Pour une portion d’une courbe C de représentation paramétrique jc=jc(/), O^t^a, on a Ax=x 
(t + At)- x\t), et on peut montrer, sous les conditions habituelles de différentiabilité, que la 
longueur d’une portion d’une courbe, décrite comme ci-dessus, est égale à l’intégrale 


/-fol d /=}[ 2’(/,(/)) 2 ] 1 ' 2 d /; 

0 0 1 = 1 

ici |Jr|=\A*‘ jc) désigne la longueur du vecteur jc. Si on con¬ 
sidère seulement l’arc C f , du point de paramètre 0 au point de 
paramètre t la longueur .v de cet arc est alors une fonction de /: 

S = S (t) = $\x(T)\(\T. 

0 

Si C est régulière alors d.v/d/ = |jc(/)| >0 et on peut intro¬ 
duire s comme nouveau paramètre qui a une caractérisation 
géométrique. Ce paramètre s est appelé la longueur d'arc de C 
ou le paramètre naturel (Fig.). La dérivée du vecteur de position 
par rapport à la longueur d’arc est le vecteur tangent unitaire 



t=x' = dx/ds y |jc'| = 1 . 


26.1-5 Définition de la longueur d’arc 
d 2 JC 


l s’ensuit que x' • jc" = 0 c’est a dire que jc" = 



dj 2 


est perpendiculaire à x et il est donc un vecteur 
directionnel de la normale principale pourvu que 
jc'VO. 

Courbure. Soit x=x(s) y O^-s^l, une portion de 
la courbe C en fonction de la longueur d’arc (ou 
abscisse curviligne). Les vecteurs tangents t(s) et 
t{s-\-As) aux points P(s) et P(H-zl*ï) de paramètres 
s et s-\-As forment entre eux un angle Aa. Si mainte¬ 
nant As tend vers zéro, il existe une valeur limite 

Aa 

= *Cv), 


lim 

/ls—>o 


As 


qui est appelée la courbure de C au point P(s) (Fig.). 
Pour une ligne droite on a toujours Zla = 0, c’est 
à dire que la courbure x(s) est identiquement nulle. 

La courbure est donc une mesure de la déviation 
de la forme de la courbe par rapport à une ligne 
droite. Si s est l’abscisse curviligne de C, alors n(s) = 

Si n désigne le vecteur unitaire convenablement orienté dans la direction de la normale prin¬ 
cipale, alors x' = x(s)n. Donc jc" est appelé le vecteur de courbure. 

Torsion. Le plan oscillateur d’une courbe plane en tout point est le même que le plan dans 

x* x x" 

lequel est située la courbe. Le vecteur unitaire h— -, ,,, de la binomiale d’une courbe 

|jc x jc | 


26.1-6 Définition de la courbure 


plane est donc constant (et vice versa). La variation du vecteur binormal h, qui est perpendi¬ 
culaire du plan osculatcur, est donc une mesure de la variation du plan oscillateur, et donc 
également une mesure de la déviation de C avec sa projection sur le plan oscillateur au point 
de C en question. Si A[i désigne l’angle entre les vecteurs binomiaux b(s) et aux 

points P(.v) et P(s-\-As) y alors il existe, en général, une valeur limite 


lim él 

A s —► 0 As 


= T(j), 


qui est appelée la torsion de C au point P(s). 

Equations naturelles. La courbure, la torsion et la longueur d’arc sont des invariants pour une 
courbe soumise à des déplacements euclidiens, c’est à dire que si une courbe (faite de fil métal¬ 
lique par exemple) est déplacée dans l’espace comme un corps rigide, alors la courbure, la 
torsion et la longueur d’arc ne changent pas De plus, ces grandeurs ne dépendent pas du 
choix arbitraire de la représentation paramétrique jc=jc(/), et sont donc également invariantes 
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par transformation du paramètre. Ces deux propriétés d’invariance découlent immédiatement des 
définitions données ci-dessus. Les trois grandeurs s> x y t sont reliées par les deux équations. 
X = x(s) ^0, T = t(a), 

qui sont appelées les équations naturelles (ou intrinsèques) de la courbe Le théorème suivant 
peut être considéré comme le résultat essentiel de la théorie des courbes; il énonce que x(s) 
et t(.s) forment un système complet d'invariants de C: 

Pour toutes fonctions continues jc=#c(s)> 0 et t=t(j) données, il existe une et, à un déplacement 
euclidien près, une seule courbe C telle que k(s) est la courbure et t(j) la torsion de C. 


Les formules de Frenet. La démonstration de ce théorème est faite par la méthode du trièdre 
mobile (Fig.). Pour la variation des vecteurs t(s) y n(s), b(s) on a les formules de Frenet suivantes: 



Comme «, /, b sont des vecteurs unitaires deux à deux perpendiculaires on a nn=bh=tt= I 
et n b = n t—h t= 0 ; par différentiation • h = 0 , /i ii'= 0 , t'b — — t • h\ n , n b= — 

b • /#. Par le produit scalaire de b' =a- 3 t~\-p- i n+y J) et n=a 2 t -f p 2 n \ y 2 n par des vecteurs #i, t, b 
convenables, on peut déterminer les composantes a h p ly y t (/=!, 3, 2). On obtient: b '• b=y 2 = 0; 
b - /=a 3 = — t - h=—xn h= 0; h'=p 2 n. Par la définition de la torsion on en tire |A'| = |/? 3 | = |t|. 

A p 

Par compatibilité avec r(s)= , on doit poser h'= — r(s)n. Pour la seconde équation: 

As —>0 ‘AS 


P 2 =u h' = 0; a 2 =n • t——t' • n=—x(s) et y 2 =n h= —b n = r(s) c’est à dire n’ — —xt-\-xh. 

Pour des fonctions continues x(s)>0 et r(.v) données, les formules de Frenet sont un système 
d’équations différentielles linéaires pour déterminer f, «, h. Dès que l’on a obtenu r(s) y on peut 


trouver la courbe par intégration de = t(s) ; par exemple, les hélices circulaires sont carac¬ 


térisées comme étant les courbes dont la courbure et la torsion sont constantes. 


Théorie des surfaces dans l’espace euclidien 


Définition d’une surface. Si les trois coordonnées -*,(/= 1,2, 3) d’un point de Zs 3 sont don¬ 
nées comme fonctions de deux paramètres u et t>, =/<(//, v) (/= 1, 2, 3), ou sous forme vecto- 

3 

riclle, x = x (//, v)—2Jfi(u y v) e ly où u et v varient dans un certain domaine D d’un plan, alors 

ceci est appelé une représentation paramétrique d'une portion de surface. 

Un ensemble connexe de points S de £ 3 est appelé une surface si pour tout point P de S il 
existe un voisinage U tel que les points de S situés dans U ont une représentation paramé¬ 
trique sous forme d’une portion de surface. Si les valeurs des paramètres // et v (également 
appelés coordonnées sur ta surface) sont données, la position du point sur la portion de la surface 
est alors déterminée de manière unique; par exemple, un point sur la surface de la terre est 
fixé par sa latitude et sa longitude. A de très larges limites près, les paramètres d’une portion 
de surface peuvent être choisis arbitrairement; au lieu de u et v on peut prendre comme para¬ 
mètres u et v dans un domaine D' du plan s’il existe une transformation biunivoque de la forme 


du 

du 

du 

dv 

dv 

dv' 

~dü 

dv 


U —li(Uy v) 

avec le déterminant 

v' = v'(u, v) 
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ceci est appelé une transformation (ou changement) de paramètre. Les concepts géométriques de 
la théorie des surfaces doivent être invariants par déplacement euclidien et changement de para¬ 
mètre. Une surface peut également être donnée implicitement par une équation g(x Xy x 2 , a , 3 ) = 0. 

Plan tangent. Pour étudier les propriétés d’une surface dans le voisinage d’un point P 0 de 
paramètres //„ et »>„, on considère des courbes situées sur la surface et passant par P 0 . Une 
courbe quelconque de ce type peut être donnée par une représentation paramétrique de la forme 
x{t) = x(u 0 -\-u(t) y v o +v( 0 ), 


où w(0) = i>(0) = 0. Dans le cas particulier // = // 0 -|-/, v=v 0 , c’est à dire v(/) = 0 pour tout t , on 
obtient la courbe paramètre passant par P 0 , le long de laquelle v=v 0 est constant. De manière 
identique, si u = u Qy v =v 0 +t, on a l’autre courbe paramètre, le long de laquelle //=//<> est con¬ 
stant. Le point P 0 est le point d’intersection de ces courbes paramètres. En coordonnées géo¬ 
graphiques sur la surface de la terre, les méridiens et les parallèles sont les courbes paramètres 
correspondants (on dit aussi courbe coordonnée). 

Le vecteur tangent à une courbe passant par P {) au point / = 0, c’est à dire en P 0 , est obtenu 
par différentiation de la représentation paramétrique 
dje __ dx 0 d//( 0 ) ^ dx 0 dv( 0 ) 
d t f=0 du d t dv d/ ’ 


où 


dxo 

du 


dx(u 0 , v 0 ) dx o 

du ’ dv 


dx(u 0 , iip) 
dv 


A partir de ces formules on voit que: les 


vecteurs 


dx 0 dx 0 

du e '~dv sont ^ CS vecteurs tangents aux courbes paramètres. Si ces deux vecteurs sont linéai¬ 
rement indépendants, alors tous les vecteurs tangents aux courbes situées sur la surface et pas- 

dx {) dx n 

sant par P () , sont situés dans le plan passant par P 0 engendré par et Ce plan 

est appelé le plan tangent à la surface en P 0 . Si a et b sont les paramètres des points du plan 
tangent et si z est son vecteur de position, on obtient alors une représentation paramétrique du 
plan tangent: 


Equation du plan tangent 


® *£)•<«-*>-» 


dXo . dXn 

z= , o+a 


Ces formules n’ont de sens que si et sont linéairement indépendants; les points 


où il en est ainsi sont appelés réguliers ; si ce n’est pas le cas, le point est dit singulier. Evidem¬ 


ment, un point P {) de S est régulier si et seulement 



x 


dx o 
du 


* 0 . 


En coordonnées géographiques, sur la surface de la terre, 
les pôles sont des points singuliers. Le sommet d’un 
cône circulaire est singulier pour toute représentation 
paramétrique, car il n’existe pas de plan tangent au cône 
en ce point. En géométrie différentielle on ne traite 
presque exclusivement que des surfaces régulières; les 
points singuliers doivent toujours être traités séparément. 

La droite passant par P 0 et perpendiculaire au plan 
tangent est appelée la normale (Fig.). 

Vecteur normal _ / dx 0 dx 0 \ / I dx 0 dx Q 
unitaire n \ 'du * dv ) / | du dv 



26.1-8 Plan tangent et normale à la surface 


Géométrie intrinsèque. Au début de la géométrie différentielle, les surfaces étaient considérées 
comme les frontières extérieures de corps solides, ou comme des solides “infiniment fins’’ plon¬ 
gés dans l’espace euclidien à trois dimensions. Le géomètre Gaspard Monge (1746-1818) peut 
être considéré comme le fondateur de cette méthode de pensée; il écrivit le premier livre de 
géométrie différentielle ( Application de P Analyse à la Géométrie , Paris 1809). En liaison avec des 
questions pratiques de géodésie, Gauss posa la question: comment peut-on tirer des conclusions 
sur la forme spatiale d’une surface à partir de mesures sur la surface elle-même? Ce pro¬ 
blème est d’une grande importance pour la détermination de la forme de la terre, qui était 
considérée au départ comme une sphère, puis comme un ellipsoïde de révolution aplati et au¬ 
jourd’hui comme une surface qui ne peut être représentée de façon élémentaire, un géoïde. 
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L’étude de ces questions conduisit Gauss à la géométrie intrinsèque des surfaces; il décrivit 
ceci dans son traité Disquisitiones generales circa superficies curvas (1827). Dans cette partie de 
la théorie des surfaces, les surfaces ne sont pas considérées comme des solides, mais comme 
des peaux qui peuvent être déformées mais pas étirées. Par déformation d’une surface on entend 
une déformation continue par laquelle les longueurs de toutes les courbes sur la surface restent 
fixes. Plus généralement, deux surfaces S et S' sont dites isométriques s’il existe une correspon¬ 
dance biunivoque P’ = q>{P) entre les points P de S et les points P’ de S' de sorte que des cour¬ 
bes qui sont transformées l’une en l’autre par la correspondance ont la même longueur. La 
correspondance rp est alors appelée une application isométrique ou isométrie ; on peut, par exem¬ 
ple appliquer un cône de manière isométrique sur une région du plan en le coupant le long de 
l’une de ses génératrices. La déformation d’une surface S en une surface S' est également une 
isométrie de S sur 5"; deux surfaces isométriques n’ont cependant pas nécessairement une dé¬ 
formation continue de l’une en l’autre. Les propriétés des surfaces qui sont inchangées par des 
isométries peuvent être établies par des mesures sur la surface; elles forment le contenu de la 
géométrie intrinsèque des surfaces. En ce sens, la géométrie plane est la géométrie intrinsèque 
du plan et la trigonométrie sphérique est la géométrie intrinsèque de la sphère. 


Elément d’arc d’une surface. La géométrie intrinsèque est complètement régie par l’élément 
d’arc de la surface. Soit x = x(t) = x(u(t) y o(t)) y t 0 ^t^t y une courbe C située sur la surface S. 
En diflférentiant par rapport à / on obtient le vecteur tangent 
d.v _ dx du dx di> 
d t du dt ' dv dt * 

/ Hr \ 2 

Avec la définition de la longueur d’arc s(/) de C on 


a (*)’ = |jc | 2 = jc • i. En substituant 


l’expression précédente de x on obtient 

dx dx /d/A 2 dx dx du du 
du du \ dt) * du du dt dt 
si d’après Gauss, on introduit la notation 


m 


+ 


dx dx /dv\ 2 
du du \ dt) 


E(u y u) = 


dx 


du 


dx 

dïc 


F(u y v) = 


dx 


du 


dx . dx dx 

— , G(u y v)= — • — 
du du du 

et si au lieu d’écrire les dérivées par rapport à /, on écrit seulement les différentielles, on obtient 
alors /’ élément (Parc ou la première forme (< quadratique ) fondamentale de la surface sous la forme 


Première forme fondamentale de la surface 


d.v 2 = £(//, v) dw 2 +2F(w, v) du do-\-G(u y u) du 2 


La longueur / de la courbe C s’exprime en fonction de l’élément d’arc de la manière suivante: 

tu t o 

dans l’intégration on doit naturellement substituer aux arguments u et v de E y F, G les équations 
u=u(t) t v=v(t) de la courbe. 

Au moyen de la première forme fondamentale on peut non seulement calculer les longueurs 
d’arcs, mais également définir et-déterminer toutes les grandeurs qui peuvent être trouvées par 
des mesures sur la surface; on peut, par exemple, définir de cette manière l’angle entre deux 
courbes situées sur la surface S se rencontrant en un point P 0 de. S y et également l’aire d’un 
ensemble de points situé sur S. 


L’aire A(U) d’un domaine U de S est 
A(U)=$$(EG-F 2 ) 112 du dv. 

L’intégrandc d A = (EG— F 2 ) 112 du dv est appelée l'élément 
de surface (ou d'aire) de S y et on peut se le représenter 
intuitivement comme l’aire d’une maille infiniment petite 
des courbes paramètres (Fig.); (EG— F 2 ) 1 / 2 AuAu est l’aire 


(u+Auy+Av) 


dx 

du parallélogramme engendré par les vecteurs ^ 

dx 
dv 


Au et 


Av. Dans le calcul de A(U) y on intègre sur les para¬ 



mètres u et v pour lesquels x{u y v) est situé dans U. 


26.1-9 Définition d’un élément d’aire 
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L’élément d’arc détermine complètement la géométrie intrinsèque de la surface : deux surfaces 
S et S r sont isométriques si et seulement si on peut trouver des représentations paramétriques 
de ces surfaces pour lesquelles les éléments d’arc coïncident. 

Géodésiqucs. Si parmi toutes les courbes situées sur la surface et passant par deux points P 1 
et P 2 il en existe une de longueur minimale, elle est appelée une plus courte courbe. La déter¬ 
mination des courbes les plus courtes d’une surface est un des plus vieux problèmes de géo¬ 
métrie différentielle et de calcul des variations. Etant donné deux points d’un plan, il existe une 
seule plus courte courbe passant par eux, à savoir le segment de droite les joignant. Il peut 
exister des couples de points sur une surface qui ne peuvent pas être reliés par une plus courte a 
courbe. D’autre part, il peut se produire que par deux points il existe plus d’une plus courte ■ 

courbe, et même une infinité; par exemple, pour deux points diamétralement opposés d’une / ' " ^ 
sphère, tout demi grand cercle passant par ces points est une plus courte courbe. Toutefois, 

Si U est un voisinage suffisamment petit d’un point P 1 de la surface, et si P» est un autre point 
de £/, alors il existe une plus courte courbe reliant P 1 et P 2 et une seule. 

Une courbe C située sur une surface S est appelée une géodésique si elle est une plus courte 
courbe entre deux quelconques de ses points suffisamment proches. Sur une sphère les grands 
cercles sont des géodésiqucs sans être nécessairement des plus courts chemins; un grand cercle 
est divisé en deux arcs par deux de ses points, qui sont en général de longueurs différentes, 
si bien que seul le plus petit est une plus courte courbe. Un arc de grand cercle dont la lon¬ 
gueur est supérieure à nR, où R est le rayon de la sphère, n’est donc pas une plus courte 
courbe, mais c’est une géodésique. L’équation différentielle des géodésiqucs d’une surface quel¬ 
conque est une équation du second ordre qui ne dépend que la première forme fondamentale. 

Par tout point d’une surface régulière il existe une et une seule géodésique dans toute direction 
donnée. Deux points d’une surface complète (intuitivement “sans bord”) peuvent être reliés par 
une plus courte courbe, et également par une géodésique. 

Déplacement parallèle. L’idée de déplacement parallèle peut être également transportée sur 
une surface gauche quelconque. En un point P 0 d’une géodésique g, si un vecteur tangent 
a 0 = a(P 0 ) à la surface S forme avec le vecteur tangent t 0 = t(P 0 ) à la géodésique un angle a, 
alors en un point P de la géodésique on obtient le vecteur u{P) parallèle à a(P 0 ) le long de g 
en construisant à partir de P dans le plan tangent le vecteur a de longueur |a 0 | qui forme le 
même angle a avec le vecteur tangent t=t(P ) à g. On déduit de cette définition que les vec¬ 
teurs tangents de longueur constante d’une géodésique (comme pour une droite) sont donnés 
par un déplacement parallèle le long de cette géodésique, ici a = 0. Si on applique également 
cette définition à des polygones courbes, dont les composantes sont des géodésiques, et si on 
pense à une courbe quelconque sur S comme étant approximée par de tels polygones géodési¬ 
ques, , on obtient alors une idée intuitive du déplacement parallèle d’un vecteur tangent le long 
d’une courbe quelconque de la surface. La différence essentielle entre le déplacement parallèle 
sur une surface courbe et celui dans l’espace affine (ou euclidien) est que dans le premier cas 
le déplacement parallèle dépend de la courbe le long de laquelle il est effectué. Si on déplace 
un vecteur le long d’un chemin fermé sur une surface, alors, en général, on ne retourne pas 
à la position initiale (Fig.). Sur la figure il y a un angle de njl entre le vecteur initial a n et 
le vecteur « 3 déplacé le long d’un triangle sphérique ayant trois angles droits. 



26.1-10 Déplacement parallèle le long d’un triangle sphérique 


26.1-11 Courbure normale et 
courbure géodésique 
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Courbure d’une surface. Pour étudier les propriétés de courbure dans le voisinage d’un point 
P 0 de S , on considère la courbure des courbes tracées sur S et passant par P 0 (Fig.). Si x’ô 
est le vecteur (ou rayon) de courbure d’une courbe C en n, on le projette sur la normale à 
la surface et on obtient x'ô = x n n 0 +k 0 où k {) • n 0 = 0, si bien que k 0 est également un vecteur 
tangent; le vecteur de courbure xÿ de la courbe est décomposé en sa composante tangentielle 
k 0 et sa composante normale x lt n 0 qui lui est perpendiculaire. La longueur x n de la projection 
sur la normale, prise avec le signe convenable, est appelée la courbure normale de C en P. 
La longueur x g =\k 0 \ de k 0 est appelée la courbure géodésique. Il résulte immédiatement de la 
décomposition du vecteur de courbure x 0 en sa composante normale x n n 0 et en sa composante 
tangentielle k () que la courbure (totale) x(j)=|xÿ(j)|, la courbure normale *„ = JCo(.s)* « 0 et la 
courbure géodésique x g =\k 0 \ sont liées par la relation x 2 =xl+x*. La courbure géodésique est 
invariante par déformation, et c’est donc un concept de géométrie intrinsèque, alors que la 
courbure normale dépend du plongement de la surface dans l’espace; dans un plan, par exemple, 
la courbure normale de toute courbe est évidemment égale à zéro. Si maintenant on déforme 
une bande du plan en une partie d’un cylindre circulaire de rayon r, alors tout cercle géné¬ 
rateur du cylindre a sa courbure normale égale à 1/r. 

La courbure géodésique d’une courbe sur une surface peut être définie au moyen du dépla¬ 
cement parallèle, comme la courbure d’une courbe dans l’espace. Les géodésiques peuvent être 
caractérisées comme étant les courbes sur une surface dont la courbure géodésique est nulle. 
Sur un cylindre circulaire, les hélices circulaires, les (droites) génératrices, et les cercles perpen¬ 
diculaires aux génératrices sont des géodésiques; lorsqu’un cylindre est développé en un plan, 
par l’application isométrique obtenue en le coupant le long d’une génératrice, les géodésiques 
donnent des segments ou des droites. 

La courbure normale est donnée par la seconde forme {quadratique) fondamentale de la théorie 
des surfaces; si u = u(s) et v=v{s) sont les équations de la courbe C, où s est sa longueur d’arc, 
la seconde forme fondamentale de la surface est alors: 


Seconde forme fondamentale 
de la surface 
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Il s’ensuit que la courbure normale ne dépend que de la direction de la courbe au point P 0 . 


Toutes les courbes sur S ayant la même tangente en P 0 ont egalement en ce point la meme 
courbure normale. 


Une étude plus précise de la courbure normale conduit à une classification des points de la 
surface. Premièrement, si toutes les grandeurs L, M, N s’annulent en Po, comme c’est le cas 
pour tout point du plan, alors P {) est appelé un point méplat. Si ce n’est pas le cas, on distin¬ 
gue trois types de points. 


Courbure gaussienne 


K(P)=(LN — M l )!{EG-F 2 ) 


Si la courbure gaussienne de la surface au point P de coordonnées (w, v) vérifie K(P)> 0, alors 
P est dit elliptique , si K{P)<0, alors P est dit hyperbolique , et si K(P)= 0, P est dit parabolique 
(Fig.). Cette division purement formelle est en étroite relation avec la forme de la surface. Sur 
une chambre à air de bicyclette (tore), par exemple, les points vers l’intérieur sont hyperboli¬ 
ques, et les points vers l’extérieur sont elliptiques; ces deux ensembles de points sont séparés 
l’un de l’autre par deux cercles, qui sont constitués de points paraboliques. Un ellipsoïde n’a 
que des points elliptiques, un paraboloïdc hyperbolique (surface d’une selle) n’a que des points 
hyperboliques, et un cylindre circulaire n’a que des points paraboliques (Fig.). 

Theorema egregium. Les première et seconde formes fondamentales d’une surface sont inva¬ 
riantes par déplacement, c’est à dire que si la surface est déplacée dans l’espace comme un 
solide (sans altérer sa forme), les formes fondamentales ne changent pas. Si la surface est pliée, 
c’est à dire déformée isométrique ment, alors la première forme fondamentale reste inchangée, 
mais la seconde forme fondamentale, qui détermine la courbure normale, change. La première 
forme fondamentale est un invariant par déformation. 

Gauss montra que la courbure gaussienne n’est pas seulement un invariant par déplacement 
et transformation de paramètre, mais aussi par déformation. 11 appela ce résultat étonnant et inat¬ 
tendu le Theorema egregium (théorème remarquable). 








26.1. Géométrie différentielle 619 


26.1-12 Classification des points d’une surface de révolution 



Pour démontrer ce théorème on tire une expression pour K dans laquelle seuls apparaissent 
les coefficients de la première forme fondamentale et leurs dérivées. Comme ce sont des inva¬ 
riants par déformation, K doit être également un invariant par déformation. Par un choix con¬ 
venable des paramètres u et v on peut s’arranger pour que les courbes paramètres de la surface 

se coupent à angle droit, c’est à dire — • — = F = 0. Sous cette condition le Theorcma 

du du 

egregium s’exprime par la formule: 

K _ LN-M 2 1 r d r 1 d^/G ) d^f I d\/E) 1 

EG V(EG) \y/E 011 J * < Jr W G dv J J 

11 s’ensuit, par exemple, qu’une sphère de rayon r, pour laquelle la courbure gaussienne en 
tout point est égale à 1 /r 2 , ne peut pas être appliquée isométriquemênt sur un plan, pour le¬ 
quel 0. 

Il est donc impossible de tracer une carte fidèle d’une partie de la surface terrestre; ce n’est 
que par restriction à un domaine suffisamment petit que l’on peut obtenir une représentation 
assez précise. 

Détermination d’une surface à partir des formes fondamentales. Le theorcma egregium est 
directement relié à la question suivante: soit 

<Pi = EÇ 2 -f- 2 FÇrj + Gif, <p 2 = L£ 2 -f 2MÇr)+Nrf y 

deux formes quadratiques dont les coefficients sont des fonctions des deux variables u et v\ 
on suppose de plus que (p 1 est définie positive. Existe-t-il toujours une surface S pour laquelle 
<p l est la première et cp 2 la seconde forme fondamentale? Ce problème est analogue à la déter¬ 
mination d’une courbe en se donnant la courbure et la torsion. Mais contrairement à ce pro¬ 
blème simple, où la courbure et la torsion peuvent être données indépendamment l’une de 
l’autre, dans le cas d’une surface les deux formes fondamentales ne peuvent pas être données 
indépendamment l’une de l’autre; leurs coefficients sont reliés par trois conditions, dites condi¬ 
tions d'intégrabilité, qui sont vérifiées sur toute surface. Une de ces conditions est donnée dans 
la section précédente, c’est l’équation qui exprime le Theorcma egregium (sous l’hypothèse que 
F=0); les deux autres conditions d’intégrabilité sont appelées formules de Codazzi-Mainardi. 
Si ces trois conditions sont satisfaites pour q> x et <p 2 » alors, au moins pour une région U suffi¬ 
samment petite des variables u et u, il existe toujours une portion de surface ayant <p x et q> 2 
pour formes fondamentales; deux portions de surfaces distinctes ainsi définies sur U sont con¬ 
gruentes. 

Le Théorème de Gauss-Bonnet. En intégrant la courbure gaussienne K , multipliée par l’élé¬ 
ment de surface d/4, sur un domaine U de la surface S , on obtient la courbure intégrale (ou 
totale) K(U) de la région 

K(U)=fj K d/f = JJ K(EG—F 2 ) 112 d u du, 

qui, naturellement, est également un invariant par déformation. 
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Une interprétation intuitive de la courbure totale, et donc de la courbure gaussienne, est 
obtenue en étudiant Yimage sphérique d’un domaine U de la surface S. Cette image sphérique 
est obtenue en traçant le vecteur unitaire normal « d’un point P de U à partir d’un point fixe, 
disons l’origine 0. Les extrémités de ces vecteurs décrivent alors un domaine V de la sphère 
unité, qui est Vimage sphérique de U. L’aire de l’image sphérique est alors (hormis le signe) 
égale à la courbure totale de U. 11 est intuitivement évident que cette aire est d’autant plus 
grande que la surface S est plus fortement courbée. 

Si U est limitée par une courbe fermée simple C, alors la courbure totale K(U) peut s’expri¬ 
mer sous forme d’une intégrale sur 
C. On a alors le théorème de 
Gauss-Bonnet, dans lequel x g est 
la courbure géodésique et s la lon¬ 
gueur d’arc de C. 

On obtient un résultat particulièrement intéressant en appliquant ce théorème à des surfaces 
fermées. On peut se représenter intuitivement une surface fermée comme la frontière d’un corps 
lisse fini percé de g trous; le nombre g est appelé le genre de la surface; des exemples de sur¬ 
faces fermées sont la sphère (#=0), le tore (#=1) et le “bretzel” (g= 2) (Fig.). 

La courbure totale d’une surface fermée S de genre g ne dépend pas de la forme de la surface et 
elle est égale à 

K(S)= SSKdA = 4tt(1 —g). 

S 

Ce résultat est de grande importance, puisqu’il permet d’exprimer des propriétés topologiques 
de la surface, dans ce cas le genre g, qui restent invariantes même par des déformations conti¬ 
nues quelconques, en fonction de grandeurs de géométrie différentielle (ici la courbure totale). 
Ses généralisations et des questions similaires ont conduit dans les dernières décennies au déve¬ 
loppement de l’une des plus intéressantes et difficiles branches de la géométrie moderne dans 
laquelle les relations entre les propriétés des formes géométriques en géométrie différentielle 
et en topologie ont également été étudiées pour les dimensions supérieures. 


Le théorème de Gauss-Bonnet 

JJ/f dA-\-$x a ds=27t 


U C 



g=0 (sphère) 



g**1 (tore) 



g=2 (bretzel) 


26,1-14 Surfaces de genres g différents 



26.1-15 Définition d’une surface de révolution 


Surfaces de révolution. Par surface de révolution on entend surface produite par la rotation 
d’une courbe plane autour d’un axe situé dans le plan de la courbe. De telles surfaces avec 
symétrie de révolution se rencontrent fréquemment en pratique. Pour obtenir une représenta¬ 
tion paramétrique d’une surface de révolution on prend l’axe de rotation pour axe e :t d’un sys¬ 
tème de coordonnées rectangulaires dans l’espace (Fig.). Dans le plan e lt e 2 perpendiculaire à 
cet axe, un vecteur unitaire e(v) est défini par e(v) = e x cos v + e 2 sin v * dont dérivée est 
de 

e*(v) = — = — e l s\iw \ e 2 cos v = e{v \ n/2). Il s’ensuit immédiatement que, pour toutes les va¬ 
leurs de />, les vecteurs e(i>), forment un trièdre rectangle orthonormé. Un plan H(c) 
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passant par l’origine et engendré par e(v) et e 3 tourne autour de l’axe e 3 lorsque v varie. Toute 
courbe *(//)=£(//) e+rj(u) e 3 fixe dans H(v), pour laquelle // est la longueur d’arc, telle que 
dx dx 

— 1, engendre une surface de révolution lorsque le plan H(v) tourne autour de l’axe 

e. A . On obtient donc une représentation paramétrique de la surface de révolution engendrée par 
x(//) sous la forme 

x(//, v) = £(//)• e (v) -f rj(u) e z . 

Les paramètres de la surface sont u et v. Les courbes paramètres sont les méridiens , qui 
sont les courbes génératrices x(w, t> 0 ), v 0 = constante, et les cercles de latitude ( parallèles ) 
x(// 0 , ü ), "o = constante, qui sont les cercles d’intersection de la surface avec les plans perpendi¬ 
culaires à l’axe de rotation. Pour trouver les points singuliers de la surface - la courbe 
génératrice est supposée régulière - on calcule 


dx 

~dü 


x 


dx 

dv 


= (fe-f rj'e A ) x Çe* = £(-?j'e- bf<? 3 ), 


où le signe “prime” désigne la dérivation par rapport à la longueur d’arc u de la courbe gé¬ 
nératrice. Le vecteur n=—rj'e- f|'e 3 est le vecteur unitaire normal de cette courbe et c’est donc 
un vecteur normal à la surface. Un point de la surface est singulier si et seulement si £ = 0, 
c’est à dire si le point est situé sur l’axe de rotation. Pour les coefficients de la première forme 

dx dx 

fondamentale on obtient immédiatement E= = |x'| 2 = 1, car// est la longueur d’arc 

6>x dx 

sur le méridien, r= -y- • -rr- = 0 (les méridiens et les parallèles se coupent à angle droit), 


dx dx 

et finalement U = — • — = £ 2 (m); la première forme fondamentale est donc 


dj a = d u 2 H- £ 2 (//) du 2 . 

Pour calculer la seconde forme fondamentale il nous faut les dérivées secondes de la repré¬ 
sentation paramétrique 


d 2 x „ d 2 x d 2 x 

—— =x =K r /i, —— = £<?*, —- 
du “ dudv dv 2 


-Se. 


La grandeur x r est appelée la courbure relative du méridien. 
On a, de manière évidente, \x r \ = (x" • x") 1/2 car u* n= 1, 
c’est à dire que la valeur de x r est égale à la courbure de la 
courbe génératrice; x r est positive lorsque la courbe est 
courbée dans la direction du vecteur normal //, et négative 
lorsqu’elle est courbée dans la direction opposée; sur la 
figure, ?c r <0. En faisant le produit scalaire avec le vecteur 
normal on obtient 

L=x r (u), M=0, N=Srj\ 
de sorte que la seconde forme fondamentale est 



*' = *'(«) ( ^) + ^(“) V(u) . 


26.1-16 Courbure d’une surface de révolution 


A partir de là on peut aisément calculer la courbure normale des méridiens et des parallèles. 
Pour un méridien, on a v = v 0 , du = 0 et donc d// = d.y avec la première forme fondamentale. 
On en tire « w (Mer)=^rî la courbure normale d’un méridien est égale à sa courbure relative. 
Pour un parallèle w=w 0 , d// = 0, et donc d.s 2 = £ 2 du 2 avec la première forme fondamentale. On 
en tire *,,(Lat)=*77£- On peut donner une interprétation géométrique à ces formules. Comme 
dx 

X = ~dü est un vecteur unitaire, x' — S’e-\-rie z —e cos (pA-e A sin 99, où 9? est l’angle que fait x 

avec e. Avec la figure on voit immédiatement que SIci = sin (p—rj\ de sorte que rj'IS=\la est 
l’inverse de la longueur a du segment PD sur la normale, du point P de la surface à l’axe de 
rotation. On peut montrer que les valeurs calculées sont exactement le maximum et le minimum 
de la courbure normale pour des courbes quelconques de la surface passant par P. 
Les valeurs extrêmes de la courbure normale sont appelées les courbures principales de 
la surface en P. Les courbes qui en tout point ont une des courbures principales pour courbure 
normale sont appelées lignes de courbure. En général, par chaque point régulier d’une surface 
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il passe deux lignes de courbure qui se coupent à angle droit; dans le cas d’une surface de ré¬ 
volution ce sont précisément les méridiens et les parallèles. Pour la courbure gaussienne on 
obtient immédiatement K=(LN — M~)/(EG—F 2 )=x r Çr)'/Ç 2 =x r la. 

La courbure gaussienne est le produit des courbures principales. 

Une conséquence de celà pour une surface de révolution est que K< 0 lorsque la courbe est 
incurvée vers l’axe (*v<0) et K< 0 lorsque la courbe est incurvée vers l’opposé de l’axe (* r >0). 

Courbure moyenne et surfaces minima. Si par un choix convenable d’une base orthonormée, 
dans le plan tangent en P, on ramène la seconde forme fondamentale de la surface sous la 
/ d// \ 2 , / dv \ 2 

forme normale x n = ) + / 2 l ^ ) , alors on obtient les courbures principales A x (u, v ) et 

À 2 (u, v) comme d’importants invariants de la surface. Un point en lequel les deux courbures 
normales coïncident et sont non nulles est appelé un ombilic de la surface. Sur une sphère tout 
point est un ombilic; réciproquement, une surface sur laquelle tout point est un ombilic est 
une portion de sphère. Si les deux courbures principales sont nulles on dit qu’on a un point 
méplat ; une surface sur laquelle tout point est un point méplat est une portion de plan. En 
un ombilic ou un point méplat la courbure normale ne dépend pas de la direction de la courbe. 
Les fonctions symétriques élémentaires des courbures principales sont la courbure gaussienne 
K=h 1 l 1 et la courbure moyenne // = (A 1 +Â 2 )/2 de la surface. Le problème du tracé d’une surface 
passant par une courbe fermée simple dans l’espace, qui peut être considérée comme un cercle 
déformé de manière continue, telle que la surface ait l’aire la plus petite possible, a comme 
condition nécessaire l’équation H= 0, ce qui fut découvert dès 1760 par Lagrange (1736-1813) 
et qui est un cas particulier de l’équation différentielle d’Euler - Ostrogradskii (voir Chap. 38). 
Les solutions non planes de cette équation sont appelées des surfaces minima. De H= 0 et K=fi0 
on tire /(<0 et donc les surfaces minima ont une courbure gaussienne négative. On ne peut 
que mentionner quelques résultats globaux supplémentaires. 

Les seules surfaces fermées de courbure gaussienne constante sont les sphères. 

Si on a toujours K> 0 pour une surface régulière fermée , alors c'est un ovoïde , c'est à dire 
la frontière d'un corps convexe fini. 

Les seules surfaces fermées régulières de genre zéro ayant une courbure moyenne constante 
sont les sphères. 


Programme d’Lrlangcn de Klein 

Selon Félix Klein (1849-1925), les différentes géométries doivent être considérées comme les 
théories des invariants des groupes de transformations correspondants. Ainsi, la géométrie diffé¬ 
rentielle euclidienne considérée jusqu’ici comme une branche de la géométrie euclidienne, est 
la théorie des invariants des surfaces courbes et des courbes pour le groupe des déplacements 
euclidiens (ou transformations ), que l’on peut se représenter comme des mouvements de corps 
rigides. De manière similaire, la géométrie affine est la théorie des invariants pour les transfor¬ 
mations affines (projections parallèles), et la géométrie projective étudie les propriétés laissées 
invariantes par des projections générales (projections centrales). Par exemple, la correspondance 
entre les points d’une courbe et les plans oscillateurs n’est pas seulement un invariant euclidien 
mais un invariant projectif, alors que la longueur d’arc, la courbure et la torsion ne sont que 
des invariants euclidiens et même pas affines. En effet, un cercle, dont la courbure est con¬ 
stante, peut être transformé par une transformation affine en une ellipse quelconque, dont la 
courbure n’est plus constante. 

A tout espace géométrique ayant un groupe de Lie de transformations appartient, comme 
branche de la géométrie de cet espace, la géométrie différentielle correspondante. Actuellement, 
à part la géométrie différentielle euclidienne, les géométries différentielles ( affine , projective , ellip¬ 
tique , hyperbolique , etc....), ont été développées. Les propriétés qui sont invariantes pour un 
groupe G de transformations sont à fortiori invariantes pour un sous-groupe de G ; il apparaît, 
par exemple que la classification des points d’une surface en elliptiques, hyperboliques et para-, 
boliques est non seulement un invariant euclidien mais également affine et projectif. 

En plus, en géométrie différentielle, les propriétés intéressantes doivent être invariantes par 
des transformations différentiables de paramètres. De manière très générale, on peut se demander 
quelles sont les propriétés des formes géométriques qui restent invariantes par des applications 
suffisamment différentiables de l’espace sur lui-même. La propriété d’être une droite ou un plan 
est évidemment invariante par applications projectives, mais un plan peut être transformé en 
une surface courbe à peu près quelconque par une application différentiable convenable. Les 
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ordres de contact des courbes ou des surfaces sont des invariants par des applications suffisam¬ 
ment différentiables. La géométrie des enveloppes est également invariante par ces applications. 
Les questions sur les propriétés invariantes par des applications différentiables peuvent être très 
fructueuses en général, même si l’ensemble de ces applications ne forme plus un groupe. 

Ces considérations conduisent à une classification des propriétés de géométrie différentielle 
selon les principes du programme d’Erlangen de Klein. On peut considérer, par exemple, toutes 
les applications bijectives deux fois continûment différentiables des surfaces de £ 3 sur des sur¬ 
faces de £ 3 . La géométrie intrinsèque fut définie précédemment comme la théorie des propriétés 
des surfaces laissées invariantes par des applications isométriques. Ici l’ensemble des applications 
isométriques est un sous-ensemble de l’ensemble des applications différentiables des surfaces les 
unes sur les autres. 

Une applications est dite conforme si les angles entre les courbes restent invariants; par exem¬ 
ple, la projection stéréographique d’une- sphère sur un plan est une application conforme. Toute 
isométrie est conforme mais la réciproque est fausse. Les propriétés invariantes pour les appli¬ 
cations conformes sont l’objet de la géométrie conforme de la surface. De manière similaire on 
peut considérer les applications qui conservent les aires ainsi que d’autres classes d’applications 
et leurs géométries correspondantes. 


Géométrie ricmannienne 

Variétés. Toutes les figures géométriques étudiées en géométrie différentielle sont considérées 
sous forme d’ensembles de points rapportés à des paramètres ou coordonnées. La dimension 
d’une figure est définie comme étant le nombre de coordonnées qui sont nécessaires pour en 
fixer un point. Ainsi, une courbe est de dimension un, car ses points peuvent être caractérisés 
par les valeurs d’un paramètre /. Une surface est de dimension deux et l’espace nous entourant 
de dimension trois. Des espaces de dimensions supérieures apparaissent dans des applications 
physiques et techniques. Si on veut, par exemple, décrire la route d’un avion, c’est à dire non 
seulement son itinéraire mais également sa progression dans le temps, on doit connaître à tout 
instant t sa longitude w, sa latitude v et son altitude //. On obtient ainsi une courbe dans l’espace 
à quatre dimensions en les variables /, u, v , //. Si on désire suivre l’avion avec plus de précision, 

d u du . d// 

on doit ajouter les composantes de la vitesse instantanée u = —, v = — , h = — t et on 

obtient ainsi une courbe dans l’espace de dimension sept des variables /, //, u, /;, ù, û, //. Si on con¬ 
sidère maintenant N avions simultanément, on doit spécifier, à part le temps/, pour chaque avion 
les 6 coordonnées de position et vitesse ///, v ly h ly û ly v iy //,(/= 1, ..TV) de manière à décrire le 
“système”, qui est ici l’ensemble des TV avions; on obtient donc un espace de dimension (67V+1). 
En mécanique statistique, un gaz parfait est représenté par un système de N molécules qui se 
déplacent dans l’espace indépendamment les une des autres (comme nos avions); pour décrire le 
gaz, 67VH-1 coordonnées sont à nouveau nécessaires. Ici N est très grand, de l’ordre de grandeur 
du nombre de Loschmidt: 7V = 6,02- 10 23 . Tous ces exemples ont un point commun: chacun des 
espaces est un ensemble de points dont les points sont en correspondance biunivoqüe avec des 
/i-uples (jc lf ... y x n ) de nombres réels, les coordonnées du point. Un tel ensemble dé points est 
appelé une variété différentiable de dimension n. Ce sont des variétés dans lesquelles les coordon¬ 
nées—comme les paramètres des courbes et des surfaces—peuvent être à nouveau soumises à des 
transformations de coordonnées suffisamment différentiables. Les seules propriétés qui ont une 
signification géométrique sont celles qui ne dépendent pas du choix du système de coordonnées. 
Comme les nombres réels sont un modèle mathématique de notre idée géométrique intuitive du 
continu (droite numérique), il n’est pas surprenant que l’on puisse faire d’importantes considéra¬ 
tions géométriques sur une variété différentiable; on peut, par exemple, introduire l’idée de 
vecteur tangent et d'espace tangent , et développer la théorie du contact de sous-variétés (courbes, 
surfaces, sous-variétés de dimension m de la variété de dimension n donnée). Sur ces fondements 
on peut alors construire une théorie géométrique des équations aux dérivées partielles. On peut 
également créer une théorie géométrique du calcul des variations, la géométrie de Finsler. 

Géométrie riemannienne. Bien que l’on puisse développer une géométrie pour les variétés 
différentiables, c’est, en comparaison avec la géométrie euclidienne, assez peu fourni, car il man¬ 
que les concepts tels que longueur, angle, aire, translation et courbure. En 1854, Bernhard 
Riemann (1826-1866) dans sa leçon inaugurale “Uber die Hypothesen, welche der Geometrie 
zugrunde liegen” (Sur les hypothèses sur lesquelles repose la géométrie) développa les idées de 
base d’une géométrie qui trouva beaucoup plus tard une application physique importante comme 
fondement mathématique de la théorie de la relativité générale d'Einstein. Une variété de dimen- 
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sion n est appelée un espace riemannien si on donne dans cette variété une forme différentielle 
quadratique pour élément d’arc : 

n 

às 2 = Z g ik (x v ..., x„) d*, dx k . 

i,k = 1 

Le cas particulier non trivial le plus simple de géométrie riemannienne est la géométrie intrin¬ 
sèque d’une surface, qui est déterminée par son élément d’arc (première forme fondamentale) 
seul et ne dépend pas de son plongement effectif dans l’espace euclidien. La première forme 
fondamentale se transforme en la forme donnée ci-dessus pour l’élément d’arc d’un espace rieman¬ 
nien de dimension 2 si on introduit les nouvelles notations u=x lf v=x 2 , E=g n , F=g 12 =g 21 , 
G—g 22 . On ne doit pas confondre ici x 1 et x 2 avec les coordonnées d’espaces x ly x 2 , x 3 dans E 3 . 
Les surfaces mutuellement isométriques de E 3 que l’on considère n’ont aucune importance. 

La géométrie riemannienne est précisément une généralisation de la géométrie intrinsèque d’une 
surface en dimension //. Tous les concepts mentionnés ci-dessus, qui manquent dans la théorie 
des variétés différentiables, peuvent être définis au moyen de l’élément d’arc par analogie signi¬ 
ficative avec la géométrie intrinsèque. Par exemple, si x i = x l (t) y 0< /< 1, est une représentation 
d’une courbe dans un espace riemannien, alors le long de cette courbe d x t = x t d t et on obtient 
à nouveau comme paramètre invariant s—s(t ) la longueur d’arc 

s{t) = J Vt % Siki.x x {t) y ..., x„(t)) Xi(t) x k (t)] d/. 

0 *,* = 1 

n 

Alors qu’en géométrie intrinsèque la forme Z gi k XiX k est toujours définie positive , en géométrie 

t,k = 1 

riemannienne on admet également des formes singulières , si bien que la longueur d’arc peut 
occasionnellement être nulle ou imaginaire. Ce sont précisément de tels espaces riemanniens qui 
sont utilisés dans la théorie de la relativité. 

L’espace euclidien est également un cas particulier d’espace riemannien; son élément d’arc 
en coordonnées cartésiennes orthonormées était gn—\ et g lk = 0 pour i=£k. On peut dire qu’on 
obtient une portion d’espace riemannien en déformant une portion d’un espace euclidien de 
même dimension, de la même manière, par exemple, qu’une partie de la carrosserie d’une auto¬ 
mobile est façonnée à partie d’une pièce plate de métal en la découpant et en la pressant. 
De manière similaire, on obtient des variétés avec connection affine en “déformant” des 
espace affines: dans ces variétés, la longueur, l’angle et faire ne sont plus définis, mais seulement 
un déplacement parallèle, dépendant du chemin, qui détermine la géométrie de la variété. La 
courbure d’un espace riemannien (et également d’une variété avec connection affine) indique 
l’écart de la géométrie de l’espace avec celle de l’espace euclidien (ou affine) de même dimension: 
il est mesuré au moyen du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel. 


26.2. Corps convexes 


Un corps B dans l’espace euclidien est dit convexe (ou un ovoïde ) si le segment de droite 
joignant deux points quelconques de B est contenu dans B. Les corps convexes sont, depuis 
longtemps, étudiés en géométrie. Une théorie propre aux corps convexes apparut vers la fin du 
19i6me siècle dans les travaux de Brunn et Minkowski (1864-1909); elle a été généralisée à 
l’espace euclidien de dimension n et aux espaces non euclidiens. Des exemples de corps convexes 
sont la sphère, l’ellipsoïde, le cylindre, le cône, le cube, le tétraèdre et le parallélépipède rec¬ 
tangle. Les trois derniers corps sont des polyèdres convexes , c’est à dire des corps dont la 
frontière est composée d’un nombre fini de polygones convexes. Dans la théorie des polyèdres 
convexes les questions suivantes ont, par exemple, été considérées: par combien de conditions 
(sur les arêtes, les sommets, les faces, faire, etc....) un polyèdre convexe est-il déterminé de 
manière unique (aux déplacements près)? — Quand existe-t-il un polyèdre convexe avec certaines 
conditions imposées? 

Dans la théorie des corps convexes, des problèmes d’extrêma sont fréquemment traités. Le 
plus vieux de ceux-ci est le problème isopérimétrique (voir Chapitre 38). 

Par surface convexe on entend frontière d’un corps convexe. Une surface convexe peut avoir 
des faces et des sommets, comme dans l’exemple d’un polyèdre convexe. Néanmoins, les plus 
importants résultats de la géométrie différentielle des surfaces régulières de l’espace euclidien, 
particulièrement leur géométrie intrinsèque, peuvent être généralisés à des surfaces convexes 
quelconques. On a obtenu dans cette voie des résultats plus étendus qu’en géométrie différen¬ 
tielle classique. Une caractéristique essentielle de la théorie des corps convexes est que l’on opère 
directement avec des objets géométriques, points, droites, etc...., et on évite dans une large 
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mesure la dépendance avec des méthodes analytiques telles que les coordonnées ou les représen¬ 
tations paramétriques. Une branche moderne de la géométrie, la très générale géométrie des 
ensembles, a été construite récemment sur le fondement de ces méthodes. 

La théorie des corps convexes trouve des applications dans de nombreuses autres branches 
des mathématiques. Par exemple, la géométrie des nombres, dont les fondements furent égale¬ 
ment jetés par Minkowski, fut développée conjointement avec cette théorie; certains résultats 
de la théorie des corps convexes furent appliqués à des problèmes de la théorie des nombres. 
La très attirante et intuitive théorie du rangement est reliée à cela. Un problème typique de cette 
théorie est le suivant: Comment doit-on disposer de pièces de monnaie sur une très grande table 
de manière à avoir le plus grand nombre de pièces possible? - Les pièces ne doivent pas se chevau¬ 
cher. La solution est que chaque pièce doit en toucher six autres. Le problème analogue du 
rangement le plus dense de sphères dans l’espace est encore non résolu. La théorie des corps 
convexes a également de nombreux liens avec la géométrie intégrale. 

26.3. Géométrie intégrale 

La géométrie intégrale se développa à partir de problèmes de probabilité géométrique. Le 
premier problème de ce type fut posé en 1777 par le Comte George De Buffon (1707-1788) 
(le problème de l’aiguille de Buffon): des droites parallèles sont tracées sur un plan à égale 
distance a l’une de l’autre. On jette une aiguille de longueur l<a de manière aléatoire sur le 
plan. Quelle est la probabilité p qu’elle rencontre une des droites? La réponse est p = 2ll(jia). 
Comme Ida sont connus et que p peut être estimé par des méthodes statistiques, cela donne 
une possibilité pour déterminer (approximativement) n expérimentalement. 

Par la suite, de nombreux exemples similaires furent considérés, et d’importants résultats 
partiels obtenus. Wilhelm Blaschke (1885-1926) et son école furent les premiers à considérer la 
géométrie intégrale comme une discipline géométrique propre. Les fondements de la géométrie 
intégrale d’un espace géométrique sont certaines mesures, qui sont attribuées de manière inva¬ 
riantes à des ensembles d’objets géométriques; dans le plan euclidien, par exemple, à toute 
figure plane élémentaire on associe son aire. Cette mesure est invariante, c’est à dire que des 
figures congruentes ont la même aire. Toute figure peut être considérée comme un ensemble 
d'objets géométriques , à savoir l’ensemble des points qui lui appartiennent. Les objets géomé¬ 
triques duaux des points dans un plan sont les droites. Il se pose maintenant la question évi¬ 
dente de savoir si on peut définir de manière invariante une mesure pour l’ensemble de droites. 
Dans ce cas c’est possible. On considère par exemple l’ensemble L de toutes les droites / qui 
rencontrent un cercle C de rayon r. La position d’une telle droite est fixée si on se donne son 
angle de direction (p (l’angle qu’elle fait avec une droite fixe, disons l’axe des x) et sa distance 
p du centre du cercle. Ici cp doit parcourir toutes les directions dans l’intervalle 0^(p^2n et p 
doit parcourir toutes les distances O^p^r. Comme mesure de l’ensemble de droites L on choisit 
donc le produit des longueurs des deux intervalles. On peut montrer que cette mesure est inva¬ 
riante et peut être définie de manière similaire pour des en¬ 
sembles de droites bien plus généraux. Dans l’exemple donné, 
la mesure de ^ensemble L est 2nr, ce qui est la circonférence 
du cercle. Plus généralement, la mesure de toutes les droites 
qui rencontrent une figure plane convexe est égale à la cir¬ 
conférence de la figure. Si on considère deux figures convexes 
qui ne se chevauchent pas on peut se demander quelle est 
la mesure de toutes les droites qui rencontrent simultanément 7 * ? 1 Th#w^mr» h*» i . ™„rrr».v 
les deux figures. M. W. Crofton trouva que cette mesure de Crofton 
est égale à la longueur de la courroie croisée entourant les 

deux figures moins la longueur de la courroie non croisée autour des deux figures (Fig.). 

Mis à part les mesures d’ensembles de droites, on peut définir une mesure cinématique pour 
des ensembles de figures mutuellement congruentes; on peut, par exemple, calculer la mesure de 
tous les triangles équilatéraux de côté 1 qui rencontrent la ligure donnée. La mesure cinéma¬ 
tique fut introduite par Henri Poincaré (1854-1912). 

Exactement comme dans le plan, on peut également développer une géométrie intégrale plus 
ou moins significative dans d’autres géométries déterminées par des groupes de Lie de transfor¬ 
mations (dans le sens du programme d’Erlangcn de Klein). En particulier, la géométrie inté¬ 
grale de l'espace euclidien de dimension n a été étudiée de manière approfondie. Pour les surfaces 
courbes et pour la géométrie de Finsler du calcul des variations on a également essayé de con¬ 
struire une géométrie intégrale. 
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La géométrie intégrale trouve des applications dans d’autres branches de géométrie, en parti¬ 
culier dans la théorie des corps convexes. Ses méthodes ont également été utilisées pour des 
problèmes pratiques en liaison avec les statistiques mathématiques; on a mis au point, par 
exemple, une méthode pour la détermination statistique de la surface d’un poumon. 
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27.1. Analyse combinatoire 

L’analyse combinatoire est l’étude des differentes manières de ranger des objets et permet 
de répondre à des questions telles que: “Combien de mots peut-on former avec quatre lettres?”, 
ou bien, “combien de suites différentes de cinq nombres peut-on constituer à partir de quatre- 
vingt dix nombres?” Ces objets peuvent être des nombres, des lettres, des individus, des ques¬ 
tionnaires. On les appelle éléments et on les désigne par des chiffres ou des lettres. Si deux 
classements ne contiennent pas les mêmes éléments, ainsi ab , cd , ou s’ils contiennent les mêmes 
éléments mais pas le même nombre de fois, ainsi aab , abb , ils sont considérés comme différents. 
Des classements tels que aabb , abab ne sont différents que si on tient compte de l’ordre. 

Permutations 

Tout classement ordonné de n éléments est une permutation de ces n éléments. Par exemple 
abdee , aecbd sont des permutations des éléments «, b , c, d , e. 

Nombre de permutations. Le nombre de permutations de n éléments distincts peut être cal¬ 
culé de la façon suivante: pour deux éléments a et b on peut former deux permutations ab et 
ba\ des trois éléments a , b , c, chacun peut prendre la première place et à chaque fois les deux 
autres peuvent être ordonnés de deux façons différentes: 

abc acb bac bca cab cba. 

11 en résulte qu’il y a 3*2 = 6 permutations de trois éléments. Pour quatre éléments le même 
raisonnement conduirait à 4* 3* 2 = 24 permutations. De façon générale n éléments peuvent 
être ordonnés de 1*2*3 •••(/!— 1)* n=n\ (lire factorielle n) façons différentes. 


Il y a n\ permutations de n éléments distincts 


Nombre de permutations de n éléments distincts 
n\ — i • 2* 3 n 


Exemple : Avec les neuf chiffres 1, 2, 3, ..., 9 on peut former 9! = 362 880 nombres tels que 
chacun des chiffres y figure une fois et une seule. 
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Table des factorielles de 1 ! a 20 ! 


n 

n\ 

n 

n\ 

n 

n\ 

n 

n\ 

1 

1 

6 

720 

11 

39 916 800 

16 

20 922 789 888 000 

2 

2 

7 

5 040 

12 

479 001 600 

17 

355 687 428 096 000 

3 

6 

8 

40 320 

13 

6 227 020 800 

18 

6 402 373 705 728 000 

4 

24 

9 

362 880 

14 

87 178 291 200 

19 

121 645 100 408 832 000 

5 

120 

10 

3 628 800 

15 

1 307 674 368 000 

20 

2 432 902 008 176 640 000 



Le nombre de permutations que l’on peut constituer si certains des termes sont identiques est 
plus petit que si tous les éléments sont distincts. Par exemple lorsque l’on permute les cinq élé¬ 
ments e x = a, e 2 — a, e 2 = b, e x = b, e r , = b il est impossible de distinguer e x et e 2 ou e. u e x et e b . 
Comme les nombres de permutations de e x et e 2 d’une part, de e 3 , e x et e 6 d’autre part sont 

5! 

respectivement 2! et 3! le nombre total de permutations des cinq éléments est JîYÎ = 

Plus généralement si n éléments sont constitués par m groupes comprenant respectivement p x% 
p 2 , ..., p„, termes identiques alors les/;,! per¬ 
mutations des éléments du groupe /(/= 1 ,..., m) 
sont confondues et le nombre total de permu¬ 
tations des n éléments est donné par: 

Exemple: Un joueur de bridge passionné pourrait-il jouer toutes les mains possibles dans 

52! 

sa vie? Le nombre de mains possibles est 13 » 13 ! 13 ? 131 » car * es permutations des 13 

cartes de chacun des joueurs ne conduisent pas à un jeu différent. Ce nombre dépasse 5,36 • I0 28 . 

Si le joueur joue 200 fois par jour pendant 100 ans, soit 7 300 000 fois il n’épuisera qu’une 

faible partie du total. 

Ordre lexicographique. La recherche des n\ permutations de n éléments est grandement sim¬ 
plifiée par la considération de Tordre lexicographique c’est à dire le choix d’un ordre naturel, 
par exemple pour les nombres leur grandeur, pour les lettres l’ordre alphabétique. Deux per¬ 
mutations sont en ordre lexicographique si le premier élément de la première et le premier 
élément de la deuxième sont dans l’ordre naturel, si ces deux éléments sont les mêmes alors 
le deuxième élément de la première et le deuxième élément de la deuxième doivent être dans 
l’ordre naturel, si ces deux derniers éléments sont identiques on compare les troisièmes éléments 
et ainsi de suite. Parmi les couples de permutations suivantes les deux premiers sont en ordre 
lexicographique, de même que les six permutations de trois éléments cités plus haut, mais le 
troisième couple ne l’est pas. 


abc 
a b 


fs I 2. a b c h i 3. a b d f e i 
c g f \ a c b i h \ a b d e f | 

Inversion. A l’intérieur d’une permutation deux éléments forment une inversion si leur ordre 
est opposé à l’ordre naturel. Dans la permutation cdbea constituée à partir des éléments 
a , b , c, d , e , l’élément c précède b> c précède a , d précède /;, d précède a , b précède a et e pré¬ 
cède a. Cette permutation contient donc six inversions. Si le nombre d’inversions d’une per¬ 
mutation est pair, la permutation est dite paire ; sinon elle est impaire. 

Combinaisons 

Toute collection de k éléments choisis parmi n est appelée combinaison d'ordre k de ces n 
éléments. 


Exemple: ab , ac , ad , bc, bd , cd, bb, dd, 
éléments a , b, c, d. 


sont des combinaisons d'ordre 2 des quatre 


Si les éléments choisis sont tous différents on parle de combinaison sans répétitions. Si on tient 
compte de l’ordre on parle d’arrangement. 

Le nombre d’arrangements. Le nombre d’arrangements de k éléments distincts choisis parmi 
n est noté A k n . Le premier élément peut être choisi de n façons différentes, le second peut alors 
prendre (n— 1) valeurs, le troisième (n — 2) valeurs et le /dème (n — k+ 1) valeurs. D’où 

n\ 

A k = n(n— !)• • • (n — k-\-\) — 


(n — k)\ 
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Nombre d’arrangements sans répétitions 

, k « ! 

de k éléments choisis parmi n 

(«-*)! 


Pour w = 4, le nombre d’arrangements de 3 éléments choisis parmi a, b , c, d est donc 
/*2 = 4- 3- 2 = 24. Soit: 

abc abd acb —► acd —► adb —► adc —► bac bad bca bcd — 

bda bdc -► cab — cad —► cfoi —► cbd —► cda —► cdb —► dab —► dac —► 

dba —► dbc — ► dca —► de b . 


Si les répétitions sont permises, alors le second élément peut prendre n valeurs, ainsi que le 
troisième et tous les autres. Donc, pour n — 3 le nombre d’arrangements avec répétition de 2 
objets est donc A\= 3 2 = 9. Ce sont: 

aa —► ab —► ac —► ba —► bb —► bc —► ca —► cb —► cc. 

Plus généralement, A’ï, = n k 


Nombre d’arrangements avec répétitions de k éléments choisis parmi n 


A k = n k 


Exemple 1: Avec les chiffres 0, 1, ...,9 on peut former /4J 0 = 10 3 = 1 000 arrangements 
d’ordre 3 avec répétition. Ce sont précisément les nombres 000, 001, 002, jusqu’à 999. 

Exemple 2: Dans l’écriture Braille pour les aveugles les 
lettres, les nombres et la ponctuation sont codés par grou¬ 
pes de six points en relief ou à plat. Relief ou absence 
de relief sont les deux éléments variables, et le nombre de 
signes distincts ainsi représentés est égal au nombre d’ar¬ 
rangements avec répétitions de deux éléments pris 6 fois, p r o 
soit 2® = 64 signes; ce qui suffit pour représenter l’alphabet, 
les nombres et la ponctuation (Fig.). 27.1-1 Braille 


• • 

• o 

• o 


• o 

• • 
• o 


• o 
o • 

• o 


• o 

• o 

o o 


• o 
o • 

o o 


l 


• • 

o o 

• o 


Le nombre de combinaisons. Dans les combinaisons l’ordre des termes n’est pas pris en con¬ 
sidération. Le nombre de combinaisons de k éléments parmi n éléments est désigné par Cj. 
Dans un ensemble à quatre éléments a , />, c, r/, on peut former les combinaisons suivantes 
d’ordre 2: ab —► ac —► ad — bc —► bd ■»» cd. Si l’on permute les éléments de 
chaque combinaison on obtient le nombre d’arrangements sans répétitions de 2 éléments 
pris parmi 4, qui est donc 2! fois plus grand. De même le nombre d’arrangements A\, de k 
éléments distincts choisis parmi n est kl fois le nombre de combinaisons C£. Donc 


kl- C k =A k = 


n\ 

(n-ky: 


sou cj= (;) 


ni 

kl (n-ky: 


Les 



sont les coefficients binomiaux. 


Nombre de combinaisons sans répétitions de k éléments 

C k_ ( >' \ _ n\ 

choisis parmi n 

" \k) kl (n — k)l 


Exemple: Dans le jeu de Bingo (variante du loto) k=*5 nombres différents peuvent être 

/ 9 °\ 

choisis parmi n = 90 nombres de l ^ 1=43 949 268 manières différentes. C’est seulement s’il 

possède des cartes avec toutes ces possibilités que quelqu’un peut être certain d’avoir la liste 
des cinq nombres tirés. On peut chercher à dénombrer les listes de cinq nombres contenant 

quatre ou trois nombres corrects: A partir de la liste exacte des cinq nombres il ya^ j =5 

façons de choisir quatre nombres et ^ ^ ^ =10 façons d’en choisir trois. Chacune des listes 

de quatre nombres peut être complétée par 1 nombre choisi parmi 85, de telle sorte que cette 
liste ne contienne que 4 nombres corrects. Donc le nombre de listes contenant 4 chiffres 
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/5W90 —5\ /5\/85\ 

corrects est l ^ M j / / = 425. Chaque liste de trois nombres peut être com- 

/85\ 

plétée de l 2 / =85-42 façons différentes de telle sorte qu’elle contienne exactement trois des 
nombres tirés. Le nombre de listes contenant exactement trois nombres tirés est donc 

(0-G 5 )- 35700 - 


Si les répétitions sont permises le nombre de combinaisons d’ordre k de n élément est noté 
K„. Pour 3 éléments a , /;, c et pour n éléments a ly ...,a„ on obtient comme combinaisons 
avec répétitions d’ordre 2 : 


aa ab 

ac 

a l a \ a l a 2 

^1^3* 

. .a x a„ 

bb 

bc 

a 2 a 2 


- - a 2 a n 


cc 


ü \\ a 3 • 

- a 2 a n 





a„a„ 



K%=n-\r{n~ 1)1 


(n 

Donc à: 3 2 = 3+2 | 

1=6 et 

... +] 

'=( 


. Plus généralement 



n+k-\ 

k 


ce qui vient d’être vérifié pour /c = 2 et peut être démontré par récurrence pour k> 2 . 


) 


Nombre de combinaisons avec répétitions de k éléments 
choisis parmi n. 



27.2. Théorie des probabilités 

Aperçu historique. L’essor de la théorie des probabilités date du milieu du 17ème siècle. Un 
joueur impénitent, le Chevalier De Mere posa à Biaise Pascal (1623-1662) un problème qui 
le préoccupait: déterminer les chances de deux adversaires sachant qu’à un certain stade du 
jeu l’un a gagné n<m parties et l’autre p<m, et -que le premier qui gagne m parties emporte 
toute la mise. Pascal transmit sa solution à Pierre Fermât (1601-1665) qui en avait lui-même 
élaboré une ainsi que-Christian Huygens (1629-1695). Ces savants avaient senti l’intérêt de la 
question pour l’étude des lois régissant les événements aléatoires. C’est donc à partir des pro¬ 
blèmes de jeux de hasard que se définirent les concepts et les premières approches de cette 
nouvelle science. Plus tard, au 19ème siècle, la croissance rapide des sciences rendit nécessaire 
l’extension de la théorie des probabilités au delà des jeux de hasard. Ce développement est étroi¬ 
tement lié aux noms de Jacob Bernouilli (1654-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), Pier¬ 
re-Simon de Laelace (1749-1827), Cari Friedrich Gauss (1777-1855), Simon Denis Poisson, 
Pafnuti Lvovich Chebyshev (1821-1894), Andrei Andreevich Markov (1856-1922), et plus ré¬ 
cemment à ceux de Alexander Yakovlevich Khinchine (1894-1959) et Andrei Nikolaevich 
Kolmogorov (né en 1903). Actuellement la théorie des probabilités est très proche d’autres 
branches des mathématiques et très utile pour certaines parties des sciences de la technologie 
et de l’économie. 


Probabilité d’événements aléatoires 

Evénement. Un événement, au sens d’événement aléatoire, est susceptible d’être réalisé au 
terme d’une épreuve. Cette épreuve peut être une observation ou une expérience qui doit 
satisfaire à certaines exigences, notamment doit pouvoir être répétée. Les cas limites sont 
aussi considérés comme des événements; ainsi /’événement certain Ü qui est toujours réalisé et 
l'événement impossible 0 qui ne peut jamais l’être. Dans l’épreuve de lancement d’un dé, E s 
est l’événement: “le nombre 3 est apparu”, fJest l’événement: “1 ou 2 ou 3 ou 4 ou 5 ou 6 
est apparu”, l’événement ”7 apparaît” est impossible. 

Des événements sont mutuellement exclusifs ou incompatibles si l’un d’entre eux seulement peut 
être réalisé à l’issue d’une épreuve. Dans le lancer d’un dé, les événements “le nombre / 
est apparu”, /= 1, 2, 3, 4, 5, 6 sont incompatibles. De même lorsque l’on tire une boule dans 
une urne contenant des boules rouges et des boules noires, les événements E 1 : “une boule rouge 
a été tirée” et E 2 : “une boule noire a été tirée” ne peuvent être réalisés simultanément. Un 
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ensemble d’événements deux à deux incompatibles constitue un système complet d’événements 
à condition que l’un d’entre eux soit nécessairement réalisé à l’issue de l’expérience; les évé¬ 
nements E t (/= 1, 2, 3, 4, 5, 6 ) définis plus haut forment un système complet d’événements pour 
le lancer d’un dé. 

Si deux événements E x et E 2 forment un système complet d’événements, l’un est le complé¬ 
mentaire de l’autre. Lorsqu’on lance une pièce de monnaie, les événements “Face apparaît” et 
“Pile apparaît” sont complémentaires. 

La somme C de deux événements A et B , notée C—A'uB ou C=A-\-B, est un événement 
qui est réalisé si l’un au moins des événements A ou B est réalisé. Cette notion peut être éten¬ 
due à plus de deux événements. Dans le lancer d’un dé, l’événement “un nombre pair apparaît” 
est équivalent à la somme E 2 -\- £ 4 -f-£ 6 . 

Le produit C de deux événements A et B , noté C=AnB ou C=A B (ou plus simplement 
C=AB) est un événement réalisé si les deux événements A et B le sont. Dans le lancer de 
deux dés, par exemple, l’événement C “la somme des nombres apparus est égale à 12” est réalisé 
lorque l’on obtient un 6 sur chaque dé. Cette notion peut être étendue à plus de deux événe¬ 
ments. 

La définition classique d’une probabilité. Bien qu’il existe une définition axiomatique de la 
probabilité, les résultats principaux peuvent être obtenus à partir de la définition suivante: 


Définition classique d’une probabilité. Lorsque 
vraisemblance et que m d’entre eux aboutissent 
probabilité P(E) de l’événenient E est donnée par 
\ m nombre de cas favorables 

les n résultats d’une expérience sont d’égale 
à la réalisation d’un événement £, alors la 

n nombre de cas possibles ‘ 



P(E) est donc toujours un nombre compris entre 0 et 1: 0^P(E)<:\. Pour l’événement 
certain Æ, P(Q) = 1. 

La probabilité d’un événement est souvent exprimée en pourcentage. Dans le lancer d’un dé, 
les 6 événements E t : “le nombre / apparaît” pour /= 1, 2, 3, 4, 5, 6 sont d’égale vraisemblance; 
E 2 n’est réalisé que dans un seul cas donc P(E 3 )= 1/6. Ceci suppose qu’un tel dé “parfait” 
soit géométriquement et physiquement homogène, donc qu’aucune face ne soit priviligiée par la 
forme ou par la densité du matériau. Les événements E t sont alors équiprobables. Ils forment 
un système complet et leur somme (ou réunion) est l’événement certain Q. Cet événement a 
pour probabilité 1, la probabilité de chaque E t est donc 176. Si E=E 2 -\~E /l -\-E a ("un nombre 
pair apparaît”) P(É) = 3/6= 1/2. 

La probabilité d'une somme finie: Si parmi les n résultats possibles d’une expérience, tn { d’entre 

k 

eux sont favorables à la réalisation des événements E t pour i=l, 2 , alors m— E m t 

k 1=1 

sont favorables à la réalisation de E— E E t , à condition que les événements E t (1, 2, ...,/t) 

/ = 1 

soient incompatibles. Il en résulte que P(Ei) = m t ln pour /=1, 2, ..., k , et P(E)=m/n = 

k k y 

(nu l-nu-l - \-m k )ln= Hmi/n= E P(E t ). 

t=i i=i 

La probabilité d'une somme finie d'événements incompatibles est égale à la somme des pro¬ 
babilités de ces événements. 


Exemple: On considère le lancer d’un dé parfait 
et les événements E x “4 apparaît” et E 6 : “5 apparaît”. 
Alors pour l’événement E “4 ou 5 apparaît” on a: 
E=Et+E 6 et P(E)=P(E X + E 5 ) = P(EJ + P(E 6 ) = 2/6=1 /3 
(Fig.). 

Si les seuls résultats possibles d’une expérience sont 
les événements E (i /= 1, ..., k ces événements forment 

k 

un système complet; et pour E— E E ly n=m=m 1 -\- 

/ = 1 

... -\-m k d’où P(E)= 1. Pour deux événements complé¬ 
mentaires E 1 et É 2 , P(E 1 +E 2 ) = P(E 1 ) \ P(E 2 )=\ soit 
P(E 2 )= 1 — P{Ef) ; par exemple E y est l’événement “nais¬ 
sance d’un garçon” et E 2 l’événement “naissance d’une 
fille”. 



L L L 1 ! 1 

6 6 6 K 6 6,6 

-V- 


±+±m 
6 6 


l 

6 


27.2-1 Loi d’addition pour un dé parfait 
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Dans une exprérience à n issues, si l’événement E x peut être réalisé m 1 fois et l’événement 
E 2 m 2 fois et si E l et E 2 ne sont pas incompatibles , le théorème de la probabilité d’une somme 
finie peut encore être appliqué pourvu que l’on considère les éventualités où l’événement E jF 2 
peut être réalisé. Il y a en effet trois groupes d’événements incompatibles, à savoir m 1 = {m 1 -l) 
cas où F, seul est réalisé, m 2 ={m 2 — l) cas où E 2 seul est réalisé; / cas où E 1 et E 2 sont réa¬ 
lisés simultanément. Par le théorème cité ci-dessus il en résulte que 

P(E 1 + E 2 )=(m 1 -l)/n-\-(m 2 -l)ln-\-lln=ni 1 ln+m 2 ln-lln=P(E 1 ) | P(E 2 )- P{E 1 E 2 ); même si F(F,F 2 ) 
n’est pas connu, on a toujours P(F 1 +F 2 )<F(F 1 )-|-/ > (Fg). Ce théorème peut être généralisé à 
plus de deux événements. 

Probabilités conditionnelles. En général une probabilité ne dépend que de l’ensemble des con¬ 
ditions initiales dans lesquelles se passe l’expérience; par exemple le dé utilisé est parfait, de 
telle sorte qu’à chaque jet chacun des nombres ait la même chance d’apparaître. Une probabi¬ 
lité conditionnelle dépend, en plus, d’au moins une condition supplémentaire. La probabilité de 
l’événement F, sachant que l’événement F est réalisé, est notée F(F/F). 


Exemple 1: Si une urne contient n boules, m noires et ( n — m ) blanches, pour un tirage 
avec remise deux résultats sont possibles: N: “tirer une boule noire’’ et B: “tirer une boule 
blanche”, événements dont la probabilité reste constante au cours de tirages successifs. Pour 
un tirage sans remise, le nombre de boules susceptibles d’être tirées au deuxième tour dépend 
du résultat du premier. Si N 1 est réalisé au premier tirage, alors il reste (m—1) boules noires 
et {n — m) boules blanches dans l’urne, si c’est B 1 il reste m boules noires et {n—m— 1) boules 
blanches. Pour les événements N 2 : “tirer une boule noire au second tirage” et B 2 : “tirer une 
boule blanche au second tirage” il y a quatre probabilités conditionnelles P{N 2 IN 1 ), P{B^N 1 ), 
P{N 2 IB t ) et P{B 2 /B 1 ). 


Evénement 




B 1 

premier trirage 

Probabilité 

m 

m 

n — m 

n — m 


n 

n 

n 

n 


Evénement 

NJN t 

B 2 /N t 

NJB 1 

BJB 1 

second tirage 

Probabilité 

m — 1 

n — m 

m 

n — m— 1 


n- 1 

n— 1 

n- 1 

n — 1 



Exemple 2: Le lancer de deux dés parfaits rouge et bleu conduit à 36 événements élémen¬ 
taires incompatibles F a ,„ = («, 6 ) où « = 1, 2, ..., 6 et 6 = 1, 2, ..., 6 avec {a, 6 )=j=( 6 , a). E„ tb 
est l’événement: “le nombre a apparaît sur le dé rouge et le nombre b apparaît sur le dé 
bleu”. On a P{E„ tb )= 1/36. Pour l’événement “la somme des nombres obtenus est égale à 8 ”, 
le théorème sur la probabilité d’une somme finie permet d’écrire F(« |-6 = 8 ) = 5/36 car on 
peut trouver cinq événements réalisant «4-6 = 8 , à savoir «4-6=2 + 6 = 34-5 = 4 1-4 = 5 43 = 64-2. 


Sous la condition supplémentaire 5 p :“la somme est 


?! 

,a> 

$ 

* 5 
6 


1 

2 

.«> 

ê 4 
5 

* 5 
6 


2 3 k 5 

second dé 


2 3 4 5 

second dé 


paire” on a P{E atb IS p )= 1/18 et F(« 1-6 = 
8 /*S„) = 5/18. La condition “4 apparaît 
sur le dé bleu” donne une autre pro¬ 
babilité conditionnelle; pour 6 = 4, 
(«, 6 ) peut prendre l’une des 6 valeurs 
(1,4), (2, 4), (3, 4), (4, 4), (5, 4), ( 6 , 4) et 
P{E a , b !{b = 4)) = 6/36=1 16. 1/6 est aussi 
la probabilité que parmi les six valeurs 
prises par la somme des nombres ap¬ 
parus lorsque « = 4, on ait 6 = 4 (Fig.). 

27.2-2 Probabilités dans le lancer de deux dés 

a) 5/36 pour une somme égale à 8 

b) 6/36= 1/6 pour un 4 sur le second dé 


La probabilité d'un produit de deux événements: Si parmi les n résultats possibles d’une expé¬ 
rience l’événement F est réalisé k fois {P{F)=k/n) et si parmi ces k résultats m d’entre eux sa¬ 
tisfont à une condition supplémentaire sous laquelle l’événement (F/F) est réalisé, alors la pro¬ 
babilité de ce dernier événement est P{ElF) = m/k. D’autre part m\n est égal à P{EF) car FF 
désigne un événement où F et F sont réalisés simultanément. Donc m/n-k/n • m/jc soit P{EF)— 
P{F) • P{EjF). 

La probabilité P{EF) de la réalisation simultanée des événements F et F est égale au produit 
de la probabilité P{F) du premier événement F et de la probabilité conditionnelle P{EjF) du 
second événement F sachant que le premier F est réalisé. 
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Exemple: Quand on lance deux dés, 36 événements E sont possibles. Soit F l’événement 
“la somme des nombres obtenus est paire” et E/F “sachant que la somme est paire, elle est 
aussi divisible par 3”. Alors EF est l’événement: “ la somme des nombres obtenus est divi¬ 
sible par 6”. On a F(F) = 18/36, P(E/F) = 6/I8 et P(EF) = 6/36= 1/6 car EF est réalisé par les 
six résultats (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6, 6). On a bien F(EF) = 6/36 = (18/36)- (6/18) = 
F(F) • F(E/F). 


La loi des probabilités totales. Si les événements F f pour /= 1,2, ...,w forment un système 
complet et si E est un autre événement, alors les événements E - F t pour /= 1, 2, ..., n sont 
deux à deux incompatibles. Leur somme (réunion) est égale à E. En appliquant le théorème sur 
la probabilité d’une somme finie d’événements incompatibles, F(E) est égale à la somme des 
P(EFi) pour /sa 1,2, ...,w. Mais chaque terme de cette somme vaut P(F,)P(E/F,) d’après le 
résultat sur la probabilité d’un produit de deux événements. Il en résulte que 

P(E) — ZP(F t ) • F(E/F/). Cette probabilité F(E) est appelée probabilité totale. 

i = i 

Exemple: Deux urnes contiennent des boules noires et des boules blanches dans des pro¬ 
portions éventuellement différentes. L’événement: “tirer une boule blanche de l’une des deux 
urnes” peut être représenté comme la somme de deux événements incompatibles BU^-BU^ 
où U 1 signifie “tirer une boule de l’urne 1”, U 2 “tirer une boule de l’urne 2” et B “tirer une 
boule blanche”. Par la loi des probabilités totales P(B) = P(BU 1 )-\-P(BU 2 ) = P(U 1 )P(BIU 1 ) + 
P(U 2 )P(BIU 2 ). Donc, P(E) peut être calculé à partir de P^), P(f/ 2 ), P(P/E 1 ) et P(E/t/ 2 ). 


Evénements indépendants. Deux événements E et F sont indépendants si la réalisation ou 
la non-réalisation de l’un n’a aucune influence sur la réalisation ou la non-réalisation de l’autre. 
Par exemple lorsqu’on lance deux dés parfaits le nombre apparu sur l’un ne dépend pas du 
nombre apparu sur l’autre. Si E x désigne l’événement “le nombre 4 est apparu sur le premier 
dé” et E 2 “le nombre 4 est apparu sur le second dé” alors P(E 1 ) = P(E 2 )= 1/6 et P(E 2 /E 1 )=l/6 
également. Donc pour l’événement E 1 nE 2 =E 1 - E 2 “le nombre 4 est apparu sur chaque dé” 
on a P(E l nE 2 )= 1/36= 1/6- 1/6. Ce résultat peut être généralisé. 


Loi de la multiplication des probabilités 
pour des événements indépendants 


P(E 1 nE 2 nE 3 )=P(E 1 ) • P(E 2 ) • P(E a ) 


La définition axioniatiquc des probabilités. Le développement des sciences et des techniques 
a conduit à des problèmes pour lesquels la définition classique de la probabilité s’est révélé insuffi¬ 
sante. Il est souvent impossible d’affirmer que tous les résultats possibles d’une épreuve sont 
en nombre fini et d’égale vraisemblance. Ainsi, il est difficile de déterminer uniquement par 
des arguments de symétrie la probabilité que pendant un intervalle de temps donné sur un total 
de n conservations, m d’entre elles passent par une ligne téléphonique déterminée. Dans ce cas 
la définition statistique d’une probabilité serait meilleure que la définition classique, car cette 
dernière définition se révèle plus descriptive que fiable mathématiquement. Il devint nécessaire 
d’explorer systématiquement les concepts de base du calcul des probabilités et d’en déduire une 
structure axiomatique. Parmi les diverses approches proposées celle qui est retenue habituel¬ 
lement a été élaborée par Kolmogorov au début des années 1930. Elle relie le concept de pro¬ 
babilité à la théorie des ensembles, à la théorie de la mesure et à l’analyse fonctionnelle. La 
méthode consiste à prendre en considération les résultats obtenus, qu’ils soient dûs à la défi¬ 
nition classique ou à la définition statistique. Kolmogorov a donné une base axiomatique au 
concept de probabilité, base qui englobe les deux définitions statistique et classique et permet 
de satisfaire aux exigences plus précises requises par les sciences et les techniques modernes. 

Ce développement axiomatique est basé sur un ensemble Q d'événements élémentaires et un 
système B de sous-ensembles de Q. Les éléments du système E, c’est à dire, les sous-ensembles 
de £, sont appelés événements aléatoires. Si le système B d'événements aléatoires satisfait aux 
conditions suivantes, c’est une algèbre de Borel ou o-algèbre d’événements: 

Algèbre de Bord ou cr-algèbre : 

1. L’ensemble Q lui-même appartient à B. 

2. Si deux ensembles E x et E 2 appartiennent à E, alors leur union E^E^ leur intersection E 1 nE 2 
et leurs complémentaires E x et E 2 appartiennent à E. 

3. Si les ensembles E 15 E 2 ,..., E„,... appartiennent à E, alors leur union dénombrable 
EjUEgU.. .u£„u... et leur intersection dénombrable E^nE ^.. .nE„ appartiennent à E. 
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c,uc, 


?7i£> 


27.2-3 

Evénement 

E x et évé¬ 
nement Ë[ 


27.2-4 

Evénement 

E x u E 2 et 
événement 


27.2-5 
Evénement 
E x n E 2 et 
événement 


E l E 2 E x n E 2 


Si les conditions 1 et 2 seulement sont satisfaites on parle d'algèbre d'événements. 

Par la condition 2, 12=0 est aussi un élément de B. On l’appelle événement impossible. Les 
événements aléatoires E ly E ly E 1 uE 2i E 1 nE 2i E x r^E 2 sont concrétisés par les figures ci-dcs- 

sus où les événements aléatoires sont représentés par les points d’un carré. Chaque sous-ensem¬ 
ble de points représente un événement aléatoire. 

Cette explication peut être illustrée par un exemple. Lorsqu’on lance un dé, l’ensemble des 
événements élémentaires est composé dis six événements e t (/=!, 2 , ...» 6 ) où e { correspond à 
un résultat égal à /. Le système B de s événements aléatoires comprend 2° = 64 éléments à savoir, 
0, {<?,}, ...» {ej, {e u e 2 } y ... y {e by e a } y {e ly e 2y c 3 }, ..., {e 4y e by e 0 } y .. ., {e ly e 2y e 3i e 4y e by e 0 }. A 
l’intérieur des crochets on trouve les éléments de Q qui composent chacun des sous-ensembles. 

Parmi les éléments de B , ü désigne l’événement certain, 0 l’événement impossible, E et E 
des événements complémentaires, la probabilité de la réalisation d’un événement est donné par 
les axiomes de Kolmogorov: 


Axiomes de Kolmogorov : 

1. Axiome : A tout événement aléatoire E de l’algèbre B est associé un nombre réel non négatif 
P(E ), appelé probabilité de E. 

2. Axiome : La probabilité de l’événement certain Q est I :P(f2) = 1. 

3. Axiome : Si les événements E v ... y E n sont deux à deux incompatibles alors P(E 1 vE 2 v .. 
=P(E 1 )+P(£ 2 )H-...+/>(£„). 


On joint à ce système un axiome supplémentaire qui permet de prendre en compte une réu¬ 
nion dénombrable d’événements: 

Axiome d’additivité complète : Si la réalisation d’un événement E est équivalente à la réalisation 
d’une famille dénombrable d’événements E ly E 2y . . E ny ... deux à deux incompatibles alors 
P(E)=P(E 1 )+P(E 2 ) | ... ! /><£„) +... 


Une première conséquence de ces axiomes est que P(E)^\ pour tout E dans B. Ce système 
d'axiomes est non-contradictoire. La structure de la théorie des probabilités est basé sur lui. 
Le concept de probabilité domine mesure théorique en parallèle avec une interprétation suffisam¬ 
ment souple des fréquences est (a base des statistiques mathématiques. 


JLoi d’une variable aléatoire 

Une variable aléatoire X est une variable qui prend à l’issue des répétitions successive d’une 
épreuve conduite dans les mêmes conditions, différentes valeurs x y qui sont associés à un 
événement aléatoire. Dans ce qui suit on distinguera les variables aléatoires discrètes qui peuvent 
prendre un nombre fini ou au plus dénombrable de valeurs x t et les variables aléatoires 
continues qui peuvent prendre toutes les valeurs d’un intervalle fini ou non. Les valeurs numé¬ 
riques des résultats obtenus en lançant un dé constituent une variable aléatoire discrète, les 
réalisations de la variable X étant x t = i pour /=!, 2, ..., 6 . Par ailleurs la vitesse instantanée X 
d’une molécule de gaz est une variable aléatoire continue qui peut prendre toutes les valeurs 
d’un intervalle. Les variables aléatoires sont entièrement caractérisées par leur lois et leurs fonc¬ 
tions de répartition. 

Loi et fonction de répartition d’une variable aléatoire discrète. La densité d’une variable aléa¬ 
toire discrète est la fonction / définie par f{Xi)= P[X=xd. Les points x t sont des points de dis¬ 
continuité et la valeur P[(A r =A , l )] donne l’amplitude de cette discontinuité. Par exemple, pour un 
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de truque, les probabilités correspondant aux événements X=i= nombre apparu sur le dé sont 
données par le tableau 

P(X-X;) 


Xi 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

H 

II 

* 

5T 

1/6 

1/6 

1/8 

1/6 

1/8 

1/4 


Comme l’un au moins des événements est réalisé, E P[X=xi\ = 

1=1 

On représente graphiquement la densité par les rectangles 
de largeur e x et de hauteur e y - P(X=x ( ). On choisit e x et e y 
comme unités pour l’axe des abscisses et celui des ordonnées 
respectivement de telle sorte que la somme des aires des rec¬ 
tangles E P(X=Xi) soit égale à I. La fonction de répartition 
F(x) donne la probabilité P(X<x) que la variable aléatoire X 
ne prenne que les valeurs x t <x. Ainsi pour la variable aléatoire 
X prenant les valeurs jc< pour /= 1, 2, ...,//, P(X<x) = 0 pour 
x^x ly P(X<x)=P(x 1 ) pour *!<*, P(X<x) = 
pour jc 2 <*^jc 3 , et P(X<x)=\ pour jc>jc„. La fonction de 
répartition F est donc monotone croissante de F(— oo) = 0 à F( 
discrète correspondant à un dé truqué cité plus haut, on obtient: 



27.2-6 Représentation graphique 
de la densité d’une variable 
aléatoire discrète 


oo)= 1 . Pour la variable aléatoire 


F(\)=P(X< 1)=0; F(2) = P(X< 2) = P(X = 1)= 1/6; 

F(3) = P(X< 3) = P(X= I ) + P(X= 2)= 1/3; 

f(4) = / > (A'<4)= E P(X=i)= 11/24; 

/ = 1 

F(5) = P(X< 5) = Z P(X= i) = 5/8 ; 

/ = 1 

F{ 6) = P(X< 6 )=E P(X=i) = 3/4, 

1 = 1 

F(x>6 )= P(X<x)= E P(X=i)= 1 . 

1 = 1 

27.2-7 Représentation graphique de la fonction de répartition 
d’une variable aléatoire discrète 



Le graphe de la fonction de répartition est une fonction en escalier (Fig.) où les x t sont 
marqués sur l’axe des abscisses et les F(x) sur l’axe des ordonnées dans un repère cartésien. 


Densité et fonction de répartition d’une variable aléatoire continue. Pour une variable aléa¬ 
toire continue, en tout point x la probabilité de l’événement X= x est nulle. Cependant à chaque 
jc correspond une valeur /(x) de la densité de probabilité, f est telle que /(jc)>0 et 

oo 

f/(f)d/=l (Fig.); l’aire comprise entre l’axe des jc et le graphe de /vaut 1. 

-oo 



27.2- 8 Représentation de la fonction de densité 

27.2- 9 Fonction de répartition d’une variable aléatoire continue 


Ffx) 



La fonction de répartition F représente ici encore la probabilité P(X<x) c’est à dire la pro¬ 
babilité que la variable aléatoire X prenne des valeurs strictement inférieures à x. Comme 
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f(t)> 0, l’égalité F(x)= P(X<x) = J /(f) d/ implique que F est monotone croissante de F( — oo) = 0 
à F( + oo)=l (Fig.). 

La probabilité que la variable aléatoire X prenne toutes les valeurs de l’intervalle [x v jc 2 [, 

r a 

soit P(xi ^ X< x 2 ) = P(X< x 2 ) — P(X< * 3 ) = F(x 2 ) — E(xj) = J /(/) d/ est représentée par la surface en 

Xi 

bleu du graphe de la fonction de densité. Une variable aléatoire importante est la variable 
aléatoire normale qui sera étudiée plus loin. 

Espérance et variance 

Une variable aléatoire est entièrement déterminée par le tableau donnant les probabilités de 
chaque Xi si elle est discrète et par sa densité si elle est continue. On peut en déduire les va¬ 
leurs caractéristiques de la variable aléatoire. Les plus importantes sont l’espérance et la variance. 

Espérance mathématique. La valeur moyenne ou espérance mathématique fi d’une variable aléa¬ 
toire discrète X est obtenue en multipliant chacune des valeurs prises par X par la probabilité 
correspondante et en faisant la somme de tous ces produits. Cette valeur moyenne peut être 
distincte de toutes les valeurs prises par X. 

Si A' a pour densité P(X=x l )=p l , pour /= 1,2, .alors l’espérance mathématique p est 
définie par p=x l p 1 +x 2 Pt +... F x„p„. 


Espérance d’une variable aléatoire discrète 

n 

H = Z Xi pi 


i=i 


Exemple 1 : Pour un dé parfait, />< = 1/6, /= 1, 2, ..., 6. Alors l’espérance est /i= 1 • 1/6 4-2* 1/6 
+ 3 • 1/64-4 • 1/64-5 • 1/6-L6 • 1/6=3,5. 

Pour une variable aléatoire continue X l’espérance /i est calculée en multiplant x par la densité 
/( x) et en intégrant le produit de — oo à foo. 



+ oo 

Espérance d’une variable aléatoire continue 

P= 5 xf(x)6x 

-oo 


Exemple 2: Calcul de l’espérance d’une variable aléatoire normale ou gaussienne. La den 
sité de cette variable aléatoire est donnée par: 


p(x)= \Ha^/(2n)\ e -<*-'»'W>. 

+ 0 O 

alors p = J x/[a y/{2n)\ e-<*-* )2,<2 ® 2) d*. 

-oo 

Par le changement de variables (x—b)la\/2 = z, 
djc/tf\/2 = dz et sachant que 
+ 00 +00 

J* ei\x—y/n et J x e~* a d^ = 0 on obtient 

-oo -oo 

+ 00 

H=ay/(2ln) J [z \ b/(a ^/2)] e~ z * dz 

- oo 
+ 00 

—b\y/n J e _z * dz=A. 

-oo 



27.2-10 Espérance d’une variable 
aléatoire normale 


Espérance de la somme et du produit de variables aléatoires. La somme Z = X-\~ Y des 
variables aléatoires X Qi Y d’espérances / i x et p y est encore une variable aléatoire. Ainsi, la 
somme des nombres obtenus en lançant deux dés est une variable aléatoire. L’espérance p z de la 
variable aléatoire Z se déduit de la somme des variables aléatoires X et Y de la façon suivante: 


L'espérance de la somme de deux variables aléatoires est égale à la somme 
des espérances de ces variables aléatoires. 


Pz=Px+l*y 
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Cette règle se généralise à l’espérance d’une somme de trois variables aléatoires ou plus. Ainsi, 
la variable aléatoire Z= U+X+Y somme des 3 variables aléatoires U , X , Y d’espérances p Mi 
/n Xi fi y a pour espérance Pz^Pu+Px+Py 

Exemple 3: On lance 2 dés parfaits. X représente le nombre obtenu sur le premier dé et 
Y le nombre obtenu sur le second dé. L’espérance de X et celle de Y sont connues: p x =Py — 
3,5. L’espérance de Z, somme des nombres obtenus sur chaque dé est donc ^* = 3,54-3,5 = 7. 

Exemple 4: La production d’une usine pendant un intervalle de temps donné, par exemple 
une journée, peut être considérée comme une variable aléatoire car elle est sujette à de légères 
variations dues à des dérèglements qui ne peuvent pas toujours être prévus ni même parfois 
éliminés par des moyens techniques. Dans deux usines A et B le nombre d’articles (corres¬ 
pondant à la variable aléatoire X pour A et Y pour B) a pour espérance (valeur moyenne) 
p x — 260 dans A et p y — 90 dans B . Alors la production dans l’ensemble des deux usines (cor¬ 
respondant à la variable aléatoire Z) a pour espérance 

fi 2 — 260 +90=350. 

De même pour l’espérance du produit de deux variables aléatoires X et T, on obtient une 
règle simple à condition que X et Y soient indépendantes, c’est à dire, que la relation 

P(X<x ; Y<y) = P(X<x) ■ P(Y<y) 

soit vérifiée pour tout x et tout y, P(X<x; Y<y) étant la probabilité que X soit inférieur à 
je et K inférieur à y. Si p x et p y sont les espérances des deux variables aléatoires X et Y alors 
l’espérance de la variable aléatoire Z=X • Y est donnée par p z —p x ‘fi y . 


L'espérance du produit de deux variables aléatoires indépendantes est égale 
au produit des espérances de ces deux variables. 


Pz=Px- P y 


De même que pour l’espérance d’une somme cette règle peut être étendue à plus de deux 
variables aléatoires indépendantes. 


Exemple 5: Dans la fabrication de plats rectangulaires, la longueur (en cm) et la largeur 
(en cm) sont des variables aléatoires, A' et K respectivement. Il en résulte que la surface 
Z—X • Y est aussi variable aléatoire. Si l’espérance de X est p x = 60 cm, celle de L, /<c y = 25cm, 
alors l’espérance de la surface est p z — 60 -25=1 500 cm 2, 

Variance. Souvent l’espérance ne suffit pas pour résumer une variable aléatoire X. Dans la 
production de boulons par exemple, le diamètre est une caractéristique importante, et c’est une 
variable aléatoire au sens de la théorie des probabilités. Un règlement optimal de la machine 
permettra de fabriquer des boulons dont le diamètre moyen a exactement la valeur désirée. 
Cependant, pendant la fabrication certains boulons peuvent avoir des diamètres supérieurs ou 
inférieurs à la valeur souhaitée. Pour la même valeur moyenne, l’écart peut être grand pour 
une machine, faible pour une autre tout en restant à l’intérieur des limites tolérées. 

La variance a 2 de la variable aléatoire X mesure ces écarts, sa racine carrés a est appelée 
écart-type, elle donne l’ordre de grandeur de l’espérance de l’écart à la moyenne. 


La variance a 2 d'une variable aléatoire discrète X est obtenue en multipliant le carré de 
chaque écart à la moyenne (xi — p) par la probabilité correspondante et en additionnant tous ces 
produits. 


Variance d’une variable aléatoire discrète 


cs 2 = L {x t -fi) 2 pi 

i 


Exemple 0: Quand on lance un dé parfait, le nom- Xi I 2 3 4 5 6 

bre obtenu est une variable aléatoire X d’espérance- 

jit = 3,5 et de loi: p, 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

La variance est donnée par 

<r 2 = (1 — 3,5) a • l/6+(2-3,5) 2 - l/6+(3-3,5) 2 - l/6+(4-3,5) 2 - 1/6 
+(5-3,5) 2 - l/6+(6 —3,5) 2 - 1/6 = 2,92 et <7=^2,92=1,71. 
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La variance a 2 d'une variable aléatoire continue est obtenue en multipliant le carré de l'écart 
à la moyenne (x—p) par la fonction de densité prise au point x et en intégrant le produit 
obtenu de — oo à + oo. 


Variance d’une variable aléatoire continue 


ff 2 = f ( x -/<■)- /( X ) dx 


Exemple 7: Calcul de la variance de la variable aléatoire X d’espérance h et de densité 

p(x) = (\/a'\/ (2?r))e (x - <,)2/(2a2) (Distribution normale ou gaussienne ). 

+ 00 

D’après la définition a 2 = J {x—b) 2 j[al y/ÇLn)] e- (x - ft)2/(2,,2) d*. 

—00 

En utilisant le changement de variable indiqué plus haut on obtient le résultat a 2 = a 2 . 


Variance de la somme de deux variables aléatoires indépendantes. Si A" et Y sont deux 
variables aléatoires indépendantes de variance a 2 et a 2 respectivement, alors Z—X-\-Y est une 
variable aléatoire (penser à la somme des nombres obtenus en lançant deux dés) dont la variance 
peut être calculée à partir des variances de X et Y. 


La variance de la somme de deux variables aléatoires indépendantes est 
égale à la somme de leurs variances. 


Exemple H: La somme des nombres obtenus en lançant deux dés parfaits est une variable 
aléatoire Z=X-\-Y , où Y est le résultat correspondant au premier dé et Z celui du second. 
La variance des variables aléatoires indépendantes X et Y est a 2 — a 2 = 2,92. Donc la variance 
a 2 est donnée par = 2,92+2,92 = 5,84. 



Inégalité de Chebyshev 

L’espérance et la variance d’une variable aléatoire sont deux paramètres qui permettent de 
se faire une idée de la distribution de cette variable aléatoire, comme on vient de le montrer. 
Cependant, connaissant ces nombres il n’est pas possible de calculer la probabilité d’un certain 
écart de cette variable aléatoire par rapport à sa valeur moyenne. L'inégalité de Chebyshev en 
donne une majoration. 


On peut montrer, nous ne le ferons pas ici, que toute variable 
aléatoire discrète ou continue X , d’espérance p et de variance et 2 
satisfait à l’inégalité suivante: 


Inégalité de Chebyshev 
P{ \x-p\> e}^a 2 /e 2 


La probabilité que la valeur absolue de la différence (x - //) soit supérieure ou égale à un nombre 
positif arbitraire r. est inférieure ou égale au quotient de la variance <x 2 par e 2 . 

Grâce à cette inégalité on peut évaluer les probabilités des différents écarts à la valeur moyen¬ 
ne. Si, en mesurant une longueur, on a déterminé une espérance de 300 mètres et une variance 
de 36, alors la probabilité d’obtenir une déviation de plus de 30 mètres est calculée comme suit: 
P( |jc- 3001^30) ^36/900=0,04 cette probabilité est au plus 0,04. 


La loi des grands nombres 


Dans la vie quotidienne comme dans les recherches théoriques les événements dont la pro¬ 
babilité est proche de un ou de zéro, jouent un grand rôle. Ainsi la sécurité dans le transport 
de voyageurs doit être un événement de probabilité très peu différente de un, alors que la pro¬ 
babilité de l’effondrement d’un pont doit être très voisine de 0. C’est donc une tâche primor¬ 
diale pour la théorie des probabilités que de s’intéresser aux événements de probabilité proche 
de un. Dans le cadre de ces recherches la loi des grands nombres a une importance particu¬ 
lière et peut être abordée de deux façons. 

(Selon Chebyshev) : On considère n variables aléatoires indépendantes X l9 X 2 , ..., X„ d’espé- 

. „ . , , 0 Mi+M»+---+Pm . . 

rances p lf p 2y et de variances inferieures a b , p — ---est la moyenne a- 

rithmétique des espérances. D’après l’inégalité de Chebyshev on a P(\(i/n) 27 X t —p\< e 1 —h 2 /(ne 2 ) 
où e est un nombre positif arbitrairement petit. 
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La loi des grands nombres de Chebyshev. Pour n suffisamment grand la moyenne arithméti¬ 
que n des espérances de n variables aléatoires indépendantes s’écarte de moins de £ de la moyenne 
arithmétique de ces variables avec une probabilité arbitrairement proche de 1. 

Ce qui justifie le fait que la moyenne arithmétique de n mesures est plus fiable qu’une seule 
mesure. 

(Selon Jacob Bernouilli): On suppose que la probabilité de la réalisation d’un événement 
E est p, et que parmi n épreuves indépendantes, E a été réalisé n x fois. Alors pour tout nombre 
positif e, P(\ ni ln-p\< e)>\ — l/4e 2 /i. 

La loi des grands nombres de Bernouilli. Pour n suffisamment grand la fréquence relative 
de la réalisation de E au cours de n épreuves diffère de P(E) de moins de £ avec une probabilité 
arbitrairement proche de 1. 


La loi des grands nombres de Bernouilli est un cas particulier de celle de Chebyshev. Elle 
montre que l’observation de la fréquence relative permet d’estimer des probabilité inconnues. 



n 

n x face 

«i/« 

1 —1/(4 e 2 n) Exemple: En lançant une pièce 

Buffon 

K. Pearson 
K. Pearson 

4 040 
12 000 
24 000 

2 048 

6 019 

12 012 

0,507 
0,501 6 
0,500 5 

de monnaie on peut obtenir deux 
0,993 8 événements “ Face ” et “/V/e”. Le 

0,997 9 tableau ci-contre donne les ré- 

0,999 0 sultats d’un grand nombre de 


jets (on a pris e = 0,l). On s’aper¬ 
çoit que lorsque le nombre de 
lancers augmente la probabilité 
que la fréquence relative n^n 
Quelques variables aléatoires usuelles s’écarte de la probabilité théori¬ 

que p = 0,5 de plus de 0,1 tend 

Une variable aléatoire X est entièrement caractérisée vers 1. 
par sa densité ou par sa fonction de répartition; en bref 

par sa distribution (loi). Quelques distributions ont acquis une grande importance pratique. 


La loi binôminale. La loi binôminale correspond au modèle suivant: Dans une urne contenant 
des boules noires en proportion p et des boules blanches en proportion q=\—p , on effectue n 
tirages avec remise. Alors le nombre aléatoire X de boules noires tirées suit une loi binôminale 
P(n, p). Pour n= 1, la loi est appelée loi de Bernouilli. Il reste à calculer P„(k) = P(X=k). Les n 
tirages étant effectués avec remise, sont indépendants entre eux, la probabilité d’obtenir k boules 
noires et ( n — k) boules blanches dans un ordre déterminé est donc p k • q n ~ k \ comme il y a 

^ ^ ^ façons différentes d’obtenir k boules noires dans cette suite de n tirages et 

réalisations conduit bien à X — k, on obtient P n {k) = P(X = k) = 


que 


k\(n - k)\ 
chacune de ces 




La loi est entièrement déterminée. La fonction de répartition s’en déduit en 
sommant les probabilités correspondant aux valeurs de k inférieures à x : F n (x)= £ P n (k). 


Exemple 1: Une boule est extraite d’une urne puis replacée dans cette urne. La probabilité 
que cette boule soit noire est p=l/4. L’expérience est répétée 10 fois. Le nombre de boules 
noires extraites est un nombre entier pouvant varier de 0 à 10. On demande de déterminer 
la densité et la fonction de répartition de la variable aléatoire X— nombre de boules noires 

/ 10 \ / 1 V / 3 \ 10 -* 

tirées. En utilisant la formule P 10 (k) — ( ^ ) l ^ ) l "4 ) , on obtient le tableau suivant 

(Fig. 27.2-11): 


k 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

P w (k) 

0,056 

0,188 

0,282 

0,250 

0,146 

0,058 

0,016 

0,003 

0,001 

0,0 

0,0 
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nalc 

Pour la fonction de répartition E 10 {x)- E P 10 (k), on obtient 

k<x 


k 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

>10 

F w (k) 

0,0 

0,056 

0,244 

0,526 

0,776 

0,922 

0,980 

0,996 

0,999 

L0 

1,0 

L0 


Les graphiques donnent une bonne visualisation de la densité et de la fonction de réparti¬ 
tion. Dans ces graphiques k et x sont portés en abscisses, P i0 (k) et F 10 (jc) respectivement 
en ordonnées. 

Exemple 2: Sachant que la probabilité de la naissance d’un garçon est /; = 0,5I5 on peut 
calculer à l’aide de la loi binomiale la probabilité qu’une famille de 6 enfants comporte 
0, 1,2, 3, 4, 5 ou 6 garçons. 


Garçons 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 

Probabilité 

0,019 

0,105 

0,248 

0,312 

0,220 

0,083 

0,013 


Pdur simplifier certains cal¬ 
culs fastidieux on peut uti¬ 
liser la formule de récur¬ 
rence : 

Espérance et variance de la loi binomiale. En utilisant la formule de l’espérance d’une variable 
aléatoire discrète et en remplaçant les x k et les p k par leurs valeurs on obtient 

/t= kmP„{>»)= km ( ") p "(I = npE ("~J ) p m (\-p)"' m 

d’où par la formule du binôme p—np[p+(\ — p)] n ~ 1= np. 

Avec np pour espérance, la variance est donnée par 

rx 2 = Ê (m — np) 2 P n (m) 

m =0 

= Z’/m 2 ( ” ) p m (\-p)"~ m -2np Z’ m ( n \ p m (l -p)"- m +/»V E {" ) p m ( 1 -p)"- m 

= Êm 2 ( " ) p m (\ —p)“~ m — n 2 p' i . 
tti = 0 v ,tl ' 

Si la première somme est transformée comme dans le calcul de l’espérance, on trouve 
or 2 = pn[( 1 -p) +pn] - n 2 p 2 = np( 1 -p). 

Dans l’exemple 2 l’espérance et la variance sont données par: 

10 • 1/4=2,5 <r 2 = 10 • (1/4) • (3/4)= 1,875. 


Formule de récurrence 

/>„(*+n= '/;* • 

-r - l’M 


k-V 1 

1 -p 
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La loi binomiale est utilisée pour les petites valeurs de n. Pour les grandes valeurs de n , les 
calculs deviennent très longs et on fait appel soit à la loi de Poisson, soit à la loi normale 
suivant la nature du problème. 


Tableau de Galion. Une approche expérimentale de 
la loi binomiale peut se faire à l’aide d’un tableau de 
Galion. Il s’agit d’un tableau incliné parsemé de tiges 
rigides. Ces tiges sont placées de telle façon que la 
distance entre deux tiges adjacentes situées dans une 
môme rangée est partagée dans les proportions p et 
(1— p) par la projection de la tige située : dans la rangée 
immédiatement supérieure (Fig.). Des boules sont lan¬ 
cées du haut du tableau et traversent les n rangées de 
tiges, chaque boule heurte une tige par rangée, obstacle 
qui la fait dévier soit à droite, soit à gauche avant 
d’être recueillie dans l’un des (/i+l) compartiments. A 
l’issue de l’expérience les contenus des compartiments 
ont l’allure de Phistogramme d’une loi binomiale. Si N 
boules traversent un tableau de Galton, de n rangées de 
tiges alors on peut s’attendre à trouver N • P„(m) boules 
dans le w ièmc réservoir. En modifiant la configuration 
des obstacles on peut expérimenter ainsi n’importe 
quelle distribution binômiale. 

Loi de Poisson. Cette loi correspond à un modèle, très voisin de celui de la loi binômiale. 
Il en diffère seulement par le fait que le nombre n de boules extraites de l’urne est très grand 
et que la probabilité p de tirer une boule noire est très faible. En d’autres termes, la loi de 
Poisson est un cas limite de la loi binômiale quand n ->oo et p-* 0, avec la restriction supplé¬ 
mentaire que le produit np — a soit constant. Ce modèle s’applique donc lorsqu’un événement se 
réalise très rarement. Dans ces conditions en cherchant la limite lim P n (k), la probabilité d’obtenir 
k boules noires en n tirages est donnée par n_>0 ° 

y>„ (k) = a k e~ a lk ! 

où np=a. La loi de Poisson est déterminée par le seul paramètre a. Les probabilités d’obtenir 
/c, pour tout k entier viennent d’être calculées et en les sommant pour tout k<x on obtient la 
fonction de répartition: 

F„(x)= Z y>„(k). 

k<x 


Loi binômiale 

Densité 

Espérance 

Variance 

PM)= 1 

P = 

(J 2 = l 

{DpV-pY-* 

np 

w( 1 -p) 


en ligne le nombre de tiges 
Or- O 




nombre de compartiment 


27.2-13 Représentation schématique d’un 
tableau de Galton 


Exemple : On extrait une boule d’une urne et on la replace dans l’urne. La probabilité 
d’obtenir une boule noire est /? = 0,01. L’expérience est répétée 60 fois. Le nombre de boules 
noires extraites peut varier de 0 à 60, c’est une variable aléatoire. Les probabilités d’obtenir 
0, 1, ..., 60 boules noires sont calculées à partir de v ; «oW = (0>6) fc o~ 0,a /k\ oùa = 60 • 0,01=0,6 
et transcrites dans le tableau ci-dessous 


k 

0 

1 

2 

3 

4 

5 


60 


0,549 

0,329 

0,099 

0,020 

0,003 

0,000 


0,000 


Pour la fonction de répartition / r B0 (jc)= Zy>(k), on a le résultât suivant: 


k<x 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


60 

F w (x) 

0,0 

0,549 

0,878 

0,977 

0,997 

1,000 

1,000 


1,000 


La représentation graphique a la même allure que pour la loi binômiale. 
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y>n^h I 


a-1 


L. 


012315 

V> n O<)i 


f 




a-2,5 


0123156789 k 

V "' k> \ ,r, <7-5 

0123^56 78910 12 k 


Dans la figure 27.2-14 on observe plusieurs distributions de Pois¬ 
son pour différentes valeurs de a. On voit que le mode pic de la 
distribution se déplace vers la droite pour des valeurs croissantes 
de a et réduit l’asymétrie de la courbe. 

Pour calculer les probabilités ponctuelles on peut utiliser la formule 
de récurrence, déduite du quotient 
V „(A:+1)/^»(A:)=]/[(Æ -M ) ! t^e -] = a/(A: -1-1 ). 


Formule de récurrence 


xp n {k -f !) = 


a 

k ~\-1 


Wn(k) 


Espérance et variance de la loi de Poisson. On les calcule à partir 
des expressions correspondantes de la loi binomiale où np=a et 
p—*0. D’où p—np—a\a 2 = np—a. L’espérance et la variance sont égales 


Loi de Poisson 



Densité 

... 

Espérance 

ju=a 

Variance 

a 2 —a 


27.2-14 Distribution de Poisson pour différentes valeurs de a 

Le domaine d’application de la loi de Poisson a été longtemps limité à celui des événements 
rares comme les suicides d’enfants ou les accidents dûs aux chevaux dans une armée. Ces der¬ 
nières décennies cependant cette loi a acquis une importance considérable. Actuellement on 
l’utilise beaucoup dans les télécommunications, le contrôle de qualité statistique, la description 
de la désintégration des substances radioactives, l’industrie textile, la biologie, la météorologie. 
En outre, la loi de Poisson est très souvent utilisée comme approximation de la loi binomiale, 
il suffit pour cela que n soit grand et p petit. 

La loi normale ou loi de Gauss. La loi normale est l’une des principales distributions de 
probabilité; elle fut mise en évidence par Gauss au XIX e siècle. 



27.2-15 Représentation graphique de la densité pour un nombre croissant // de tirages 


Pour la distribution binomiale, la probabilité P„(k) = 



p k (\—p) n ~ k est calculée sachant que 


p qui représente la probabilité de tirer une boule noire, a une valeur fixe comprise entre 0 et 1. 
Si n augmente l’histogramme de la densité perd son asymétrie (cf. loi binômiale) comme l’indi¬ 
que la figure 27.2-15. Pour p= 0,2 et « = 5,15 et 30 on a: 


k 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

A(*) 

0,08 

0,26 

0,34 

0,23 

0,08 

0,01 


k 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Pn(k) 

0,02 

0,06 

0,13 

0,19 

0,21 

0,18 

0,12 

0,06 

0,02 

0,01 
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k 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

P*o(k) 

0,01 

0,03 

0,05 

0,08 

0,12 

0,14 

0,15 

0,14 

0,11 

0,08 

0,05 

0,03 

0,01 


quand n-+ oo, on obtient la distribution normale, l’ensemble des valeurs x prises par la variable 
aléatoire X n’est plus dénombrable, la variable aléatoire X est continue. Sa densité p est obtenue 
par passage à la limite; on peut montrer que: lim P n {k)=p{x)=a[\/a\/{2n)] e - ( *- & > ,/(2aS >, où a et 

n— ►oo 

b soqt des constantes. Pour l’espérance et la variance <x 2 on obtient: 

-t-OO -1-00 

p— J x/[a\/{2n)] e- ( *- ft)1/<2a8) dx=b, a 2 — J (x — b) 2 /[a\/(27i)\- e - (x -* )a/(2aï) 6x=a 2 . (cf. Espérance 
-oo -oo 

et variance, exemples 2 et 7). 

La figure 27.2-16 montre le graphe de p pour differentes valeurs de a 2 =< r 2 . Les courbes sont 
en forme de cloche. Le maximum de chaque courbe est atteint pour la valeur moyenne p. La 
courbe est symétrique par rapport à l’axe x=p et tend asymptotiquement vers l’axe des x. Le 
graphe présente des points d’inflexion à la distance zta de la valeur moyenne p. L’influence 
de la variance sur la forme de la cloche est manifeste sur la figure. Quand la variance diminue 
la courbe s’aplatit et s’élargit. 


Loi normale ou loi de Gauss 


Densité 

p(x)= 


a\/ (2n) 


. e -(x-ft)*/(2« J ) 


Espérance 
P ~ b 


Variance 

o 2 =a 2 



27.2-16 Distributions gaussiennes pour différents a 


Loi de Gauss centrée , réduite {normalisée). Il serait très ardu de calculer toutes les valeurs 
prises par la densité d’une variable aléatoire normale d’espérance p et de variance a 2 . Or on 
peut comparer toute distribution gaussienne à celle dont la moyenne est nulle, la variance égale 
à 1 et la densité donnée par = [ 1 /\/(2 jt)] e -A * /2 ; cette dernière est appelée loi normale cen¬ 
trée réduite ou loi gaussienne normalisée. Sa densité (p(A) est tabulée et en raison de la symétrie 
par rapport à l’origine il suffit de donner les valeurs de <p(A) correspondant aux A positifs. La 
transformation d’une loi normale X de moyenne p et de variance a 2 en une loi normale centrée 
réduite se fait par le changement de variable A={x—p)/o. Pour toute valeur de A on peut 
lire dans la table la valeur correspondante de la densité (p{A ) et grâce à la relation p{x) = q>{A)/o 
on en déduit la valeur de la densité de X prise au point x. 


Exemple: On considère une variable aléatoire normale de moyenne p =20 et de variance 
tf 2 = 25. Pour une valeur de x donnée, on calcule A=(jc— 20)/5, on lit (p{A) dans la table et 
on en déduit p{x) = (p{A)/5. 


x 

20 

21 

22 


25 


30 

A 

?>(A) 

p(x) 

9 

0,3989 

0,0798 

0,2 

0,3910 

0,0782 

0,4 

0,3683 

0,0737 


1 

0,2420 

0,0584 


2 

0,054 

0,0108 
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Loi normale centrée réduite , ordonnée (p(L)= \ly / (2jr.)- e~ x2 /z 


A 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0,0 

0,3989 

3989 

3989 

3988 

3986 

3984 

3982 

3980 

3977 

3973 

0,1 

0,3970 

3965 

3961 

3956 

3951 

3945 

3939 

3932 

3925 

3918 

0,2 

0,3910 

3902 

3894 

3885 

3876 

3867 

3857 

3847 

3836 

3825 

0,3 

0,3814 

3802 

3790 

3778 

3765 

3752 

3739 

3726 

3712 

3697 

0,4 

0,3683 

3668 

3653 

3637 

3621 

3605 

3589 

3572 

3555 

3538 

0,5 

0,3521 

3503 

3485 

3467 

3448 

3429 

3411 

3391 

3372 

3352 

0,6 

0,3332 

3312 

3292 

3271 

3251 

3230 

3209 

3187 

3166 

3144 

0,7 

0,3123 

3101 

3079 

3056 

3034 

3011 

2989 

2966 

2943 

2920 

0,8 

0,2897 

2874 

2850 

2827 

2803 

2780 

2756 

2732 

2709 

2685 

0,9 

0,2661 

2637 

2613 

2589 

2565 

2541 

2516 

2492 

2468 

2444 

1,0 

0,2420 

2396 

2371 

2347 

2323 

2299 

2275 

2251 

2227 

2203 

1,1 

0,2179 

2155 

2131 

2107 

2083 

2059 

2036 

2012 

1989 

1965 

1,2 

0,1942 

1919 

1895 

1872 

1849 

1827 

1804 

1781 

1759 

1736 

1,3 

0,1714 

1692 

1669 

1647 

1626 

1604 

1582 

1561 

1540 

1518 

1,4 

0,1497 

1476 

1456 

1435 

1415 

1394 

1374 

1354 

1334 

1315 

1,5 

0,1295 

1276 

1257 

1238 

1219 

1200 

1182 

1163 

1145 

1127 

1,6 

0,1109 

1092 

1074 

1057 

1040 

1023 

1006 

0989 

0973 

0957 

1,7 

0,0941 

925 

909 

893 

878 

863 

848 

833 

818 

804 

1,8 

0,0790 

775 

761 

748 

734 

721 

707 

694 

681 

669 

1,9 

0,0656 

644 

632 

620 

608 

596 

584 

573 

562 

551 

2,0 

0,0540 

529 

519 

508 

498 

488 

478 

468 

459 

449 

2,1 

0,0440 

431 

422 

413 

404 

396 

387 

379 

371 

363 

2,2 

0,0355 

347 

339 

332 

325 

317 

310 

303 

297 

290 

2,3 

0,0283 

277 

271 

264 

258 

252 

246 

241 

235 

229 

2,4 

0,0224 

219 

213 

208 

203 

198 

194 

189 

184 

180 

2,5 

0,0175 

171 

167 

163 

159 

155 

151 

147 

143 

139 

2,6 

0,0136 

132 

129 

126 

122 

119 

116 

113 

110 

107 

2,7 

0,0104 

101 

99 

96 

94 

91 

89 

86 

84 

81 

2,8 

0,0079 

77 

75 

73 

71 

69 

67 

65 

63 

61 

2,9 

0,0060 

58 

56 

55 

53 

51 

50 

49 

47 

46 

3,0 

0,0044 

43 

42 

41 

39 

38 

37 

36 

35 

34 

3,1 

0,0033 

32 

31 

30 

29 

28 

27 

26 

25 

25 

3,2 

0,0024 

23 

22 

22 

21 

20 

20 

19 

18 

18 

3,3 

0,0017 

17 

16 

16 

15 

15 

14 

14 

13 

13 

3,4 

0,0012 

12 

12 

11 

11 

10 

10 

10 

9 

9 

3,5 

0,0009 










4,0 

0,0001 











Fonction de répartition de la loi normale. La fonction de répartition de la loi normale est 
donnée par: 

F(x)= J p(t)6t=[l[ay/(2ji)\ J e -^- b),/ < 2 « 2) d/. 

-oo -oo 
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<P(A)= | <p(t) At 
0 


A 


0,0 

0,0000 

0,1 

0,0398 

0,2 

0,0793 

0,3 

0,1179 

0,4 

0,1554 

0,5 

0,1915 

0,6 

0,2257 

0,7 

0,2580 

0,8 

0,2881 

0,9 

0,3159 

1,0 

0,3413 

1,1 

0,3643 

1,2 

0,3849 

1,3 

0,4032 

1,4 

0,4192 

1,5 

0,4332 

1,6 

0,4452 

1,7 

0,4554 

1,8 

0,4641 

1,9 

0,4713 

2,0 

0,4772 

2,1 

0,4821 

2,2 

0,4861 

2,3 

0,4893 

2,4 

0,4918 

2,5 

0,4938 

2,6 

0,4953 

2,7 

0,4965 

2,8 

0,4974 

2,9 

0,4981 

3,0 

0,4987 

3,1 

0,4990 

3,2 

0,4993 

3,3 

0,4995 

3,4 

0,4997 


Elle représente Taire comprise entre la courbe représentative de la 
densité p et Taxe des abscisses de — oo à x (Fig.). Le graphe de la fonc¬ 
tion de répartition 0 admet comme asymptotes Taxe des x et la droite 

d’équation y— 1 , il présente un point 
d’inflexion en x=p. La fonction F permet 
de calculer la probabilité que la variable 
aléatoire X soit inférieure à x. Compte 
tenu de la symétrie de la courbe en 
cloche représentant la densité de la loi 
normale F(x) d’espérance p = 0 et de 
variance <r 2 =l, la fonction de répartition 
de cette loi peut être tabulée comme suit: 

0(A) = fç>(0 d / = 1/V(2*0 J e- ,>/2 d t. 




27.2-17 Graphe de la densité et de la 
fonction de répartition de la loi normale 


27.2-18 Interprétation géométrique 
de la fonction ç>(A) 



27.2-19 Aire représentée par 0(A 2 ) —0(A t ) 27.2-20 Aire représentée par 

La figure 27.2-18 montre Taire délimitée par le graphe de tp. Toute 
variable aléatoire gaussienne X de moyenne n et de variance a 2 se déduit 
de 0{X) par la relation A=(X— fi)lcr, ce qui permet de calculer Taire 
.. correspondant à une valeur quelconque x. Deux cas doivent être envi¬ 
sagés. 


(<) A 2 >A 1 >0, alors Taire délimitée par le graphe de la densité (p entre ces deux valeurs est 
0 (^ 2 ) — 0(Aj) (Fig.), on obtient un résultat analogue si A 1 <A 2 <0. 

( 11 ) A 1 <0<A 2 , alors Taire correspondante est 0(A 1 )+0(Av) (Fig.). Dans les deux cas ces aires 
représentent la probabilité que la variable aléatoire appartienne à l’intervalle (A 1? A 2 ). 


Exemple: On considère une variable aléatoire gaussienne X d’espérance /j = 20 et de variance 
a 2 = 25. On demande de calculer la probabilité que X appartienne aux intervalles 

(0 (25, 35); ( 11 ) (5, 35). 

(/) A 1 = (25-20)/5=l, Ajj=(35 — 20)/5 = 3; ( 11 ) A 1 = (5-20)/5= -3, A2=(35-20)/5 = 3 par lec¬ 
ture de la table on a: 

( 1 ) 0(Aj) = 0,3413, #>(A 2 ) = 0,4987; ( 11 ) 0(A X ) = 0,4987, d>(A. 2 ) = 0,4987. Par soustraction pour ( 1 ) 
et addition pour (//) on obtient les probabilités cherchées: (/) 0,1574; ( 11 ) 0,9974. 
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Ainsi la fonction de répartition 

Aires calculées à partir de la fonction de répartition 

permet de calculer l’aire délimitée 





Limites sur 

l’axe des x 

Aire délimitée 

Aire com¬ 

par le graphe de la densité et deux 

valeurs x 1 et x 2 . En soustrayant 
de 1 ce résultat on obtient l’aire 
complémentaire. Quelques résul¬ 


*2 

par l’interval¬ 
le (*!, x 2 ) 

plémentaire 

p — 2<r 

p-{-2(r 

(%> 

<%) 

tats particulièrement utiles en sta¬ 

tistique sont mentionnés dans le 

p—\a 

P+\(T 

68,26 

31,74 

tableau ci contre. 


p — 1 ,96<t 

p + 1,96(7 

95 

5 


p — 2o 

p-\-2a 

95,44 

4,56 


^ — 2,58(7 

p-\-2 y 5So 

99 

1 


p — 3(7 

p + 3,9(7 

99,73 

0,27 


p — 3,29a 

^ + 3,29(7 

99,9 

0,1 


Théorèmes limites pour des sommes de variables aléatoires indépendantes 

De nombreux phénomènes en science, technologie et économie résultent d’un grand nombre 
de facteurs indépendants les uns des autres et tels que chacun d’entre eux n’altère que de très 
peu le déroulement du processus. En général on n’étudie que la somme de leurs effets. Ainsi 
une erreur dans une mesure est considérée comme la somme d’un grand nombre de variables 
aléatoires indépendantes. La théorie des probabilités a établi des théorèmes limites à propos des 
lois régissant le comportement de telles sommes. 

Théorème de Moivrc-Laplacc. (convergence en loi vers la loi de Gauss). Si lors de n épreuves 
consécutives, la probabilité qu’un certain événement E soit réalisé est p et la probabilité que 
cet événement E ne soit pas réalisé est q—\—p , on peut associer à la & ièmc épreuve une variable 
aléatoire X k (k=\ y 2 y ...,«) qui prend la valeur 1 quand E est réalisé et la valeur 0 sinon. 

n 

La variable aléatoire E X k mesure le nombre de fois où E est réalisé au cours des n épreuves. 

« *=i 

La loi de E X k est une loi binôminale d’espérance p — np et de variance o 2 =np (I— p)= n pq 

k = l 

Le théorème de Moivre-Laplace affirme, non pas que la loi de E X k tend vers une limite quand 

k 

(Èx k )-np 

/i-> oo mais que la loi la variable aléatoire —'- le fait et que cette limite est pré- 

V (npq) 

cisément la loi de la variable gaussienne centrée réduite. Ce qui signifie que pour a<h y on a 
quand «-►oo 



Le théorème de Moivre-Laplace pose la question de savoir si le résultat obtenu dépend de 
la méthode de sommation, en d’autres termes si ce résultat est encore valide lorsque la loi des 
variables aléatoires X k n’est plus une loi de Bernouilli. C’est à quoi répond le théorème central 
limite du moins dans sa forme la plus simple qui peut d’ailleurs être considérablement géné¬ 
ralisée. 


Théorème central limite : Soient X l9 X 2 ,. 9 X „,... des variables aléatoires indépendantes et de même 

i a. ï x -) 


loi, telles que p=E(X„) et <r 2 =V(X„) existent, alors la loi de 

quand «-►oo, vers la loi de Gauss centrée réduite. 


('<*âor 


- tend, 


Pendant longtemps la tâche principale de la théorie classique fut de déterminer les Conditions 
les plus générales sous lesquelles la fonction de répartition d’une somme de variables aléatoires 
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indépendantes tend vers la fonction de répartition de la loi normale lorsque le nombre de termes 
augmente indéfiniment. Parallèlement à ceci les recherches sur les théorèmes limites pour la 
somme de variables aléatoires indépendantes se développèrent dans une autre direction, proche 
de Pétude des processus stochastiques ébauchée ci-dessous. La question est alors posée de la 
façon suivante: quelles lois, autres que la loi normale, peuvent être considérées comme des 
limites de sommes de variables aléatoires indépendantes? On a montré que la loi normale n’est 
pas la seule loi limite. 11 fallut chercher des conditions sur les composants de telle sorte que 
la somme approche telle ou telle loi limite pour un nombre suffisamment grand de termes. 
Cet aspect moderne des théorèmes limites pour la somme de variables aléatoires indépendantes 
a été particulièrement développée durant les trente dernières années par Kolmogorov, 
Khinchine, Gnedenko et quelques autres. Ces théorèmes limites ont de nombreuses interpré¬ 
tations pratiques notamment en statistique mathématique et en théorie des erreurs. 

Processus stochastiques 

Les processus aléatoires ou processus stochastiques sont décrits par des variables aléatoires 
dépendant au moins d’un paramètre. Un tel paramètre peut prendre un ensemble discret de 
valeurs ou bien varier continûment. Le degré d’usure d’un pneu d’automobile, par exemple, 
dépend du nombre t de kilomètres parcourus, mais compte tenu des conditions initiales c’est 
une fonction aléatoire de t. De même l’accroissement du nombre d’habitants d’une ville pendant 
une longue période dépend non seulement du temps t pris comme paramètre mais aussi de phé¬ 
nomènes systématiques ou aléatoires. 

Un processus stochastique est noté X(t y co) y co indique la nature aléatoire du processus; a) e ü 
où Q est l’ensemble de tous les événements qui peuvent se produire; t exprime la dépendance 
systématique du processus par rapport à un paramètre qui est habituellement le temps, mais 
qui peut être une suite quelconque dans le cas dénombrable ou décrire tout un intervalle. Pour 
t fixé, à l’instant t=t 0y X(t 0 , co) est une variable aléatoire. Pour co fixé, X{t y co) est une fonction 
de t appelée réalisation du processus. Parmi les processus importants on peut citer les processus 
de Markov et les processus stationnaires. 

Processus de Markov et chaînes de Markov. Un processus de Markov y ou processus sans 
mémoire du passé est un processus stochastique tel que le déroulement ultérieur du processus 
soit uniquement dépendant de l’état présent. Plus précisément, si les fonctions de répartition des 
variables aléatoires X(t 0 , co), X(t ly co), ...» X(t my co) aux instants / 0 <6< •••*»» sont connues, alors 
la fonction de répartition de la variable aléatoire X{t y co) à l’instant t>t m peut être calculée 
à partir de celle de X(t my co) seulement. Ainsi, soient X(t my co) la quantité d’eau retenue par un 
barrage à l’instant t my Z (t my co) le volume d’eau pénétrant dans le réservoir du barrage pendant 
l’intervalle de temps (/„„ t m + /\t) et M le volume constant s’écoulant pendant un intervalle de 
durée At\ alors le volume d’eau retenue à l’instant t = t in -\-At est X(t m +At, co) = X(t nn <o) + 
Z(t„ „ co)— M et on peut calculer la probabilité que ce volume ne dépasse pas une certaine limite 
y. Les volumes d’eau Z(t, co) sont aléatoires mais indépendants d’un volume antérieur, pour 
différentes valeurs de /. 

Dans une chaîne de Markov le paramètre / prend un ensemble discret de valeurs /, .où 

/=..., - 1 , 0 , 1 , ... 

Les théorèmes ergodiques concernent les propriétés des limites de processus de Markov lorsque 
le temps croît indéfiniment. 

Les processus de Poisson , cas particuliers des processus de Markov, jouent un rôle important 
dans l’élude de la désintégration radioactive, dans les processus d’entretien comme les temps 
d’attente dans les communications téléphoniques ou les réparations de machines. 

Processus stationnaire. Les processus stochastiques pour lesquels les causes des variations sont 
indépendantes du temps sont appelés stationnaires. La température atmosphérique locale dans 
un endroit déterminé varie autour d’une valeur moyenne (Fig.); si on choisit un intervalle d’obser¬ 
vation suffisamment bref les variations ducs au temps pourront être négligées. Les variations du 
diamètre d’un trait tracé par une aiguille ont aussi une valeur moyenne indépendante du temps. 
Si on décrit ces phénomènes à l’aide de la fonction X(t, co), dans laquelle t représente le temps, 
alors pour toute valeur de t fixée X admet une espérance m et une variance a 2 . 



27.2-21 Courbe décrivant les 
variations de la température 
athmosphérique locale 
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Dans la pratique, on utilise beaucoup les processus stochastiques, stationnaires au sens de 
Khinchine, c’est à dire, tels que leur espérance m=E(X(t, co)) et leur variance a 2 = V (X(t, co)) 
admettent une valeur finie, constante quelque soit /, et que la covariance R(t—s) = E([X(t,a)) — 
m][X(s, a)) — m]) ne dépende que de la différence t—s où t et .y sont instants arbitraires véri¬ 
fiant t>s. Ces processus stationnaires sont utilisés, par exemple, en électrotechnologie, en infor¬ 
matique, dans l’étude des turbulences de l’atmosphère, dans certains problèmes d’économie et 
en médecine. 


27.3. Statistique 


Les premières ébauches de la statistique remontent aux recensements qui eurent lieu dès, et 
même avant, les premiers siècles de notre ère. Cependant ce n’est qu’au 18 èmc siècle qu’elle se 
constitue comme une discipline scientifique autonome, s’employant à décrire les caractéristiques 
qui définissent une situation. Statistique vient du mot latin status qui signifie état, situation. 
Pendant longtemps les statisticiens se sont limités à cela, mais depuis quelques décades ils ont 
abandonné ce caractère exclusivement descriptif et ont commencé avec l’appui de la théorie des 
probabilités à promouvoir l’analyse des données statistiques et l’étude des tests d’hypothèses. Les 
méthodes employées en statistique mathématique (ou plus simplement statistique) sont devenues 
un outil efficace pour les sciences et les techniques, mettant en évidence de nouvelles propriétés. 

Population et échantillon. Une population statistique est composée d'éléments ( individus) satis¬ 
faisant tous aux mêmes critères d’observation ou d’expérimentation. Sur chaque élément on 
peut observer différents caractères qui sont considérés comme des variables aléatoires X , K, ... 
On relève ainsi la fonction de répartition F du caractère X dans la population. Dans les études 
statistiques on se limite nécessairement à un sous-ensemble fini d’éléments de la population. Ce 
sous-ensemble est appelé échantillon , et le nombre d’éléments n est la taille de Véchantillon. 

Exemple: Si on choisit comme caractère le poids dans la population des garçons de 10 
ans, les mesures du poids d’un certain nombre de ces garçons forment un échantillon et chacun 
d’entre eux est un élément de la population. Le poids est un caractère des individus. D’autres 
caractères, par exemple, la taille, le tour de poitrine peuvent être étudiés. 

Choix des procédures 

Pour faire une étude statistique il faut élaborer un plan d’expérience qui inclut la méthode 
de collecte des données, la taille de l’échantillon, et le mode de résolution du problème. Plus 
le déroulement de l’expérimentation est précis, meilleurs seront les résultats obtenus par les 
méthodes statistiques. En particulier il faut s’assurer de n’oublier aucune mesure qui serait indis¬ 
pensable pour les conclusions. Mais il faut aussi éviter les observations trop coûteuses, surtout 
si elles peuvent être remplacées par des observations de moindre coût. A cet égard les remar¬ 
ques suivantes sont très importantes. 

(/) Le matériel étudié doit être homogène; c’est à dire que durant toute l’étude la méthode 
d’investigation doit être la même. Il ne faut rien changer dans l’observation et les conditions 
d’expérimentation, et utiliser des instruments de mesure de même précision. 

(ii) Les erreurs systématiques doivent être exclues autant que possible. Si on veut, par exemple, 
comparer deux articles, ils doivent être produits par la même machine, sinon on risque d’introduire 
une variation due à la différence des machines. En agriculture, pour étudier différents engrais, 
on divise la terre en bandes parallèles pour réduire l’influence du terrain et de son exposition. 

(///) Un contrôle doit être effectué. Ou bien on connaît les valeurs habituelles des caractères 
étudiés, ou bien on fait des tests de contrôle. Par exemple, dans l’expérience sur les engrais, 
on recherche l’action d’un engrais en observant la différence des récoltes obtenues avec et sans 
cet engrais, toutes les autres conditions restant inchangées. 

(iv) L'échantillon doit être choisi “au hasard ” ou de façon raisonnée. Un échantillon “au 
hasard" est un échantillon auquel tous les individus de la population ont a priori la même 
chance d’appartenir. Ainsi dans une livraison de vis, l’échantillon ne doit pas être pris dans une 
seule caisse mais choisi parmi la livraison toute entière. Dans le contrôle du diamètre d’un fil 
métallique des mesures ponctuelles doivent être effectuées sur toute la longueur du câble. Le 
choix “au hasard” des éléments se fait à l’aide d’une table de nombres au hasard. Un choix 
raisonné de l’échantillon est possible quand la population étudiée se divise de façon naturelle 
en plusieurs parties. Ainsi pour une production de vis, on peut séparer les productions des 



648 27. Théorie des probabilités et statistique 

différentes machines. Dans chaque sous-population on tire alors un échantillon “au hasard”, 
dont la taille est proportionnelle à celle de la sous-population; la réunion de ces sous-échantil¬ 
lons donne une image réduite de la population toute entière. 

(v) Plus l’échantillon est grand, meilleures seront les conclusions auxquelles il permettra d’abou¬ 
tir. Mais, pour des raisons de temps et d’argent, la taille des échantillons est très souvent faible 
et il faut tenir compte des variations aléatoires qui en résultent. Quand on tire des conclusions 
à l’aide de méthodes statistiques la taille de l’échantillon doit toujours être prise en considé¬ 
ration. 


La collecte et la présentation des données 

L’ensemble des valeurs brutes issues de l’expérience est appelé population d'origine. Ces va¬ 
leurs peuvent être présentées à l’aide de listes, ou de graphiques, ou être portées sur des cartes 
perforées spécifiques ou sur des cartes d’ordinateurs selon la taille de l’échantillon et le nombre 
de caractères relevés. Dans le cas d’un seul caractère ou d’un petit échantillon, une liste suffit; 
pour plusieurs caractères ou de grands échantillons,des cartes perforées sont établies pour chaque 
individu et permettent de simplifier le travail d’évaluation des caractères relevés; des trous sont 
perforés à certains endroits sur ces cartes selon un code prédéterminé. S’il y a beaucoup de 
caractères et un très grand nombre d’individus on utilise les supports informatiques (cartes, 
bandes, disques) pour stocker les valeurs, ce qui est fort utile pour l’étude ultérieure. 

La préparation du matériel. Pour se faire une première idée du matériel recueilli on ordonne 
les valeurs des caractères de la population d’origine selon leur grandeur et on relève la fréquence 
de ces valeurs. On obtient ainsi une distribution de fréquences. Les variables aléatoires continues 
et discrètes, telles qu’elles ont été étudiées dans le chapitre de la théorie des probabilités, appa¬ 
raissent toutes deux comme des variables discrètes ce qui est dû aux erreurs de précision et d’ar¬ 
rondi. 

Division en classes: Dans le cas d’un grand échantillon, les valeurs des caractères sont divisées 
en classe d’égale amplitude; plusieurs valeurs pouvant être alors groupées dans une même classe. 
Le choix de l’amplitude des classes dépend de la taille de l’échantillon et de l 'étendue R y qui 
est /a différence entre la valeur maximale et la valeur minimale prise par le caractère dans 
l’échantillon. Le nombre de classes ne doit pas être trop faible pour ne pas brouiller l’allure de 
la distribution des fréquences. D’autre part s’il est trop élevé alors les valeurs aberrantes peu¬ 
vent prendre une importance excessive et il est difficile d’identifier la distribution. Une classe 
est caractérisée par ses valeurs extrêmes ou sa valeur moyenne (centre). L’amplitude d d’une 
classe est la différence entre ses bornes. Le centre d’une classe, x M{ dans le cas d’un caractère 
décrit par une variable aléatoire discrète est égal à la moyenne arithmétique des différentes va¬ 
leurs regroupées dans cette classe et dans le cas d’un caractère décrit par une variable aléatoire 
continue , c’est la moyenne arithmétique des bornes de l’intervalle délimitant la classe. 

Exemple 1: Distribution de fréquences pour un échantillon de taille n — 80 d’un caractère 
décrit par une variable aléatoire continue; x t est la valeur prise par le caractère lu la fréquence 
correspondante. 

(/) sans division en classes 
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(il) avec division en classes 
Classe 
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de 33 à 35 exclus 
de 35 à 37 exclus 
de 37 à 39 exclus 
de 39 à 41 exclus 
de 41 à 43 exclus 
de 43 à 45 exclus 
de 45 à 47 exlus 
de 47 à 49 exclus 


X Ml 

ht 
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36 
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38 

-HH III 

40 

-HH-HH III 
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Mil mi 1 111 Mil Mil 
TrTT 1111 1111 TTTT TuT 

44 
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-HH--HH- III 
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13 

25 

16 

13 
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Représentation graphique d'une distri¬ 
bution de fréquences. Après cette mise en 
forme des données il est souhaitable de 
faire une représentation graphique de la 
distribution des fréquences empiriques 
(Fig.). Suivant le but recherché et le 
caractère étudié on peut construire un 
diagramme (Fig. i) ou un histogramme 
(Fig. 2). 


27.3-1 Diagramme représentant une distribution 
de fréquences 



Moyenne et variance. A tout échantil¬ 
lon de taille n on peut associer deux 
grandeurs caractéristiques, la moyenne 
x et la variance s 2 qui sont considérées 
comme des estimations des valeurs 
correspondantes /n et a 2 dans la popu¬ 
lation. 

Moyenne. La moyenne ou moyenne ari- 

1 " 

thmétique x est définie par x = — 27 x t 

n /=i 

où les Xi (/= 1,2, . .., n) sont les valeurs 
prises par le caractère. Dans le cas d’une 
division en classes, la moyenne est x= 

1 k 

— 27 h t x M . où h t est la fréquence et 

n i = i 1 

x M( le centre de la classe i, k le nombre 
de classes. A côté de la moyenne a- 
rithmétique x on utilise une autre valeur centrale la médiane X. Si n est impair c’est la valeur 
du caractère qui a la (n + l)/2 èmc place dans la série ordonnée des valeurs prises par le 
caractère. Si n est pair, x est la moyenne arithmétique des valeurs situées à la ///2 èmc place 
et à la (w/2-fl) èmc place de cette meme série. 

Variance. La variance s 2 d’un échantillon de taille n prenant n valeurs x t (/ = 1 , 2, ...,«) est 
donnée par 

1 » 1 r « 1 / n \ 2 1 

* 2 = — £ = — [ £ * - t ( £*•) J * 

s est appelé écart-type. Pour une distribution en k classes de centre x Ml et de fréquence h t la 
variance s 2 est calculée de la façon suivante: 


27.3-2 Histogramme représentant une distribution de 
fréquences 
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27 hi(x t - x) 2 = 
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Echantillon 
de taille n 

Moyenne 

Variance 

Etendue 

II 

a l~ 

* 

s*-- , É(x,-x) 2 

n — y i=zl 

R = -Cmax — ACmin 


A côté de la variance s 2 on utilise d’autres caractéristiques de la dispersion de la série des 
valeurs prises par le caractère dans l’échantillon. Par exemple l'étendue R qui est la différence 
entre la plus grande des valeurs prises *max et la plus petite de ces valeurs *min. 


Exemple 2: Pour la distribution de fréquences d’un échantillon de taille 80 cité ci-dessus 
on obtient: 


Subdivision en classes 

Moyenne 

Variance 

Médiane 

Etendue 

oui 

-£ = 42,14 

.s 2 = 6,84 

Je = 42,2 

R= 16,7 

non 

j£ = 42,23 

.y 2 = 8,30 




Les écarts dans la moyenne et la variance sont dûs à la division en classes pour un échan¬ 
tillon relativement petit. A mesure que n augmente ces écarts diminuent. 


Distribution normale. Les mesures anthropologiques effectuées par Lambert Quetelet (1796- 
1874) mirent en évidence que les fréquences des mesures biologiques suivent en général une 
distribution gaussienne. C’est pourquoi cette distribution est appelée distribution normale. L’étude 
de la distribution normale a été faite dans le chapitre sur la théorie des probabilités. Cependant 
en raison de son importance pratique quelques compléments vont être introduits ci-dessous. 

La distribution normale est entière¬ 
ment déterminée par deux paramètres, 
moyenne et variance; on calcule donc 
la moyenne x et la variance .ç 2 de 
l’échantillon. Il reste à s’assurer que 
la distribution des fréquences dans 
l’échantillon est proche d’une distribu¬ 
tion normale. 

(/) Si l’échantillon est constitué de 
n valeurs, réparties en k classes d’am¬ 
plitude d, de centre x Mh on calcule 
pour chacune de ces classes le nom¬ 
bre A, = (jc M/ — x)/s afin d’utiliser la 
table de la loi normale. A l’aide des 
valeurs (p(À ( ) lues dans cette table, 
on obtient la fréquence relative 27.3-3 Comparaison graphique d une distribution de fréquences 
( h — (dls)(p(Ai) et la fréquence absolue ct de la distribution normale 
k l = nq l (/= 1,2, ..., k) \ on peut alors 

comparer /// ct 1ci Exemple 3: Calcul de la distribution normale pour 

l’échantillon de l’exemple 1 : 



Fréquences cumulées en % 




27.3-4 Courbe des fréquences cumulées d’une 
distribution proche d’une distribution normale 

(//) Si on se contente de la représentation graphi¬ 
que de la distribution normale, on utilise la règle 
suivante: grâce à la formule q=(d/s) <p(A) donnée 
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en (/) on détermine la valeur maximale y m *x de la distribution normale correspondant à A = 0, 
d’autres valeurs de y sont calculées comme suit: 


X 

X 

jc± 0 , 5 .v 

x±s 

x-\-2s 

x^z3s 

y 

.Vmax 

lymaxjS 

5 ymax /8 

ymaxfS 

.Vmax /80 


Si l’on désire avoir une représentation des fréquences absolues il suffît de multiplier chaque 
ordonnée par n . La figure ci-dessus montre la comparaison de la distribution de fréquences de 
l’exemple 3 avec la distribution normale calculée suivant la règle précédente. 

(iii) On peut aussi se servir d’un papier quadrillé particulier qui permet de s’assurer que la 
distribution des fréquences de l’échantillon est proche d’une loi normale et qui donne par lecture 
directe les valeurs de x et de s. Ce papier est gradué de façon telle que la courbe des fréquences 
cumulées d’une distribution normale soit une droite (Fig.). 


Régression et corrélation 


Une partie importante de la statistique est l’étude de la régression et de la corrélation, c’est 
à dire de la description et de l’analyse de la dépendance entre deux ou plusieurs caractères 
(variables aléatoires). La régression concerne la nature de la correspondance entre les caractères 
alors que la corrélation mesure le degré de leur dépendance. On n’exposera ici que le cas de 
la dépendance linéaire entre deux caractères (deux variables aléatoires X et Y). 

Régression. Dans une école on a mesuré la taille (variable aléatoire X) et le poids (variable 
aléatoire Y) des élèves. On voudrait savoir si en moyenne à une grande taille est associé un 
poids élevé, si cette correspondance est linéaire et quel poids moyen correspond à une taille 
donnée. Les mesures faites permettent de répondre de façon affirmative à la première question. 
La réponse aux deux questions suivantes ne pourra être donnée qu’après le calcul de la régres¬ 
sion. 

Les couples (x, y) où x est la taille et y le poids d’un enfant sont considérés comme les 
coordonnées d’un point du plan rapporté à un système d’axes orthogonaux. Ces points forment 
un nuage qui peut n’avoir aucune allure particulière ou bien se rapprocher plus ou moins d’une 
courbe. Si ces points sont à peu près alignés - ce sera le seul cas envisagé ici - alors la relation 
entre les variables aléatoires X et Y peut être décrite à l’aide de deux droites, les droites de 
régression. La dépendance du poids (y) par rapport à la taille (*) est définie par la droite de 
régression Y-a x -\-b x x où les coefficients inconnus a x et b x sont calculés par la méthode gaus¬ 
sienne des moindres carrés. Pour un échantillon de n couples (x t , y t ) (i=l, 2, ..., n) on cherche 
le minimum de 



Z(y,-Y l ) 2 = Z[y t -(a x -\-b x x t )Y. 

i = 1 l = 1 

Ce qui conduit à 

n 

X ( Xi-X ) ( y,-ÿ) 

, 1 = 1 _ 


2 (x,-x) 2 

t = 1 

n 1 r n n 1 

Z x,y,~ — 2* Xi 2 yi I 

_ / = i_ n L< = i i=i J 

S *}- — ( Zx) 

t = î n \t = i / 

a x =ÿ-b x x. 


27.3-5 Nuage et droites de régression (l’intersec¬ 
tion des axes n’est pas l’origine du système de 
coordonnées) 


x e: ÿ étant les moyennes des séries x t et y t respectivement. Le nombre b x est appelé coefficient 
de régression du poids ( y) par rapport à la taille {x). 11 indique que le poids augmente en 
moyenne de b x unités quand la taille augmente d’une unité. Ce qui permet également de tracer 
la droite de régression du poids d’un enfant par rapport à sa taille (cf. exemple ci-dessous et 
figure). 

Si maintenant on se pose la question (qui a moins d’intérêt dans ce cas particulier) de savoir 
à quelle taille moyenne correspond un poids donné, on ne peut plus utiliser l’équation précédente, 
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mais on doit déterminer une autre droite de régression X=a y +b y y et calculer à nouveau les 
coefficients inconnus a y et b y par la méthode des moindres carrés. Ce qui donne a y = x — b y ÿ où 

27(.V/ — x)(yi— ÿ) £xiy t --f 27*,27y,l 

^ ^_<=i_u Li=i t=i J 

y n n 1 / " \ 2 

Z(y t -ÿ) 2 H y 2 , - (^, y ‘) 

i=i i=i n \i=i / 

b y est aussi appelé coefficient de régression de la taille (x) d’un enfant par rapport à son poids 
(y). Ce coefficient indique que la taille augmente en moyenne de b y unités lorsque le poids aug¬ 
mente d’une unité. On obser-ve que les deux droites de régression se coupent au centre de gra¬ 
vité (*, ÿ) du nuage en forme de ciseaux. Plus ces ciseaux sont fermés, plus grande est la dé¬ 
pendance stochastique entre les variables aléatoires X et Y. S’ils sont confondus en une seule 
droite, alors il existe une relation fonctionnelle linéaire entre X et Y. 

Exemple: On a mesuré la taille x (en cm) et le poids y (en kg) de 10 enfants. La figure 
27.3-5 montre le nuage et les deux droites de régression correspondantes. Tous les calculs 
intermédiaires sont consignés dans le tableau suivant: 


X 

y 

c*-*) 

(y-ÿ) 

(x — x) 2 

(y-ÿ ) 2 

1 

/-N 

1 

H 

135 

145 
139 
142 
137 
137 

134 
144 

135 

146 

29.30 

35.20 
34,50 
32,10 
33,60 

32.30 

27.20 
36,70 
26,90 

38.20 

-4,4 

5.6 
-0,4 

2.6 
-2,4 
-2,4 
-5,4 

4.6 
-4,4 

6.6 

-3,31 

2,59 

1,89 

-0,51 

0,99 

-0,31 

-5,41 

4,09 

-5,71 

5,69 

19.36 

31.36 
0,16 

6.76 

5.76 
5,76 

29.16 

21.16 

19.36 
43,56 

10,9561 

6,7081 

3,5721 

0,2601 

0,9801 

0,0961 

29,2681 

16,7281 

32,6041 

32,3761 

14,5640 *= 139,4, 

14,5040 y =32,61, 

-0,7560 b x = 0,746, 

-1,3260 b y = 1,019, 

-2,3760 «*= —71,38, 

0,7440 a y = 106,2, 

29,2140 y= -71,38+0,746*, 

18,8140 X= 106,2+1,019 y. 

25,1240 

37,5540 

1394 

326,1 



182,40 

133,5490 

136,0600 


Corrélation. Le degré de dépendance, dont les droites de régression donnent une première 
idée est mesuré quantitativement par le coefficient de corrélation r xy . 


Coefficient de corrélation 

n n, 1 f" n n "1 

27 ( x l -x)(y l -ÿ) U x t y t - ~ 27 x t 27 yt\ 

1 = 1 1=1 H Li=l /=l J 



mi 


Le coefficient de corrélation est indépendant des unités choisis pour les caractères et ne peut 
prendre que des valeurs comprises entre —1 et -fl. Si >*^= + 1 ou — 1, la relation entre les 
caractères est linéaire directe ou inverse respectivement. Si /* y = 0, il n’y a pas de dépendance 
linéaire. Dans l’exemple ci-dessus -1-0,87. 

Le coefficient de corrélation r xy et les coefficients de régression b x et b y sont liés par la re¬ 
lation r% y = b x -b y . 

Méthodes d’estimation statistique 

11 est souvent possible de tirer des conclusions pour un ou plusieurs caractères d’une popu¬ 
lation à partir des valeurs observées sur un échantillon. Ces valeurs sont des réalisations d’une 
variable aléatoire. Si la loi de cette variable aléatoire est d’un type déterminé alors les para¬ 
mètres qui la spécifient doivent être estimés. Pour faire une telle estimation de nombreuses 
possibilités sont offertes, ainsi on peut estimer l’espérance d’une variable aléatoire par la moyenne 
arithmétique ou la médiane de l’échantillon. En 1930 R.A. Fisher a dressé les critères de qua¬ 
lité d’un estimateur, demandant que celui-ci soit sans biais , convergent et efficace. 

Un estimateur 0 d’un paramètre inconnu S est sans biais si son espérance est égale à 0; 
par exemple la moyenne x et la variance s 2 d’un échantillon sont des estimations sans biais 
de l’espérance p et de la variance a 2 respectivement d’une variable aléatoire prise dans la po- 
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pulation. Un estimateur G d’un paramètre inconnu B est convergent si la probabilité qu’il diffère 
de B décroît à mesure que la taille de l’échantillon augmente; c’est à dire que pour tout nombre 
e arbitrairement petit P(\G— <9|<e)->l quand n-+co. Par exemple, la moyenne arithmétique * 
d’un échantillon est un estimateur convergent de l’espérance p de la variable aléatoire x prise 
dans la population. Un estimateur B d’un paramètre inconnu B est efficace si la variance de 
B est inférieure à la variance de tout autre estimateur de B ; par exemple la moyenne arithmé¬ 
tique x est un estimateur plus efficace que la médiane % car la variance de la variable aléatoire 
x est plus petite que celle de la variable aléatoire x. 

Un paramètre peut être estimé par un point ou par un intervalle. Dans Vestimation ponctuelle 
on choisit comme valeur du paramètre inconnu, la valeur estimée à partir d’un échantillon. 
Cette valeur n’est pas nécessairement égale à la vraie valeur du paramètre mais la probabilité 
qu’elle s’en écarte est faible, bien qu’on ne sache pas grand chose de la précision de cet écart. 
Dans Vestimation par intervalle , on détermine un intervalle (0 —<5, 0+<5) qui contient la vraie 
valeur du paramètre avec une probabilité (1—a). Ce nombre (1 — a) est appelé coefficient de 
confiance , a étant un nombre compris entre 0 et 1 à partir duquel on calcule <5. 

Une des méthodes les plus employées pour l’estimation ponctuelle est la méthode du maxi¬ 
mum de vraisemblance . Gauss s’en servit déjà pour la loi normale. Cependant le nom, la justi¬ 
fication et les développements ultérieurs reviennent à Fisher. Le principe consiste à choisir un 
estimateur qui maximise la fonction de vraisemblance de l’échantillon observé. Pour une variable 
aléatoire continue X f de densité /(*, B) où le paramètre inconnu B doit être estimé à partir 
de l’observation des n réalisations x\, * 2 , ..., x n de l’échantillon, on définit la fonction de vrai¬ 
semblance par L(x lt * 2 , ..., *„; B)—f{x 2 ; 0 )/(* 2 ; B) • ■ ■/(*„; B). C’est une fonction du paramètre 
inconnu B; on choisit alors un estimateur B qui maximise L. B est donc solution de l’équa- 


dL 


d(ln L) 


1 dL 

= -r • — = 0. Si la 


tion =0. En pratique cette équation est remplacée par ^ ^ ^ 

densité /(*; 0 3 , 0 2 ) de la variable aléatoire continue X dépend de deux paramètres 0 3 et 0 2 

a A d(\nL) _ . f _ 

alprs les estimateurs B x et 0 2 sont les solutions des équations ^ — =0 pour i= 1, 2. 


Exemple. Estimation des paramètres G x =p et B 2 =o 2 d’une variable aléatoire normale X à 
partir d’un échantillon de taille n. La fonction de vraisemblance est alors: 

L(x lt x 2 , ..x„; fi, ff 2 )=[l/V(27t<T 2 )]"-cxp l~ l/( 2ff2 ) E (x k -fi) 2 \ 

k = i 

on obtient ln L— — (n/2) In 2n—(nl2) ln o' 2 — l/(2cr 2 ) Z (x k —p) 2 d’où ^ !? ^ 

k=i cp> 

— 1 /cr 2 E (x k — u) = 0 et'—^â" = “ «/(2tf 2 )-|-l/(2o' 4 ) 27 (x k — u) 2 =0. Les estimateurs cherchés 

k= i oa k =i 

A 1 n 1 « 

sont donc /<= — S x k = x et â 2 = — E (x k -x) 2 . 

n fc=i n k=i 

Pour terminer, Vestimation par intervalle sera donnée seulement pour une variable aléatoire 
normale X de paramètres // et rr 2 où seul p est inconnu. L’estimateur ponctuel du maximum 

n 

de vraisemblance de p est la moyenne arithmétique x—\(n 27 x t . C’est une variable aléatoire 

fc=i 

normale de paramètres p et o* 2 /«. Pour tout a, 0<a<l, on peut déterminer à l’aide d’une table 
de loi normale un nombre K tel que P(\x—p\<K<y!\/n)= 1 — a, c’est à dire P(x— ’k a vl\/n<p 
<x+Aaor/\/«) = l — a, l’intervalle de confiance (x— A a <r/\/«, x+kaol^/ri) est un intervalle de 
confiance correspondant à une confiance 1—a. 


Exemple: Soit X une variable aléatoire normale; pour a=0,05 qui correspond à un coeffi¬ 
cient de confiance 1—a=0,95, on obtient par lecture de la table de la loi normale 4 a = l,96. 
Si «=16 et si l’écart-type cr= 1,5 l’intervalle de confiance pour p est tel que P[x— 1,96-1,5/4</* 
<^+1,96-1,5/4] = 0,95. x est l’estimation calculée à partir de l’échantillon. La probabilité 
que p appartienne à l’intervalle (*—0,74, *+0,74) est 0,95. 
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Tests d’hypothèses 

Dans de nombreux problèmes statistiques il ne suffit pas de décrire le matériel recueilli par 
des distributions de fréquences ou des grandeurs caractéristiques, il faut aussi répondre à des 
questions du type suivant: 

(/) Dans un certain quartier on observe que les garçons de 10 ans ont un poids supérieur 
à la moyenne. Cette variation est-elle l’effet du hasard ou a-t-elle d’autres causes? 

(//) Dans des expériences sur l’alimentation certains rats ont reçu la nourriture habituelle, 
d’autres des aliments que l’on veut étudier. Si après un certain laps de temps on observe une 
différence de poids moyen entre les deux groupes peut-on en conclure que les aliments testés 
ont un pouvoir nutritif plus grand? 

Dans ces questions on cherche à savoir si les écarts observés sont dûs au hasard ou sont 
significatifs. Il faut recourir à un test d’hypothèse qui procède toujours par comparaison; par 
exemple on compare les valeurs correspondantes prises par deux échantillons ou bien on com¬ 
pare les valeurs prises par un échantillon avec les valeurs connues dans la population. Dans 
une procédure de test on fait 1 hypothèse dans le premier cas que les deux échantillons pro¬ 
viennent bien de la même population, dans le second que l’échantillon appartient à la popu¬ 
lation considérée, c’est à dire, dans les deux cas, que les différences observées sont purement 
aléatoires. Cette hypothèse est appelée hypothèse nulle (H 0 ). A l’autre éventualité correspond 
Vhypothèse alternative (//j). 

Le problème est de décider si on accepte ou si on rejette l’hypothèse nulle. En faisant cela 
il ne faut pas oublier que l’acceptation de l’hypothèse nulle signifie seulement qu’elle paraît 
plus vraisemblable que l’hypothèse alternative. En aucun cas on ne peut affirmer que cette hy¬ 
pothèse est vraie, car dans une décision prise à partir d’un échantillon de taille n une erreur 
est toujours possible. La décision est prise avec une probabilité d'erreur a, que l’on choisit 
généralement égale à 0,05, 0,01 ou 0,001. L’erreur que l’on fait quand l’hypothèse nulle est rejetée 
alors qu’elle était vraie est appelée erreur de première espèce. Le rejet, à tort, de l’hypothèse 
alternative est l'erreur de seconde espèce. Par exemple si l’on conclut qu’un nouveau médicament 
est meilleur que l’ancien alors qu’en réalité ils sont équivalents on fait une erreur de première 
espèce. Si l’on décide qu’ils sont équivalents alors qu’en fait le nouveau est meilleur que l’ancien, 
on fait une erreur de seconde espèce. 

Lois usuelles pour les tests. Pour tester l’hypothèse nulle on utilise des variables qui sont 
des variables aléatoires dont il faut étudier la loi (distribution). Pour les tests proposés ci-des- 
sous les variables aléatoires sont, ou bien des variables normales, ou bien des variables dont 
la loi est une loi de Studcnt, une loi de Fisher ou une loi du % 2 . Les tables de ces lois sont 
données avec les exemples étudiés. 

Loi normale. Si les variables aléatoires rencontrées dans les tests suivent une loi normale on 
peut donner une interprétation intuitive de la probabilité a; ce n’est rien d’autres que l’aire 
complémentaire déduite de la table de la fonction de répartition de la loi normale centrée, 
réduite. A cette probabilité d’erreur a correspond une valeur A = |(;c — p)! a \\ ^n général fi et a 
sont supposés connus et ne sont estimés par x et s que pour les grands échantillons. A une 
probabilité d’erreur de première espèce a = 0,05 ou 5% correspond une valeur A« = l,96; alors 
l’hypothèse nulle est rejetée si la valeur de A calculée à partir de l’échantillon est supérieure à 
1,96 et acceptée si cette valeur est inférieure à 1,96. 

Loi t de Student. La procédure décrite pour la loi normale n’est plus applicable si fi et a 
sont inconnus et doivent être estimés par x et .y pour un échantillon de taille n relativement 
faible. Alors s peut différer considérablement de a et n’est plus un bon estimateur. On ne peut 
l’utiliser que si la probabilité d’erreur correspondant à une valeur fixée de A est plus grande que 
dans le cas précédent. C’est ce qui se passe pour la loi t de Student qui prend en compte la 
taille de l’échantillon dans la calcul de a. Lorsque n croît cette loi se rapproche de la loi nor¬ 
male qui est sa limite quand n-> oo. La loi de t est tabulée pour différentes valeurs de a et 
différents degrés de liberté (au lieu de la taille de l’échantillon). Le nombre de degrés de liberté v 
est défini comme la différence entre la taille n de l’échantillon et le nombre m de paramètres 
estimés: v—n — m. Dans tous les tests traités ci-dessous on donne le nombre de degrés de li¬ 
berté. Dans la figure 27.3-6 on observe la densité de la loi normale et de la loi de Student 
pour v = 5 degrés de liberté et pour une erreur de première espèce a = 0,05. 

Loi F de Fisher. Lorsque l’on tire deux échantillons de taille n x et n 2 d’une population nor¬ 
malement distribuée, si si et désignent leurs variances respectives alors le quotient F=sl/s$ 
est une variable aléatoire dont la loi a été étudiée par Fisher (1890-1962) et est appelée loi F 
de Fisher. Elle dépend du nombre de degrés de liberté v 1 = // I —1 et v 2 —n 2 —\\ elle est tabulée 
pour différentes valeurs de a et différents degrés de liberté. Etant le quotient de deux carrés F 
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loi de Student {v — 5 ) avec une probabi¬ 
lité d’erreur a = 0,05 27.3-7 Loi F de Fisher et probabilité d’erreur a 


ne peut prendre que des valeurs positives. La figure 27.3-7 montre une loi F de Fisher et indique 
comment on peut interpréter la probabilité d’erreur a. 

La loi du % l . En liaison avec la théorie des erreurs de Gauss, Helmert (1843-1917) a étudié 
la somme de carrés de variables aléatoires normales. Plus tard Karl Pearson (1857-1936) h 
appelé cette loi, loi du % 2 . Si X 1 X 2 , ... y X n sont n variables aléatoires normales mutuellement 
indépendantes et de mêmes paramètres // et a' 1 alors on 
pose: 

o 1 » 

X L (* fc —/i) 2 °ù ^i, ^ 2 » . ..,x„ sont les valeurs 

a fc = i 

prises par les variables aléatoires X l9 ..., X„. La loi 
du x 2 dépend du nombre de degrés de liberté v = «, 
elle est tabulée pour les valeurs usuelles de v et de 
a. La figure 27.3-8 montre la densité d’une loi du x 2 
et l’interprétation que l’on peut faire de la probabilité 
d’erreur. 

27.3-8 Densité du x 2 et probabilité d’erreur a pour v=3 



Procedures de tests d’hypothèses. Les quelques tests d’hypothèse qui vont être traités mainte¬ 
nant sont très classiques. Le choix de la probabilité a d’erreur de première espèce est fait a 
priori suivant la nature du problème. Pour l’industrie et l’agriculture en général a vaut 0,05, 
pour la médecine on préfère 0,01 ou même 0,001. 

1. Comparaison de x et de /t. On veut comparer la moyenne empirique x d’un échantillon 
de taille n et de variance .y 2 , issu d’une population distribuée normalement à la valeur moyen¬ 
ne fi de cette population. L’hypothèse nulle stipule que la différence entre les deux est purement 
fortuite; cette hypothèse est acceptée avec une probabilité d’erreur a si la valeur calculée t c 
de la variable aléatoire testée t=([/s)-\x—fi\\/n est inférieure à la valeur tabulée t T de la loi / 
de Student pour a et v=/i— 1 degrés de liberté. 


Exemple. Dans l’examen de « = 49 échantillons d’un produit la proportion d’un composant 
chimique est en moyenne .* = 2,4% et a pour variance s 2 = 0,4. On suppose que fi — 3%. Peut-on 
affirmer, avec un risque (probabilité d’erreur) a = 5% que la différence est seulement due au 
hasard? 


La valeur de la variable testée est t c 


iMzîlV* , 67 . 

V'0,4 


La valeur lue dans la table 


de la loi t de Student pour un risque a = 0,05 et v—n— 1=48 degrés de liberté est / r = 2.01. 
Comme t c >t T l’hypothèse nulle est rejetée. La différence entre la moyenne empirique x et la 
moyenne fi de la population est significative. 
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Table de la loi t de Student 


Degrés 

de 

liberté 

V 

Probabilité d’erreur 

Degrés 

de 

liberté 

V 

Probabilité d’erreur 

Degrés 

de 

liberté 

V 

Probabilité d’erreur 

a = 0,05 

a = 0,01 

a = 0,05 

a = 0,01 

a=0,05 

a = 0,01 

1 

12,71 

63,66 

17 

2,11 

2,90 

45 

2,01 

2,69 

2 

4,30 

9,92 

18 

2,10 

2,88 

50 

2,01 

2,68 

3 

3,18 

5,84 

19 

2,09 

2,86 

60 

2,00 

2,66 

4 

2,78 

4,60 

20 

2,09 

2,85 

70 

1,99 

2,65 

5 

2,57 

4,03 

21 

2,08 

2,83 

80 

1,99 

2,64 

6 

2,45 

3,71 

22 

2,07 

2,82 

90 

1,99 

2,63 

7 

2,37 

3,50 

23 

2,07 

2,81 

100 

1,98 

2,63 

8 

2,31 

3,36 

24 

2,06 

2,80 

120 

1,98 

2,62 

9 

2,26 

3,25 

25 

2,06 

2,79 

140 

1,98 

2,61 

10 

2,23 

3,17 

26 

2,06 

2,78 

160 

1,98 

2,61 

11 

2,20 

3,11 

27 

2,05 

2,77 

180 

1,97 

2,60 

12 

2,18 

3,06 

28 

2,05 

2,76 

200 

1,97 

2,60 

13 

2,16 

3,01 

29 

2,05 

2,76 

300 

1,97 

2,59 

14 

2,15 

2,98 

30 

2,04 

2,75 

400 

1,97 

2,59 

15 

2,13 

2,95 

35 

2,03 

2,72 

500 

1,97 

2,59 

16 

2,12 

2,92 

40 

2,02 

2,70 

1000 

1,96 

2,58 







00 

1,96 

2,58 


2. Comparaison de deux moyennes x 1 et x 2 . Deux échantillons indépendants de taille n x et n 2 
respectivement sont issus d’une population distribuée normalement; les variances empiriques 
respectives dans chaque échantillon sont s\ et s\. L’hypothcse nulle d’égalité des moyennes x 1 et 
x 2 est acceptée avec un risque a (probabilité d’erreur de première espèce) si la valeur calculée 
t c de la variable testée 

, _ 1*1 - * 2 ! ]// "i"2 \ où v 2 _ 4(»i ~ 1) + 4(”a ~ *) 

Si r V «i l n, / '' «1 + n 2 - 2 

est inférieure à la valeur tabulée t T de la loi de Student pour « et v=w 1 +/f 2 — 2 degrés de liberté. 

Exemple: La valeur moyenne de la charge de rupture d’un premier cable calculée après 
une série de ^ = 20 essais, est x 1 =\8-\0 7 N/m 2 , pour un deuxième cable soumis à n 2 = 32 
essais, cette valeur moyenne est x 2 =24- 10 7 N/m 2 , les variances correspondantes étant .v? = 4-10 14 
et a| = 6-10 14 . Au risque 5% peut-on affirmer que ces deux cables sont différents? 

La variable aléatoire testée est calculée par: 


où 


h — 

s 2 d = 


118 • 10 7 - 24 • 10 7 | 1// 20-32 \ 

V(5,24) • 10 7 ’ V ( 20 + 32 ) “ 9 ’ 20 ’ 

4 • 10 14 19-1-6 10 14 - 31 14 

20 + 32 -2 


La valeur lue dans la table de Student pour une probabilité d’erreur a = 0,05 et v=n 1 +n 2 — 2 = 50 
est t T = 2,01. Comme t b >t T , l’hypothèse nulle est rejetée; il en résulte que l’on décide que la 
différence entre les deux cables est significative. 

3. Comparaison de deux variances aJ et s 2 . Deux échantillons indépendants de taille n 1 et n 2 
sont issus d’une population distribuée normalement. L’hypothèse nulle d’égalité des variances 
est acceptée au risque a si la valeur calculée F c de la variable aléatoire testée F—s\lsl(s\>sl) y 
est inférieure à la valeur tabulée F T de la loi de Fisher pour a et v 1 = /f 1 —1, v 2 =// 2 >l degrés 
de liberté. 


Exemple: On veut comparer la fiabilité de deux machines durant un certain processus de 
production afin de déterminer au risque a = 0,05 si elles diffèrent significativement. Pour cela 
on examine n x = 25 articles et n 2 — 31 articles produits respectivement par la première et la 
seconde machine. Les variances correspondantes sont alors = 17,9 et .y§=17,5. On obtient 
donc FV = (17,9)/( 17,5)= 1,023. Par lecture de la table de Fisher, pour une probabilité d’erreur 
a = 0,05 et Vj = 24, v 2 =30 degrés de liberté, F T = 1,89. Comme F C <F T l’hypothèse nulle est 
acceptée, c’est à dire, que la différence entre les deux machines n’est pas significative. 
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Table de la loi de Ficher pour a — 0,05 (vj= nombre de degrés de liberté de la plus grande variance) 


V, 

»,=i 

v 1 = 2 

v 1 = 3 

vj=4 

Vx = 5 

v 1 = 6 

Vj = 8 

Vi=12 

Vj = 24 

Vj = 00 

*2 

1 

161,4 

199,5 

215,7 

224,6 

230,2 

234,0 

238,9 

243,9 

249,0 

254,3 

I 

2 

18,51 

19,00 

19,16 

19,25 

19,30 

19,33 

19,37 

19,41 

19,45 

19,50 

2 

3 

10,13 

9,55 

9,28 

9,12 

9,01 

8,94 

8,84 

8,74 

8,64 

8,53 

3 

4 

7,71 

6,94 

6,59 

6,39 

6,26 

6,16 

6,04 

5,91 

5,77 

5,63 

4 

5 

6,61 

5,79 

5,41 

5,19 

5,05 

4,95 

4,82 

4,68 

4,53 

4,36 

5 

10 

4,96 

4,10 

3,71 

3,48 

3,33 

3,22 

3,07 

2,91 

2,74 

2,54 

10 

20 

4,35 

3,49 

3,10 

2,87 

2,71 

2,60 

2,45 

2,28 

2,08 

1,84 

20 

30 

4,17 

3,32 

2,92 

2,69 

2,53 

2,42 

2,27 

2,09 

1,89 

1,62 

30 

40 

4,08 

3,23 

2,84 

2,61 

2,45 

2,34 

2,18 

2,00 

1,79 

1,51 

40 

60 

4,00 

3,15 

2,76 

2,52 

2,37 

2,25 

2,10 

1,92 

1,70 

1,39 

60 

120 

3,92 

3,07 

2,68 

2,45 

2,29 

2,17 

2,02 

1,83 

1,61 

1,25 

120 

00 

3,84 

2,99 

2,60 

2,37 

2,21 

2,09 

1,94 

1,75 

1,52 

1,00 

00 


4. Comparaison de fréquences. Si un événement est réalisé z fois parmi n épreuves indépen¬ 
dantes, et si la probabilité qu’il se réalise dans la population est /;, alors l’écart entre la fré¬ 
quence relative z\n et p est purement aléatoire, avec un risque a, si la valeur calculée t r de 
la variable testée 


I z ~ np | 

VW 1 - p)) 


ou t = 


\z/n - p | 

~ P » 


• y/n 


est inférieure à la valeur t lue dans une table de Student pour a et v = n — 1 degrés de 
liberté. 


Exemple: A la suite d’observations sur une longue période on sait que le taux de mortalité 
du à une certaine maladie est />=0,4. Un médicament est testé sur n = 71 animaux à qui on 
a inoculé la maladie, et z— 20 d’entre eux meurent. Le médicament est-il efficace au risque 
a = 0,01? Sous l’hypothèse nulle d’égalité entre la fréquence relative z\n = 20/71 et /> = 0,4, on 
, , |20-71-0,4| 

calcule t c = —--= 2,035. La valeur lue dans la table de Student pour une 

y/{J\ 0,4 0,6) 


probabilité d’erreur de a = 0,01 et v = >i—1=70 degrés de liberté est t r — 2,65. Comme t c <t T 
on peut accepter l’hypothèse nulle. 


5. Test d'ajustement. La différence entre une distribution empirique et une distribution théo¬ 
rique est seulement due au hasard, au risque a, si la valeur calculée x 2 de la variable aléatoire 

k 

testée x 2 — 2,’[(//* — k t ) 2 lki est inférieure à la valeur tabulée Xr pour a et v—k — m— 1 degrés de 

/ = i 

liberté, m étant le nombre de paramètres inconnus estimés à partir de l’échantillon. Ici la série 
statistique décrivant l’échantillon est divisée en k classes, hi est la fréquence empirique observée 
dans la / émc classe, ki la fréquence théorique de cette / 6mc classe (/= 1, 2, ...,/c). La fré¬ 
quence théorique de chaque classe doit être au moins égale à 5, ce qui s’obtient éventuelle¬ 
ment par regroupement de plusieurs classes. 


Exemple: On mesure un certain caractère sur 80 articles produits par une machine. Les 
résultats obtenus sont répartis en classes dont les fréquences h t sont indiquées dans le tableau 
ci-dessous. On demande de tester, au risque 5%, si les valeurs observées correspondent à 
une distribution normale. Pour cela la fréquence théorique correspondant à chaque classe k { 
est calculée à partir de la distribution normale et on fait l’hypothèse nulle que la différence 
entre les deux distributions est purement aléatoire. La variable testée est calculée à l’aide du 
tableau suivant qui indique les étapes intermédiaires: 
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h, 

ki 

hi-ki 

( hi-ki ) 2 

(hi-kt) 2 lki 

Table de 

la loi du ; 


n 





Degrés de 

Probabilité d’erreur 

2> 11 

2,1 } 10,0 
7,5 J 

1,0 

1,0 

0,10 

liberté 

V 



8] 

13 

a = 0,05 

a = 0,01 

16,4 

-3,4 

11,56 

0,70 





25 

22,0 

-3,0 

9,00 

0,41 

1 

3,84 

6,64 

16 

18,3 

-2,3 

5,29 


2 

5,99 

9,21 

*1} 15 

?:»} « 

2,7 

7,29 

0,59 

3 

4 

7,82 

9,49 

11,35 

13,28 






5 

11,07 

15,09 







80 

79,0 



2,09 

6 

12,59 

16,81 






7 

14,07 

18,48 






8 

15,51 

20,09 

La valeur calculée est %? = 2,09. La valeur 

tabulée pour 

9 

16,92 

21,67 

a = 0,05 et v = 5 —2—1 (2 paramètres ont été estimés /t et 

10 

18,31 

23,21 

a) est donnée par la table Xr = 5.99. Comme X 2 c <Xt on 

20 

31,41 

37,57 

accepte l’ajustement. 




30 

43,77 

50,89 






40 

55,76 

63,69 






60 

79,08 

88,38 






120 

146,57 

158,95 


Donainc d'application de la statistique 

Parmi les nombreuses applications nous retiendrons les statistiques technologiques et les sta- 
tistiques biométriques. 

Statistiques technologiques. Les premiers traitements statistiques des problèmes de technologie 
remontent au début du 20 èmc siècle. A cette époque Karl Daeves (né en 1893) s’aperçut que 
la production en série de l’industrie moderne exige des méthodes de mesure assez systémati¬ 
ques. 11 a orienté donc sa recherche vers le concept des grands nombres. Depuis les 30 der¬ 
nières années les statistiques ont connu une extension considérable à de multiples problèmes de 
l’industrie, par exemple, l’étude des échantillons, l’estimation faite à partir d’une série de me¬ 
sures, le contrôle permanent de la production. Au cours de ce développement le terme de 
statistiques technologiques a évolué. Il englobe maintenant l’ensemble des méthodes statistiques 
utilisées en technologie dont la plupart ont été élaborées dans ce cadre. 

Ces méthodes peuvent être divisées en deux groupes: 

1. Méthodes pour l’examen statistique et l’évaluation des données brutes relevées. C’est à 
dire essentiellement des problèmes d’estimation statistique, de tests d’hypothèses ainsi que des 
analyses de régression et de corrélation afin de mettre en évidence et de décrire certaines rela¬ 
tions. On peut citer quelques problèmes typiques; la durée de vie des ampoules électriques; 
l’influence des erreurs de mesure dans le cas d’instruments mécaniques de haute précision; la 
résistance à la flexion d’une pièce de bois; la résistance à la déchirure d’un type d’étoffe; la 
recherche des divers facteurs influençant la rupture d’un acier; la comparaison des performances 
de deux machines. 

2. Méthodes pour le contrôle initial et final et le contrôle permanent d’un processus de pro¬ 
duction, méthodes connues sous le nom de contrôle statistique de qualité. L’idée est de contrô¬ 
ler la production par des méthodes statistiques de telle sorte que les articles défectueux soient 
repérés dès qu’ils sont produits et que les causes du dérèglement soient éliminés. 

Pour cela il y a deux possibilités. 

(/) ou bien la production est surveillée systématiquement au moyen de cartes de contrôle ce 
qui réduit le nombre de rejets et de dérèglements en cours de production. 

(/Y) ou bien on prélève des échantillons pendant la production ou à la fin de la production 
et on vérifie qu’ils satisfont à certains critères. Dans ce cas on ne peut agir sur la production 
en cours mais seulement tirer des conclusions pour les productions ultérieures. 

Cartes de contrôle. On surveille un processus automatisé grâce à des cartes de contrôle qui 
permettent d’observer les caractéristiques des produits fabriqués et de juger si les variations 
relevées sont ducs au hasard ou sont systématiques. Selon les cas on distingue: 

(/) les cartes de contrôle pour des caractères quantifiables; 

(//) les cartes de contrôle pour des caractères non quantifiables. 

La figure 27.3-9 montre la carte de contrôle d'un caractère quantifiable et suggère l’utilisation 
que l’on en fait; pour d’autres cartes de contrôle le principe serait le même. Pour contrôler un 
caractère dans un processus de production, on procède à des vérifications sur des articles choisis 
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au hasard lorsqu’ils sont achevés à la fin de certaines périodes. La valeur observée n’est pas 
enregistrée par écrit mais perforée en ordonnée du numéro d’ordre de la vérification sur la carte 
de contrôle. L’ensemble des fréquences des valeurs prises par le caractère en question est très 
souvent distribué suivant une loi normale au moins approximativement. Si l’on considère les 
droites d’ordonnées x, droite moyenne (M), i:-|-3.s, limite supérieure de contrôle ( LSC ) et x — 3s, 
limite inférieur de contrôle (L/C) alors 99,73% de l’ensemble des valeurs doit se trouver dans 
la zone délimitée par les deux droites de contrôle. Les trois droites peuvent avoir été détermi¬ 
nées par des tests préliminaires et donc tracées à l’avance sur la carte de contrôle. Si la valeur 
vérifiée au cours de la production est située dans la zone ainsi délimitée, l’article est considéré 
comme acceptable. On considère qu’il y a une déviation systématique si le caractère vérifié est 
situé au delà des droites de contrôle (ces points sont indiqués par des flèches sur la figure). 
Auquel cas il faut chercher la cause du dérèglement avant de laisser la production se poursui¬ 
vre. La lecture graphique faite sur la carte de contrôle permet une surveillance efficace, en mon¬ 
trant l’évolution du caractère au cours de la production et en signalant les variations à éliminer 
et les nouveaux réglages à effectuer. Ces propriétés rendent la carte de contrôle très efficace; 
elles aident à trouver l’origine des dérèglements et en signalant les fautes répétitives conduisent 
à des changements dans la technologie. 



L(p) 



27.3-9 Carte de contrôle d’un caractère 27.3-10 Opération caractéristique 

Echantillonnage. Les cartes de contrôle sont utilisés pour effectuer un contrôle statistique 
permanent durant un processus de fabrication automatisé. Mais ces méthodes sont insuffisantes 
si par exemple on a produit des articles dont les caractéristiques ne sont pas connues, ou si 
un contrôle a été omis au cours de la fabrication car alors le contrôle doit intervenir après coup. 
Dans ces deux cas on pourrait effectuer un contrôle sur la totalité de la production. Cependant 
cela s’avère en général beaucoup trop coûteux. En outre, même avec un contrôle global, on ne 
peut garantir une sécurité totale comme le prouve l’expérience. On se contente donc de l’étude 
d’échantillons, l’acceptation ou le refus d’une livraison étant décidé selon la qualité de l’échantil¬ 
lon. Les tests sont construits à partir d’un schéma d'échantillonnage. Dans une production de 
N articles on tire et on analyse un échantillon de taille //. S’il contient plus de z articles défec¬ 
tueux alors la livraison est refusée; elle est acceptée si le nombre d’articles défectueux est infé¬ 
rieur ou égal à z. Le plan d'échantillonnage est donc caractérisé par le couple (z, //). Il repose 
sur l’hypothèse que la proportion de défauts dans l’échantillon coïncide avec cette même pro¬ 
portion dans la population. Ce qui n’est vrai qu’avec une certaine probabilité; le producteur 
et le consommateur prennent donc chacun un risque en acceptant le plan d’échantillonnage, 
comme le montre la figure 27.3-10. Celle-ci représente la probabilité L(p) que la livraison soit 
acceptée en fonction du pourcentage d’objets défectueux p et du plan d’échantillonnage. Cette 
probabilité est généralement calculée à l’aide de la loi binomiale ou de la loi de Poisson. La 
figure 27.3-10 visualise le risque du producteur et le risque du consommateur à partir de la 
probabilité qu’un lot contenant une proportion p d’articles défectueux soit rejeté ou accepté. Le 
mode d’échantillonnage et le pourcentage admissible p d’articles défectueux sont déterminés à 
l’avance. Pratiquement on choisit un plan tel qu’un lot contenant p Y °/ 0 d’articles défectueux soit 
accepté avec une probabilité de 95% et qu’un lot contenant /> 2 % (pi<p 2 ) d’articles défectueux 
soit rejeté avec une probabilité de 90%. 

42 * 
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Biométrie. K. Pearson a définit la biométrie comme l'étude de l'application des méthodes 
mathématiques (. statistiques) à l'examen des formes multiples de la vie. Dans la recherche des 
lois et des phénomènes gouvernant les êtres vivants on rencontre des difficultés beaucoup plus 
considérables qu’en physique. Là il est possible de poursuivre des expériences reproductibles; 
les conditions d’expérimentation peuvent être constantes et on peut ne faire varier que la gran¬ 
deur observée afin d’en déterminer la loi. Mais en biologie de nombreux facteurs interviennent 
qui ne peuvent être modifiés par l’observateur (par exemple le temps pour la culture des plan¬ 
tes). En médecine c’est encore plus problématique car l’expérience est normalement exclue (sur 
des personnes ou des groupes ethniques) et on doit se contenter de la seule observation. A 
ceci s’ajoute la multiplicité des mesures et des variables biologiques, ce qu’on appelle la varia¬ 
bilité biologique. C’est pourquoi un plan de travail très bien pensé pour l’observation, la collecte 
et l’interprétation des données est absolument essentiel. Au cours du développement de la bio¬ 
métrie des méthodes particulières ont été élaborées; ces méthodes prennent en compte. 

(/) la taille généralement faible des échantillons, due à la difficulté de satisfaire à la contrainte 
d’homogénéité. 

(//) le fait que la distribution des fréquences ne peut pas toujours être approchée par une 
distribution normale. 

Les difficultés et conjointement l’intérêt de la biométrie stimulent la recherche de méthodes 
statistiques mieux adaptées aux problèmes de la vie. 
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28.1. Calcul d'erreurs 


a a =56,1001 

b 2 =28,3024 

a 2 -h b 2 =84,4025 

cos y = 0,87 

labcosy =69,3334 

c 2 =15,0691 

c =3,88 


Le calcul d’erreurs est relatif à la précision de données numériques 
et de résultats de calculs. Les erreurs qui reposent sur un 
raisonnement mathématique erroné, l’inobservation des lois de 
calcul, la hâte et le manque de soin dans les calculs, ne sont pas 
l’objet du calcul d’erreurs. II ne dispense en aucune manière la 
personne qui fait les calculs d’apporter un soin extrême aux opéra¬ 
tions du calcul. A partir des côtés a=l, 49, 6 = 5,32 d’un triangle et 
de l’angle inclus y — 30° un élève calcule la longueur du troisième 
côté c par la formule c = \/(a 2 -\-b 2 — 2ab cos y) (voir le calcul ci-joint). Le maître trouve le 
résultat trop imprécis; il s’attendait à la solution c = 3,92. En relevant la valeur cos y il est clair 
que l’élève a pris en considération un trop petit nombre de décimales. Les questions qui appa¬ 
raissent sont: quelle est l’erreur résultant des décimales négligées et combien de décimales aurait-on 
dû retenir pour cos y de manière à donner la précision demandée (voir Précision d'un résultat 
obtenu en calculant avec des valeurs approchées , Exemple 4). 

Valeurs approchées. Dans les applications pratiques les valeurs 
numériques des quantités mesurées ne sont connues qu’approxima- 
tivement. Une personne désire aller à Paris avec sa voiture. Un panneau 
indicateur donne la distance de 75 km. Sa voiture parcourt en moyenne 
10 km par litre d’essence. Il calcule donc que son besoin de carburant 
pour son voyage sera (75/10=7,5) litres. Cependant, le panneau routier 
ne donne pas la ‘vraie valeur’ de la longueur de son trajet, mais 
seulement une valeur approchée. Pour un tel calcul la donnée de la 
distance avec une plus grande précision n’aurait pas d’intérêt particulier. 

La consommation moyenne d’essence de sa voiture est aussi une valeur 
approchée (Fig.). 


A4 

PARIS 75 


28.1-1 Ce panneau routier 
donne la distance arrondie 
au kilomètre 
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Meme pour des nombres purs on ne peut souvent utiliser que des valeurs approchées dans 
les calculs, car la plupart des nombres ne peuvent être représentés dans le système décimal que 
par une suite infinie de décimales, par exemple \/2, n, log 3. 

Si on veut indiquer que a est une valeur approchée pour une quantité x , on écrit habituelle¬ 
ment x^a\ x est la valeur exacte, a la valeur approchée. Par exemple ^2^1,41; n~ 3,14; 
log 3 ~ 0,4771. 


Erreur absolue et erreur relative 

Erreur absolue. La qualité d’une valeur approchée a est jugée par son écart avec la valeur 
exacte x, et la différence a — x est appelée l'erreur absolue e—a—x. Plus son erreur absolue est 
petite, en valeur absolue, plus une valeur approchée a est précise. Par exemple, la valeur approchée 
a x = 0,66667 pour jc= 2/3 est cent fois plus précise que la valeur approchée a 2 = 0,667. 


valeur approchée 

valeur exacte 

erreur absolue 

erreur relative 

a 

x 

e—a—x 

\e/x\ 


Correction. Si on désire obtenir la valeur exacte x d’une quantité à partir de la valeur approchée 
a , on doit ajouter à a la correction c: c=x—a= —e. 

Erreur relative. Au lieu de l’erreur absolue e d’une valeur approchée a , on donne souvent 
son erreur relative \e/x\. Elle est souvent exprimée par un pourcentage. Les précisions de valeurs 
approchées pour des quantités différentes peuvent alors être comparées les unes aux autres de 
cette manière. 


Exemple: Pour les valeurs exactes jc=2/3, 1/15 on utilise respectivement les valeurs appro¬ 

chées a x — 0,67, «2 = 0,07. Les erreurs absolues sont e x — a x —x =0,67 — 2/3= 1/300 et e 2 = a 2 —y= 

1/300 

= 0,07 — 1/15 = 1/300; pour les erreurs relatives on obtient \e x /x\ = ’ = 1/200 = 0,005=0,5% 

1/300 

et \ e Jy\ = 1/15 = 1/20=0,05 = 5 %. Bien que les erreurs absolues soient égales, a x est une appro¬ 
ximation dix fois plus précise pour x que a 2 pour y. 


Bornes pour l’erreur absolue. Toute spécification concernant la grandeur de l’erreur absolue 
ou relative d’une valeur approchée est une spécification sur la précision de cette approximation. 
Cependant, la valeur exacte est habituellement inconnue, par exemple pour des valeurs approchées 
obtenues à partir de mesures. On ne peut donc calculer ni l’erreur absolue ni l’erreur relative 
de l’approximation. Dans un tel cas on doit donner des bornes pour l’erreur absolue ou relative. 
Par borne pour l’erreur absolue d’une valeur approchée a on entend un nombre positif Aa qui 
n’est jamais dépassé eh valeur absolue par l’erreur absolue. L’inégalité 
— /la ou a— 


est toujours valable. Si on spécifie une borne Aa, on donne alors simultanément une borne infé¬ 
rieure et une borne supérieure pour x. Ceci est exprimé en raccourci sous la forme xc±a(±Aa) 
ou x—a±Aa\ Aa nous renseigne sur la précision de a. Plus Aa est petit, plus l’approximation a 
est précise. 


a valeur approchée de x, Aa borne pour l’erreur absolue de a 


x^.a{±Aà) ou x=a± Aa 


De manière alternative, si deux bornes x x et x 2 pour une quantité x sont connues, telles que 
x x ^x^x 2 , alors a=(x x +x 2 )l2 est une approximation pour x avec Aa=(x 2 —x x )/2. 

Bornes pour l’erreur relative. Pour des données techniques la précision est souvent donnée 
sous la forme x~a(±ô- 100%) ou également *=<*±<5-100%. La quantité ô—\Aaja\ est une borne 
pour l’erreur relative de a (on dit également limite supérieure ou majorant de l’erreur). 


x^a(±ô-l00%) 

a valeur approchée de x; ô=\Aa/a\ borne pour l’erreur 

ou jc~a + (5-100% 

relative de a; Aa borne pour l’erreur absolue 


Exemple: La capacité électrique d’un condensateur est donnée par 250pF±10%. L’erreur 
relative de la valeur approchée a=250pF est <5=0,1. 11 s’ensuit que z!a=a-<5=25 pF est une 
borne pour l’erreur absolue. Par conséquent la valeur exacte de la capacité est située entre 
225 pF et 275 pF. 
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Si on donne des valeurs approchées pour des nombres tels que n, -\/2, log 3 on se passe en 
général d’une spécification particulière de la précision. La représentation de telles valeurs approchées 
est soumise à certaines règles qui permettent d’en déduire immédiatement la précision des tables 
données. 

Troncature. Le nombre n peut être seulement représenté par un développement décimal infini. 
Dans une table on trouve par exemple le nombre donné par tt = 3,141 592653589... De cette 
manière la table donne pour approximation de n un nombre décimal tronqué après 12 décimales. 
En tronquant un nombre décimal de longueur infinie, sa suite de chiffres est coupée à une décimale 
particulière. Les trois points à la fin indiquent que des chiffres supplémentaires devraient suivre. 
En cela tous les chiffres donnés sont des chiffres exacts , c’est à dire que la suite des chiffres de la 
représentation décimale tronquée est totalement identique à la suite des chiffres dans la repré¬ 
sentation décimale non tronquée, jusqu’à la décimale après laquelle ils sont écartés. 

Le nombre n, tronqué après 4 décimales, est donc 71 = 3,1415... N’importe quel chiffre de 0 
à 9 peut être le suivant d’une représentation décimale tronquée. Donc si on utilise un nombre 
tronqué après k chiffres comme valeur approchée, l’erreur absolue de cette approximation est 
alors négative et sa valeur absolue est inférieure à une unité de l’ordre du dernier chiffre inclus. 
Un nombre tronqué après k décimales a donc une erreur inférieur à 10~ k ; par exemple, pour 
7r~3,1415 l’erreur absolue est inférieure à IO -4 =1/10000. 

Arrondi. Une méthode habituelle pour tronquer les décimales est /’ arrondi. Pour cela le dernier 
chiffre retenu est inchangé, comme pour la troncature, s’il est suivi par un 0, 1, 2, 3 ou 4 (< arrondi 
par défaut). Le dernier chiffre retenu est augmenté de 1, s’il est immédiatement suivi par un 
5, 6, 7, 8 ou 9 (< arrondi par excès). Par conséquent une approximation de n arrondie à quatre 
décimales est n~ 3,1416; son erreur absolue est inférieure à 10 ~ 4 /2. Si on suit cette règle, on a 
alors la garantie que l’erreur absolue d’un nombre arrondi a une erreur absolue inférieure à une 
demi-unité de l’ordre du dernier chiffre donné. Elle peut être cependant négative ou positive. Ce 
n’est que dans le cas où le dernier chiffre négligé est un 5 suivi de zéros que l’erreur d’arrondi 
est exactement égale à une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre retenu. 11 est d’usage dans 
ce cas d’arrondir de telle sorte que le dernier chiffre retenu soit pair. Par exemple 1/8 = 0,12500 sera 
arrondi à 0,12 mais 7/40 = 0,17500 le sera à 0,18. 

Chiffres surs. Les chiffres d’un nombre arrondi ne sont pas nécessairement tous exacts, car il 
peuvent être le résultat d’un arrondi. Mais un nombre correctement arrondi n’a que des chiffres 
sûrs. Tous les chiffres d’une valeur approchée sont dits sûrs si l’erreur absolue de cette approxi¬ 
mation est au plus une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre retenu. 


Exemple: Dans une table de racines carrées à cinq chiffres on donne la valeur 6,24500 pour 
\/39. Cette valeur n’a que des chiffres sûrs car son erreur absolue est inférieure à 5 10~ 6 . Scs 
trois derniers chiffres ne sont cependant pas des chiffres valides car \/39 = 6,2449979... Ainsi, 
si une valeur approchée ne contient que des chiffres sûrs, il n’est pas nécessaire d’en spécifier 
simultanément la précision. D’autre part, si la précision d’une approximation n’est pas donnée, 
on doit supposer que tous les chiffres sont sûrs. Ceci se produit en particulier pour tous les 
nombres donnés dans des tables mathématiques. 


S’il n’y a pas de risque de mauvaise interprétation, on écrit souvent x — a au lieu de x^.a, 
si a est une valeur approchée pour x résultant d’un arrondi. 

Chiffres significatifs et non significatifs. Une difficulté apparaît pour l’arrondi des grands 
nombres. Par exemple, si le nombre 1778 est arrondi à la centaine la plus proche, on obtient 
1800. Ce nombre est correctement arrondi, mais il ne contient pas uniquement des chiffres sûrs, 
car l’erreur absolue est supérieure à 0,5. A la place des chiffres 7 et 8 négligés, on a introduit 
des zéros. 11 ne servent qu’à fixer l’ordre de grandeur du nombre arrondi. Ils sont appelés 
chiffres non significatifs. L’introduction de chiffres qui ne sont pas indispensables (des zéros) peut 
entraîner une méprise sur la précision. On utilise donc une autre notation à l’aide des puissances 
de dix. Dans le cas en question on écrit 18*10“ pour le nombre arrondi. Mais si le nombre à 
arrondir est 1799,7, alors les deux zéros de 1800 sont des chiffres significatifs. Ils sont inclus, 
par exemple, sous la forme 1,800* 10 3 . 

L’arrondi de nombres arrondis. On rencontre une difficulté supplémentaire si on doit arrondir 
à nouveau des nombres déjà arrondis. Par exemple, si le nombre 0,4747 est arrondi à deux 
décimales, il donne 0,47; cependant si le nombre est arrondi une première fois à trois décimales 
et si ce nombre est à nouveau arrondi à deux décimales, on obtient d’abord 0,475 puis 0,48. 
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Le dernier chiffre n’est plus sûr. L’incertitude résultant de la répétition 
d’arrondis se produit toujours lorsque le dernier chiffre a été arrondi 
à 5. Il est donc utile pour un arrondi supplémentaire éventuel si la 
dernière décimale du nombre arrondi est bonne, ou si elle est le résultat 
d’un arrondi par excès ou par défaut. Un 5 est parfois caractérisé 
respectivement par une barre ou un point au-dessus selon qu’il est 
le résultat d’un arrondi par excès ou que les chiffres suivants ont été 
écartés (Fig.); 2,6146-2,615-2,61 ; 2,6153-2,615-2,62. 


3i 

8 ,87 594 

32 

8,87695 

33 

8,87795 

34 

8,87895 

35 

8,87995 

O OO „ 


28.1-2 Caractérisation du 5 en dernière position dans une table de logarithmes 
Précision d’un résultat obtenu en calculant avec des valeurs approchées 

Erreur initiale et erreur de calcul. Si un calcul est effectué avec des valeurs approchées, alors, 
en général, le résultat ne sera également qu’approximativement correct. Premièrement, l’imprécision 
du résultat dépend des erreurs des approximations entrant dans le calcul. L’erreur sur le résultat 
ainsi occasionnée est appelée l'erreur initiale. De plus, une certaine erreur apparaît au cours du 
calcul lui-même, par exemple par les arrondis par excès ou par défaut. Elle est appelée l'erreur 
de calcul. L’erreur de calcul doit toujours être plus petite que l’erreur initiale, sinon la précision 
des données initiales n’est pas pleinement utilisée. L’erreur de calcul doit peut être atteindre 1/10 
de l’erreur initiale. On peut réaliser cela en travaillant avec des décimales supplémentaires pendant 

le calcul et en arrondissant le résultat à la précision correspondant à celle des données initiales. 

Dans ce but une ou deux décimales sont en général suffisantes. 

Méthode des bornes. La méthode des bornes donne la plus précise détermination de la précision 
du résultat d’un calcul. On trouve alors une borne inférieure et une borne supérieure pour le. 
résultat à partir des bornes inférieures et supérieures des valeurs initiales. On peut donner des 
règles simples pour les méthodes de base du calcul. Soit L(x) et U(x) respectivement les bornes 
inférieure et supérieure pour la valeur de x> L(y) et U(y) des bornes inférieure et supérieure 
pour la valeur de y. Alors 

L(-x) = -U(x), L(x hy) = Z.(*)-| L(f), L(x-y)=L(x)-U(y) > 

U( - x) = - L(x), U(x I y) = U(x) | U(y), U(x - y) = U(x) - L(y). 

Ces relations peuvent être obtenues à partir des inégalités L(x) ^ x ^ U(x), L(y)^y^U(y)\ par 
exemple à partir de l’inégalité L(jc)^x:^ U(x) on obtient en multipliant par — I que — U(x)^ — x ^ 
— L(x), si bien que — U(x) est une borne inférieure pour —x, et — L(x) une borne supérieure 
pour —x. 


A partir de 

x^U(x) 

L(x)<x 

L(x)^x 

x ^ U(x) 

il vient 

x+y ^ U(x)+y; 

Ux)\-ysZ,x+y; 

L(x)-y^x-y\ 

x-y^ U(x)-y ; 

et comme 

y^U(y) 

HyXy 

y < U (y) 

Hy)^y 

011 obtient 

x+y*U(x)+U(ÿ)y 

; L(x)+L(y)<Sx+y • 

r L(x)-U(y)^x-y 

< x-y^U(x)-L(y) 


Les signes des bornes jouent un rôle pour déterminer les bornes de xy et x/y. Si x et y n’ont 
que des bornes positives, alors 

L(xy ) = L(x)L(y), U(xy) = U(x) U(y\ 

L(x/y)= L(x)l U( y) > U(x/y)= U(x)/L{y). 

Lors d’un arrondi au cours du calcul on doit bien être conscient que l’effet ne peut être que de 
diminuer les bornes inférieures et d’augmenter les bornes supérieures. 

Exemple 1: On doit calculer la hauteur h d’un 
tronc de cône de révolution à partir de son 
rayon supérieur r 2 —61(±0,5) cm, son rayon 
inférieur r,, —74(ib0,5) cm et de la longueur de 
sa pente s—82(±0,5) cm. La formule est h = 

= y [s 2 —(r t — r 2 ) 2 ]. Les calculs ci-joints donnent 
80,28 cm comme borne inférieure du résultat et 
81,63 cm comme borne supérieure. Le résultat 
peut être exprimé sous la forme plus concise 
—80,955(± 0,675) cm ou par une approxima¬ 
tion un peu plus grossière // — 81,0(±0,8) cm. 

Méthode de l’erreur limite. La méthode des bornes tient compte à la fois de l’erreur initiale 
et de l’erreur de calcul. Son application nécessite cependant beaucoup de temps car chaque calcul 
doit être effectué deux fois. 



Borne 

Borne 


inférieure 

supérieure 

S 

81,5 

82,5 

^1 

'*2 

r 1 — / o 

73,5 

60,5- 

12,0 

-- ^4,5 

>61,5 
^ 14,0 

('*i-r 2 ) 2 

0 

S 

h 2 

144,0^^ 

6642,25 

6446,25? 

>96,0 

1 6806,25 
▼ 6662,25 

h 

80,28 

81,63 
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Si on s’intéresse seulement à l’erreur initiale, alors la méthode de l'erreur limite conduit plus 
rapidement au but. Elle n’est pas aussi rigoureuse, mais elle offre l’avantage de pouvoir trouver 
une borne approchée pour l’erreur du résultat, directement à partir de la précision des données 
initiales. La méthode de l’erreur limite repose sur le principe suivant. 

On doit calculer une fonction f(x u x 2y ..., x k ) de k variables. Pour les valeurs x l9 x 2 , ..., x k 
nécessaires pour le calcul, on ne dispose que de valeurs approchée a ly a 2y . ..,0*. On demande 
de calculer l’erreur associée au résultat si le calcul est mené avec les valeurs approchées a i9 a 2 , 
...,ûf fc . Supposons que les erreurs absolues des approximations sont e 1 =a 1 —x, e 2 = a 2 —x 2 , ..., 
Ek = <*k—x k , et qu’elles sont très petites par rapport aux valeurs a h Le résultat exact serait 

f(x i, x 2y . • •, x k )=f(a 1 —e i, a 2 -e 2 , . .., a k - e k ). 

Si on développe en série le membre de droite de cette équation, par la méthode classique du calcul 
différentiel, en négligeant les termes d’ordre supérieur en les erreurs absolues e,, on obtient 

df df df 

X k ) «! ô — - «2 • 

On prend ici les valeurs des dérivées partielles d Qf(x lt x 2 , ...,**) au point x x =a ly x 2 —a 2y ...» 
x k = a k . Aux termes d’ordre supérieur en les e, près, cette équation donne, pour l’erreur absolue 
du résultat, l’expression 

e/=/(«i, . .. y a k )-f(x i, ..., x k ) 

= eif Xl (a ly .. . y a k ) + e 2 f x fa ly ..., -i, • • -, «*)• 

Ainsi, la valeur absolue de l’erreur absolue peut être estimée comme suit: 

l e /l ^ l e ll \fx x ( a l* • • -, fl*)l + l«2ll/*.(«l. ...,«*)!+ -• • •» a k)\- 

Si on connaît des bornes Aa ly Aa 2y ..., Aa k pour les erreurs absolues e ly e 2y ..., e ky cette inégalité 
peut être précisée sous la forme 

|fi/l^ Acii\f Xl (a ly .. . y a k )\-\-Aa 2 \f Xi {a ly ..., a k )\-f- \-Aa k \f Xk (a ly .. a k )\ = Af. 

La valeur de Af donne une borne, avec une bonne approximation, pour l’erreur absolue du 
résultat. 


Equation fondamentale pour l’estimation de la précision des résultats d’un calcul 

Af-Aai\f Xl (a ly ..., a k )\-\-Aa 2 \f x fa ly ..., a k )\-{ - t-Aa k \f Xk (a ly ..., a k )\ 

A partir de cette équation il est possible de calculer une erreur limite pour le résultat à partir 
des erreurs limites des valeurs approchées entrant dans le calcul. Le fait de négliger, pour l’obtenir, 
les termes d’ordre supérieur en les erreurs absolues Cj(/=1, ...,/c) ne fait qu’une différence 
minime en pratique. 

Application de la méthode de l’erreur limite aux règles élémentaires de calcul. Si a et b sont 
respectivement des approximations d’erreurs limites Aa et Ab pour les quantités x et y , alors 
l’équation fondamentale prend les formes suivantes: 

Addition: f(x y ÿ)=x-\ry; |/*| = 1; l/ y | = l; Af=Aa + Ab. 

Soustraction: f(x,y)=x—y; IAI = 1; |/ y | = l; Af=Aa-\-Ab. 

La somme des erreurs limites de deux valeurs approchées représente une borne pour l'erreur 
absolue de la somme et de la différence des deux valeurs approchées . 

Multiplication: /( x y y)=xy; \f x \ = \y \; \f y \ = |*| ; Af= \a\Ab+\b\Aa; en divisant par \f(a y b)\ = \ab\ on 
obtient. 4/71/1 = Aa\\a\ +Abj\b\. 

Division: f(x,y)=xly; |/*| = l/W; \f y \ = \x\ty 2 \ Af=Aa(\l\b\)+Ab\a\lb 2 ; la division par \f(a, b)\- 
= \a/b\ donne AfJ\f\ = Aal\a\-\rAbl\b\. 

La somme des bornes des erreurs relatives de deux valeurs approchées représente une borne 
approchée pour l'erreur relative du produit et du quotient des valeurs approchées. 

Elévation à une puissance: f{x)=x ,t ; \f x \ = |//x" -1 | ; Af— Aa\na n l \; la division par \f(a)\ = \a n \ donne 
Af/\f\ = \n\-Aal\a\. 

n fois la borne de l'erreur relative d'une valeur approchée est une borne approchée de l'erreur 
relative de la puissance /z ièmc de cette valeur approchée. 
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La méthode des erreurs limites peut être également appliquée à des calculs plus compliqués 
composés de sommes, différences, produits et quotients. 


Formules pour l'erreur limite 

x et y valeurs exactes, a et b leurs approximations, Aa et Ab leurs erreurs limites 

Type de 
calcul 

f(x,y) 

Bornes pour 
l’erreur absolue Af 

Bornes pour l’erreur 
relative Af/\f\ 

Addition 

x+y 

Aa-\-Ab 

(Aa+Ab)/\a+b\ 

Soustraction 

x-y 

Aa-\-Ab 

(Aa+Ab)l\a—b\ 

Multiplication 

xy 

Aa\b\-\- Ab\a\ 

Aa/\a\ + Abl\b\ 

Division 
Elévation à 

x\y 

C Aa\b\ + Ab\a\)tb 2 

Aa/\a\+Abl\b\ 

une puissance 

x n 

Aa\na n ~ x \ 

M (dallai) 

Général 

f(x, y) 

Aa\f x (a , b)\ 

+Ab\f y (a, b )| 

Aa\f x (a, b)\ + Abl//a, b )| 

1 f(a, 6)1 


Exemple 2: Le calcul de l’expres¬ 
sion f—abjc pour a— 2±0,1, b — 
4 ± 0,2, c = 2,5 ± 0,1 donne /= 
(2 • 4)/2,5 = 3,2 avec une erreur relative 

4/71/1 = àa!\a\ + Ab/\b\+Acl\c\ = 

0,1/2 | 0,2/4 | 0,1/2,5 = 0,14=14% et 
une erreur absolue Af= 3,2 0,14= 
0,448. Le résultat est /= 3,2 ±0,448. 

Exemple 3: L’aire d’un triangle 
avec deux côtés et l’angle inclus 
donnés par a ~5,2(±0,05), 
b — 3,4( ± 0,05) et 
y=35°(± 10') (Fig.) est 
A = 1 l 2 ab sin y ~ 5,070. 

L’estimé de l’erreur est 
AA = l l 2 Aa\b\ |siny| 

-f 1 l 2 \a\Ab\sin y\ 

+ 1 IM\b\\cosy\Ay 9 
AAI\A\ = Aal\a\+Abl\b\ 

-|-|cos y/smy\Ay 
= 0,05/5,2+0,05/3,4 
+ 1,428-0,0029 
= 0,0096 1 0,0147 -1-0,0042 
= 0,0285 = 2,85 %. 

Par conséquent A A = 5,070 *0,0285 = 0,144 soit /l~5,070(±0,144), c’est à dire 
A ~ 5,070( ± 2,85 %). 

L’équation fondamentale de la méthode de l’erreur limite relie les bornes des erreurs des 
valeurs intitales à la bçrne pour l’erreur de résultat d’un calcul. S’il n’entre dans le calcul 
qu’une seule valeur approchée, alors à partir de cette équation fondamentale on peut calculer 
la précision que l’on doit choisir pour cette approximation de manière à assurer une précision 
voulue sur le résultat. Dans ce cas l’équation fondamentale s’écrit Af=\f'(a)\Aa, où a et Aa 
désignent l’approximation et son erreur limite. Si le résultat doit avoir une erreur n’excédant 
pas A 0 , alors on doit avoir A/<A 0 soit Aa<AJ\f'(a)\. 

Exemple 4: Combien de décimales doit-on prendre en compte pour cos y de sorte que l’erreur 
absolue de la longueur c du troisième côté d’un triangle, calculée à partir des deux côtés a=7,49 
et b = 5,32 et de l’angle inclus y— 30°, soit inférieure à 0,005? 

c = Vfa 2 +b 2 - 2ab cos y) ; donc >. =- tt ô . ^ ~ > -; = — — 

v r/ ’ d(cosy) y(a 2 +6 2 — labcosy) c 

et Ac=A(cos y) (ab/c) = A(cos y) • 10,2. 

Comme on doit avoir /dc<0,005, A (cos y)< 0,005/10,2=4,9* 10~ 4 . La valeur de cos y doit com¬ 
porter au moins trois décimales . 


C 



28.1-3 Le triangle exact à calculer est situé entre les 
triangles A"BC” et A BC’. 
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Si le résultat d’un calcul dépend de plusieurs valeurs initiales, alors le problème de déterminer, 
à partir de l’équation fondamentale pour l’erreur limite, la précision qu’on doit prendre sur 
les données initiales pour assurer une précision donnée sur le résultat est évidemment indéterminée. 
Il n’y a qu’une équation linéaire disponible pour le calcul de plusieurs variables. On peut cependant, 
à l’aide de l’équation fondamentale, estimer les grandeurs de l’influence des erreurs individuelles 
sur le résultat pour reconnaître quelles sont les valeurs initiales qui doivent être choisies avec une 
précision particulière. 

Exemple 5: On demande de déterminer le volume d’un cône de révolution. Le diamètre de 
la base circulaire d^. 16 et la hauteur //~ 32 sont mesurés. Quelle précision doit-on avoir sur 
les mesures et combien de décimales doit-on prendre en compte pour n dans le calcul de sorte 
que l’erreur relative du résultat ne dépasse pas 1 %? — Le volume du cône est donné par 
V=(nl\2)hd 2 . Si An, Ah, Ad sont respectivement les bornes des erreurs absolues de n, //, d , une 
borne pour l’erreur relative du volume est donnée par AV/V—Anln-\-Ahlh-{-2Ad/d . Avec la 
condition AV/V< 0,01 on obtient l’inégalité 

0,31831 Zl Tr-f-0,031 25 Ah -\- 0 , 1 25 Ad< 0,01 . 

Il n’est pas possible de donner une estimation unique de An , Ah et Ad en utilisant cette seule 
relation. On peut voir cependant qu’une erreur dans la détermination du diamètre a un effet 
sur l’erreur du résultat environ quatre fois plus grand qu’une erreur en mesurant la hauteur. 
Le diamètre doit donc être mesuré avec un soin particulier. Une précision de Ad—0A pour la 
mesure du diamètre est insuffisante. L’erreur du résultat à cause de cette seule erreur pourrait 
être 1,25%. Si le diamètre est mesuré avec une précision de 0,05, alors Ad= 0,05 et les bornes 
pour les deux autres erreurs doivent satisfaire la condition 
0,318 31 A n d- 0,031 25Ah< 0,00375. 

L’erreur dans la mesure de la hauteur pourrait être 
alors au plus 0,12 et n devrait être sans erreur. Si 
la précision de la mesure de la hauteur est portée 
à /d/i = 0,1, la borne pour l’erreur de n doit alors 
satisfaire 0,31831 Zi0,00625 soit An< 0,002. On 
peut satisfaire cette condition en prenant pour n 
la valeur 3,14 arrondie à deux décimales. On peut 
donc calculer le volume du cône avec au moins une 
précision de 1 % si on mesure le diamètre avec une 
précision de zM=0,05 et la hauteur avec une pré¬ 
cision Ah—0A et si on prend tt = 3,14 (Fig.). 


28.1-4 La section exacte du cône de révolution est située 
entre les figures A B C' et A "B"C". 


C' 



Erreurs de mesure et erreurs d’observation 

Erreurs de mesure. Si la valeur approchée a pour une quantité x a été obtenue par une mesure, 
alors l’erreur absolue e = a—x est appelée Veneur de mesure ou erreur exacte. Les erreurs de 
mesure sont celles qui sont inévitables lorsqu’on ne tient aucun compte des erreurs grossières 
par exemple celles qui peuvent résulter d’inattention ou de fausse manipulation de l’appareil de 
mesure. Elles proviennent d’une part de la précision de l’instrument de mesure ( erreurs instru¬ 
mentales) et, d’autre part, d’erreurs involontaires commises par la personne effectuant la mesure 
en faisant les ajustements et les relevés ( erreurs humaines). Les erreurs instrumentales se produisent 
souvent sous forme d'erreurs régulières , qui sont, soit constantes , soit systématiques. Par exemple 
si on lit l’heure sur une horloge d’une précision absolue mais qui n’a pas été correctement mise 
à l’heure, alors cette mesure du temps a une erreur constante, à savoir la valeur précise de la¬ 
quelle l’horloge n’est pas à l’heure. Mais si on sait qu’une horloge avance de cinq minutes par 
jour, la lecture de l’heure à cette horloge contient une erreur systématique. Sa valeur dépend du 
temps écoulé depuis la dernière mise à l’heure de l’horloge. De nombreuses erreurs constantes 
et systématiques doivent être prises en compte dans les mesures. A cause de leur régularité elles 
peuvent cependant toujours être déterminées et éliminées. 

Erreurs d’observation. La situation est différente pour les erreurs de mesure irrégulières ou 
aléatoires. Elles sont également inévitables, mais il n’est pas toujours possible de les éliminer. 
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Les erreurs personnelles de l’observateur doivent pour la plupart être considérées comme des 
erreurs aléatoires. Elles sont alors appelées erreurs cVobservation. Mais des erreurs aléatoires peuvent 
également être produites par des influences aléatoires incontrôlables pendant l’opération de mesure. 

Une seule mesure suffit en elle-même pour donner une valeur approchée a pour une quantité x , 
mais avec cette seule mesure on ne peut rien dire sur l’erreur de mesure aléatoire e=a—x. Elle 
peut être une fois plus grande, une autre fois plus petite, positive ou négative. Naturellement, 
à partir de la connaissance de l’instrument de mesure et du soin et de l’expérience de l’observa¬ 
teur, on peut donner, pour l’erreur de mesure, une borne Aa qui ne sera certainement pas dé¬ 
passée, mais qui sera souvent assez grossière. Pour cette raison la mesure n’est pas réalisée qii’une 
seule fois, mais un certain nombre de fois, et si possible les mesures individuelles sont prises par 
des observateurs différents. Si on fait n mesures d’une quantité jc, les n résultats a u a 2 , 
de la mesure, en général, ne coïncident pas complètement, particulièrement dans le cas où ils 
reposent sur la précision de la lecture et que des valeurs situées entre les graduations de l’échelle 
de mesure doivent être estimées. De telles estimations contiennent toujours un facteur humain 
dû à l’observateur. De plus, la précision des ajustements varie toujours d’une mesure à une autre. 
Une source d’erreur purement physiologique se produit également par le fait que la détermination 
de coïncidences à l’oeil nu n’est pas possible sans ambiguité. Les n mesures ai donnent n équations 


t’j — a^~~~Xy £2 — ^2 ^ • • ■ > — a ^ x. 


pour les n erreurs exactes de mesure e, et la valeur exacte inconnue x , c’est à dire («+ 1) inconnues. 
Dans rajustement de données des méthodes sont développées pour trouver la meilleure appro¬ 
ximation possible a de x et pour calculer sa précision. La possibilité de résoudre ce problème 
repose sur le fait que bien que les erreurs d’oscrvation £/ dans les cas pris séparément puissent 
être grandes ou petites, positives ou négatives, et ce de manière incontrôlable, considérées comme 
un tout elles suivent une loi précise. 

Loi des erreurs de Gauss. Gauss fut un des premiers à porter attention à la loi régissant les 
erreurs d’observation. La densité de la distribution normale d’une variable aléatoire continue est 
donnée par p(x)= \l[a^/(2nj\‘C\p[ — (x—b) 2 l(2a i )] t où à 1 —a 2 est sa variance et p — b son espérance 
(voir Chapitre 27). La loi des erreurs gaussienne est obtenue à partir de cela sous forme d’une 
densité de probabilité <p(e) si on prend l'erreur d'observation e = x — b pour abscisse et la fréquence 
relative pour ordonnée. 


Loi des erreurs de Gauss 


<p(e)= !/[fr v / (27r)]-cxp[— e 2 /( 2a 2 )] 


Le graphe de cette fonction est en forme de cloche, s’étendant sur tout l’axe des abscisses 
( — oo< 6< H- 00 ), et possède un maximum au point £ = 0 et des points d’inflexion pour e= —a 
et £ == -for. Pour de grandes valeurs de a la courbe <p(e) est plate et large, et pour a petit elle 
est à forte pente et resserrée. A l’aide de la loi des erreurs de Gauss on peut calculer la proba¬ 
bilité que la valeur d’une erreur d’observation soit située entre les bornes —A et f A. Cette 
probabilité est 

-i-/i 

P{— A ^ £^ -|-/1) = J <p(e)de. 

-A 


La borne A pour l’erreur est habituellement exprimée en 
multiple de a. On pose A — Aa (A>0, or>0). L’évaluation de 
l'intégrale de l'erreur montre que la valeur absolue d’une erreur 
d’observation £ ne dépasse pas la borne A — Aa avec la pro¬ 
babilité P indiquée dans le tableau ci-contre. 

Si, pour une opération de mesure, on connaît l’écart-type 
a de la loi de probabilité de l’erreur sous-jacente, on peut alors 
donner des bornes A — Aa qui ne seront pas dépassées avec une certaine probabilité par l’erreur 
d’observation. Malheureusement, a n’est généralement pas connu en pratique. 

Le procédé d’ajustement de données montre comment on peut estimer la valeur de a à partir 
d’un certain nombre de mesures d’une quantité x , et tirer des conclusions sur l’erreur d’observation 
à l’aide de la loi des erreurs de Gauss. 


Borne de l’erreur 
A — Aa 

Probabilité 

P 

0,67 et 

0,500 

1,00 a 

0,683 

1,96 a 

0,950 

2,00 a 

0,954 

2,58rr 

0,990 

3,00rr 

0,997 


28.2. Ajustement de données 

Le procédé d’ajustement fut développé essentiellement par Gauss et appliqué au calcul des 
orbites de comètes et aux triangulations, pour lesquelles il lit lui-même les mesures. Même de 
nos jours ces méthodes sont indispensables dans le traitement de mesures astronomiques et géo- 
désiques, et elles sont, de plus, appliquées avec profit dans tous les domaines dans lesquels on 
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doit faire des calculs précis avec les résultats d’observation et de mesure. A l’aide de l’ajustement 
il est possible, à partir de mesures contenant des erreurs, de déterminer des estimations (approxi¬ 
mations) pour les quantités à mesurer, et de spécifier leur précision. 


La méthode des moindres carrés 


Fonction de vraisemblance. Si on fait n mesures indépendantes a l9 a 2y ..., a„ pour déterminer 
les n quantités y ly y 2 , ...» y„ alors la loi des erreurs de Gauss s’applique à chaque erreur d’ob¬ 
servation e 1 = a 1 -y ly e 2 =a 2 -y 2y ..., e„=a„-y„. Avec de, = d a iy 

(p(a l -y l )dai=\ll(y l ^/(27i)]c\p[-(a l -yi) 2 l(2aj)]da i (/= 1, ...,«) 


donne la probabilité que la valeur observée soit située dans l’intervalle différentiel (a iy aH-dar,) 
ou, en abrégé, que la valeur mesurée de y t soit a t . Chaque écart-type or* (/=1, ..., n) dépend de la 
précision de la mesure correspondante. Par la loi de multiplication du calcul des probabilités, on 
calcule la probabilité pour que la valeur mesurée de y x soit a x , et qu’en même temps la valeur 
mesurée de y 2 soit a 2y ..., et que la valeur mesurée de y„ soit a n \ 


P= 


V(2 »)" 




da 1 âa 2 • • • d«„ 


Cette équation peut être écrite sous la forme plus simple P=Lda 1 d a 2 * • • d a n si L désigne la 
fonction de vraisemblance ; l’expression S dans cette écriture est habituellement appelée la somme 
des carrés des erreurs y ou simplement la somme des carrés: 

L=[l/V(2*0]"(l/tfiM!/**)-* *(l/^)exp[ —5/2] 
avec 5= èl(fit-ydl<riP= ifci/ffd a . 

i = i 1=1 


S= Èliai—yùlOiŸ -* minimum 

i = i 


Principe des moindres carrées de Gauss, principe du maximum de vraisemblance. Si les quantités 
y l9 • • •, y n sont mesurées, alors les valeurs mesurées a ly ...,#„ sont connues. Les valeurs 
exactes des quantités y ly ..., y n restent inconnues. Selon Gauss, des estimations pour les valeurs 
de y l9 ..., y„ semblent vraisemblables si les mesures a lt ...,#„ pour elles se produisent avec 
la plus grande probabilité. Donc y ly .. . y y„ sont déterminées de telle manière que la probabilité 
P soit maximum si les valeurs mesurés obtenues sont substituées à a l9 ..., a n . Les valeurs pour 
y l9 ..., y n obtenues de cette manière sont donc également appelées les estimations les [dus pro¬ 
bables pour les quantités à mesurer. Si la probabilité P est maximum, alors la fonction de 
vraisemblance L doit également être maximum. Ce principe d’estimation est donc appelé le 
principe du maximum de vraisemblance et les valeurs estimées y ly ..., y„ données par ce principe 
sont appelées estimations du maximum de vraisemblance. La fonction de vraisemblance L est 
maximum précisément si la somme S est minimum. Ainsi, par le principe de maximum de vrai¬ 
semblance, les valeurs estimées pour les quantités y lt ..., y n à mesurer sont déterminées de sorte 
que la somme S des carrées des erreurs soit rendue minimum. C’est la méthode des moindres 
carrés , qui fut développée par Gauss pour l’estimation de valeurs exactes à partir d’un ensem¬ 
ble d’observations contenant des erreurs. Cette méthode forme la base de tout le calcul de l’ajus¬ 
tement de données (ou lissage). En l’appliquant on fait plus ou moins disparaître les erreurs 
d’observation. 

La pratique de la méthode des moindres carrés. Si les quantités y ly ..., y„ sont toutes diffé¬ 
rentes et s’il n’existe pas de relation entre elles, alors la méthode des moindres carrés conduit 
à la solution yi=a t (/= 1, ...,«), c’est à dire que chaque quantité est estimée par sa seule valeur 
observée et la somme S est alors exactement égale à zéro. On ne peut faire aucun ajustement 
des observations. Ce cas se produit rarement en pratique. En général, ou les quantités y l9 ..., y„ 
ont la même valeur qui est mesurée répétitivement, ou il existe des relations entre elles. Dans 
ce dernier cas (qui comprend le premier) il y a moins d’inconnues t l9 t 2y ...,/* ( k<n ) en fonc¬ 
tion desquelles on peut exprimer les quantités y l9 ..., y ny y { —fi (t l9 ..., t k ) par exemple 

- \-c lk t k (/= 1, . ..,/*). Une représentation est habituellement possible sous la forme 

d’équations linéaires dans lesquelles les coefficients c/<?((?=l, ..., k) sont connus; si, par exemple, 
une quantité est mesurée n fois, alors on a une seule inconnue /, et les équations sont y x = t 9 
y 2 =t y ..., y n = t. 

Equations normales. Si le nombre d’inconnues est plus petit que le nombre de mesures n y 
il y a alors un surplus de mesures. Dans la somme S des carrés des erreurs, les quantités 
y l (i— 1, ...,/!) sont également exprimées en fonction des inconnues t l9 ... y t k et on forme les 
dérivées partielles de S par rapport à ces inconnues. Pour déterminer le minimum de S on égale 
ces dérivées à zéro. Ceci donne un système d’équations en t Xy ..., t ky appelées équations normales , 
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et elles sont résolues en les inconnues t l9 ... y t k . Avec ces solutions on calcule les estimations 
pour les quantités mesurés y l9 ... y y k . On écrit habituellement les estimations du maximum de 
vraisemblance pour les quantités mesurées sous la forme y ly .p 2 ,..., 9n pour les distinguer des 
valeurs inconnues y ly y 2y ..., y„. On note également t l9 f 2y . . t k les valeurs de t ly ..., t k données 
par les équations normales. Pour les inconnues t l9 ... y t ky pour un problème particulier, on choi¬ 
sit souvent des lettres mieux adaptées. Si les fonctions fi(t ly ..., t k ) sont linéaires, alors les équa¬ 
tions normales forment également un système d’équations linéaires en t ly ... y t k . Si cependant, 
les fonctions fi(t l9 ... y t k ) ne sont pas linéaires, alors la Résolution des équations normales peut 
présenter des difficultés considérables. Il est alors utile de linéariser le problème. On se donne 
d’abord des valeurs grossièrement approchées N, , N t „ ..., N tk pour t ly ./ 2 , ..., t k . Soit 
t 1 =N tl +àt 1 , t 2 =Nt È +ôt 2y ..., t k =Nt k -\~ôt k . On développe les fonctions f t (t l9 ..., t k ) en séries de 
Taylor en les interrompant après les termes linéaires 


Mh, ■ • hc)=fi(,N„, ■ ■ -, N,.) + ô /,+ ^ ôu 




dt* 


' + ^ 7 - 'àt k pour i=l, . 
Qt k 


Il nous suffît maintenant de déterminer les corrections inconnues ôt l9 ..., ôt k à l’aide de la mé¬ 
thode des moindres carrés. 


Erreur moyenne et loi de propagation des erreurs 

Mesure isolée. La précision d’une mesure est donnée par l’écart-type a apparaissant dans la 
loi de probabilité de l’erreur. Au lieu de a on introduit souvent la quantité h=\/(a^2) comme 
mesure de la précision. On a trouvé avec la loi des erreurs de Gauss que la grandeur de l’erreur 
exacte d’observation est située en deçà d’une borne d’erreur de 0,674 a avec une probabilité 
de 50%, et qu’elle est inférieure à 1-o* avec une probabilité de 
68,3%. Dans l’ajustement de données a est appelé l'erreur 
moyenne et 0,67rr, ou plus précisément 0,674rr, l'erreur probable. 

Plusieurs mesures. Si a ly a 2y ... y a„ sont les valeurs mesurés des grandeurs y ly y 2y ... 9 y„ et 
si fii— l/(tf(\/2) est la précision de chaque mesure, on a alors pour la somme des carrés des 
erreurs 

t=i i=i i=i 

Poids des mesures. Les erreurs particulières e t ne contribuent pas de manière égale à la for¬ 
mation de la somme. Dans la formation de S un plus grand poids est attaché au carré de l’er¬ 
reur si la mesure a été faite avec une plus grande précision b, y qu’au carré de l’erreur d’une 
mesure moins précise avec une précision moindre. On peut attacher directement à chaque mesure 
particulière un poids pi y qui spécifie avec quelle importance, par rapport aux autres mesures, 
son erreur d’observation e t entre dans le calcul de la somme des carrés des erreurs. Ces poids 
doivent être dans le rapport des carrés de leurs précisions correspondantes, c’est à dire 
Pi : p 2 : ... :p n =h\ :// 2 : ... : h?,. En tant que rapports, ce sont des nombres sans dimension 
et il ne peuvent être déterminés à partir des précisions h t qu’à un facteur constant quelconque 
près. Si on choisit ce facteur de sorte que le poids p=i soit attaché à la précision h y alors 
Pi : 1 =/*? soit lti=prh 2 pour / = 1, ...,«. Pour des mesures de même précision il est commode 
d’attacher à chaque mesure le poids p t = 1 (i=l, ...,«). Comme l’erreur moyenne <r, d’une me¬ 
sure peut être calculée à partir de la précision h t par la formule o*/= l/(/i t ^/ 2 ), o—\l{hy/2) 
donne l’erreur moyenne d’une mesure individuelle de poids p— 1. En écrivant h\ = h^Jpi on obtient 
<ïi = ol / s/Ph /= 1 , ...,« et par conséquent à partir de l’erreur moyenne a d’une mesure parti¬ 
culière de poids 1 on peut calculer l’erreur moyenne ai d’une mesure particulière de poids pi 
quelconque. En utilisant le poids p t et l’erreur moyenne a d’une mesure particulière de poids 
p= 1, la somme S des carrés des erreurs prend la forme ci-dessous. 


Erreur moyenne 

a 

Erreur probable 

0,674 <T 


Erreur moyenne 

a 

<r,= 

VPi 


Somme des carrés 
des erreurs 

S=(\la 2 ) It pi(ai-yi) 2 

i=i 

Ecart-type d’une combinaison 

linéaire d’erreurs absolues. Pour la 

loi des erreurs de Gauss 


<p(e)=lHo^(27t)\ exp [-(1/2) (e/<r) 2 ] 
on a les trois intégrales suivantes: 

-h OO +0O +00 

(1) Jçj(e)de=l; (2) J e(p(e) de= 0 ; (3) J e 2 <p(e) de = <r 2 . 

-oo -oo -oo 
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(1) et (3) sont données par la théorie des probabilités, et (2) est obtenue par le fait qu’on 
intègre une fonction impaire. Si une erreur d’observation e est une combinaison linéaire de deux 
erreurs particulières indépendantes e x et e 2 de la forme e = c 1 e 1 +c 2 e 2 » où et c 2 sont des con¬ 
stantes, en utilisant ces trois intégrales on peut alors montrer que l’on 
a la relation ci-contre-entre l’écart-type rr.de e et les écarts-type cr 1 
et <r 2 de e 1 et e 2 (respectivement). 

La probabilité, pour que la première erreur d’observation soit située dans l’intervalle diffé¬ 
rentiel (e l9 ej-l-deJ et que simultanément la seconde erreur soit située dans l’intervalle (e 2 , e 2 + dfi 2 ), 
est (piiej <p 2 (e 2 ) dej de 2 par la loi de multiplication de la théorie des probabilités. Par consé¬ 
quent, en utilisant les intégrales (3) et (2), l’écart-type rr de e est donné par 


- 1-00 

a 2 = J fiV(e) de= J J (c^-b^e 2 ) 2 ^(fij) <p 2 (e 2 ) d«i de 2 

-00 -00 -00 

-100 +00 /+00 


+ 00 4-00 


-1-00 +00 / 4-00 \ /-l-OO \ 

= c\ S £>i(t'i) derl-t'l J t|<p 2 (c 2 ) J e^ej) de, ) ( J « 2 <P 2 (e 2 ) de 2 J 

-00 - 00 \—00 / \—00 / 

= c\ol+clal 

Ce résultat peut être généralisé: 


Si une erreur d'observation e peut être exprimée comme combinaison linéaire de n erreurs 
individuelles indépendantes e 1 , e 2 , ..., e„ d'écarts-type a l9 rr 2 , . ..,cr„ sous la forme e = c 1 e 1 H- 

c 2 e 2 H-b c„e n (ou les c t sont des constantes ), l'écart-type a de e est alors donné par 

a 2 = c\a\ -|- c\a\ -|-b c\a 2 . 


Loi de propagation des erreurs. Si on doit calculer une fonction y=f(x x , ...,*„) des gran¬ 
deurs x l9 ..., x„ et si on ne dispose pour x X9 ..., x n que de valeurs mesurées a l9 ..., a n d’er¬ 
reurs exactes e l9 ..., e„, alors l’erreur axacte e de y est donnée, aux termes d’ordre supérieur 
en les e t près, par l’expression 

df df df 

e= fi!-b -7^ «2“l-b e„ (voir calcul d’erreurs). 

L’erreur exacte e du résultat peut s’exprimer par une forme linéaire en les £/. Ceci entraîne, 
par les considérations ci-dessus, que l’écart-type rr de fi peut être calculé à partir des écarts- 
type a l9 rr 2 , ..., a,, des erreurs exactes e 2 , ..., e„ par loi de la propagation des erreurs de 
Gauss. Comme l’écart-typc a de e correspond à l’erreur moyenne du résultat et que les écarts- 
type tfj, rr 2 , ..., (7 lt sont les erreurs moyennes des valeurs mesurées a i9 tf 2 , ..., la loi de 
propagation des erreurs de Gauss donne l’erreur moyenne du résultat en fonction des erreurs 
moyennes des données initiales. 


Loi de Gauss de propagation des erreurs 


Erreur moyenne de la valeur moyenne. La loi de propagation des erreurs prend une forme 
particulièrement simple dans le cas où la fonction est la valeur moyenne des grandeurs 

x l9 .. ., x,„ y=x=(x 1 -\-x 2 -\ -b x„)jn. Comme = ~ 9 on obtient cr* = -£ (crf bcr|-|-bo*,?). 

Si les valeurs mesurées a l9 a 2t ...,#„ des grandeurs x lt x 2 , ..., x n ont la même précision, alors 
a 2 — rr£ = • • • — a 2 = a 2 et on obtient — (r%/n, (ï x = (fxly/n. 

L’erreur moyenne de la moyenne de n mesures faites avec la meme précision est égale à l’erreur 
moyenne d’une mesure individuelle divisée par \//i. 

Estimation de l’erreur moyenne à partir des observations. En général, les erreurs moyennes 
<7, des mesures individuelles dans un procédé de mesure ne sont pas connues, seuls sont con¬ 
nus les poids pi à attribuer aux mesures a l9 .. ., a n des grandeurs y l9 ..., y n . On est alors con¬ 
fronté au problème de l’estimation des erreurs moyennes des mesures individuelles à partir des 
valeurs observées a i9 ...,#„ disponibles. Comme on peut déterminer l’erreur moyenne d’une 
mesure particulière de poids p t à partir de l’erreur moyenne a d’une mesure de poids p— 1 à 
l’aide de la formule Gi = al\Jpi, il suffit d’estimer l’erreur moyenne cr. Cette estimation est 
notée m. 
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Si les grandeurs y ly ..., y n à mesurer peuvent s’exprimer en fonction d’exactement k<n 
inconnues t u / 2 , ...» 4, on peut alors obtenir un estimé m de a par les méthodes des statisti¬ 
ques mathématiques. Les quantités j>< (/= 1, .sont les estimations du maximum de vrai¬ 
semblance des grandeurs y l9 ..., y n à mesurer. 


Erreur moyenne estimée d’une mesure particulière de poids p—\ 

--VI 

[ n-k [f ] 

) 

Pi poids des mesures, a { valeurs mesurées, yi valeurs me¬ 
surées ajustées, n — k nombre de mesures en surplus 


En ajustement, il est d’usage de noter Veneur moyenne d'une mesure particulière de poids p=\ 
par m lui-même, et l’erreur probable par 0,674 /?z, bien que m ne soit qu’une estimation de or, 
qui peut être lui-même sujet à des variations aléatoires. Ces variations peuvent être considérables, 
particulièrement pour un petit nombre n d’observations. Les spécifications au sujet des bornes 
de l’erreur exacte d’observation résultant de la loi des erreurs de Gauss sont donc seulement 
approximativement correctes si on utilise l’estimé m de l’erreur moyenne en remplacement de a. 
Les statistiques mathématiques montrent comment on peut arriver à des bornes exactes pour l’er¬ 
reur exacte d’observations à l’aide de m. Pour caractériser la précision des mesures on doit 
toujours spécifier l’erreur moyenne (estimée) m de l’observation particulière de poids p— 1. A 
partir de m on peut obtenir l’erreur moyenne d’une mesure particulière de poids p iy en utilisant 
la formule ci-dessous, qui correspond à la formule = A l’aide de la loi de propagation 


Erreur moyenne d’une mesure particulière de poids pi 


mi — ml'\/Pt 


des erreurs de Gauss on peut également calculer l’erreur moyenne de chaque quantité, formée 
à partir des valeurs observées a l9 Si nécessaire, on peut obtenir, à partir de ces erreurs 

moyennes, des bornes, qui ne seront pas dépassées avec des probabilités imposées, pour l’erreur 
exacte d’observation. 


Ajustement de mesures directes 


Une grandeur y est directement mesurée n fois avec la même précision. Soit a ly a 2 , ..., a„ les 
valeurs mesurées. La seule inconnue de cette opération de mesure est y(k—\). On a donc les 
équations yi=y , y>i=y> •. y„=y> Pour des mesures individuelles de même précision, ces mesures 
ont le même poids Pi=P 2 = * * ’ =/4 = 1* La somme des carrés des erreurs et sa dérivée par rap¬ 
port à l’inconnue y sont données par: 

S={\jo 2 ) E (#<—.y) 2 ; ^ (2/or*) È(a t -y). 

i=i oy /=i 

En égalant cette dérivée à zéro on obtient l’équation normale U(ai — y) = 0 dont la résolution 
en y donne l’estimation y. 1=1 

La valeur moyenne des mesures individuelles sert d'estimation pour la grandeur à mesurer. 


Estimation par des mesures directes de même précision 


^=(^- 1 - 02-1 - \-a„)ln = a 


L’approximation de la grandeur y à mesurer est donnée sous la forme y~y(±m y ) ou y=y±m$; 
l’erreur moyenne m$ de l’estimation est calculée à partir de l’erreur moyenne m de la mesure 
individuelle par la relation m^ — m\^/n. 


Erreur moyenne de la mesure individuelle pour 
des mesures d’égale précision 

-V{ 

[i>~ Æ)2 ] 

/ <»-!>} 

Erreur moyenne de l’estimation 

m= ]/{[,£ 

| /[«(«-!)]] 

1 
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Exemple: Cinq écoliers mesurent chacun la longueur y de 
l’arête d’un cube modèle. L’estimation obtenue à partir des 
résultats des mesures (voir la table) est 

y=[( 12,2 +12,1 +12,5 +12,3 + 12,4)/5] cm = 12,3 cm. 

L’erreur moyenne de la mesure individuelle est 

m=V{[( 12,2- 12,3) 2 +(12,1 — 12,3) 2 +(12,5- 12,3) 2 +(12,3- 12,3) 2 +(12,4-12,3) 2 ]/4} cm, 

/w = 0,158 cm. 

Ce qui donne pour y une erreur moyenne mp — 0, 158/^5 = 0,071 cm et par conséquent l’appro¬ 
ximation pour la longueur de l’arête du cube est y a 12,3 cm (±0,071 cm) ou y = (12,3 ±0,071) cm. 

Ajustement de mesures directes d’inégale précision. Une grandeur y est mesurée directement 
n fois. Soit a l9 a 2i ..a n les valeur mesurées. A cause de la précision inégale des mesures, 
elles doivent être prises avec leurs poids p l9 p 2 , ..., p n . La seule inconnue dans cette opération 
de mesure est y(k= 1) et on a les relations y 1 =y f y 2 =y f ...,y n =y. Si on forme la somme S 
des carrés des erreurs, qu’on la dérive par rapport à y, et qu’on égale la dérivée à zéro, on obtient 
l’équation normale 


Résultats de la mèsure 
a x — 12,2 cm. 
a 2 = 12,1 cm. 

« 3 = 12,5 cm. 
a 4 = 12,3 cm. 
tf 6 = 12,4 cm. 


n do n n 

S=(ll<r 2 )l p,{a,-y ) 2 — =- (2/tr 2 )Z p,(a,~y)=0 — p,(a,-y)=0, 

(=1 a y 1=1 1=1 

à partir de laquelle on trouve l’estimation y. 

La moyenne avec poids des mesures individuelles de poids p t sert d'estimation pour la gran¬ 
deur à mesurer. 


Erreur moyenne de la mesure 
individuelle de poids p= 1 

m= y[( ( ^ 

/<"-'>] 

Estimation par des mesures 
directes d’inégale précision 

y= (£**)/(£ P‘ 

) 


L’erreur moyenne m d’une mesure individuelle de poids p= 1 est nécessaire pour calculer 
aisément l’erreur moyenne pour d’autres quantités en rapport. A partir d’elle on peut par 
exemple trouver l’erreur moyenne mi=m\^Jp t d’une mesure individuelle a t de poids p t . On 
peut de plus l’utiliser pour calculer l’erreur moyenne mp pour l’estimation y d’après la loi de 
propagation des erreurs. Comme 
dy_ 

dai 


Pi 


Pi I /V 


I Pn 


on obtient 


La valeur approchée de la grandeur à mesurer peut être don¬ 
née sous la forme y — ÿ(±mp) ou y—y dbwp 


Erreur moyenne de l’estimation 
par des mesures d’inégale pré¬ 
cision 




Exemple: Une longueur / est mesurée cinq fois, et par la suite trois fois 
supplémentaires avec une plus grande précision. A cause de la plus grande 
précision du procédé de mesure, les mesures a 6 , a l9 a B (voir la table) du 
second groupe doivent recevoir un poids égal à cinq fois celui du premier 
groupe. Donc p 1 =sp 9 =sp s =p A =p 5 =\ et p B =Pi=p B = 5. L’estimation / pour / 
est donnée par f= 12,34 cm = 1/20 [1-(12,35 + 12,40+12,25 + 12,30 + 12,35) + 
5-(12,37+ 12,32+ 12,34)] cm. Comme [0,01 2 +0,06 2 +0,09 2 +0,04' 2 +0,01 2 + 
5 • (0,03 2 +0,02 2 + 0 2 )] = 0,0200 et ^(0,0200/7)= 0,0535 la valeur calculée de 
l’erreur moyenne m de la mesure individuelle est m = 0,0535 cm. Comme 
Pi—P 2 —Pz = P\—Pb~^> c ’ est également l’erreur moyenne de la mesure du 


a x = 12,35 cm 
a 2 — 12,40 cm 
<7 3 = 12,25 cm 
a 12,30 cm 
tf 5 = 12,35 cm 
tf fl = 12,37 cm 
a 7 = 12,32 cm 
a 8 = 12,34 cm 

premier groupe, 


w 2 = 0,0535 cm. L’erreur moyenne de la mesure du second groupe est donnée par m 2 -=m\^J 5 
cm=0,0239cm. L’erreur moyenne de la valeur estimée est wf=w/y / 20 cm=0,0120 cm. Donc, 
à partir des mesures, la valeur approchée de la longueur cherchée / obtenue par le calcul 
est l— 12,34 cm (±0,012 cm). 
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Si, au lieu des poids p ( , on connaît les erreurs moyennes cr< pour les mesures a l9 a 2 , ...,a ny 
on peut alors déterminer les poids p if à un facteur constant près, par les rapports 

Pi :/> 2 : ••• :/>n=(l/oi) : (1/^1) : ... : (1M). 

Ce facteur est choisi de sorte que les p l9 p 2y ...,/?„ soient faciles à manier ou que p x +p 2 H- 

-\-p„— 1. En notant A 2 ce facteur arbitraire, de sorte que />, = A 2 /or?, Terreur moyenne d’une 
observation de poids p— \ est = Donc, si m est calculé à partir des valeurs observées 

avec les poids indiqués, le résultat doit être approximativement égal à A, puisque m est une 
estimation de a. S’il y a une très grande différence entre m et A, alors on peut conclure qu’il 
se produit des erreurs systématiques dans certaines mesures. 


Ajustement d’observations 


Observations sous contrainte. On demande de déterminer par la mesure les angles a, p, y 
d’un triangle. Chaque angle est mesuré plusieurs fois. Les mesures de l’angle a donne les valeurs 
a l9 a 2 , ..., a, tl (ti x mesures). Pour l’angle P les valeurs mesurées sont b l9 b 2 ,, ..., b„ 2 (n 2 mesures) 
et c l9 c 2 , ..., c „ 3 (/i 3 mesures) pour l’angle y. Au total on a effectué n=n x +n 2 +/i 3 mesures. Les 
mesures individuelles sont toutes faites avec la même précision. En notant à nouveau les va¬ 
leurs exactes des grandeurs à déterminer par la mesure par y x , y 2i ..., y„ t (mesures de a), 
JWi, ^n a + 2 , •••> ym+,, 2 (mesures de P), y„ t + nt+l , ^«+«,+ 2 » • • •> J'm+h.+.i, (mesures de y), ces quantités 
peuvent alors s’exprimer en fonctions des inconnues a, /i, y par 


yi 

-y 2 

• -y n i 

=a, 

yni+l 

= yn 1+2 = * ' 

== ^ , m+«a 

=P, 

y ni n al 

1 = 3 ; ni+«a+2 == * 

== 3 , ni+i»a+ns 

—y- 


La somme des carrés des erreurs est 



La méthode des moindres carrés ne peut cependant pas être appliquée immédiatement, car 
les inconnues a, /?, y sont soumises à une contrainte. La somme des angles d’un triangle est 180°. 
Donc a, fi, y doivent satisfaire l'équation de contrainte (ou contrainte égalité) (p(a, P, y)=a+P- f- 
y — 180° = 0. L’ajustement des observations doit être réalisé cn tenant compte de cette contrainte. 
Dans un tel cas on parle d'ajustement d'observations sous contrainte (d’égalité). A proprement 
parler, il n’y a pas trois mais seulement deux inconnues qui apparaissent ici. Car si a et p ont 
été déterminés, la valeur de y est donnée par l’équation de la contrainte. Dans un tel cas on 
peut procéder de deux façons. On peut utiliser l’équation de la contrainte <p(a, Pt y) = 0 pour 
exprimer un angle, par exemple y, en fonction des deux autres, substituer cette expression pour y 
dans la somme S et appliquer ensuite la méthode des moindres carrés , ou on peut directement 
déterminer le minimum de S sous la contrainte <p{ct>P,y) = 0. Pour réaliser ceci, on utilise la 
méthode des multiplicateurs de Lagrange (voir Chapitre 19.4. — Valeurs extrêmales de fonctions de 
plusieurs variables); c’est à dire que l’on détermine a, P, y et A tels que l’expression 

r=S+Aç>(a, (1, y)= Ê\a,-a) 2 + È (bj-fi) 2 + È (c*-y) 2 l +A(a+/?+y- 180°) 

<= 1 J= 1 *=1 J 

soit minimale. La grandeur A est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte. Les 
équation normales sont alors 


3T _ 

—5 Eiai-a)- bA= 0 ; 

dT 

da 

a 2, /=i 

dy 

dT 

4 Ëibj-P)- M= 0 ; 

dT 

8fi ~ 

< 7 2 j= 1 

di 


<y «a 

=-T £(c k -y)+X= 0; 

(T 2 *= 1 

=a-\-p-\~y— 180° = 0. 


Les solutions de ces équations normales sont 

â—â—Ktni, P—b — K\n 2 \ y=C-K\n z \ A = 2 K/o 2 

avec la correction K=(8+b-\-e— 180°)/(l//i 1 H-l/« 2 + l//f 3 ). L’erreur moyenne sur chaque mesure 
est calculée, comme d’habitude, à partir de 


[ ni nt A na -1 / 

( Ï7(a,-â) 2 + £{bj ~P) 2 +£(c k -y) 2 J / (n - 2). 
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Les erreurs moyennes des estimations â, y sont données par la loi de propagation des erreurs par 

mà = (/w/«i) V^i -1 /0 l n 1 +1 /« 2 + 1 ! n 3 )] ; 

= ( m/n 2 ) yj\n 2 - 1 /( :1 /n t +1 /« 2 +1 /" 3 )1 ; 

= (w/« 3 ) Vt w 3 “ 1 /( 1 /«1 + 1 /«2 +1 /^3>] • 


Exemple: Les angles a, /3, y sont mesurés respectivement quatre, trois, quatre fois, ^ = 4, 
«2=3, «3 = 4 (voir la table), et on calcule les valeurs moyennes U, b et c. Comme l/(l/«i-|- 
l/« 2 +l/« 3 )= 1,2 et a-\-E+C— 180° = 3", la correction K est donnée par K— 3"-1,2 = 3,6” et 
on peut donc calculer les estimations â=â—KI4 , fi—b — K\ 3 et y—c — Kf 4. 



L’erreur moyenne d’une mesure individuelle est 

/« = V / {[(0,9 2 -f 2,1 2 -| 2,9 2 H- 1,9 2 ) -b( 1,2 2 +3,2 2 +0,8 2 )+( 1,9 2 +2,9 2 -J-l, 1 2 +0,1 2 )]/9}" = 2,181 ". 

A partir de cette erreur moyenne on obtient 

• 0,418 = 0,912"; m$=m • 0,447 = 0,975"; «i?=«î • 0,418 = 0,912" 

Pour les trois angles, les valeurs approchées calculées à partir des mesures sont 

c*~62 o 17'13,l"(±0,91)"; /?~73°20'23,8"(±0,97)"; y^44°22'23,l"(±0,91)". 

La méthode décrite dans l’exemple de la mesure des angles d’un triangle est tout à fait géné¬ 
rale pour l’ajustement d’observations sous contraintes. Si les grandeurs y lt y 2l ... 9 y„ à mesurer 
peuvent s’exprimer en fonctions de k inconnues t l9 ...» 4 , et si ces inconnues satisfont r équa¬ 
tions de contraintes indépendantes 

• • -, 4) = 0; <p 2 (t ly ..., 4) = 0; ... ; q? r (t ly ..., /*) = 0, 

les inconnues t l9 et les multiplicateurs de Lagrange À l9 ...,A r sont alors déterminés de 

sorte que l’expression 

r= 5+^(4, ..., 4 )+ * • • 

soit minimale. Les étapes suivantes au calcul correspondent à nouveau exactement à la méthode 
des moindres carrés. Comme il y a r équations de contraintes, il n’y a pas à présent k incon¬ 
nues, mais seulement k — r inconnues à déterminer à partir des observations. On doit prendre 
ce nombre effectif d’inconnues avec le poids p — 1 dans le calcul de l’erreur moyenne m des 
mesures individuelles. 

Ajustement d’observations indirectes. Bien souvent les grandeurs à déterminer ne sont pas 
accessibles à la mesure directe; pour déterminer, par exemple, la densité d’un corps, on mesure 
son poids G et son volume V; G ct V sont des observations indirectes pour la détermination de 
la densité. Au point de vue de l’ajustement de données, l’intérêt d’observations indirectes n’est 
pas tellement dans le fait de trouver les valeurs exactes des grandeurs mesurées y l9 y 2y ..., y„ 
mais surtout dans la détermination des inconnues 4 , 4 , ..., 4 , en fonction desquelles peuvent 
s’exprimer y l9 ...,y„. La méthode des moindres carrés donne à nouveau les estimations 
4> 4» • • •» 4 pour les inconnues. A partir de l’erreur moyenne m de l’observation individuelle, 
on peut calculer l’erreur moyenne des estimations 4> 4» ■••>?*» en utilisant la loi de propagation 
des erreurs. 

Exemple: Un anneau est composé d’un alliage argent-or. 

Pour déterminer le poids d’or et d’argent, l’anneau est pesé 
un certain nombre de fois par un peson à ressort dans l’air 
G et dans l’eau W (voir la table). En notant respectivement 
g x et g 2 les poids d’or et d’argent, et q 2 les densités de l’or 
et l’argent: 

G=g t +g 2 ; W— (1 1 /(>i) g^ ~| - (1 1 /£> 2 ) ^ 2 * 


Poids 

dans l’air G 

dans l’eau W 

a t = 4,01 g 

b x = 3,72 g 

a 2 = 3,98 g 

K = 3,72 g 

a 3 = 4,03 g 

b a = 3,69 g 

a x = 4,02 g 
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La somme des carrés des erreurs est 

S=(lla i )^ha,-g 1 -g^+ Êlbj-(Q 1 - !)*/&-(&-l) ft /aJ*J. 

Ce qui conduit aux équations normales 

=-(2/^r 27 («/-^ r i-5 r 2)+ 27 1) 0 ^/gal toi-0/^11=0, 

Cgi U- 1 J =1 J 

aç r 4 3 -, 

— = — (2/tr 2 ) 2’ 2 [*>-(&“ 1)Si/ft-fe-1) fi/ed (ft-l)/ft 1 = 0. 

ogi L'=i >-» J 

Les estimations données par ces équations sont: 

4 _ 3 

£i =-<%•(&!-*)/(&-02)1 6<?W(ei-&); a= 1 l i Za l ; b— L l a Z bj\ 

1=1 ,/=l 

Â = H-a& • tel - 1 )/tei - C'a) - *<?!&(/& - &) ; Ô=£, -l ia ; 

«'=(i-i/ei)#i+(i-i/e 2 )#2. 

L’erreur moyenne de la mesure individuelle est 

m = 1 ^ ] /c7-2>j. 

Comme ^ = - 1 U ■ 6i ' (& -~ I )/tei - Sa) et ^ = ‘/a • Pife/tei - &). 

la loi de propagation des erreurs donne 

'«», = rn i/[(l /4) • eî(tea - l) 2 /tei - C'a) 2 )+(■ /3) • C'iC'l/tei - C'a) 2 ] ! 

=«i -y/K i /4) • eKgj -1 ) 2 /(ei - e 2 ) 2 -H i /3) • efel/tei - &)*]• 

Le calcul numérique avec ^=19,3 g/cm 3 et (> 2 =10,5 g/cm 3 donne: 

«=4,01 g; 5=3,71 g; &=l,89g; # a =2,12 g; 

ni = 0,02 g ; m$ x — 16,89m = 0,34 g ; m$ % = 1,720m = 0,34 g. 

Les poids donnés par les mesures sont 

gi* 1,89 g(±0,34 g) et 2,12 g(±0,34 g). 


Ajustement de relations 

La relation entre une grandeur y et une variable indépendante x dont elle dépend est souvent 
donnée sous la Tonne d’une équation linéaire y=a-\-fix. La grandeur y est observée pour différentes 
valeurs x l9 jc 2 , ..., x„ de la variable x. Les valeurs exactes des grandeurs à déterminer par les me¬ 
sures individuelles sont: 

y t = a-\-pxi (/= 1, ..., n). 

Soit, à nouveau, a l9 « 2 , ..., a„ les valeurs mesurées et p u p 2 , • • - ,Pn les poids qui leurs sont associés. 
Comme les valeurs x v ..., x„ de la variable x sont données, a et fi sont les seules inconnues de 
cette opération de mesure. L’estimation de a et fi peut être faite par l’ajustement des données. 
Comme dans le cas d’observations indirectes, l’intérêt n’est pas tellement de trouver les valeurs 
exactes y i9 mais de déterminer les inconnues a et fi. Comme les inconnues apparaissent sous forme 
de constantes dans une équation linéaire, on parle d'estimation de constantes (ou de paramètres). 
La grandeur fi est appelé un coefficient de régression. 

En appliquant la méthode des moindres carrés on commence à nouveau par la somme des 
carrés des erreurs, 

S=(\fa 2 ) 27 Pi(a t -y,) 2 = (\fo 2 ) 27 pi(a t -a-fixiï 2 . 

i=i i =i 

En égalant à zéro les dérivées partielles de S par rapport aux inconnues a et fi on obtient les 
équations normales 

— = — (2/<r 2 ) 27 pi(ai—a—fixi) = 0; — = — (2/cr 2 ) 27 pi(a t -a-£*,)• *,=(). 

da i = i d[i i = i 

Avec une notation due à Gauss les équations 
normales prennent la forme: 

<*[p\ \ fi[p*] = [pal a[px\ +PIpx 2 ]=lpax]. 

43 * 



„ 

Notation due à Gauss 

É z i = \z] 

i= î 
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Estimations de a et P dans [pa\ z[px] * [pax][p] — [pa][px] 

l’équation de régression a “ [ p ] P [ p ] ; P~ [px 2 ][p]-[px] 2 


On peut trouver, à partir de ces équations, les estimations a et p pour les inconnues a et p. Avec 
ces estimations on peut également calculer les estimations ÿi=â+ftxi (<= 1, ..., n) pour les valeurs 
exactes des grandeurs y l9 y 2 , ..., y*. L’erreur moyenne de mesures individuelles de poids p= 1 
est donnée par 


m = y{[2^-^]/(«-2),} 


car il y a deux inconnues à déterminer à partir des observations. L’erreur moyenne d’une mesure 
de poids pi est alors m l = ml'\/pi. A l’aide de la loi de propagation des erreurs on calcule 


ma=m —- \j | [p] + 


vt« 


[p\[pxf 


[p\lpx*\-[px\ 


Ml 


[px 1 ] 




]• 


ni (} 




Exemple: Pour dix plantations de pins 
de différents âges, on détermine le diamètre 
moyen x des troncs et la hauteur moyenne y. 
Les valeurs mesurées, rangées dans l’ordre 
des x croissants (voir la table) ont la même 
précision (Pi = 1 ; /= 1, 2, ..., 10). Une re¬ 
présentation graphique 


Valeurs mesurées, soit 
x en centimètres et 
.yen mètres 

i 

x f 

yi 

1 

10,6 

8,6 

2 

14,0 

11,5 

3 

18,1 

12,4 

4 

23,2 

15,6 

5 

25,0 

15,1 

6 

26,4 

17,7 

7 

30,5 

18,9 

8 

32,5 

18,6 

9 

36,6 

21,3 

10 

40,1 

24,3 


28.2-1 La hauteur 
moyenne en fonc¬ 
tion du diamètre 
moyen pour dix 
plantations. Droite 
de régression 
3,837 + 0,4888* 



de la relation entre diamètre et hauteur donne la représentation de la dépendance de y en * 
(Fig.). Cette relation est à décrire au moyen d’une équation linéaire y—a-^px. 

A partir des valeurs mesurées on calcule 

[/?]= 10; [/?*] = 257,0; [pa]= 164,0; 

[px 2 ] = 7430,24 ; [ pxa] = 4618,26. 

Il s’ensuit que 

/5=(4618,26 • 10 -164,0 • 257,0)/(7430,24 10- 257,0 2 ) = 0,488 8 ; 
à = 164,0/10-/?- 257,0/10=3,837. 

On a tracé sur la figure la droite de régression y =3,837-}-0,4888*. Des calculs supplémentaires 

n. 

donnent E Pi(ai—yt) 2 = 5,1522, et l’erreur moyenne d’une mesure individuelle est m — 0,8025. 

/si A 

Avec ce résultat on trouve pour à et p les erreurs moyennes mG =0,7614 et w^ = 0,0279. 


Ajustement de relations non linéaires. Une grandeur y peut dépendre linéairement de plusieurs 
variables z 0 , z lt z 2 , ..., z k . La représentation de y est alors de la forme 

y=P 0 * 0 + 01 * 1 +/? 2 z 2 h - \-PkZ*. 

Pour déterminer les coefficients de régression p 0 ,Pi,p 2 > la grandeur y est mesurée pour 

différentes valeurs z 0 i, Zn, z 2 t, ... 9 z k i (/=1, ...,/») des variables dont elle dépend. Les valeurs 
exactes des grandeurs à déterminer par les mesures individuelles sont alors 
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yi = Po Z Ol+Pl Z U+p2 Z 2t~lr * * * -\-pkZkl 0=1, 

Soit a lf a 2y ..., a n les valeurs mesurées et p ly p 2y ..., p n les poids qui leurs sont associés. Si le 
nombre de mesures n est supérieur au nombre d’inconnues k- fl, alors il y a, à nouveau, un 
surplus de mesures disponibles, Les inconnues Po,PijP 2 , •••>& peuvent être déterminées par la 
la méthodç d’ajustement de données. En partant de la somme des carrés des erreurs 

S^QIo 2 ) E piiat-foin-Ptfu -ftz*,) 2 

i=i 

on obtient les équations normales 

PolP z oi +PilP z o z i] +PJLp z o z 2 ] -I- \Pk[pz 0 z k \ = [paz 0 ] 

P 0 [pz } z 0 ] +PJ.pz\] +PÀP z i z 2 \ -1- \PdpZiZk] = [paz x ] 

PolPZkZoi+PxlpZkZd+PzlpZkZzW -f Pklpzi] =lpaz k \. 

On résout ces équations en les inconnues et on trouve les estimations P 0 >Pi, ...,/?*. Avec ces 
dernières on peut calculer les estimations yi=/? 0 z 0/ -{-•— \~PkZki (/ = 1, . ..,/i) pour les valeurs 
exactes des grandeurs mesurées y lt y 2 > L’erreur moyenne de la mesure individuelle de 

poids p= 1 est donnée par 

m= j(n-k-\)^. 

A l’aide de m on peut trouver, de la manière habituelle, l’erreur moyenne d’une mesure indivi¬ 
duelle de poids pi et, par la loi de propagation des erreurs, l’erreur moyenne des estimations 

Po> Pi> • • • » Pk- 

Si la grandeur y peut s’exprimer sous la forme d’un polynôme en x, 

y=Po+Pix+P 2 x 2 -\ - VP k x k y 

il existe alors une relation non linéaire entre y et la variable x dont elle dépend. C’est un cas 
particulier de la dépendance linéaire en plusieurs variables traitée ci-dessus. Il suffît de poser 
Zq~ 1 , *1 = *, Z 2 = x\ ...,Z*=*\ 

z 0 /=l, Z lt = X ly Z 2l — X^y . . ., Zn~ x!\ (/=1, ...,/!) 

et la détermination de P Qy ...,Pk et de l’erreur moyenne peut se poursuivre avec les formules 
déjà données. 

Exemple: Dans des plantations de pins avec des différents diamètres de troncs moyens d 
à une hauteur de 1,30 m au-dessus du sol, on observe la quantité moyenne de bois V dans 
chaque tronc (voir la table). La détermination des quantités de bois V t est réalisée avec la même 
précision. On doit ajuster la relation entre V et d au moyen d’une cubique. Pour simplifier 
le calcul on introduit la variable x={d— 30)/5 comme nouvelle variable indépendante. La 
quantité V est à représenter par l’équation cubique V=P 0 +PiX+P 2 x 2 +P 3 x 2 y dont les coeffi¬ 
cients sont à déterminer par ajustement des données observées. La somme des 

carrés des erreurs est 

S=(l/<r 2 ) r (V.-Po-Ptx.-Ptà-M)*- 
1 = 1 

Les équations normales sont de la forme 
9-Po+m Pi+ix^+wp^in 
MA, + lx 2 lP,+[x‘ip 2 +M& = [xV], 

f^+t*Vi+MP*+wh-i?n 

MA, + MA+MA+MA=M H- 

A partir des données observées on calcule 
M=0, [* 2 ] = 60, [x']=0, [je 4 ] = 708, 

[je 6 ]=0, M=9780, 

[K]=8,382, [xV]= 19,058, 

[je 2 V]— 69,090, [x‘Kj = 227,456. 

Les solutions des équations normales sont 
données par 

Â 0 =0,64540, &=0,296348, 

^ 2 =0,042890, ^2=0,0018039. 

Par conséquent l’équation de la courbe de régression cubique est 
V =0,64540+0,296348[(<7— 30)/5] +0,042890[(rf- 30)/5] 2 +0,001 8039[(rf- 30)/5f. 

Les valeurs ajustées Vt sont données dans la table. 


Table des valeurs 


observation 

calcul 


i 

di (cm) 

K,(m 2 ) 

Xi 

Vt (m 2 ) 

1 

10 

0,030 

-4 

0,031 

2 

15 

0,094 

-3 

0,093 

3 

20 

0,213 

-2 

0,210 

4 

25 

0,388 

-1 

0,390 

5 

30 

0,643 

0 

0,645 

6 

35 

0,987 

+ 1 

0,986 

7 

40 

1,426 

+2 

1,424 

8 

45 

1,969 

+3 

1,969 

9 

50 

2,632 

+4 

2,632 
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Représentation (Tune fonction à l’aide de fonctions plus simples 

La méthode des moindres carrés n’est pas appliquée en mathématiques seulement pour l’ajuste¬ 
ment d’observations. Si on désire, par exemple, trouver une approximation pour une fonction 
compliquée y= f(x) par des fonctions plus simples (p 0 (x) y ViW, • • •> <Pk(x ), on peut déterminer les 

coefficients p 0 ,P 1 ,•••>& dans l’expression linéaire y=f(x)=P 0 <p b(*)+/?i?i(*H-hftçfcOc) par 

la méthode des moindres carrés. 

Si la fonction y=f(x) n’est connue qu’aux points discrets jc<(/= 1, . n>k\ y^ftxt), on 
commence alors par la somme des carrés des- écarts 

n 

5 = X [y i- p 0 (p 0 (x i) - PiVlixi) - Pk<Pk(x t )] 2 . 

i=i 

Si, d’autre part, on connaît entièrement la fonction y=f(x) sur un intervalle a^x^b, on commence 
alors par l’intégrale du carré de l’écart 

s= ! [/(*) - /WoM -ftifiM - Pk<Pk(*)¥ d*. 

a 

Dans les deux cas les coefficients /i 0 > • • •, & sont déterminés de sorte que S soit, minimale. En 

n b 

désignant la somme X (pj(xi)(p k (xi) ou l’intégrale J <pj(x)(p k (x) dx, selon le cas, par [(pj(p k ] et la 

n 1=1 b a 

somme X y(xi)(p k (x,) ou l’intégrale J y(x)<p k (*) dx, par [ytp k ] t on obtient les équations normales 

/ = 1 a 

sous la forme 

Pol<p$] +Pi[<Po ( Pi]+P 2 l<Po<P 2 1H- \-Pk[<p 0 <Pk\ = [yn 1- 

ftjfowol +0 ? faw 2 ] I. \-Pk[<Pi<Pk\ = [y<Pil 

Po[<Pk<Po\+Pi[<Pk(Pi\-\rP 2 [<Pk<P 2 ]-\ - +Pk[<pl] =[y<Pk\- 

On doit calculer /i 0 , ...,/?* à partir de ce système d’équations linéaires. La solution des équations 
normales prend une forme particulièrement simple si [(pi<p k ] prend la valeur 0 pour i^k t et 1 pour 
i—k. Les solutions sont alors Pi = [y(pï\. Ce cas se présente si les fonctions (p k (x) forment un 
système de fonctions orthononnal (orthogonal normé). Les systèmes de fonctions orthogonales les 
plus connus sont les fonctions trigonométriques sin tnp , cos nq> (n= 0, 1, 2, 3, .. .)et les polynômes 
de Legendre. 


28.3. Théorie de l'approximation 

Tout calcul avec des valeurs approchées peut être considéré comme relevant de la théorie 
de l’approximation. Au sens strict, cependant, on entend par théorie de l’approximation un certain 
nombre de procédures mathématiques qui permettent de remplacer des calculs compliqués par 
d’autres plus simples. On doit accepter le fait que, de cette façon, on n’obtient pas des solutions 
exactes mais seulement approchées. Ces méthodes d'approximation servent, d’une part, à diminuer 
le volume des calculs, d’autre part, elles nous permettent d’obtenir des solutions numériques à 
de très nombreux problèmes mathématiques au moyen de méthodes approchées uniquement; 
pour obtenir, par exemple, la valeur numérique d’une intégrale donnée qui ne peut pas s’exprimer 
sous une forme compacte, on doit avoir recours à des méthodes d’intégration approchées. Des 
procédés d’approximation ont été élaborés pour des types très différents de problèmes mathéma¬ 
tiques. Chaque méthode d’approximation doit donner lieu à une estimation de l’erreur commise 
par son application. 

Méthodes d’approximation pour calculer les valeurs d’une fonction 

Tout le calcul numérique se passe exclusivement dans le champ des quatre opérations de 
base: addition, soustraction, multiplication et division. Si on doit calculer une fonction mathéma¬ 
tique f(x) plus compliquée, on doit l’exprimer de telle sorte que l’on n’ait à appliquer que ces 
quatre opérations fondamentales. Ceci est habituellement réalisé au moyen de développements en 
séries de puissances (voir Chapitre 21.). 

Représentations asyniptotiques pour de grandes valeurs de l’argument. Si on a à calculer des 
valeurs d’une fonction F(x) pour de très grandes valeurs de l’argument, une possibilité est d’obtenir 
une formule d’approximation en substituant z= \/x dans la fonction, et en développant la fonction 
f(z) = F(\/z) en une série de Taylor en z—\tx. Comme z est très petit, le développement peut 
en général, être limité à quelques termes. Une autre possibilité est de déterminer pour F(x) une 
représentation asymptotique ou développement asymptotique. On dit qu’une fonction <p(x) est une 
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représentation asymptotique de F(x) si lim [F(jc) - ç>(jc)] = 0. On écrit alors F(x)~w(x). Si on pose 

X—> oo 

/ r (x) = ç>(jr)4-/?(jc), le terme résiduel R(x) doit satisfaire lim Æ(jc) = 0. De môme on appelle souvent 

x—► OO 

représentation asymptotique de F(x) une fonction <p(jc), F(x)~(p(x) telle, que F(jt) = ç>(a:) • [ 1 +/*(*)], 
où lim r(jc) = 0, c’est à dire que le quotient F(x)/q>(x) tend vers 1 pour de grandes valeurs de x. 

X —>0 

Représentation asyniptotique de l’intégrale de l’erreur de Gauss. Par deux intégrations par 
parties on obtient, pour l’intégrale de l’erreur de Gauss, la représentation 

<PC*)=[I/V(2*)] Jexp [—/ 2 /2Jdf= 1 —[l/\/(2 ji)] fexp[-^/2]d/ 

— OO * 

= I-[1/V(2*)] {(l/x)exp[—jtr a /2] — f(l// 2 )exp[—/ 2 /2]df} 

X 

= I - [I /V( 2n)] {( 1 /jc) exp [ — jc 2 /2] — ( 1 /je 3 ) exp [ - x‘/2] + ?(3//*) exp [ - / 2 /2] d/}. 

X 

Avec les trois premiers termes on a déjà trouvé une bonne représentation asymptotique 

&(x)~ 1 — [l/y / (27r)]{(l/jc)exp [-x 2 /!] — (l/jc 3 )exp[— jc 2 /2]}. Le terme résiduel 
00 

Æ 3 (jc) = — Ul^/(2n)\ J(3// 4 )cxp [-F/2] dt peut être estimé à partir de 

X 

I «3(*)| « [ 1 /v<2w)] • (3 lx 6 )l t exp [- m d/=[I / V(2»)] ■■ (3 /jc 6 ) exp [ - x*\2\. 

X 

II tend vers zéro lorsque x -> oo. Même pour jc = 2 l’erreur de la formule asymptotique est in¬ 
férieure à 5 10~ 3 . 

La formule sommatoire d’Euler. Si la fonction F(jc), pour laquelle on cherche une représenta¬ 
tion asymptotique, peut être représentée par une somme F(jc)=/(1) |-/(2) j- |-/(jc- l)-b/(*), où 

/(z) est une fonction donnée et x un entier positif, on peut alors obtenir une représentation asympto¬ 
tique par la formule sommatoire d’Euler. 


Formule somma- 
toirc d’Euler 


X 

F(x)= J /(/)d/+ÿ [/<*)+/(!)]+ 


Dans cette formule les B» k sont les nombres /le Bernoi/illi dont les tout premiers sont fl 2 =l/6, 
B t = -1/30, fl„= 1/42, B„= -1/30, fl 10 = 5/66, « 12 = -691/2730 (voir Chapitre 21). Le reste K„(x) 

X 

peut être estimé par |/?„(jc)| ^[4/(2tz) 2m ] J |/ (2w> ( 0I d/. Si R„(x) tend vers zéro lorsque x -* oo, alors 

î 

en négligeant le reste dans la formule d’Euler on a déjà trouvé une représentation asymptotique 
pour F(x). Cependant, si R„(x) tend vers une limite C„ lorsque x -> oo, on obtient alors une re¬ 
présentation asymptotique en remplaçant R„(x) par la limite C„ dans la formule d’Euler. 
Représentation asyniptotique pour la fonction factorielle x!. En prenant le logarithme népérien 

de jc ! on a F(jc) = Log jc ! = Log H Log 2 l-1-Logjc. En ne retenant que les termes jusqu’à 

la dérivée première (n= 1) dans la formule d’Euler ci-dessus on obtient 

F(x)= | Log/d/+(l/2)(Logjc-l-Log 1 )+( 1/6)• ( 1/2)(I /jc— I) + R 1 (x) 

Lôg je— jcH Log jc/2-1-1/(12jc)+1 —1/12 + /? x (.x ). 

Le reste /?j(jc) peut être estimé par |/?-i(jc)| ^(1/tt 2 ) (1 — 1/jc 2 ). Une étude plus précise donne lim 

X—>00 

V? 1 (jc) = C 1 = 1/12-1 -1- Log\Z(2n). En remplaçant /^(jc) par cette limite dans la formule de la 
somme d’Euler, on obtient la représentation asymptotique 
F(x) ~ (x +1 12) Log jc —jc- j-1/(12 jc)-H Log ÿ/(2n). 

On en tire 

x ! = e F(x) a y/ (2 jix)x x exp [ — jc H-1 /( 1 2jc)]. 

Pour de très grandes valeurs de jc, le terme 1/(12 jc) 
dans l’exponentielle peut être négligé, et on obtient 
alors la formule de Stirling. 


Formule de Stirling 


jc ! ~ ^/(2 nx)x x e~ 


Approximation de fonctions à l’aide de polynômes 

Si pour une fonction y=f(x) on connaît les valeurs de la fonction aux arguments jc=jc 0 , jc=jc!, 
...,jc=jc„, ces points sont appelés points de base et les valeurs de la fonction correspondantes 
y 0 = /(jc 0 ), y x =/(JCi), •. y n =f(x„) sont appelées valeurs de base. Le problème consiste à calculer 
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la valeur de la fonction y=f(x) pour une valeur quelconque de x situé entre deux points de base 
adjacents. Si la détermination exacte de y=f(x ) entraîne des calculs très importants, on essaie alors 
de calculer la valeur cherchée y de manière approchée à partir des valeurs connues de la fonction 
y 0 , y ly .. . y y ny on dit que l’on détermine cette valeur par interpolation. 

Interpolation linéaire. On fait connaissance avec le pro¬ 
cédé d’interpolation le plus simple en travaillant avec les 
fonctions trigonométriques ou les logarithmes, lorsque l’on 
doit déterminer des valeurs situées entré celles qui sont 
données dans la table. Les valeurs données dans la table 
sont alors les valeurs de base et la valeur cherchée est 
habituellement trouvée par interpolation linéaire. Cela ne 
nécessite que deux points de base x 0 et x x avec les valeurs 
de base y 0 =f(x 0 ) y ^i=/(^i). On cherche la valeur y=f(x) y 
où x 0 <x<x l . Par interpolation linéaire on trouve à partir 
de l’équation du rapport (y-y 0 )l(x-x 0 ) = (y 1 -y 0 )l(x 1 -x 0 ) 
la valeur y=y 0 -\-(x-x 0 ) (y x —y 0 )Kx 1 -x 0 ). Ainsi, on rem¬ 
place l’arc de la fonction y=f(x) dans l’intervalle (* 0 , *!) 
par une approximation rectiligne qui passe par les points 
(x 0 , y 0 ) et (*„ y x ) (Fig.). 

Interpolation au sens large. En général, toutes les méthodes 
d’approximation consistent à remplacer la fonction y—f(x ) 
dans un voisinage des points de base x 0t x ly ..., x„ par des 
fonctions plus simples qui sont des approximations les 
meilleures possible de la fonction y=f(x ) dans ce voisinage. 

Une méthode pour déterminer de telles fonctions approxi- 
mantes est la méthode des moindres carrés. L’analyse de Fourier et le lissage de données, parmi 
d’autres procédés, reposent sur cette méthode. Elle peut être appliquée si le nombre de 
paramètres qui apparaissent est inférieur au nombre de points de base disponibles, ces paramètres 
étant à déterminer pour la spécification de la fonction approximante. Les fonctions approximantes 
déterminées de cette manière ne passent pas, en général, exactement par les valeurs de base connues 
(^o,^o)» (xi,yi), • ■ (x„ y y n ). 

Interpolation au sens strict. Dans ce qui suit on considère des méthodes d’interpolation pour 
lesquelles les fonctions approximantes pour y—f(x) prennent, aux points de base x 0y x ly 
exactement les valeurs de base y 0y y ly ..., y n . Comme les polynômes sont les fonctions disponibles 
les plus simples, on essaie de trouver une approximation polynomiale à la fonction y=f(x) dans 
un voisinage de * 0 , x ly . .., x n . Par l’Algèbre il est bien connu qu’il existe un et un seul polynôme 
P n (x) de degré n passant par /i H points donnés (jc 0 , y 0 ) y (x ly ^i), ..., (*„, ^ w ). Ce polynôme est 
choisi comme approximation de y=f(x). Il existe diverses méthodes pour le déterminer. Elles con¬ 
duisent toutes au même polynôme P n (x ); sa forme externe varie, mais c’est la seule différence 
entre les différentes méthodes d’interpolation. 

Forme polynomiale. Si le polynôme est écrit sous la y^ — a^ + 0i* o + 0 2 *oH-h a n x^ 

forme P n (x)—a 0 fûr 1 Jc-l-tf 2 ;c 2 H- \-a n x n avec des cocf- ^i = «o + a \ x \ + 02*1 I-h0 n *ï 

ficients indéterminés a 0y a ly ... y a n et avec la condition : : : : : 

qu’il passe par les points (* 0 , J'o). 0*i, ^i), • • •, (*», J'»). y n =<io + <*\X n + a 2 x*-\ -h a„xZ 

alors les équations ci-contre doivent être satisfaites. Il 

y a n- Kl équations pour la détermination de a 0 , a lt ... y a n . Elles ont une solution unique si les 
points de base x Qy x ly ..., x n sont tous distincts. 

Exemple: On cherche à approximer la fonction y—^Jx par 1,0 = a {) H- a x + a 2 

un polynôme de degré 2 qui passe par les points (jc 0 = 1, 1,1 = a 0 + 1,21 a x + l,4641</ 2 

^ 0 = O, (-* 1 = 1,21 ;^!= 1,1)et (x 2 —l y 44;y 2 = 1,2). Soit P 2 (x)= 1,2 = n 0 + 1,44^ I 2,0736a 2 

=tf 0 -f-tf 1 jc+tf 2 .* 2 . A partir des équations ci-contre on trouve 

a 0 — 0,4099, a x = 0,6842, a 2 = —0,0941. La substitution de la valeur jc= 1,3 dans le polynôme 
d’interpolation .y=^;c^0,4099 | 0,6842;c—0,0941* 2 donne ^1,3^1,1403. La valeur exacte 
pour ^y/1,3 est 1,140175. 

Ceci est un exemple simple d*interpolation inverse dans une table de carrés. Bien que la forme 
prise dans cette méthode soit très simple, la détermination finale du polynôme d’interpolation 
nécessite un volume de calculs considérable, particulièrement si on doit prendre en compte 
un grand nombre de points de base. Pour cette raison Lagrange et Newton ont choisi la forme 
du polynôme P n (x) de manière assez différente et sont arrivés à des formules qui sont plus simples 
pour le calcul. 



28.3-1 Interpolation linéaire entre 
deux points de base 
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Polynômes d’interpolation de Lagrange. Lagrange commence par prendre la forme 
P nW=+ Lx(x)yi + • • * +L n (x)y n 

pour le polynôme approximant, dans laquelle les coefficients L,( x) des valeurs de base yi sont des 
polynômes en x de degré n. Ils sont calculés à partir des seuls points de bases x s (/=0, 1, .. ri) 
et prennent les valeurs L t (xj ) en ces points. L’approximation polynomiale P„(x) passe certainement 
exactement par les points (x 0 , To)> (x 1? y J, ..., (x„, y n ) si les polynômes L t (x) peuvent être déter¬ 
minés de sorte que Li(x t ) prenne la valeur 1 pour z=y, et 0 pour i=£j. Les polynômes définis par 
Lagrange satisfont cette condition. 


Polynôme d’interpolation de Lagrange et polynômes de Lagrange 


y =/(*) - Pn{x) = H - 1 ~L n (x)y n 

v_ ( *-*o) • (x-x i - 1 )(x-x/ +1 ).. . (x-x„) 

X (x l -x 0 )(x l -x 1 )- -(xi-xi- 1 )(x l -xi+ 1 )- -(xi-x„y 1 ' ’ 


Si on substitue à x une des valeurs x 0 , x l9 .. x t - l9 x t + l9 . ..,x„, alors il y a toujours un 
seul facteur du numérateur qui s’annule; mais pour x = x* le numérateur est égal au dénominateur. 
En introduisant ces polynômes dans la forme prise pour P n (x) on obtient le polynôme d’interpola¬ 
tion de Lagrange. 

Exemple: On cherche à déterminer 
l’approximation parabolique pour la 
fonction y—^Jx, passant, par les points 
(*o=l; To=l)> (*i = 1,21 ;y a = 1,1), (x 2 
= 1,44; y 2 = 1,2), à l’aide de la méthode 
d’iriterpolation de Lagrange. Avec les 
polynômes de Lagrange ci-contre, l’ap¬ 
proximation polynomiale est 

P 2 (x) = (x-1,21) (x- 1 ,44) ( 1,0/0,924) - (x- 
+(*-1,0) (x- 1,21) (1,2/0,1012); 

P 2 (x )= (x -1,21) (x -1,44)• 10,8225 —(a:— 1,0)(jc— 1,44)• 22,7743 
+(*-1,0) (x- 1,21)* 11,8577. 

Sous cette forme le polynôme peut déjà être utilisé pour des calculs numériques. En développant 
et en regroupant les termes de même puissance en x, on trouve à nouveau le polynôme dé¬ 
terminé plus tôt P 2 (jc) = 0,4099-f-0,6842 jc— 0,094 lx 2 . 

Polynôme d’interpolation de Newton. Si on a déjà déterminé, à l’aide de la formule de Lagrange, 
un polynôme de degré n passant par les points de base (x 0 , ToX (*i> Ti)> • • - , (*»> T»X et si on ajoute 
un point de base (*„+!, y n +i) supplémentaire, si on souhaite alors déterminer une approximation 
polynomiale de degré n +1 passant par tous les /i+2 points de base, en appliquant la formule 
de Lagrange tout le calcul est à recommencer. Tous les polynômes de Lagrange L 0 (x), L x (x), ..., 
L n (x) doivent être calculés à nouveau. Par contre, pour la méthode d'interpolation de Newton, 
il n’y a dans ce cas qu’un terme supplémentaire à ajouter. La méthode démarre en prenant la 
forme 

/ > n (x) = Ô 0 -bÔi(x-X 0 )-bÔ 2 (x-X 0 )(x-X 1 )H-hW*-* 0 ) (*-*!)• • 

pour l’approximation polynomiale. Les coefficients h 0 , b l9 ..., b n sont à nouveau déterminés de 
sorte que le polynôme passe par les points (x 0 , y 0 )> (*i> TiX • • • > (x n , y n ). En substituant à x les 
valeurs x 0 , x l9 ..., x n dans la formule de Newton on obtient le système échelonné d'équations 
suivant : 



1,0) (x- 1,44) (1,1/0,483) 


yo—b 0 

Ti = bo ~i~b 1 (x 1 — x 0 ) 

y 2 =bo I b x {x 2 - x 0 ) +b 2 (x 2 - x 0 ) (x 2 - Xj) 


y n =b 0 -\-b 1 (x n -x 0 )-\-b 2 (x n -x 0 )(x„-x 1 )-] --bô„(x„-Xo)* * *(x„-x„-i). 

Ce système peut être résolu pas à pas en b 0 , b l9 ..., b„. En utilisant les différences divisées (voir 
Chapitre 29.2) on peut, en commençant par b 0 , donner une formule pour chaque coefficient b t . 
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A partir de la seconde équation, de la troisième et des suivantes on trouve pas à pas 
l>i = (yi-yoViXi - x 0 ) = [jcjATo] ; 

v 2 = y 0 + [*1* 0 ] (*2- *o) + W*2 - *o) (*2 -Xi) 

soit [x 2 x 0 ] = [*i*o] +^a(^2 - *i) 

et finalement 6 2 = [* 2 * 1 * 0 L ..., b k = [xkX k ~i * • • *i*ol- 

En substituant ces coefficients dans la formule choisie, on obtient le polynôme d’interpolation 
de Newton. 

Polynôme y =/(*) - y 0 +[*i*<,] (x - x 0 ) + [x 2 x 1 x Q ] (x - x 0 ) (x- *j)H- 

d’interpolation -H*«*n-r * •*2*1*0] (*-*o) (*~*i) * ‘ * (a:—^ w -i) 

de Newton 


Si on doit prendre en compte un point de base (x„+i; y n +i) supplémentaire, alors on introduit 
simplement dans le polynôme déjà calculé le terme [x n ^ l x„x n - 1 ... x 2 x 1 x 0 ] (x-x 0 ) (x— ^i) ... 
(*-*„) et on obtient ainsi un polynôme de degré n+ 1 qui passe par tous les points (* 0 , .y 0 ), (jcj, y j), 

..(*«, y „), (x n +i, y n + 1 )- 

On utilise les différences divisées décroissantes (soulignées d’un trait dans 29.2), dans la formule 
de Newton. Pour i’obtenir il n’est cependant pas essentiel que les points de base soient pris dans 
l’ordre, * 0 , x l9 * 2 , ..., x n . S’ils sont rangés dans un ordre quelconque x loi x tli .. x ln et si la pro¬ 
cédure décrite est appliquée, on obtient alors le polynôme d’interpolation de Newton sous sa 
forme générale. 


y=f(x)~P n {x)=y, 0 +(x-x io )[x il x io )-\-(x-x lo )(x-x ll ) [x,,x tl x io ]-\ - 

+ • '(x-Xt'-J l X i„ X l„- l ' ' ’*/i*Ü] 

En rangeant les points de base dans l’ordre x„ , x n -i , ..., x x , * 0 , on obtient 

y=f(x)~P„(x)=y n - K*-*») [*„-!*„]+(*-*„) (x~x„-i) [*„- 2 *r,-i*i,H- 

-H(AT —AT„) (*-*„-!)• • [* 0 *r * **„]• 

Cette formule utilise les différences divisées croissantes (soulignés de deux traits dans le schéma). 
La formule peut être également réordonnée de manière à utiliser les différences divisées centrales 
(au milieu du schéma) pour former l’approximation polynomiale. Quelque soit la forme que l’on 
choisisse pour la représentation, on obtient toujours le polynôme de degré //, déterminé de manière 
unique, qui passe par les points (* 0 , ^o)> (*i, Jh), • • •» (*«, y»)- 


Exemple: Pour déterminer Vapproximation parabolique pour la fonction y— y/x passant par 
les points (*<> = 1 ; y 0 = 1) (*i = 1,21 ; yi = U), (* 2 = 1,44; y 2 - 1,2) à l’aide de la méthode d’interpo¬ 
lation de Newton, on commence par calculer les différences divisées. 


*H- 2 -X, 

Xi+x-Xi 

x, 

yt 

A 

[*/+!*<] 

A 

[* 2 *i*ol 



1 

1 






0,21 



0,1 

0,476190 



0,44 


1,21 

1,1 



-0,041408 

-0,0941 


0,23 

1,44 

1,2 

0,1 

0,434782 






= 






Lorsqu’on utilise les différences divisées décroissantes , le polynôme d’interpolation de Newton 
est 

P 2 (x) = H-(*-l)* 0,476190 —(jc— ï) (jc— 1,21) • 0,0941 ; 
lorsqu’on utilise les différences divisées croissantes , on a 

P 2 (x) = 1,2 ■+ (x -1,44) • 0,434782 - (x -1,44) (x - 1,21) ■■ 0,0941 
et avec les différences divisées centrales 

P 2 (x) = 1, H- (x - 1,21 )• 0,434782 - (x -1,21 ) (x - 1,44) • 0,0941. 

En regroupant les termes contenant les mêmes puissances de x, les trois cas conduisent au 
polynôme déterminé précédemment 

P 2 (x) = 0,4099+0,6842* - 0,0941 * 2 . 
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Points.de base équidistants. Si les points de base a 0 , x u ...,x n sont équidistants (avec un 
espacement ou pas h ), dans le polynôme d’interpolation de Newton 

^h(a) yo Xq) L*l*o] "j~ ' * * ~|“'(a Ag) (X Aj) ‘ * * (a X n ~ i ) [A n A M -i * ' * AjAq], 

qui passe par les points (a 0 , y 0 ), (A lt y x ) y . .., (a„, y n ), les différences divisées peuvent alors s’expri¬ 
mer en fonction des différences simples si on pose A=A 0 -f-/// (voir Chapitre 29.2). Dans le schéma 
introduit ici, les différences utilisées sont situées sur une diagonale décroissante de gauche à droite. 



Si on tient compte également des points de base x-x=x 0 -h, a _ 2 = a 0 -2//, ..., x- n =x 0 -nh et 
si on détermine le polynôme d’interpolation de Newton passant par les points ( x 0 t y 0 ), (x-j, y ~ x ), 
• ••> (a-„, y-n) on obtient 

P n (x) = y 0 + (a - a 0 ) [a 0 a- J+ (x - x 0 ) (x-x-J [a () a- t x- 2 ] H- 

-Ka-a 0 )(a-a-i)- * •(x-jc- n ,- 1 ) [v- 1 .. . x -„]. 

Dans ce polynôme on peut également remplacer les différences divisées par des différences simples. 



Finalement on peut ranger les points de base en une suite alternée a 0 , x l9 x- u a 2 , a_ 2 , a ; i , ... 
Le polynôme d’interpolation de Newton correspondant est 
P n (x)=y 0 +(x-x 0 ) |-(a-a 0 ) (x-xj [x^qX-j] 

-1- (x - a 0 ) U-^iXjc-x-j) [x 2 x 1 AoA-J H-• 

Selon que le nombre de points de base disponibles est pair (n = 2k) ou impair {n = 2k |-1), le poly¬ 
nôme se termine par le terme 

(x-* 0 )(*--* 1 )(X-*-- 1 ). • .(x-X fc -i) [x k X k -x- . .x 0 . . .A-* +1 ] 
ou (a-AoMa-AjHa-a-!).. .( x - xàlxnXn - x .. .a 0 .. .A-fc +1 A-*]. 

Si on remplace les différences divisées par les différences ordinaires, on obtient la formule 
d’interpolation de Gauss. 


Formule d’interpolation de Gauss 

Pn(x 0 +th)=y 0 + lA 1 y ll2 + — ■ A 2 y 0 + ,(t ^ 1 '* ■ A*y m 


Cette formule utilise des différences situées près du milieu du schéma des différences. Il existe 
une seconde formule de Gauss dans laquelle les points de base sont rangés dans l’ordre x Qy x~ l9 
Aj, a- 2, x 2 , ... Stirling, Laplace, Bessel, Everett et d’autres ont donné d’autres formules d’inter¬ 
polation, obtenues par différents choix des points de base et par des combinaisons convenables 
des formules de Newton et de Gauss. 

Interpolation dans les tables 

Si les points de base a 0 , x lt .. x„ sont rangés par ordre de grandeur a 0 <a 1 < . . .<a„, et si 
la fonction y—f{x) est remplacée dans l’intervalle x 0 ... x„ par un polynôme d’interpolation P„(x) 
de degré n qui passe par les points (a 0 , y 0 ) (aj, y \), . .., (a„, y«), l’erreur approchée est déterminée 
par le terme résiduel /? n+1 . 


Rn + i(.x)=f(x)-P n (x)=(x-x 0 )(x-Xx ).. .(x-x„)ly n +\mn+ l)ü 

La grandeur £ est, en général, une valeur inconnue de l’intervalle (a 0 , Aj). Si on détermine, par 
exemple, par interpolation linéaire la valeur de la fonction y=f(x) pour un argument a situé 
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entre deux valeurs tabulées jc 0 et x 0 +h (h est le pas de la table), l’erreur d’interpolation est alors 
données par R 2 (x) = (x — x 0 )(x-x 0 — h)y"(^)l 2. La valeur absolue du produit (x—x 0 ) (x—x 0 — h) 
est maximale pour x = x 0 -b h/2. L’erreur d’interpolation peut donc être estimée par |/? 2 (jc)|^ 
(h 2 /$)l\y'(x)\, dans laquelle on doit substituer la valeur maximum de |y"(*)l dans l’intervalle (* 0 , .Xj). 
Par interpolation dans une table à k décimales l’erreur d’interpolation ne doit pas dépasser une 
demiunité de la A:-ième décimale. Donc: 

Dans une table à k décimales , de pas //, une interpolation linéaire est permise si (h 2 /S)\y"(x)\ 
<0,5 10~\ 


Exemple: Une table à cinq décimales pour log sin x (0°<jc^ 45°) a un pas h — 0,01°. Comme 
y"(x)= — M/ sin 2 Jt, où M=\oge, x doit satisfaire l’inégalité (/z 2 /8) (M/sin 2 *)<0,5* 10~ 5 , où x 
est en radians. On tire de cette inégalité sin x >0,01819. Cette condition est satisfaite pour 
*>1,04°. On peut donc interpoler linéairement dans cette table pour x>\°. 

Si une table ne permet pas d’interpoler linéairement, on doit alors appliquer des formules d’inter¬ 
polation d’ordre supérieur. Dans celles-ci on peut garder petite l’erreur d’interpolation déterminée 
à l’aide du terme résiduel si on choisit les points de base de telle sorte que l’interpolation se situe 
quelque part au voisinage du milieu de la région délimitée par les points de base. Ceci est réalisé 
par des formules d’interpolation qui utilisent les différences centrales, telles que les formules 
d’interpolation de Gauss. Ce n’est que lorsqu’on a à interpoler au début ou à la fin d’une table, 
où les différences centrales ne sont pas disponibles, que l’on revient à la formule d’interpolation 
de Newton avec les différences décroissantes ou croissantes. 


29. Analyse numérique 


29.1. Introduction . 684 

29.2. Interpolation - et calcul aux diffé¬ 
rences . 687 

29.3. Modèles numériques d’intégration et 

de dérivation . 690 

Résolution numérique d'équations dif¬ 
férentielles ordinaires . 691 

Détermination des racines d'une équa¬ 
tion . 692 

29.4. Recherche d’extrema. 694 

Problèmes unidimensionnels . 694 

Problèmes multidimensionnels , systè¬ 
mes d'équations non linéaires . 697 


29.5. Méthodes numériques pour la réso¬ 

lution des équations et inéquations 

linéaires . 699 

Equations linéaires . 699 

Méthodes itératives de résolution de 

systèmes d'équations linéaires . 701 

Inégalités linéaires . 703 

29.6. Méthodes graphiques . 705 

Abaques à deux variables . 705 

Abaques à trois variables' . 706 

Abaques à plus de trois variables . . 707 

29.7. Méthodes de Monte-Carlo . 708 


Les mathématiques au sens strict utilisent la continuité des nombres réels et complexes pour 
leurs considérations quantitatives, de même que les relations entre nombres ou objets tels que 
vecteurs ou matrices qui sont basés sur ce système numérique. Dans les mathématiques numé¬ 
riques toutes les propositions doivent être établies à l’aide des nombres rationnels, avec comme 
règle, par exemple lorsqu’on utilise un ordinateur, de n’utiliser qu’un nombre fini d’entre eux. 
En analyse numérique la formulation d’une méthode pour la résolution d’un problème mathé¬ 
matique nécessite donc l’élaboration d’un modèle et cela donne naissance à des erreurs d’ar¬ 
rondis et à des erreurs dues à la méthode. 


29.1. Introduction 

Les erreurs d'arrondi interviennent lorsqu’on transforme les nombres réels qui apparaissent 
dans une méthode donnée en nombres rationnels appartenant au domaine admissible. En faisant 
cela, non seulement les données initiales du problème, mais aussi les résultats intermédiaires 
de chaque étape du calcul sont entachés d’erreurs. Des erreurs dues à la méthode apparaissent 
également car par exemple chaque opération transcendante doit être remplacée par une séquence 
finie d’opérations réalisables telles que additions, soustractions, multiplications et divisions. Le 
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procédé est numériquement stable si ses résultats (quantitatifs) ne diffèrent de ceux de la pro¬ 
cédure exacte que d’une petite quantité pfécisable à l’avance. 

Estimation de la précision des méthodes numériques. L’estimation de la précision d’une 
méthode numérique est un problème très important en pratique mais qui n’est pas toujours facile 
à résoudre. Sa solution dépend trop du type de problème considéré. Dans toutes les applica¬ 
tions qui suivent on peut distinguer deux classes de problèmes: approximation d’un objet ma¬ 
thématique qui peut être décrit au moyen d’une formule, et approximation d’un objet mathé¬ 
matique dont on sait qu’il existe mais qui ne peut être déterminé qu’approximativement, à l’aide 
de mesures. 

Le problème de la précision pour les objets mathématiques donnés par des formules. Les 

nombres, les vecteurs, les fonctions, les fonctionnelles, et les opérateurs sont des objets mathéma¬ 
tiques donnés par des formules. Les nombres, les vecteurs, les fonctions sont considérés comme 
des points d’un espace et approchés par des suites, ou par ce qui revient au même, par des séries 

oo 

x= Ec^i où les e ( forment une base et les c t sont les composantes correspondantes. 

1=0 

En analyse numérique tout développement de ce type doit être tronqué après un nombre fini 

n 

de termes, c’est à dire qu’au lieu de x on trouve l’approximation x* = E c^i. A cette opé- 

1 = 0 

ration de troncature se trouvent attachés deux critères de qualité Q x et Q 2 : Qi = n mesure le nom¬ 
bre de termes retenus dans le développement et Q 2 mesure la précision de l’approximation, par 
exemple, \x—x*\ pour les nombres ou sup |jc(/) — jc*(0I pour les fonctions. 

On est intéressé à avoir aussi bien que Q 2 petits. Cependant le fait que Q x soit petit est 
en contradiction avec Q 2 petit et vice versa. Si les coefficients c, so A calculés au moyen d’une 
règle définie, par exemple par le développement en série de Taylor, alors pour un Qi~n donné, 
il n’y a plus rien à faire pour Q 2 qui est déterminé par l’élément x à approcher. Cependant 
Q 2 n’est pas connu et on doit se satisfaire en pratique d’une estimation plus ou moins précise 
pour Q 2 , par exemple en estimant le reste de la série. 

Une situation plus favorable est la suivante: les c { ne sont plus déterminés par une formule 
définie, mais obtenus pour Qi=n donné de telle sorte que Q 2 soit minimum. Un mode opéra¬ 
toire pour ce type de détermination représente un procédé de développement optimal. On trouve 
habituellement dans ce cas que Qi m \ n {n) est une fonction monotone décroissante. 

Si on considère, par exemple, des développements en série, dont les éléments vérifient une condi¬ 
tion d’orthogonalité M(e h ej)~ 0 pour /#/, pour un opérateur M approprié, et si on choisit Q 2 =M 
[(x—x*), (*—**)] comme mesure de l’approximation, on cherche alors les valeurs de c t qui condui¬ 
sent au minimum de Q 2 pour un n donné. On obtient pour cela c t = M(x, ei)!M(e h e,)et la valeur 

n 

minimum est alors donnée par Q 2min = M(x, x)- E M(x , e l ) 2 jM{e iy e t ) y Q 2m in est évidemment une 

fonction monotone décroissante de n. Pour les séries numériques on prend pour M le produit 
ordinaire M(x,y)=x -y, pour les séries vectorielles le produit scalaire M (x, y) = (*, y), pour les 
variables aléatoires l’espérance mathématique et pour les fonctions le produit scalaire M(x, y) = 

J x(t) y(t) p{t) d t dans l’espace fonctionnel. Dans le cas de fonctionnelles ou opérateurs donnés 

a 

par des formules, l’estimation de la précision est rendue difficile par le fait qu’on demapde à 
l’approximation de l’opérateur donné de produire à peu près le même effet que cet opérateur 
sur un ensemble d’éléments y admissibles. 

Si pour cette opération (fonctionnelle ou opérateur) nous avons la relation x—Fy y alors on 
obtient pour l’opération approchée F* la relation correspondante x* = F*y. Le procédé habituel 

est d’approcher F par une combinaison linéaire F* = Ec ( fi de certaines opérations linéaires de 

base fi. On peut procéder ici comme pour le développement des éléments x\ la difficulté réside 
dans le fait que l’on doit éliminer la dépendance par rapport à y de façon convenable. Cela 
peut être obtenu en faisant une moyenne supplémentaire sur y ou par la méthode des moments 
dans laquelle sup M((x—x*) 2 ) est rendu minimum. Cependant on rencontre les mêmes difficultés 

yeY 

ici que pour l’approximation de Chebyshev, c’est à dire l’approximation des fonctions par des 
séries uniformément convergentes. 

Le problème de la précision pour des objets mathématiques qui doivent être approchés 

à partir de mesures. Les mesures donnent toujours nécessairement une information incomplète 
sur les objets à déterminer. On doit essayer d’obtenir, à partir des mesures, la meilleure appro¬ 
ximation possible de l’objet mathématique. C’est souvent le cas pour des problèmes nécessitant 
la recherche de valeurs extrémales ou pour le problème d’approximation d’un opérateur F don¬ 
nant les mesures x t sur un certain ensemble d’éléments y t . 
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Dans ces problèmes nous devons distinguer deux phases, la phase d'apprentissage et la phase 
d'exécution. Dans la phase d'apprentissage on fait un certain nombre de mesures sujettes à des 
critères d’effort ou de coût. Du résultat de ces mesures on doit déduire, de façon optimale, 
une approximation de l’objet mathématique; cela est fait habituellement par le moyen d'esti¬ 
mation de paramètres. L’opérateur M (de prévision) convertit alors les valeurs mesurées en des 
estimations c * des paramètres c t . Outre la mesure de l’effort ou du coût Q 1 et de l’approxima¬ 
tion Q 2 , entre maintenant en jeu une mesure Q 3 liée à l’opérateur Af, et qui estime l’incertitude 
des c* compte tenu du choix des tests qui ont conduit à ces valeurs mesurées. 

Dans ce contexte on parle de stratégie d'expériences si on s’efforce de réaliser les essais ou 
les tests de telle sorte que les erreurs aléatoires introduites par l’estimation des cf soient aussi 
petites que possible. La phase d’exécution a le caractère d’une extrapolation. On utilise ici le 
modèle de l’objet mathématique avec les valeurs estimées cf sur des données admissibles arbi¬ 
traires. Si de grandes variations sont constatées par rapport au (? 2 m j n obtenu lors de la phase 
d’apprentissage, on doit alors essayer, par des phases d’apprentissage supplémentaires, d’amé¬ 
liorer pas à pas le modèle obtenu précédemment. Un tel procédé a une grande importance pour 
les méthodes statistiques de l’analyse numérique, par exemple, pour l'analyse des régressions. 
Dans des cas particuliers ce procédé séquentiel peut être aussi optimisé. Dans ce cas cepen¬ 
dant, on inverse partiellement l’ordre des opérations. On se donne c o mm e un seuil de 

rupture , et on organise un processus séquentiel avec plusieurs phases d’apprentissage de telle 
sorte que le nombre total N de tests soit aussi petit que possible. Ainsi dans la procédure 
expérimentale le nombre N intervient comme un nouveau critère Q 4 en plus des précédents. 
Les critères Q u Q 2l Q 3 et Q x sont mutuellement dépendants, ce qui est important pour le procédé 
de résolution; une augmentation de Q u par exemple, diminue Q 2 mais accroît Q 3 et Q 4 . 

Représentation des nombres. Dans un système de position de base <7 >0 un nombre réel z 
représenté sous la forme 

z = ± ( a k q k -1- a k - x q kl H-(- a 0 q {) + a- x q~ 1 + a- 2 q~ 2 H-), 

où chaque nombre a t est l’un des entiers (non négatifs) 0, 1, ..., q— 1, et dans laquelle la partie 
entière est obtenue en prenant les termes d’exposant / ^ 0 et la partie fractionnaire est repré¬ 
sentée par les termes d’exposant / < 0. Dans les ordinateurs seuls des nombres de longueur L 
peuvent être représentés, et dans cette représentation les puissances négatives sont d’ordre 
inférieur à L, en valeur absolue. Pour la représentation en virgule flottante on utilise la forme 
normalisée 

z-±q t \b- l q- l -{ b- 2 q~ 2 -\ -h b- L q L ) avec b- x ^0. 

Si q = 10 par exemple, le nombre —36,12 est représenté par 

-10 2 (3* 10 —1 -f-6* 10 - 2 +l • 10- 3 +2-10~ 4 ) = -10 2, 0,3612. 

Dans cette expression e varie entre — L et +L et est aussi représenté dans le système de position 
de base q. Dans les calculateurs automatiques on peut se passer des exposants e négatifs, en rem¬ 
plaçant la forme normalisée externe par la représentation interne suivante z — ±q e + L (b- 1 q~ 1 -{- 
• • • -\-b~ L q~ L ) dans laquelle l’exposant a été augmenté de L. Le nombre e étant donné on peut 
réaliser une distribution de 2-(q L — 1) points repartis régulièrement (équidistants). La longueur 
de l’intervalle est q c ~ L . Tous les nombres que l’on peut réaliser sont donnés par — L^<?^+L. 
Les opérations arithmétiques de base peuvent conduire à des nombres qui n’appartiennent plus 
à la région des nombres admissibles. Une fois que la base q a été choisie, il suffit de se don¬ 
ner la suite de nombres z— ±a k a kl .. .a 0 • a~ x a~ 2 .. ,a~ L ou bien la suite de nombres constituée par 
l’exposant e et des coefficients b t de la partie fractionnaire normalisée. 

On peut utiliser d’autres systèmes de position que le système décimal qui correspond à ^=10. 
Le système binaire , dans lequel q — 2 présente un avantage pour les ordinateurs: seuls deux états 
physiques notés 0 et 1 sont nécessaires pour la représentation. Par conversion il est possible 

de transformer un nombre z[q]=a k q k -\-a k - 1 q k ~ 1 -\ -1- a 0 q° écrit dans le système de base q en 

un nombre (le même) écrit dans le système de base p y zlp] = bip l -\-bi- 1 p l ~ 1 -] - \~b 0 p° et cela 

en divisant z[q\ par p[q]. De l’expression de z[p] on voit que cela donne un entier g x et une 
partie fractionnaire r x lp[q] correspondant à la valeur b^p- 1 dans la représentation de z[p] y si 
bien que r x =b 0 . De façon analogue de g x lp[q\ on obtient le coefficient b x et ensuite b 2y b 3 ,... y b t . 

Exemple: Le nombre décimal 132f 10] est converti en divisant par 2[10] : 132/2 = 66+0/2, 
donc /> 0 = 0; 66/2 = 33+0/2 donc ^ = 0; 33/2= 16 + 1/2 donc b 2 = 1; 16/2 = 8+0/2 donc 6 3 = 0; 
8/2 = 4+0/2 donc /> 4 = 0; 4/2 = 2+0/2 donc 6 5 = 0; 2/2= 1+0/2 donc />« = 0 et l/2=0+l/2 ce 
qui donne b n — 1 si bien que 132 exprimé dans le système binaire donne le nombre binaire 
10000100. Pour obtenir à nouveau le nombre décimal à partir de ce nombre binaire, on 
fait la conversion en le divisant par 10[2] = 1010, cela donne 
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10000100/1010= 1101 + 10/1010 donc ^ 0 = 10[2] = 2[10]; 

-1010 

1101 1101/1010=1 + 11/1010 donc b x = 11[2] = 3[10]; 

-1010 -1010 

1100 11 1/1010=0+1/1010 donc b 2 = 1 [2] = 1[10], 

-1010 

10 soit, vio 2 +6rio+vio°=i32. 

Calcul sur des intervalles. De façon à déter¬ 
miner l’imprécision des résultats pour les opé¬ 
rations arithmétiques de base lorsque les données 
initiales sont arrondies, R. Moore a développé 
le calcul sur les intervalles; tout nombre z est 
remplacé par le plus petit intervalle rationnel 
[a , b] auquel il doit appartenir. Comme généra¬ 
lisation des opérations sur les nombres, assez 
souvent visualisables sur la droite numérique, 
on obtient les opérations arithmétiques sarcles intervalles. Si z x = [a ,/>] et z 2 = [c, c/],alors nous avons 
z i+ z 2 =fc* + c , b-Vd] et puisque — [c, cl] = [— cl, -c], z 1 — z 2 — [a-d, b — c\ (voir Figure 29.1-1). 
Pour les opérations de seconde espèce nous obtenons 
z 1 -z 2 =[a, />] * [c, c/] = [min (ac, ad, bc, bd), max (ac, ad, bc, bd)] et 
z 1 /z 2 =[a, b]l[c, r/] = [min ( a\c, afd, b\c, b/d ), max ( a\c, ajd, b\c, b/d)]. 

De cette façon on peut définir des fonctions intervalles, en particulier des fonctions donnant des 
intervalles rationnels, ces fonctions devant remplacer les fonctions dans le modèle numérique. 

Exemple: La fonction puissance /(*) = **, l’exposant le étant un entier positif, est définie 
comme étant k. fois le produit de x avec lui-même; on obtient ainsi si on prend x = [x x ,x 2 ] 
pour intervalle de la fonction puissance: x k = [x 1} x 2 ] k — [min (xJ, x*i~ l x 2 , x k ~ 2 jc|, ...» x 2 ), 
max (*ï, x!\~ x x 2 , ..., * 2 )]. 


, ” z 2 

z2 Zj 

-d -c 

c d a b 

, *:- z 2 , g_J>, h±Lz . 


a-d b-c a+c b+d 


29.1-1 Intervalles pour z x +z 2 , pour -z 2 et pour 

Zi-Z t 


29.2. Interpolation et calcul aux différences 

L’idée de base de l’interpolation est de remplacer une fonction f(x) pour laquelle on connaît 
les valeurs yi—f(xi) et éventuellement les dérivées d’ordre m t , y\ J) =f U) (x t ) sur un ensemble 
fini de points x x , x 2 , •••>•*« donné, par une approximation consistant en une combinaison ou 
superposition de fonctions standard q>j(x) : L' Aj(pj(x)=f*(x)^f(x). La forme des fonctions (pj(x) 

pour une classe donnée de fonctions et les coefficients de superposition Aj doivent être détermi¬ 
nés de façon unique à partir des valeurs données de telle sorte que la fonction approximante 
/*(. x) prenne les valeurs y { ou y\ J) , /= 1, 2, ..., n aux points donnés {jt<}. Pour les points autres 
que ceux de l’ensemble {*/}, la valeur de la formule cVinterpolation est donnée par une estima¬ 
tion du reste R—f(x)—f*(x). Si x appartient à l’intérieur du plus petit intervalle contenant 
l’ensemble {x t }, /= 1 , ..., n alors on peut parler d'interpolation et si x est en dehors de l’inter¬ 
valle on parle plutôt d'extrapolation. De nombreuses procédures numériques peuvent être exé¬ 
cutées plus facilement si on utilise la superposition de fonctions standard, par exemple, la déter¬ 
mination des racines, l’intégration, la dérivation ou l’intégration d’équations différentielles. On 
utilise souvent les polynômes comme fonctions standard. Les interpolations de Taylor et de La¬ 
grange sont deux cas limites d’une importance pratique certaine. 

Interpolation de Taylor. La valeur de la fonction f(x), et les valeurs des dérivées f U) (Xi) pour 
y^/Wj sont données au seul point x x . Les polynômes standard sont (pj(x) = (x—x x ) J lj\ pour 
y=0, I, ...,m x et les coefficients de superposition sont Aj =f u \x x ). Le reste est Æ=/ (m i +1) (£)- 
(x— jc^i+VCmi + l)! avec £ compris entre x x et x (voir Chapitre 21). 

Exemple: L’interpolation de Taylor de la fonction sinx au point jc= 0 consiste en un 
nombre fini de termes du développement en série de Taylor sin x—x— ^3 !+a: 5 /5 ! — ... 


Interpolation de Lagrange. Aux points x x , x 2 , ..., x n seules les valeurs de la fonction sont 


données y 1 =/(**). Les polynômes standard sont (pj(x) = 


<I>n (X) 


(X-Xj)0 n (xj) 


avec <£„(*)= fl(x—Xi), et 
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les coefficients de superposition sont Aj=yj = f(xj). Le reste est R= -;—#>«(•*), où £ est 

ni 

un point du plus petit intervalle contenant Pensemble {*/}, /= 1, 

Polynômes d’interpolation de Newton : L’interpolation de Newton peut être déduite de l’inter¬ 
polation de Lagrange lorsque les valeurs initiales sont données de la même façon (voir Cha¬ 
pitre 28). Cependant, tandis que l’introduction d’un nouveau point d’interpolation x n + 1 néces¬ 
site dans le cas de la formule de Lagrange un- nouveau calcul des polynômes standard et des 
coefficients Aj, la formule de Newton permet elle de compléter les valeurs déjà obtenues. Les 
polynômes standard sont (p j (x)=(x—x 1 )(x—x 2 )...(x—xj), et les coefficients A s sont les diffé¬ 
rences divisées calculées à partir des tables de différences. 

Différences divisées. Etant donnée une fonction y=f(x) dont on connaît les valeurs y 0 —f(x 0 ), 
. • • y n — f(x n ) aux n-\-1 points de base x 0i x x , ..., x„ on peut alors déterminer les différences di¬ 
visées, appelées aussi pentes , —d’ordre 0 à n. 


0. [x 0 \ =y Qj [x t ] =y l9 ..., [x„\ =y n ; 

1. IxiXj] =( yi-yMxt-Xj ), par exemple [xtX Q ] =-^ 0 )/(^i“*o), 

[XnX n - J =(yn-ynl)l(x n -X n - 1 ); 

2. [. x,XjX k ] =([x l Xj\-[XjX k ])/(x l -x k ) i par exemple 

[*8*i*ol = ([x 2 x 1 l - [x 1 x 0 ])l(x 2 - x Q ) ; 

(r+ 1 ). [XtXjX kl X k9 - • X kf i =([XiXjX kl • • X k r-A-[XjX kl - • ’X k r])l{Xi-X kr ). 
r ... 1 UnXn-l ’ xJ-jXn-tXn-2 ' ' X 0 ] 


Toutes les différences divisées sont symétriques par rapport à leurs arguments, par exemple 
[x t Xj] = (y t —yj)l(xi - Xj ) = ( yj-yi)l(.Xj - x t ) = [*,*,], 

[x t xjx k ] = ([x k xj] - [xjx t ])l(x k -x,)= [x k xjxil 
et de façon analogue on peut montrer que 

[X ,XjX k ] = [x,X k Xj] = [XjX t X k ] = [XjX k X t \ = [x k x t xj]. 

On peut donc réarranger les arguments dans les différences divisées de façon arbitraire. Pour 
calculer les différences divisées on utilise le schéma suivant'. 



Les éléments soulignés une fois donnent les valeurs des différences divisées décroissantes , ceux 
soulignés deux fois les valeurs des différences divisées croissantes et au milieu du schéma on trouve 
les différences divisées centrales. 


Exempte: y—x A \ points de base jr 0 = 1, ^ = 3, jc 2 =4. 


X/+2 Xi 

Xi +1 -X, 

Xi 

yt 

A 


A 

[*2*1* 0 ] 



1 

1 






2 



26 

13 



3 


3 

27 



24 

8 


1 



37 

37 





4 

64 






Résultat : fx 0 ] = 1, [xjX 0 ] = 13, [* 2 *i*o] = 8. 
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Propriétés des différences divisées. Si f(x) = f x (x) l/ 2 (*) et si on note les différences divisées 
des fonctions f x (x) et f 2 (x) en mettant les indices 1 ou 2, alors 

[XnXn-l- . *o] = [***»-!. • • *<Jl + [*n*n-l • • *o] 2 - 

Pour une fonction f(x)=cf 1 (x), ou c est une constante 

[XnXn-!. . . * 0 ] = <t*n*n-i • . .X 0 ] v 

On peut donner pour les différences divisées une expression ne faisant pas intervenir les diffé¬ 
rences divisées d’ordre inférieur. 


[x n x n - t .. .*(>]= Ê 


/(JC,) 


t = o(x t -X 0 ). . .(Xt-Xt-i) (x t -x l+1 ).. .(*,-*„) 


Si la fonction f(x) est n fois continûment différentiable dans un intervalle contenant les points 
de base jc 0 , x ly ..., x„ alors ses différences divisées peuvent être exprimées à l’aide des dérivées 
de la fonction: [x„x n -i - J c 0 ]=/ <,0 (f)//i!. Dans cette dernière formule, £ est un point approprié 
de l’intervalle contenant les points de base. On déduit immédiatement de cela que toutes les 
différences divisées du /i ièmc ordre sont égales pour un polynôme de degré n. 

Table des différences pour des points de base équidistants. Le schéma de calcul des différences 
divisées devient particulièrement simple si les points de base * 0 , x 2y ..., x„ sont donnés en ordre 
croissant et répartis de façon équidistante. Nous avons alors pour un pas donné h, x 1 =x 0 +h, 
x 2 =x 0 +2h, . j t 0 +nh. Pour les différences des arguments de la partie gauche du schéma 

on obtient x l+k —xi=kh. De plus si on introduit 
la première différence yi+i—y t = A x y iyxl2 
la seconde différence A l y l + l — A 1 y l = A*y t + i/2 

la n ièmc différence A n - l y l .\. 1 — A n - 1 y l = A n y l . yi i 2 
il existe alors une relation simple entre ces diffé¬ 
rences ordinaires et les différences divisées. Nous 
avons la formule ci-contre. 

On déduit de cela que non seulement toutes les 
différences divisées d’ordre n sont égales entre elles pour un polynôme de degré w, mais qu’il 
en est de même pour les différences ordinaires. 

Si on introduit une variable auxiliaire par l’équation x=x 0 +th, et si on tient compte des 
points x- x =x 0 —h y x- 2 —XQ—lh y ... précédant le point de base x 0y on obtient alors la table 
de différence suivante. 


[xt+kXa*- 1 .. .* 1 + 1 *,]= -fi * -j-] 'A k y\\k\ 8 


Table de différences 



Pour le calcul à l’aide de la table, on commence par la table des valeurs de base, on forme la 
suite des différences pour les valeurs y t de la fonction, et on obtient ainsi les premières diffé¬ 
rences. A partir de ces dernières on forme la suite des différences et on obtient les différences 
secondes, et ainsi de suite. 

Interpolation de Aitken. Le processus récursif d'interpolation dû à Aitkbn peut être appliqué 
avantageusement si le point x auquel on doit calculer f(x) par interpolation est donné. Par inter- 
44 Mathématiques 
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polation linéaire (voir fig. 29.2-1) on détermine d’abord tel que hi, l + 1 (x l+1 — x l )=y l (x l+1 — x) 

+yn-i(x—xi) c’est à dire par 


1 


} ihi +1 = 


■ det 


y t (x t - x) 

yi+i ( x l+1 -x ) 


(*,+ !-*,) 

En prenant un point de plus x t + 2 on obtient un polynôme h ltl + ltl+2 
du second degré poiir l’interpolation et donc plus précis 

hi,i+t ( x t - x) 


hhi+Ut+2 — 


det 


/»/+r 

h /+!,!+ 2 ( x l+2~ x ) 



(x l+2 -Xt) 

On poursuit le processus jusqu’à ce que les valeurs des approximations 
successives ne different que d’une petite quantité liée à la précision. 

29.2-1 Interpolation de Aitkcn: //,, n-i{xi +l —x t )=yt{xi +t -x) F yin(x-x,) 

29.3. Modèles numériques d'intégration et de dérivation 


Intégration numérique. Par formule de 
quadrature on évoque un modèle pour 
lequel les valeurs de la fonction f(x) ou 
de ses dérivées aux points de base x tJ sont connues et dans lequel les coefficients de superposition 
A t j (ou poids) ou les points de base x u doivent être déterminés selon les qualités que l’on 
demande au modèle. Dans une formule de quadrature du type amplitude , les points de base sont 
donnés et on doit déterminer les A tJ ; dans une formule de type argument ce sont les poids A,j 
qui sont donnés et on doit déterminer un ensemble de points de base appropriés. Les points de 
base peuvent ne pas appartenir à l’intervalle d’intégration. 

Exemple: Une formule de quadrature du troisième ordre donnant la valeur exacte pour des 
polynômes de degré ^3: $f(x)dx~[(b-a)l2] {f(a)-\-f(b)-[(b-a)l6\(f\b)-f'(a))}. 

a 

Les formules de quadrature du type interpolation sont obtenues en remplaçant la fonction à intégrer 
sur l’intervalle [a, b] par un polynôme d’interpolation de Lagrange du n iàme degré sur les points 
de base x t =a-\-ih, /=0, 1,2, . ..,/*. Si on exige que la formule de quadrature soit exacte pour 
tout polynôme de degré inférieur ou égal à n , on obtient 

n 

b n b- a (-{f /[«+!] 

lfWx~ZA,f(a+ih) avec A,= — J 7 — d/, 

0 

où /[«+!! = /(/_ 1 ) (t- 2 )- • •(/-/!)• Si n = 2m- 1 -d y avec d=0 si n est impair et d -1 pour n pair, 
alors l’erreur est donnée par R n — — M n (b— û) 2M+1 / (2m) (£), avec a<Ç<b et 
M x ~8,333 x 10- 2 , M 2 ~3,472x 10 4 , M 3 ~ 1,543 x 10\ 

M 4 ~5,167 x 10- 7 , M r> ~2,9l0x 10~ 7 , Af c ~6,379 x ÎO” 10 , 

Af 7 ~ 3,912 x 10- 10 , M«~5,133x 10 ~ 13 

La formule des trapèzes et la formule de Simpson sont souvent utilisées: 


Formule des trapèzes 

î/(*)d x=[(b-a)ln]lf(a)l2+f(a+h)+f(a+2h)+ • • • +f(a+{n- I )h)+f(b)l2\ 
a -l(b-aÿl(\2n*)]-f''(6), où h=(b-a)/n , 

avec pour n— 1 dans le cas d’interpolation linéaire entre les extrémités de l’intervalle: 

]f(x) dxx [(b - a)l2][f(a) +f(b)\ - [(b - aft 12 ]/"(£). 

Formule de Simpson pour n pair 

]f(x)dx=[{b-a)l(3n)\ {f(a)+f(b)+2[f(a-\-2h)+f(a + 4h) -f- • • • +f(a+(n-2)h)\ 
a +4[ f(a \-h)+f(a+3h )+• • • +/(a+(/i- 1 )//)]}-[(/> — «) s /( 180zi^)]/ 4 (<T), où h=(b-a)n 

avec si n = 2 et pour une interpolation par un polynôme du second degré entre les extrémités a 
et b de l’intervalle 

!Mâx*W3 )[/(fl)+4/(«+li)+/(6)]-l I 6 f(« 
où h = (b — a)/2 . 


Formule de quadrature 


Sf(x)dx~ Z Aijf (J> (xij) 
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Dérivation numérique. Comme pour l’intégration numérique on interpole la fonction /(a*) dans 
un voisinage du point x l} où on doit évaluer f(x 0 ) y par un polynôme d’interpolation P„(x) de 
degré n et on utilise ensuite la relation/'(*„)~/V(* 0 ). Pour une interpolation linéaire entre les 
points x 0 — /i et jc 0 T//, on obtient par exemple 
f\x o) s lf(x 0 -{-//) -Ax o - h)]/(2h). 

Par développement en série de Taylor 

f(x 0 +h)=Ax 0 )+f'(x 0 )h+f''(x 0 )(/i 2 l2\)-\ -|-/ < " > (jf 0 )t/ï'7«!) I ’ * * =<? (/ld ldx V(x 0 ) 

de la fonction f(x) au voisinage dé x 0 on obtient un modèle d'opérateur différentiel universellement 
applicable 

“jj - (l//01n(l+M)=(l lh)[(hA)-(hA) 2 12 4- (hA )*/3 - (///l) 4 /4 H -]; 

où A est l’opérateur aux différences donné par AAx) = [f(x+h)-f(x)\//i. Tronquant cette série 
après la w ièmc puissance de l’opérateur hA y on obtient un modèle donnant la valeur exacte de la 
dérivée pour un polynôme de degré inférieur ou égal à n. Ce modèle est identique à celui obtenu 
en faisant la substitution /'(* 0 ) —/V(*o)- 

Exemple : Pour P(x) — a 0 \ a x x T a 2 x 2 , {liA)P(x) = P(x-\-h ) — P{x) = a x li -\ afflxh I li 2 ) et (h A ) 2 P(x) 
= a 1 h-\-as 1 [2( < x-\-h)h\h 2 ) — a x h-a 2 (2xh-Vh 2 ) = 2a 2 li 2 . Donc l’opérateur de dérivation devient 
( 1 /h) [(hA ) — (hA) 2 /2\P(x) = a x -f 2a 2 x - YaJ\ — a 2 h = a x -f 2a 2 x = P (x). 

Résolution numérique d’équations différentielles ordinaires 

De nombreux problèmes pratiques nécessitent l’intégration d’une équation différentielle 
y'=f(x y y) où / est une fonction continue; partant de la valeur initiale >>(jc 0 )=.y 0 on doit intégrer 
dans la direction des x croissants (c’est souvent un système de telles équations que l’on doit 
considérer). Par x l =x 0 +ih on détermine de façon approchée les valeurs yi—y(x t ). Dans de nom¬ 
breuses méthodes numériques de résolution on utilise l’équation intégrale équivalente à l’équation 
différentielle 

y(x)=y 0 + //(/, AO)d/. 

*o 

Méthode de Adams. L’équation intégrale donne l’accroissement nécessaire pour déterminer 

*t+i 

la suite {.y,}, y t + x — T/= J ' f(t y y{t))dt. Dans cette dernière intégrale f{t y y{t)) est remplacé par 

x i 

un polynôme d’interpolation de Newton de degré n dont l’intégration est faite exactement. 

La formule d'interpolation de Adams utilise les 
points de base x ly x ( - lt ..., x^„ 

et avec fi=f(x ly y t ) et Af l —f iVx —f l on obtient 
yt+i-yt=h HB r A r f t - ry où æ 0 =i, 

r a 0 

1 

B r = ~j- f w(w-f-1) (w+2).. .(« fr- l)d//; 

0 

par exemple, B x =0 y 5- y Æ 2 = 0,41; £ 3 = 0,375; 

Æ 4 = 0,3486; £ ft = 0,32986. 

Pour initialiser ce processus on doit tout d’abord utiliser des polynômes d’interpolation de degré 
moins élevé, à moins que 

les valeurs initiales y 0y y Xi ..., y n soient déjà les valeurs initiales (de départ) y 0 , y Xi . . y y n -i 
connues avec suffisamment de précision soient connues. La valeur suivante est donnée 

par une équation transcendante qui peut être 
résolue de façon itérative. 

Méthode de Rungc-Kutta. Dans l’intégration de l’équation .différentielle ÿ=f(x 9 y) la théorie 
de l’interpolation ou du calcul aux différences nécessite la connaissance d’un ensemble fini {.y,} de 
valeurs, valeurs nécessaires pour amorcer le processus. La méthode de Runge-Kutta n’utilise quant 

44 * 


yi+ x -yi=hÈ B r 'A r f , n _ 

r- 0 

ou B r —B r ~B r ,. 


La formule d'extrapolation de Adams utilise 
les points de base x t + lt x ty ..., x l ~„+ 1 
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à elle, que les propriétés de continuité de la fonction f(x,y); elle nécessite donc un stockage de 
données moins important, et de plus on peut Putiliser aussi bien pour intégrer l’équation dif¬ 
férentielle que pour calculer les valeurs de départ d’autres méthodes. De plus le pas h peut être 
modifié au cours du processus d’intégration, et la stabilité numérique est plus facilement atteinte 
que dans le cas de méthodes basées sur le calcul aux différences. Dans la méthode de Runge- 
Kutta, une valeur approchée y 1+1 de 
*/+»! 

yi+i=yi + f /(/, y(0)d/, est calculée par ÿt+^y^/c 

x i 

l’incrément k est obtenu par des pas intermédiaires: 

j-i 

k 0 =0, k J = hf(x l +a J h , y t + Zb Jq k q ) pour j= 1,2, 

<1 = o 

r 

et k— Z g jkj. Les paramètres a Jy bj et gj intervenant dans ces étapes intermédiaires sont déterminés 

j= î 

par les propriétés que l’on demande à la méthode. On impose habituellement que (p(h) = 

x l+ h r 

f /(/, y{t))dt— Z gjkj ait des dérivées s’annulant en /i = 0, et d’ordre / aussi élevé que possible, soit 

x t J= 1 

<p(0) = 9 >'( 0 )= • • • =ç> (l) (0) = 0. Cet entier / est alors appelé r ordre de la méthode de Runge-Kutta. 

La méthode de Runge-Kutta est une amélioration de la méthode d'Euler ÿi+i=yi+hf(x ly y t ) 
qui n’est pas très performante par rapport à la propagation des erreurs. 


Exemples de méthodes de Runge-Kutta du quatrième ordre. 

1. yi+i-y i +(\l6)(k 1 -\-2k^\-2k^-{-k i ) i avec 
ki = hf(x ly y,) y k 2 =hf(x l \~hl2 t y 

k 2 = hf(x t +h/2, y t +kJ2), k â = hf(x t -\-h,yi+k 2 ). 

2. /i+ 1 =yi+(1/3) (k 1 l2-j-3k 2 l2-\rkJ2-hk A l2) 9 avec 
ki = hf(Xi , y,) y k 2 =hf(x t +/?/ 2 , y t +*i/2), 
k^hflx^hfcyi-kifi+kz), ^ 4 =/ir/(A: / +/i,^ i +^ 2 /2+^3/2). 


Détermination des racines d’une équation 


De la distribution des valeurs d’une fonction y—f{x) y on obtient des indications sur les valeurs 
de x pour lesquels on a /(jt) = 0. Si la fonction est approchée par un polynôme d’interpolation, 
alors les racines de ce polynôme seront des valeurs approchées des racines cherchées. On essaie 
d’utiliser ces valeurs comme une étape d’un processus itératif de recherche des racines. 


Méthode de la “régula falsi” (dite encore Méthode de la sécante. Méthode de Lagrange). Deux 
points différents yi=f(xi) et y 2 = f(x 2 ) reliés par une droite, définissent un polynôme d’interpola¬ 
tion Pi(x) du premier degré (voir Figure 29.3-1). De (x 2 -x)l(x 2 -x 1 )=(y 2 —y)l(y 2 —y 1 ) on déduit 
Pi(x)=y=y 1 (x-x 2 )l(x 1 -x 2 )+y 2 (x-x 1 )l(x 2 -x 1 ) avec la racine x pour /\(.x)=0. 



* y\X 2 - y 2 x x 

Méthode de la “régula falsi” 

yi - y z 



29.3-1 Méthode de 
la «régula falsi» 


29.3-2 Méthode de la «régula falsi»: méthode 
point fixé 












































29.3. Modèles numériques d’intégration et de dérivation 693 



29.3-3 Méthode de «régula falsi»: méthode 
de la sécante 


Si on détermine y=f(x) par substitution, on 
peut alors trouver un processus itératif. Dans le 
cas de la méthode à point fixé (voir figure 29.3-2) on 
fixe le point de coordonnées jc 2 =jc/ et y 2 —y T . On 
écrit x x =x h yi=yi et*=;t, +1 , /= y j+1 et le proces¬ 
sus itératifest donné par x l+1 =(x f y l —xiyf)l(yi-y f ). 
Dans le cas de la méthode de la sécante on écrit 
y*~+yi- 1 , Xi-txt, y x ^y t et x-> x l+1 
et on obtient x t+1 = 

=lx,- 1 f(x,)-x,f(xi- 1 )]Hf(x,)-f(x,- l )]. Ce procès- 
sus (voir Figure 29.3-3) converge très rapide¬ 
ment vers jc* solution de /(jc*) = 0, à condition que 
les conditions suivantes soient satisfaites pour /(jc): 
si m x est la borne inférieure de |/'(*)l> si M x est 
la borne supérieure de \f\x)\ et M 2 celle de 
\f”(x)\, le paramètre K = M 2 MH(2m\) doit être tel 
que les inégalités suivantes soient vérifiées 
K\x*-x 0 \<\, K\x*-x x \<\. 


Exemple: Pour la racine ** = 2,0945514815423... de la fonction /(jc^jc 3 — 2x —5 on obtient 
par la méthode du point fixé initialisée avec jc/ = 2 et JCx = 3, les approximations suivantes 

jc 2 = 2,058 823 5294 ; jc 3 = 2,096 558 636 2 ; ;c 4 = 2,094440519 3 ; 

jc 5 = 2, 0945576218; jc 8 =2, 094551 1399; jc 7 = 2, 094551 5006. 


Méthode de Newton. Comme polynôme d’interpolation de Newton du premier degré on prend 
la droite, déterminée par le point y 0 =f(x 0 ) sur le graphe de la fonction /(jc) et par la pente y 0 de 
la tangente en ce point. De l’équation de la tangente y=P 1 (jc)=y 0 4-.yi(jc-Jc 0 ) on peut déduire 
une estimation Je du zéro de /(jc). 

On peut déduire de cela des processus itératifs. 

Dans le cas de la méthode de Newton à pente fixe , 


Méthode de Newton 


x = x 0 -yjy 0 



29.3-4 Méthode de Newton à pente fixe 


29.3-5 Méthode de Newton à pente variable 


/o =/'(*/) reste inchangé et le point x-> xi+ Xi yi+ x =f(x i + 1 ) est obtenu à partir du point jc 0 -+ jc*, 
.Vo“*/(*/); la formule suivante est répétée itérativement x l+x =xt— f(xi)/f'(x f ) (voir figure 29.3-4) 
Dans le cas de la méthode de Newton à pente variable , la dérivée /'(■*<) est recalculée à chaque 
étape si bien que le processus devient jc < + 1 = jc i -/(jc,)//'(jc/) (voir figure 29.3-5). 


Exemple: La racine £ ième du nombre a est obtenue comme un zéro de la fonction /(jc) = 
=jc k -a, déterminé itérativement par 

x i +i=x,-(x!i-a)l(kx*r 1 )=x,(l -1 Ity+aKkx?,- 1 ). 

Dans le cas de la racine carrée cette formule devient Xi+ x = (xr\-alxi)l2. 
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La méthode de Newton converge rapidement si tfl**—*|<1 est vérifié pour la racine x *, le 
paramètre K ayant la même valeur que dans le cas de la méthode de la “régula falsi”. 



29.3-6 Initialisation du processus itératif 
xi+i = F(x t ) 


Méthode des approximations successives : Lorsque l’on 
s’intéresse à la recherche de la racine de f(x) = 0, on 
écrit souvent l’équation sous la forme x f + 1 = F(A:/) qui 
se prête mieux à une méthode itérative (voir Figure 29.3-6). 
Si on choisit la fonction F(x)^x — cf(x), avec c>0, on 
pourra déterminer une valeur optimale pour c par rapport 
aux bornes m l et Mj de la dérivée /'(*), /w 1 </'(jc)<M 1 . 
Pour la dérivée F’(x) = 1 — cf'(x), on en déduit que 
\-cm 1 >\-cf'(x)>\—cM u c’est à dire que F\x) se 
trouve dans des bornes plus étroites déterminées par la 
plus petite des valeurs de max (|1 — cm^ |1 — cM x \). 
Pour c = 2/(A/ 1 H-m 1 ), on obtient |1 —cm^ = |1 —cM^ — 
= (M 1 — m 1 )l(M 1 -\-m 1 ) = a< 1. En utilisant le théorème des 
accroissements finis il en résulte que \F(x i+1 ) — F(x t )\^: 

— x t \. Plus la valeur de a est petite 



29.3-7 Illustration graphique 
d’un processus divergent 


29.3-8 Illustration graphique 
d’un processus convergent 



et meilleure est la convergence du processus itératif. Pour la variante à point fixé de la méthode 
de la “régula falsi”, il est clair que F(x) = [x f f(x) - x/(x f )]Hf(x) -f(x f )\ et pour la méthode de Newton 
F(x) = x—f(x)lf{x). La convergence peut être améliorée par un procédé dû à Aitken. Dans ce cas 
deux itérations ordinaires x 3i+l = F(x 3l ) et x 3 /+ 2 = / 7 (^ 3 H- 1 ) sont suivies par une étape de Aitken 
■^ 3 H- 3 =^ 3 /-(^ 3 i+i-^ 3 i) 2 /(^ 3 /+ 2 - 2 ^ 3 i+i+^ 3 <)- Des représentations graphiques (Figs. 29.3-7 et 
29.3-8) illustrent deux processus itératifs, l’un divergent et l’autre convergent. 


Exemple: La racine carrée du nombre a> 1 est obtenue par un processus itératif de recherche 
de la solution de l’équation f(x)=x 2 — a =0. Au voisinage de la racine on a 1 <\/a^x<a> et 
donc pour f \x) — 2x, on a 2<J'(x)<2a. Comme m — 2 et M — 2a , on obtient c — (2a — 2)/(2«+2) = 
= (n-l)/(a-J-l). En conséquence pour ^2, x l+1 = x t - (a:? — 2)/3 est un processus convergent. 
Celui-ci donne x 1 = 4/3= 1,333; ^r 2 — 38/27^ 1,407; x 3 = 3092/2187^ 1,412. 


29.4. Recherche cTextrema 
Problèmes unidimensionnels 

Si le mode de fonctionnement d’un système dépend des paramètres x lt x 2 , ..., x,„ il est alors 
souhaitable d’avoir un critère F(x lt x 2 , . mesurant en quelque sorte la qualité du mode 

de fonctionnement , ce critère est aussi appelé objectif ou fonction coût. Cette fonction de plu¬ 
sieurs variables n’est cependant pas toujours connue par le moyen d’une formule. Les valeurs 
doivent être déterminées par des tests sur le système. 

Un cas simple d’un tel mode de fonctionnement est lorsque l’on peut se rammener à la dé¬ 
termination des valeurs extrêmes d’une fonction J\x) à une seule variable. Les paramètres x lt 
* 2 , ..., x n déterminent maintenant les points x t pour lesquels les valeurs de la fonction /(*/), 
donnent des informations sur la proximité d’une valeur extremum de la fonction f(x). Plusieurs 
stratégies sont envisageables pour la recherche de tels points. 

Le critère d’analyse/'(*) = 0 ne peut être appliqué que pour les fonctions différentiables. Sou¬ 
vent, dans la pratique on ne peut cependant pas supposer que la fonction soit continue, ou 
que ses valeurs extrêmes n’appartiennent pas à la frontière du domaine de définition. Dans le 
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cas contraire, il est malgré tout souvent plus aisé de trouver les racines de l’équation en déter¬ 
minant le minimum absolu de la fonction f%x) par le moyen de recherche d’extrema. 

Stratégies globales. Si la fonction /(*) considérée possède un minimum dans l’intervalle [a, b ] 
alors la fonction -/(*) y a un maximum; si elle possède plusieurs maxima relatifs, alors cha¬ 
cune des stratégies décrites ci-dessus conduit à l’approximation d’une de ces valeurs. On peut donc 
supposer que /( x) possède exactement un maximum, et qu’après la transformation //=(*— a)/(b — a) y 
l’intervalle soit [0,1]. Une stratégie globale Z n =( *j, * 2 , ..., *„) consiste alors à choisir 
n points x h différents, dans l’intervalle [0, 1] avec *,<*, pour /</. Si /(**) est la plus grande 
des valeurs calculées pour la fonction, alors le point pour lequel la fonction / est maximum 
appartient à l’intervalle [x k ~ lf jc*+J (voir figure 29.4-1); la longueur de l’intervalle ci-dessus soit 
conduit à la mesure de l'indétermination de la stratégie donnée par L n = max (*/+i —*m), 

l^l^n 

formule dans laquelle * 0 = 0 et jc„+ 1 =1. Plus, le plus grand des intervalles est petit, meilleure est 
la stratégie. La valeur minimum de l’indétermination, soit L„opt = min {max (jCi+i — jc*— x )} est 
caractéristique de la stratégie dite du minimax. z « 




29.4-1 Mesure de l’indétermination d’une straté- 29.4-2 Intervalle d’indétermination pour n—2. On 

gie ;/(**) est la plus grande des valeurs calculées, indique les positions possibles du maximum 

max est le maximum de la fonction 


Pour /i = 1, [0, 1] est l’intervalle d’indétermination maximum. Pour n—2 (voir figure 29.4-2), 
[0, x 2 ] et [x l9 1] sont des intervalles d’indétermination plus petits. Si on se réfère à la stratégie 
du minimax, on essaie de rendre la longueur des intervalles précédents, aussi petite que possible, 
les longueurs étant respectivement * 2 et 1 —^; mais puisque x 1 =£x 2 , alors la stratégie optimale 
à e près (pour empêcher les valeurs non réalisables *i = * 2 = 0-5), donne pour n— 2 , les valeurs 
e e 

X\ = 0.5 — -et * 2 = 0 . 5 +" 2 ", e étant suffisamment petit. Ici le choix de e dépend également 

de l’imprécision sur les valeurs de /(*), car il serait impossible pour e trop petit de déterminer 
entre /(*) et /(*+e), laquelle de ces valeurs est la plus grande, (si leur différence n’est pas sufTï- 
sament grande). 

Pour n — 3, le nouveau point ne peut au plus que réduire l’intervalle de séparation entre x x 
et * 2 - U ne réduction de l’intervalle d’indétermination ne peut être obtenue que par l’adjonction 
d’un couple de nouveaux points. La distribution optimale est donnée par des couples de points 
équidistants, qui pour// pair, sont donnés par les points ** = ( 1 +e) •[(/: + 1 )/ 2 ]/{(«/ 2)+1 } — 
{[(k-\ — [kj2\}e y ou [*] désigné le plus grand entier plus petit ou égal à *. La longueur de 

l’intervalle d’indétermination optimal est alors L„opt=(l +e)/{(/i/ 2)+1 }. 

Exemple: Pour n — 4 on obtient la répartition de points x 1 — 1/3 — (2e)/3; jc 2 = 1 /3 -+-c/3 ; 

* 3 = 2/3 —e/3; * 4 = 2/3 + (2e)/3 et l’intervalle d’incertitude optimal L 4 opt= l/3 + e/3. 

Stratégies séquentielles : Comme le nom l’indique, chaque nouvelle étape de cette stratégie 
part de la précédente, si bien que l’intervalle d’incertitude obtenu à une étape devient l’inter¬ 
valle à examiner à l’étape suivante. Cette façon de procéder réduit le nombre de points. 

Dans le cas de recherche par dichotomie , la stratégie globale optimale à e près pour n= 2, 
est appliquée de façon répétitive. On généralise L 2 opt=(l+ e)/2 par la relation de récurrence 

L 2k o pt = (L 2 (k-i)opt + e )/2 

et on obtient pour n=2k points, L n opt = 2“ M/ 2 +e(l — 2 _n/2 ). Il est facile de voir que pour le même 
n , la longueur de l’intervalle d’indétermination est plus petite que celle de la stratégie globale 
optimale du minimax qui vaut ( 1 + e)/{(«/ 2 ) + l}. 
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Exemple: Le calcul des 12 premiers points pour la recherche du minimum de la fonction 
/(*) = |jc 2 — 2|, avec e=10~ 4 montre l'effort nécessaire jcj = 1 — e/2 ; * 2 =l+e/2; at 3 = 1,5 — 3e/4; 
* 4 = 1,5 +e/4; * 5 = 1,25 —5e/8; * 6 = l,25 + 3e/8; * 7 = 1,375-1 le/16; *« = 1,375+5e/16; 
jc 9 = 1,4375-23e/32; * 10 = 1,4375+9e/32; * u = 1,406 25-45e/64; * 12 = 1,406 25 + 19e/64. 


Méthode de recherche de Fibonacci. Le nombre de tests n qui doivent être faits au cours 
de la recherche est fixé. Partant de l’intervalle de recherche initial [a ly b x \ les intervalles de re¬ 
cherche suivants sont déterminés par le moyen d’une suite de nombres d ly eux mêmes déter¬ 
minés à partir des nombres de Fibonacci. Les nombres de Fibonacci F 0 =l, F t = 1, F 2 = 2, F 3 — 3, 
F, = 5, F 5 = 8 , F 6 =13, F 7 = 21, F s = 34, F 9 =55, F 10 = 89, F u =144, F 12 =233, F 13 = 377, F 14 = 610 
satisfont la relation de récurrence Fi=F t .. 1 -{-Fi- 2 . Cela donne 1 = F l - 1 IF i -\-F l - 2 lF ly et comme 
F,- 1 >F l - 2 , il en résulte que F,_ 2 /F,<l/2. On pose L 1 =b 1 —a ly d x = L 2 =L 1 F„- 1 IF n , d 2 =L 3 = 
E\F n ~ 2 !F „, d 3 —L 2 F n-'sl F n ~i = LiF n -JF ny d x —L$F n -JF n - 2 = L x F n ~JF ny ..., d n -i = L n = L n ~ 2 FJF 3 = ... = 
LJF,,. Puisque F n > 2 " /2 pour n^ 3, la longueur de l’intervalle L n est plus petite que celle de 
l’intervalle obtenu par la méthode de dichotomie, pour le même //. 

Les Xi sont déterminés à l’aide de ces valeurs. De x 1 =a 1 -\-d 2 , x 2 —b x — d 2 il résulte que 
x 2 —*j = L x — 2d 2 >0, soit x 2 >x x , puisque d 2 <(\/2)L v On obtient pour intervalles de recherche 
fai» b x —d 2 ] ou [ai+^ 2 , b x ] qui sont de même longueur L 1 -d 2 =L l [(F n —F n - 2 )IF„]=L 1 F„-. 1 IF n = 
L 2 =d v Le point * 3 et le nouvel intervalle de recherche dépendent des valeurs f(x x ) et /(* 2 ) de 
la fonction: 


Si /C*i)^/(* 2 ) on pose a 2 = a ly b 2 = x 2 ctx 3 = a 2 
+*/ 3 , et on a a 2 = a x < x 3 < x x < x 2 =b 2 . La com¬ 
paraison des valeurs de la fonction aux points 
* 3 et jcj donne deux nouveaux intervalles d’in¬ 
certitude possibles [a ly x x ], [* 3 , x 2 ) de longueur 
L 3 =d 2 . 


Si f(xj)<f(x 2 ) on pose a 2 = x lf b 2 =b x et * 3 = 
b 2 —d 3 , d’où a 2 ^x 1 <x 2 <x 3 <b 1 = b 2 . La com¬ 
paraison des valeurs de la fonction aux points 
x 2 et * 3 donne deux nouveaux intervalles d’in¬ 
certitude possiblcsfjcj, * 3 ], [* 2 , b x ] de longueur 
L 3 = d 2 . 


Pour la détermination de * 4 on applique à l’intervalle [a 2y b 2 ] 
les mêmes arguments que ceux qui ont conduit à la détermi¬ 
nation du point * 3 , d x joue alors le rôle de d 3 et la longueur 
de l’intervalle est L x =d 3 . Les points suivants jusqu’à x n sont 
trouvés de façon analogue. 

Exemple: Si le minimum de la fonction |* 2 — 2|=/(*) est 
déterminé par la méthode de recherche de Fibonacci, on 
obtient pour les longueurs des intervalles d’incertitude (avec 
trois décimales), 

Lj = 2,000, L 2 = 1,236, L 3 = 0,764, L 4 = 0,472, L : = 0,292, 

L e = 0,180, L 7 = 0,113, L 8 = 0,068, L 9 = 0,045, L 10 = 0,023 

et les points de subdivision *4 = 0,764, * 2 = 1,236, * 3 = 1,528, 
*4=1,708, * 5 =1,416, * 0 =1,348, * 7 = 1,461, *«=1,393, 

* 9 =1,438, *io= 1,415 (voir figure 19.4-3). 


29.4-3 Intervalles de la procédure de Fibonacci pour y= |* 2 —2| 



X 


Méthode de recherche par la section dorée. Cette méthode est un peu moins efficace que la 
méthode de Fibonacci, mais elle ne nécessite pas que le nombre d’étapes soit fixé à l’avance. 

Dans l’intervalle de recherche [< a , b]> deux points * et *' sont fixés par un paramètre r encore 
à déterminer. De r = (b — a)l(b — x) on déduit *=û/t+&( 1 — 1/r) et puis de r = (Z> —*)/(£ —*'), 
la valeur *'=û/t 2 +6(1 — 1 /t- 2 ); pour a— 0 , b= 1 , et r = 3, par exemple, on obtient *=2/3, *' = 8/9. 
Une configuration équivalente à (a> *,*', b) dans un intervalle de recherche plus petit dépend 
des valeurs de la fonction aux points * et *'; si /(*')^/(*) on choisit a :=*,*:= *' et 
*' : =/>(! — l/r 2 )+a/r 2 , et si /(*')</(*) on pose />:=*',*': = *, *: = />( 1 — l/r)+fl/r. La longueur L 
de l’intervalle d’incertitude varie alors selon les valeurs de / aux points * et *'; on a L: = L( 1 — 1/r 2 ) 
si /(*')^/(*) et L: = L/r si /(*')</(*). Chaque point dans un intervalle est considéré comme 
pouvant être un extremum. La probabilité pour qu’un intervalle contienne un extremum est 
ainsi proportionnelle à la longueur de l’intervalle; pour deux intervalles les probabilités sont 
dans le rapport (1 —1/r 2 ) : 1/r. Mais la séquence de décisions la plus favorable est celle qui 
conduit à distinguer entre deux cas également probables. On a alors 1 —1/r 2 = 1/r, ce qui don¬ 
ne la valeur optimale pour r, r= l/2+(l/2)^/5= 1,618033989... (voir Chap. 7). Pour les inter¬ 
valles d’incertitude nous avons la relation de récurrence L : = L/r, si bien qu’après n étapes 
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nous avons L„ = L 1 lT n . Le rapport d’efficacité de cette procédure par rapport à la recherche par 
dichotomie est le rapport de r à yj2 soit cü 1,142 ..c’est à dire que l’efficacité est plus élevée 
d’environ 14%. 

Le lien avec la méthode de Fibonacci résulte de la relation F i = (\l'\/5) [r ,+1 —1/( — r) ,+1 ]. Pour 
/=! et i = 2, on obtient par substitution F x = 1 et F 2 = 2. On remarquera que la formule de ré¬ 
currence F i+1 = F i -\-F i - 1 vaut également pour le deuxième membre de la relation; en effet si on 
multiplie par ( — t ) ,+1 les deux membres de t i+1 — l/(— t) i+1 = t < — l/( — — l/(—r) 1-1 , 

on obtient, que / soit pair ou impair, la relation r 2, (r 2 —r—I) = t 2 —r—1 qui est toujours vérifiée 
puisque r est déterminé par la relation r 2 — t— 1 =0. 

On peut obtenir le même résultat par la méthode de transformation en z pour les relations de 

oo 

récurrence linéaires. On introduit la fonction auxiliaire F(z)= 27 F t z l et on se sert du fait que 

OO lz o oo 00 

la relation de récurrence nous donne F t = F ,-j-b F ,- 2 , 27 F t z l = z 27 F / - 1 z <_1 -l-z 2 27 Fi- 2 z l ~ 2 . On 
obtient alors: 1=2 1=2 1=2 

F(z) = F 0 +F 1 z+ 27 Fiz l = F 0 -f F x z—zF 0 -f - zF 0 -{- z 27 F t z l H- z 2 27 F t z l 
ou — F 0 +z(F 0 -F 1 )=z 2 F(z)+zF(z) — F(z), donnant 

F(z)=[(F 0 -/ 7 1 ) z—F 0 ]/(z 2 4-z— 1)= z 2 + z Z j '- I>our z i» 2 = — ( 1 /2± ( 1 /2) \/5 le dévéloppement en 
fractions rationnelles est F(z) = —— 

V5 

veloppé en série géométrique par rapport à r et la comparaison des coefficients avec la série 

oo 

F(z)= 27 F t z l donne la relation annoncée. 

1 = 0 


[ - — ■ * 1 ; chaque terme de la somme peut être dé- 

Z,-Z Zn Z J 


Exemple: La détermination du minimum de la fonction /(jc) = |jc 2 — 2| par la méthode de la 
section dorée donne pour un intervalle initial donné par ^ = 0 et 6 j = 2 , les points suivants: 
^ = 0,764, x 2 = 1,236, x 3 = 1,528, x 4 = 1,708, x 5 = 1,415, x a = 1,348, x 7 = 1,459, x 8 = 1,391, x 9 = 1,373, 
jc 10 =? 1,399, x n = 1,405. 

Comparée à la méthode itérative x l + 1 = x l — (xî- 2 )/ 3 , la méthode de recherche par la section 
dorée converge vers la solution de manière notablement plus lente. Cependant c’est une mé¬ 
thode que l’on peut appliquer à des fonctions très générales, alors que le processus itératif 
ci-dessus ne s’applique qu’à des fonctions particulières essentiellement dérivables. 


Problèmes multidimensionnels, systèmes d’équations non linéaires 


Par une généralisation des méthodes unidimensionnelles on tente de déterminer les extrema 
de fonctions de plusieurs variables, ou la solution de systèmes d’équations non linéaires. Vu la 
quantité de calculs à effectuer, on doit pour cela utiliser des ordinateurs et par ailleurs /’ efficacité 
des méthodes est moindre. Si dans le cas ou n= 1 on a réussi à éliminer 90% de l’intervalle, 
si bien que l’intervalle d’incertitude ne représente que 10% de l’intervalle original, comme 0,9 0,9 
= 0,81 il reste 19% d’incertitude pour le cas n = 2, pour n= 3 cela devient 27%, car (0,9) 3 ^0,73, 
pour «=4 on obtient 34%, pour n— 5, 41%, pour n= 6 , 47% et pour /t=7, 52%. 

Dans le cas n— 1 , on aboutit pouf l’équation /(jc) = 0, à la relation équivalente x=x — cf(x) et 
au processus itératif x k =x k ~ l —cf(x k ~ l ) f k et 1 étant des indices. La constante c est déter¬ 
minée de façon optimale par un critère de qualité. Généralisant au cas n— 2 , on essaie de ré¬ 
soudre le système d’équations 

/lOl, * 2 ) = 0 *1 = *1 - C,l/l(*l, X t ) - Cj/ 2 (x„ Xi) 

en posant 

/ 2 (*i> *2 )=0 x 2 =x 2 - Cjjj/iC*!, * 2 )-Q2/2U3, *2) 


où la matrice non singulière C=(c u ) = 


( Cn * 12 ), est choisie en fonction de certains critères. 
c 2 1 c 22 / 


Dans un processus itératif les x k et x 2 dépendent des valeurs jc $ -1 et jej * -1 du pas précédent; 
les quantités c tJ peuvent aussi dépendre de *î -1 , jcJ - 1 . Le choix de C détermine le comporte¬ 
ment de la convergence, cette convergence peuvant être améliorée par des algorithmes itératifs 
à plusieurs pas. Dans ces derniers, l’approximation à la &- ième étape dépend des approximations 
précédentes. 
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Pour la recherche multidimensionnelle de valeurs extrémales, par exemple pour la maximi¬ 
sation de la fonction f(x l9 x 2 ), nous avons la condition nécessaire f Xl (x ly x 2 ) = ^ /(*i, et 

d 

x^ — t- f(x ly x 2 )= 0 dans l’intérieur du domaine de définition. En résolvant ce système 
0 X 2 

d’équations non linéaires on obtient non seulement des maxima, mais aussi des minima ou des 
points-selle. 

Dans l’établissement de la séquence d’itérations pour la détermination des racines, le choix 
de la matrice C doit assurer non seulement une convergence rapide du processus, mais aussi 
une approche de la position donnant l’extremum. 

On ne peut pas donner de recommandations générales satisfaisantes pour le choix de cette 
matrice C. Dans les procédures de recherche stochastiques la matrice C dépend du hasard; des 
pas d’amélioration aléatoire sont exécutés, mais la suite de ces différentes étapes doit converger 
avec la probabilité 1 , c’est à dire sûrement , vers le point désiré. 

Méthode de Newton. Généralisant la méthode de Newton unidimensionnelle au cas n = 2, on 
remplace les graphes des fonctions (jc^Xg) et / 2 (x 1 ,x 2 ) par leurs plans tangents au voisinage 
d’un point déterminé, et on prend comme nouvelle approximation le point où la droite d’in¬ 
tersection des deux plans coupe le plan z = 0 . Avec k utilisé encore comme un indice, les plans 
tangents s’expriment clairement par: 


z=/i(*î“‘. *2 ') I 

Z=Â(4~ 1 < ■4~ 1 H 


<UA~\ 4~ l ), . u , 3/i(*î -1 > 4" 1 ) 

c)x, )+ dx, 

4 - 1 ).. 4-') 

~d4 (x '~ x ' )+ 


(xg-xj- 1 ), 


(Xz-X^- 1 ). 


En faisant z = 0 et en résolvant le système d’équations linéaires pour les inconnues (*! — jcJ - 1 ) 
et (x 2 — x^r 1 ), on obtient pour matrice C, la matrice jacohienne inverse du système d’équations. 


Exemple: Si on cherche la solution du système d’équations 
./i(x„ * 2 ) = *1 +3 log - x\ = 0 

/ 2 (xi> ^ 2 ) = 2xf X\X 2 5xj + 1=0, 

on détermine alors l’intersection des courbes /j = const. et /g=const. et on obtient approxi¬ 
mativement les points (1,4; —1,5) et (3,4; 2,2). Comme approximation initiale, on choisit le 
point (3,4; 2,2). On obtient la matrice C en prenant l’inverse de la matrice jacobienne: 


æ 

( dx 1 dx 2 

[A % 

VJ*! dx 2 



3 x 0, 434 29 
x 1 



4x 1 — x 2 —5 


ce qui détermine le processus itératif, De là on obtient 
les approximations successives suivantes: 

Pour ces valeurs /,(*?, xi) = 0,0002 et / 2 (xJ, x%)= 0,0000. 




*2 

k = 1 

3,4899 

2,2633 

k — 2 

3,4891 

2,2621 

k = 3 

3,4875 

2,2626 


La méthode du gradient et la méthode de plus grande pente. La direction de l’accroissement 
maximal d’une fonction /(x 1} x 2 ) est donnée par la direction du gradient (/* (xj, x 2 ), /^(xj, x 2 )). 

Si on cherche le minimum de la fonction f(x ly x 2 ), on doit alors obtenir une amélioration si 
on déplace le point (*î _1 , x 2 l ) déjà obtenu, dans la direction opposée au gradient. Cela revient 
à utiliser la méthode itérative suivante: 

4=*ï l -lf Xl (x k l \x k 2 1 ) et x k 2 = x k 2 1 -/J X2 {x l i \ x£ '), avec />0. 

Ainsi dans ce cas la matrice C est diagonale, les éléments diagonaux étant tous égaux à /. 

Le pas l étant fixé, on effectue un simple pas du processus itératif, on vérifie si une amé¬ 
lioration a eu lieu, si oui on poursuit le processus itératif, si non on choisit un nouveau pas / 
(plus petit) et on regarde à nouveau, c’est le principe de la méthode du gradient. On peut, 
cependant essayer de choisir le facteur / de façon optimale à chaque étape. Une exigence natu¬ 
relle pour / serait de rendre la valeur de la fonction 

4 - 1 ), 4 - 1 )] 
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aussi petite que possible. Cette valeur de / peut par exemple 
être déterminée par un processus unidimensionnel (voir Fi¬ 
gure 29.4-4). 

Si cette valeur optimale de / est choisie à chaque étape, on 
parle alors de la méthode de plus grande pente. 


29.4-4 Méthode du gradient; lignes de niveau fi>f 2 >f 3 >f^>f & 
de /(*!, x 2 ) 


Exemple: La méthode sera illustrée par la détermination du minimum de la fonction: 

/(*i, x 2 )=2xl-2x 1 +xl-x z =2(x 1 - l/2) 2 4-(* 2 — 1/2) 2 — 3/4. 

Dans ce cas simple on connaît le minimum x 1 = x 2 =0 t 5. Par la méthode du gradient on obtient 
la formule de récurrence 

jcÎ=jcÎ -1 — 2/(2jcÎ _1 — 1) et jc5 = jc2 -1 — l(2x%~ 1 — 1). 

Si on utilise la méthode de plus grande pente le paramètre / est obtenu par la formule 
/=[4(2 jc{- 1 - 1) 2 +(2**- 1 - 1) 2 ]/[16(2^*- 1 - l) 2 +2(2*2 -1 — O 2 ]. 


Si on part de l’approximation initiale jcJ=x:S=0 

/" = 0,278 

*5 = 0,556 

*5 = 0,278 

on obtient successivement les valeurs ci-contre 

/‘ = 0,4I4 

*î = 0,457 

*1 = 0,461 

pour / et x ly x. 

/ 2 =0,283 

*î=0,504 

*1 = 0,482 


l 3 = 0,429 

*1 = 0,497 

*2=0,497 


29.5. Méthodes numériques pour la résolution des équations et inéquations 
linéaires 


Equations linéaires 


Une solution d’un système de m équations linéaires y t = E a tJ x h avec /= I, 2, . .., m est con 

j =î 


stituée par n nombres x Jy j= 1, 2, .. n. Dans un espace de dimension n chacune de ces équa¬ 
tions, pour un yi donné, peut être interprétée comme un hyperplan normal au vecteur a,= 
(a llt a t2 , ..., a in ). Si pour m = n ces vecteurs sont linéairement indépendants, c’est à dire si l’équa- 

m 


tion E //a, = 0 n’est satisfaite que lorsque tous les l t sont nuis, alors les n—m hyperplans ont 


/= î 


un point d’intersection commun de coordonnées x Jy j— 1, 2, ...,«. Si m<n et si les m vecteurs 
orthogonaux aux hyperplans sont linéairement indépendants, on obtient alors un résultat ana¬ 
logue pour le sous-espace de dimension m déterminé par ces vecteurs. Pour m>n, les m vecteurs 
a t sont certainement linéairement dépendants. Si le vecteur a l0 est une combinaison linéaire de 
plusieurs autres vecteurs a Jy et si en plus y lo est la même combinaison linéaire des yj et si 
l’hyperplan associé à a lo contient l’intersection des hyperplans associés aux a Jy alors l’hypcrplan 
associé à a lo ne représente pas de conditions supplémentaires et son équation n’a pas à être 
prise en considération II apparaît une contradiction si y, 0 n’est pas donné par la même combi¬ 
naison linéaire sur les y } que celle donnant a lo par rapport aux Qj. Dans ce cas le système d’équa¬ 
tions linéaires donné est insoluble. Pour // = 2 les hyperplans sont des droites qui peuvent avoir 
une intersection non vide, qui peuvent être parallèles, qui peuvent coïncider (voir ligure 29.5-1). 


Elimination de Jordan. Le système d’équations est rangé sous 
forme de tableau, de telle sorte que la r-ième ligne contienne les 
coefficients a rJ de x Jy j— 1 , 2, ...,// et que la .v ièmc colonne con¬ 
tienne les coefficients a ls de x s pour /=!, 2, ..., m. 



*i 

*2 

» • • x a 

x n 


yi 

«n 

a n 

... a u 

... (lin 

1 

y* 

a n 

°22 

a 2s 

a 2n 

2 

y r 

a n 

a r‘l 

a rs 

... a rn 

r 

y m 

&ml 

Om2 

a m5 

O mn 

m 


1 

2 

s 

n 




29.5-1 Droites considérées comme 
hyperplans dans le plan Euclidien: 
deux droites se coupent, sont con¬ 
fondues ou sont parallèles 
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Si l’un des coefficients est différent de zéro, par exemple, a rs ^ 0, alors x 5 peut être éliminé en 

utilisant y r . De y r = a rl x 1 ~\-a r2 x 2 -] -} a rs x s -\ - \-a rn x n on déduit que x a = ( 1 /a rs )[ - -a r2 x 2 

-h y r - o rn x„]. La substitution de cette valeur de x s change tous les coefficients du 

tableau. Ceux de la .s-ième colonne, c’est à dire ceux de y r , deviennent alors a u la rs , a 2 sla rs , ..., 
a,nsl(*rs- Pour les termes restants notés b tJf et pour /V=r et j^£s, ■ b l j = a i j — (a, r a r j)la rs . Le ta¬ 
bleau prend la forme suivante 



Xl 

*2 

y r 

X n 


yi 

b n 

b ï2 

+a ls la rs 

bni 

1 

y* 

b 21 

b 22 

• •• "b^s/^rs 

b 2 „ 

2 

X s 

— a r ila r s 

— a r2 la rs 

+ 1 la rs 

••• Qrnl a rs 

r 

y m 

b ml 

b m2 

••• ~yti ms fa rs 

b m „ 

m 


1 

2 

s 

n 



On essaie de cette façon d’aller aussi loin que possible dans l’échange de chaque x„ avec un y r . 
Ce processus se termine lorsque chaque coefficient se trouvant à l’intersection d’une ligne cor¬ 
respondant à un yj non encore interchangé, et des colonnes des x t restant, est nul. Les x s 
qui ont été interchangés sont des combinaisons linéaires des y r interchangés et des variables x t 
restées en place. Ces x { n’obéissent pas à d’autres conditions et peuvent être choisis arbitrai¬ 
rement, comme des paramètres. Les y } qui n’ont pas été interchangés sont alors combinaison 
linéaire des y r interchangés. Si les valeurs données pour yj ne vérifient pas ces conditions le 
système d’équations n’a pas de solution. 

Si on peut poursuivre le processus jusqu’au bout, de telle sorte que tous les x s puissent être 
échangés avec des variables y n alors le tableau final donne x s comme fonction de ces y r . Chaque 
yj encore présent, n’ayant pas été interchangé s’exprime alors comme combinaison linéaire des 
y r précédents. Si les valeurs données pour les yj ne vérifient pas les relations linéaires, il y a 
alors contradiction et le système d’équations n’a pas de solution. 

Si pour m = n tous les x s peuvent être interchangés par des y r> alors le tableau final repré¬ 
sente la matrice inverse A~ x de la matrice A représentée par le tableau initial. 

Exemple 1: L’élimination de Jordan appliquée au système JCj-f x 2 —x 3 =y 1 = 2 

d’équations est donnée dans les tableaux ci-dessus, les coefli- x x —*2+ x 3 =y 2 =4 

cients a rs ^0 étant entre parenthèses, ces coefficients indiquent x 1 — x 2 —x 3 —y 3 = S 

la ligne d’élimination. L’équation de substitution est encadrée en 
rouge sous le tableau. 



x x x 2 x 3 

J'i x 2 

X 3 


yi 

x 2 


y 2 


y i 

y 3 y 2 

yi 

(1) 1 -1 


1 -1 

1 

Xl 

1/2 

0 

1/2 

Xl 

1/2 

0 1/2 

y 2 

1 -1 1 

y 2 

1 -2 

(2) 

x 3 

-1/2 


i 

1/2 

X 3 

0 

-1/2 1/2 

y 3 

I -1-1 

y 3 

1 -2 

0 

y 3 

1 

(- 

2) 

0 

x 2 

1/2 

-1/2 0 

Xl = 

y x -x 2 -t-* 3 

Xt- 

: -J'l/2+0f,+Ji/2 

x 2 = 

y t /2- 

yJ2 







Ce système d’équations a une solution unique. Les substitutions donnent le résultat x 1 = 3 y 
x 2 --3 t x 3 = -2. 


Exemple 2: Pour le système d’équations 


on obtient de façon analogue 


x l +x 2 -x 3 =y 1 = l 
x x -x 2 \x 3 =y 2 =4 
3x l -x 2 -\x 2 =y 2 = 8 



Xl 

x 2 

x 2 

y i 

1 

1 

-1 

y 2 

1 

-1 

1 

y 3 

3 

-1 

(1) 


x 3 = -3* 1 +* 2 +y» 



Xl 

x 2 y 3 

J'i 

(4) 

0 -1 

y 2 

-2 

0 1 

*3 

-3 

1 1 

xt=y,/4+yJ4 




y i 

x 2 

y 3 

*1 

1/4 

0 

1/4 

y 2 

-1/2 

(0) 

1/2 

*3 

-3/4 

1 

1/4 
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L’échange de x 2 avec y 2 n’est pas possible puisque le coefficient entre parenthèses est nul. 
La deuxième ligne donne ^ 2 = (> , 3 “> , i)/ 2 qui est la condition pour qu’une solution existe. Cette 
relation n’est pas satisfaite pour les valeurs numériques données, le système d’équations n’a 
donc pas de solution. Si les valeurs données étaient ^ = 2, ÿ 2 =3, y 3 =$> alors y 2 —{y 3 — j>i)/2 
serait satisfaite et la solution serait ^ = 2,5, Ar 3 = 0,54-x 2 , x 2 pouvant être choisi arbitrairement. 


Le système d’équations linéaires modifié comme 

H 

suit yi=0= E a t jXj—bi conduit à une autre 

forme de la substitution de Jordan. Le tableau 
initial possède une colonne additionnelle con¬ 
stituée par les b t . 


Comme après chaque élimination de x s par y r 
comme facteur, cette colonne peut être omise. 


Exemple: Pour le système 

* 1 +* 2 -*3-2=j' 1 = 0 

x 1 -x 2 +x 3 -4=y 2 = 0 
Xi~x 2 -x 3 -8=y 3 =0 


on obtient 



*i 

*2 

... x„ 

-b, 


J'i 

«n 

a l2 

* • * a ln 

~bi 

1 

y 2 

°2l 

a 22 

... a 2n 

b 2 

2 






r 

y m 

@m\ 

@m2 

... U mn 

-b„ 

m 


1 

2 

s n 

n +1 


les coefficients de la 

.yième colonne ont 

* 

II 

o 




*2 

*3 

1 

y\ 

O) 

1 

-1 

-2 

y 2 

1 

-1 

1 

-4 

J'a 

1 

-1 

-1 

-8 



*2 

X 3 

, 


*l=J'l-*2-t-*3 + 2 

x 2 1 

1 


-1 

1 

2 


0 

3 *, 

3 

yi 

— 2 

(2) 

-2 

*3 

1 

1 * 3 

-2 

y 3 

-2 

0 

-6 

J's 

(-2) 

— 6 *2 

-3 

*3= x 2 -\-yJ2 -H 


*2 = 

m 

1 

es 

£ 

1 



Donc la solution est 

*i = 3, x 2 = 

-3, x 3 = 

-2. 




Méthode de Gauss. Cette méthode de résolution est obtenue à partir du procède de substitution 
de Jordan. Les lignes correspondant à chaque variable x t interchangée ne sont plus inscrites dans 
le tableau mais notées séparément. De cette façon la dimension des tableaux est réduite et à la 
fin nous obtenons un système linéaire avec une matrice triangulaire qui est donc très facile à résoudre. 

Exemple: Pour l’exemple précédent nous obtenons successivement les tableaux et équations 
permettant de calculer la solution de façon récurrente : 



*1 *2 

*3 1 


x 2 *3 1 

*2 

1 

y\ 

0 ) 1 

-1 —2 

y 2 

-2 ( 2 ) -2 

y 3 

- 

2 -6 

y 2 

1 -1 

1 -4 

J's 

-2 0 -6 




y s 

1 -1 

-1 -8 






Xi= - 

^* 2 " f *3 + 2 


*,=JC 2 +1 

* 2 = 

-3 



ou x 2 = -3, x 3 = —2,*! = 3. 

Méthodes itératives de résolution de systèmes d’équations linéaires 

n 

Avec a,j=h lJ -{-Ctjy le système donné d’équations E a lJ x J =b l s’écrit de la façon suivante, 

h n J- 1 

E h t jXj+ E c tJ Xj=b l . Les h u sont choisis de telle sorte que la matrice H—{hu) possède une matrice 
y-î J ?î 
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inverse H~ l = (h„ l ) pouvant se calculer facilement, c’est le cas par exemple si H est une matrice 
diagonale. Il en résulte alors que * r = 27 h^bi — £h^e tJ Xj. On déduit aisément une méthode 

itérative de cette relation. Si on prend *?= Z hrfbi comme valeur initiale, on obtient alors 

i 

*î = *? — 27 hJÎCijx)- 1 . Ce processus converge vers la solution du système d’équations linéaires 
si et seulement si la valeur absolue de toutes les valeurs propres de la matrice 27 (fïir l l c i j)=(k rj ) 

est plus petite que 1. Une valeur propre de la matrice ( k rJ ) est définie comme étant un nombre / 
pour lequel le système d’équations £ k rJ Xj = lx ry a des solutions non triviales, c’est à dire que ce 

système possède une solution ou les Xj ne sont pas tous nuis. Cela signifie que soit 27 | 27 h rfCij\< 1 
soit 27 | Z h~}c u \<\. Ces conditions sont satisfaites si on a par exemple \k tt \^ 27 \k tJ \ pour la 

ri i¥J 

matrice K=(k iJ ). L’accroissement des approximations successives est alors donné par 
(x'i-x k r - 1 )= 2 


Exemple: Lors de la résolution d’un système linéaire donné par une méthode itérative, on 
exprime d’abord ce système sous une forme appropriée au processus itératif utilisé: 


10 *!- * 2 + x 3 = 10 

*i+5* 2 + * 3 = 5 

x \— *2+10* 3 =10 


*î= o,i*o- l -o,i*5~ 1 +i 

► *5= - O,!*}- 1 -0,2*ï-M-l 

*5=-o,i*î- 1 +o,i*5" 1 +i 


Pour l’approximation initiale *° = 1, *§ = 1» * 3 = 1 on obtient les accroissements 


/ 0 \ / — 0,04\ / 0,004 \ / 0,0012 \ * x 

( “0,4 )(0 ) ( 0,016 ) ( -0,0016 ) * 2 

\ 0 / \ —0,04/ \0,004/ \ 0,0012/ *3 

si on additionne ces valeurs à l’approximation initiale on obtient alors après quatre itérations 
la solution approchée x\ = 0,9652, *5 = 0,6144, *J = 0,9652. 


Problèmes de valeurs propres. Si on considère le système d’équations linéaires Z a iJ y J =x l 

j m 

pour /= 1 , 2 , ...,/* comme décrivant un système ayant les yj comme entrées et les *< comme 
variables de sortie et dont la relation de cause à cfict est donnée par la matrice A = (au\ alors 

n 

l’existence d’une valeur propre / vérifiant l’équation 2J aijXj = lxi signifie qu’un vecteur propre 

< = 1 

(*j, * 2 , ...,*„) utilisé comme variable d’entrée reste inchangé par le système, au facteur de pro- 

n 

portionnalité près /. L'équation aux valeurs propres 27 aijXj — lxt est un système linéaire homogène 

j - 1 

possédant des solutions différentes de zéro si le déterminant de la matrice A —Il s’annule, / étant 
la matrice unité, c’est à dire 


"11 -/ 

a \2 

U\n 

a 2l 

a 22 — l . . 

Û2n 

a n\ 

a n‘i • • 

@nn t 


L'équation caractéristique est un polynôme de degré n permettant de déterminer les valeurs pro¬ 
pres. Pour chaque valeur propre / on obtient le vecteur propre associé à partir de l’équation 
aux valeurs propres. On peut obtenir un découplage du système à l’aide des vecteurs propres, 
c’est à dire qu’on peut s’arranger pour que chaque variable de sortie ne dépende que d’une 
variable d’entrée. On peut de cette façon introduire des oscillations normales dans les systèmes 
mécaniques oscillants. Dans la théorie du gyroscope on utilise trois axes dont les directions sont 
données par trois vecteurs propres linéairement indépendants de la matrice du moment d’inertie, 
et cela pour obtenir une forme simplifiée des équations de la dynamique. La théorie des réseaux 
électriques (réseaux à 2 bornes ou n bornes) utilise également les valeurs et vecteurs propres de 
certaines matrices liées à ces réseaux. 

La valeur propre de plus grande valeur absolue ainsi que le vecteur propre associé peuvent être 
déterminés par un moyen qui s’est révélé très pratique dans la théorie de la transmission électrique. 
Grâce à cela on peut obtenir une approximation du vecteur propre et une estimation de la valeur 
propre de plus grand module comme vecteur de sortie d’une chaîne commençant avec une entrée 
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arbitraire et utilisant le vecteur de sortie après une étape comme vecteur d’entrée de la suivante 
et cela suffisamment de fois (voir Figure 29.5-2). Le dernier vecteur de sortie représente un vecteur 
propre approché, et le quotient des composantes de même indice d’approximations successives 
approche la valeur propre. Avec un vecteur initial x t = bi essentiellement arbitraire, on peut 

n 

utiliser le processus itératif x k l = Ea tJ Xj~ l . Les quotients Jtî/.xî -1 qui tendent à devenir tous 

j -1 

égaux servent d’estimation à la valeur propre de plus grand module. 



29.5-2 Schéma d’une chaîne de calcul pour la détermination de la valeur propre de plus grand module 


Exemple: Pour le système aux valeurs propres x 1 — x 2 = lx 1 

2x 2 +x 3 = lx 2 
X 2 +X z = lx z 


en itérant avec les valeurs intiales *5= 1, 1, jc?= 1 on obtient successivement 


*1 

0 

-3 

-11 

-32 

-87 

-231 

-608 

*2 

3 

8 

21 

55 

144 

377 

987 

*3 

2 

5 

13 

34 

89 

233 

610 

k = 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 


Pour x 7 ilx°i on obtient 2,633, 2,62, 2,62 comme approximation de la valeur propre de plus grand 
module. Les vraies valeurs propres sont obtenues à partir de la matrice A et de l’équation 
caractéristique 


/■ 

A= | 0 2 

' 0 1 

ce qui donne ( 1 — /) = 0 ou 
0,3825. 



1 -/ -1 0 


0 2-1 


= ( 1 — /) 2 (2 — /) — ( 1 — /) = 0 


0 1 1 -/ 

/ 2 -3/+2=l ou / 2 = (3-LV 5 >/ 2 — 2 * 6173 et / a = (3-V 5 )/ 2 - ‘ 


Inégalités linéaires 


L’application de méthodes mathématiques en économie et en planification conduit à déterminer 

n 

des //-uplcs (jcj, jc 2 , à partir de systèmes d’inéquations y t = — H a u Xj -[ b t ^0 pour i=l 

2, ..., ni. Si le w-uple est considéré comme un point d’un espace de dimension n, alors chacune 

n 

des m inégalités détermine un demi-espace limité par un hyperplan — 2Ja tJ Xj-\-bi = 0. Pour 

j * î 

m^n l’intersection des hyperplans donne des sous-espaces de dimension au moins n-m. Pour 
le cas m>n y qui est important dans la pratique, la configuration de l’intersection contient des 
points qui sont des points anguleux de l’intersection des demi-espaces. Cette intersection est la 
solution du système d’inéquations donné. C’est un polyèdre convexe de dimension n. Si on prend 
deux points quelconques à l’intérieur ou sur la frontière du polyèdre, alors celui-ci contient tous 
les points de la ligne joignant les deux points. Un polyèdre fini, ne contenant pas des points à 
distance infinie, est complètement déterminé par ses points anguleux, ou sommets. 

Si on suppose que m>n et que la matrice de coefficients (a tJ ) est de rang n y ou peut savoir 
au moyen d’un algorithme s’il existe des n- uples solution des inéquations et si oui, comment on 
obtient les sommets de la région solution. 
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Information initiale 



-yi 

y 2 

-y„ 

1 


-x 1 -x 2 . 

-X n 1 









y n + 1 

bn+1,1 

bn+ 1>2 

• • • b n + 1 ,„ 

b„+ 1 

yi 

a ll a l2 

°1 n b 1 

y n+ 2 

bn+ 2>1 

b n + 2>2 

• • • b n + 2 yn 

bu t î 

y > 

a 2l ü 22 

0 2 n b 2 






y m 

Oml O m2 

Omn b m 









y r 

bn 

br2 

’’’ b rn 

K 

*i= - 

buyi-b l2 y 2 -■ 

■ * -b ln y n +b‘i y 






*2= “ 

b 2 ,y, b 22 y 2 ■■ 

• b 2n y n +b 2 , 






•x n = - 

b„iyi—b n2 y 2 — • • 

' b„ n -f- b n 

ym 

b m\ 

b n i2 

• • • b mn 

b m 


De l'information initiale présentée dans le tableau on peut tirer (ce qui est un résultat des hypo¬ 
thèses faites) que les n premières lignes de coefficients a tJ sont linéairement indépendantes. Par 
Félimination ou substitution de Jordan chaque variable x t peut être échangée contre une variable 
yj. On obtient la forme standard du système d’inéquations consistant en n équations et un tableau. 
A partir de cela on doit déterminer les variables y /, /=1,2, avec y { ^ 0 et de telle sorte 

que pour i=n- l-l, .. .,m, on ait aussi yi^ 0. Le w-uple donné par les n équations est alors un 

sommet ou point anguleux. Si dans ce tableau b\^0 y alors le point y t = 0, /= 1, ..., n conduit 
à une solution. Si Fun des nombres b\ est négatif, par exemple b’ r < 0, alors le point y t — 0, /= 1, 
2, ...,/f ne satisfait pas la r-ième inégalité puisque y r = b' r <0. Si de plus chaque coefficient de 
cette ligne est tel que b rJ >0,j=l,2 . n, il n’y a alors pas de point yi>0, /= 1, 2, .. n satisfai¬ 

sant cette inégalité. Le système donné n’a pas de solution. 

Si, par contre, pour il existe un coefficient b rs <0 dans la r-ième ligne, on forme alors 

les quotients b\\b ia> i = /i-fl, ...,aw, avec les coefficients de la .y-ième colonne. Si en dehors de 
br/b r!l il y a d’autres quotients non négatifs on choisit alors le plus petit. Si cela arrive dans la 
ligne / 0 , on choisit alors b loS comme pivot ou élément d’échange dans une étape d’élimination 
de Jordan, et on échange ainsi les variables y lo et y a . De l’équation y lo = — Eb loJ yj — b toa y a -|- b lo 

J = S . 

on obtient y s = (— Eb loJ yj-y lo )lb ioS +b'Jb loS . Le terme b'Jb ha est non négatif. Si i 0 =r, alors 

J = s 

par cette étape de Jordan on a abouti au fait que tous les éléments correspondant à la colonne 
1 sont non négatif, et on a trouvé un point anguleux. 

Si, par contre, i 9 ^r y alors les termes des autres lignes i =£i 0 doivent être calculés. Après l’étape 
de Jordan ils satisfont: -b ls -b'Jb (QS +b' l = b ls [(b' l lb la )--(b'iJbi oa )]. Pour les lignes i telles que 
b'ilb la >b'Jb lo!t ïzO, une amélioration a été obtenue dans le cas où b la <0 puisque ce terme négatif 
est plus petit en valeur absolue après l’étape de Jordan. Un terme positif b la >0 reste positif. Pour 
les lignes / telles que b',lb ta < 0, dans le cas b ia < 0, le terme b\ est positif et demeure positif; 
dans le cas b la >0 y b\ était négatif et reste négatif et sa valeur absolue s’accroît en fait. 

On peut montrer que pour les cas b]/b la ^0 avec b la <0, pour les cas b\!b ia <0 avec b la > 0, 
et pour d’autres cas spéciaux tels que b'tJb loa = 0, on obtient un tableau ne comportant que des 
éléments positifs après un nombre fini d’étapes, donnant ainsi un sommet (x ly x 2y ..., x„) de la 
région solution. 

Exemple: Déterminer un sommet de la région solution des inégalités 
— x x +2x 2 — 3*3—2^ 0, 4x r — x 2 +4x 2 — 5^0, 

— 3x x +x 2 — 4*3-}-3 ^0, x 2 ï* 0, x 3 ^0. 

Ce système d’inégalité est déjà écrit sous forme standard. Si on utilise l’algorithme décrit pré¬ 
cédemment on obtient successivement les tableaux: 




-*2 

“*3 

1 


-Xi 

-X 2 

y 2 

1 


-*3 

-*2 

-y* * 

yi 

l 

-2 

3 

-2 

yi 



-*u 

- 17 /4 

yi 

33 1 12 

~ 3 °ln 

— 4 /i a —3 

y 2 

-4 

1 

-4 

-5 

y 2 

-1 

0 

1 

-2 

y 2 

Va 

- 1 /» 

4 /a "I 

J'a 

3 

-1 

4 

3 

*3 

3 U 

- l /4 

v* 

3 U 

Xi 

4 /a 

-Va 

Va 1 



-*3 

-y i 

-y 3 

l 


-*3 

-y 2 

-y 3 

1 

*2 

-1 

— 12 /ao 

4 /ao 

38/ 

1 20 

*2 

-4 

-3 

-4 

3 


1 

~ *120 

s, Uo 

-Va» 

yi 

-5 

-5 

-7 

2 


1 

~ *120 

2t u 

32/ 

1 20 

*i 

0 

-1 

-1 

2 
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29.6. Méthodes graphiques 


Les abaques ou nomogrammes représentent graphiquement la dépendance fonctionnelle de plusieurs 
variables de telle sorte que la valeur de l’une d’entre elles peut être obtenue par une simple 
construction géométrique quand on connaît la valeur des autres variables. 


Abaques à deux variables 

Pour la relation fonctionnelle y =/(*), la représentation graphique dans un système de coor¬ 
données cartésiennes forme déjà un abaque, constitué par les deux axes de coordonnées et par, 
en général, une courbe. Le graphe peut être modifié si le long des axes des x ou y on n’indi¬ 
que plus les multiples de l’unité, mais des longueurs £ = <p(jt) et rj = yj(y) i respectivement données 
par les fonctions monotones inversibles y et y). Par un choix judicieux de ces fonctions on peut 
obtenir un document graphique dans lequel l’échelle graphique r)=g(Ç) représente la relation 
donnée y = y l g(<p(x)) = f(x), si bien que f=y)~ v g(p y y 1 étant la fonction inverse de y. L’échelle 
graphique est linéaire ou rectiligne si rj=a- ou y>(y)=a-\~P<p(x). 

Exemples 1: Sur du papier semi-logarithmique, Ç=x et rj = \ogaX. Les fonctions y — Ka Lx ont 
une échelle graphique linéaire avec c^logaK et fi=L. 

2. Sur du papier iog !og, £ = Ioga;t et q = m \og a y. Les fonctions y=^Kx L ont une échelle 
graphique linéaire avec a — m log a K et /?= mL . 

3. Sur du papier “probabilité”, £=jc et ^ = / 7-1 (y), où F~ l est la fonction inverse de la fonc¬ 


tion erreur de Gauss F(w)=- I cxp( —x 2 /2) dx. L’échelle graphique est alors une droite 

\/(2n) J 
-00 

pour les fonctions y=f(K+Lx ), c’est à dire les fonctions représentant toutes les distributions 
normales. 


Des échelles doubles sont des échelles graphiques pour lesquelles en correspondance avec un 
nombre suffisamment grand de valeurs de x> on note en vis à vis les valeurs de y. On peut 
imaginer que ces valeurs ont été transférées par des projections parallèles à partir de l’axe 
des x et de l’axe des y si bien que ces axes ne sont plus utiles (voir Figure 29.6-1). On obtient 
une échelle fonctionnelle ou échelle courbe d’une variable //, si chaque point de la courbe cor¬ 
respondant à la valeur u du paramètre est déterminé dans un système fixe x> y par jc = <p(w) et 


A 

7 - 

tO 

- 1 

j 

2 - 



3- 

-2 


4 — 



j- 



6 - 



donné —'► 

- 3 

- trouvé 

A-Z5 8 — 

■ 

d=3,09 

â - 



10 - 

- $5 



29.6-1 Echelle double pour la relation entre l’aire d’un cercle 
A = 7id 2 / 4 et son diamètre d 



29.6-2 Echelle graphique pour l’équation (x-y)/2= Log[(x+y)/2] 


y — V>(m). Le graphe de cette échelle fonctionnelle représente alors la relation entre les fonctions 
<p(u) et ip(u). 

Exemple: Partant des fonctions y — q)(u) = e M -j-w et y = xp(u) = e“ — w, et puisque u = 
Log [(jc+^)/ 2] on obtient la résolution de l’équation (x-y)/2=Log [(x+y)/2] par l’échelle 
graphique de la figure 29.6-2. 

45 Mathématiques 




























706 29. Analyse numérique 

Abaques à trois variables 


Etant donnée une relation fonctionnelle F(u y v, w) = 0, pour être capable de lire aisément la 
valeur d’une variable lorsque les autres sont données on utilise des abaques à points alignés. 


Abaques à points alignés. Si on considère chacune des trois variables comme un paramètre, 
alors au moyen de six fonctions (p ti y> ty /= 1, 2, 3, on peut trouver trois échelles fonctionnelles 
dans le même système de coordonnées x y y données par les équations x l = cp i {u) y y x = y>i(n ); 
x 2 =<P2( v )> r 2 =V 2 (v); x 3 =(p 3 (w) y ^ 3 = V’sCw)* Il sera demandé en plus aux fonctions cp iy y> t et cela 
pour faciliter la lecture, que le triplet de valeurs (// 0 . o 0 , u> 0 ) vérifiant l’équation F(u 0y v l)y vv„) = 0, 
appartienne à une droite (voir figure 29.6-3), cela peut aussi se traduire par le fait que le trian¬ 
gle de sommets (*,, yj), (jc 2 , .v^), (jc 3 , y 3 ) a une aire nulle. L’équation de Soreau donne une con¬ 
dition nécessaire et suffisante pour cela. 


Equation de Soreau 


1 (p^u) v ; i(w) 




1 <Pz(v) y> 2 (v) 

= 0 



1 <P*W V>M 



Si on a des fonctions cp iy y>t qui satisfont cette équation, 
alors les échelles fonctionnelles sont déterminées par ** = 
(pi et yi = y>il cette détermination n’est pas unique, puis¬ 
que toute transformation du plan de coordonnées transfor¬ 
mant les droites en des droites donne un nouvel abaque à 
points alignés. De telles transformations peuvent être utili¬ 
sées pour agir sur le domaine de variation des variables et 
augmenter ainsi la précision des lectures. 



29.6-3 Le triplet des valeurs (//„, i> 0 , w 0 ) d’un abaque à points alignés est sur une droite. 


Relations de base et échelles pour les abaques à points alignés. 

(1) Les trois points (jc,, y,), (jc 2 , y 2 )> (x 3 , .v 3 ) appartiennent à une droite si (yi—y 2 )l(x j—* 2 ) = 

S* on fait =#,(//), yi=)\(uh * 2 = -£a(v), y> = ~U V ) et x 3 = —g 9 lw ) 9 — / 3 (W)» 
il n’y a alors pas de relation linéaire entre les il en résulte trois échelles curvilignes et 

la relation de base 

[/i(w)-b/ 2 (v)]/[^i(w)-l i , 2 (^)] = [/i(w)-i-/3(w')]/ki(«) I g 3 (w)l 

(2) Pour *! = (), l’équation à vérifier devient 

(^i- y 2 )/( - x 2 ) = (y j- y 3 )l( -x 3 ) ou y 1 =(y 3 x 2 -y 2 x 3 )Kx 2 -x 2 ). 

Si les échelles S ly S 2 , S 3 sont déterminées par ^ = 0, y î =*/|(i/>, x 2 = — \lg 2 (v\ y 2 =f 2 (v)lg 2 (v) t x 3 = 
\/g 3 (w) t y 3 =f 3 Mlg 3 {w), alors Sj est rectiligne, tandis qu’il n’existe pas de relation linéaire entre 
/ 2 , g* et / 3 , g 3 . La relation de base est fi{u) = [f 2 (v)+f z (w)]/[g 2 (v)+g 3 (w)]. 

(3) Si on substitue y 2 =px 2 -\ q dans l’équation de (2), avec x^O, y 1 =f 1 (u) y x 2 = — \/g 2 (v) t y 2 = 
px 2 -\-q, x 3 =\/g 3 (w) et y 3 =f 2 (w)lg 3 (w), alors S 1 et S 2 sont rectilignes, p peut être choisi arbitrai¬ 
rement, et il n’y a qu’entre f 3 et # 3 qu’il n’y a pas de relation linéaire; la relation de base est 
alors /,(//) — [-p-\-qy 2 (v) +f 3 (w)]/[g 2 {v) +£ 3 (w)]. 

(4) Si par la relation y 3 = mx 3 -\-c l’échelle S 3 devient aussi linéaire, m pouvant être choisi 
librement, alors sous des conditions analogues à celles de (3), la relation de base devient 

fi(i<) = [-p -I- qg 2 (v) I m | cg 3 ()]/[g 2 (v)+g 3 (w)]. 

(5) Si x 2 = 1 est substitué dans l’équation de (2), celle-ci devient yi = {y 3 —y 2 x 3 )l(\ —x 3 ) ou 
yi(l — A'jlij'jjAfg—y 3 = 0. Si on introduit maintenant: ^=0, yi—fi(u)\ x 2 = 1, y 2 —f 2 (v)i et x 3 =g 3 (w)l 
[/ 3 (>v)-f^ 3 (>v)], y 3 = — h 3 (w)/[f 3 (w)-\-g 2 {w)] 9 alors les échelles et S 2 sont linéaires et les droites 
correspondantes sont parallèles, alors que l’échelle S 3 n’est linéaire que s’il existe une relation 
linéaire entre f 3 et g 3 . Par substitution on obtient la relation de base fi(u) f 2 (w)+f 2 (v) g 3 (w) + 
h 3 (w)=0. 
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(6) On substitue x x = a y x 2 —b y * 3 =c dans l’équation 
de (2) et on obtient y x = (by 3 —cy 2 )l(b — c) ou y x (b— c) = 
y 3 (b-a)-\-y 2 (a-c) y soit y*(a-b)=y 1 (c-b)+y 2 (a-c) en 
utilisant la condition (1). Avec y x =fi(u)l(b — c) y y 2 = 
fi( v )K a ~ c ) et y^—f^MKo-b) on obtient la relation 
de base / 3 (w0 =■/!(«) “h/a( v )> et les échelles S ly S 2y S 3 
sont des droites parallèles. 

(7) Des considérations générales ont montré, qu’en 
plus des relations de base déjà données, on pouvait 
aussi obtenir les trois relations suivantes 
A(w)=fi(") Â( v )> 

A(ti) / 2 (^)/ 3 (w) =/,(w) +/ 2 (v) 4/ 3 (m') 
et 

fi(u) / 2 (v)/ 3 ( w) +/i(w) -f/ 2 (v) ^ 3 ( w)+// 3 (>v) = 0. 

Exemple: Les solutions réelles de l’équation cu¬ 
bique réduite w 3 — 3pw — 2q = 0 peuvent être obte¬ 
nues par un abaque à points alignés, avec deux 
échelles linéaires: ^=0, yi=—3p\ x 2 —\ y y 2 = — 2q 
et x 3 =l/(H-w), >> 3 = — w 3 /(H-w), comme on peut 
le voir à partir de la relation de base f x (p) / 3 (w>)+ 
f % (q) 8a(w)+h 3 (w)=0. De cela on peut tirer 
A(P) = - 3 p, f 2 (q) = - 2 q, f 3 (w) = H\ 

*30*0=1, h i ( L w)=w 3 (Fig.). 


29.6-4 Abaque pour les solutions réelles de 
w* — 3pw—2q=0 



Abaques à plus de trois variables 

Au lieu d’associer trois points, chacun étant sur une échelle fonctionnelle, par une droite, on 
peut chercher d’autres constructions permettant d’associer un plus grand nombre de points, par 
exemple on peut associer à trois points du plan x y y le centre du cercle déterminé par ces trois 
points, ou le centre d’un triangle. 

Pour étudier la dépendance fonctionnelle F(u ly w 2 , w 1# v 2 , w Xy w 2 )=0 de six variables au plus, 
on a construit des diagrammes d’interception reliant trois grilles par des droites. Par grille on 
sous entend deux familles de courbes coordonnées, par exemple, les courbes r=const. = \/(jc 2 | -y 2 ) 
et les courbes î/; = const. = arctg y/x d’un système de coordonnées polaires. Deux valeurs des 
variables qui sont associées à cette grille déterminent un point de coordonnées at,=ç) 1 (i/ 1 , w 2 ), 
>>i = Vh( w i> w 2 )- Pour les deux autres grilles on obtient x 2 —(p 2 {v iy v 2 ), y 2 = tp 2 (v ly v 2 )et x 3 = q> 3 (w ly w 2 ) y 
y* = 'Pz(w\, w 2 ). 

Il est essentiel que pour une grille, il existe une correspondance biunivoque bien déterminée 
entre les points (u ly // 2 ) et (je,, y x ). Comme dans le cas d’abaques à points alignés, on demande 
que trois points (wJ, //§), (vJ, t;g), ( h >?, wJ) des trois grilles (u ly w 2 ), (v Jf v 2 ) y (w h w 2 ) y satisfaisant la 
condition F(//J, u\ y v,, v 2 , vvj, wj) = 0, soient sur une même droite (voir Figure 29.6-5). Dans un 





29.6-5 Les points corres¬ 
pondants de trois grilles 
appartiennent à une 
droite 


45 * 
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système de coordonnées cartésiennes, la condition ci-contre 
doit être vérifiée. 


I I w 2 ) ViUh, "2) 

| 1 (Pi( V U V 2> V>2( V 1> V 2) 

I 1 ^3(^1* ^2) ^2) 


= 0 


Si l’équation que l’on doit mettre sous forme d’abaque contient 5 variables, alors 4 variables 
peuvent être représentées par 2 grilles et on a seulement besoin d’une échelle graphique pour 
la cinquième variable; pour 4 variables une grille ou treillis, et deux échelles graphiques suffisent. 

Toutes les relations à 6 variables ne peuvent pas être mise sous forme de diagramme d’in¬ 
terception. Par contre si on a obtenu un tel diagramme pour une relation, alors par application 
d’une transformation quelconque du plan transformant droites en droites, on peut obtenir d’au¬ 
tres formes du diagramme d’interception. 


Exemple: La relation (a-b) v^ 3 (^ 2 ) — [« — ^1 )] 

— b] y>i(i /) est équivalente à l’équation ci contre, ou 11 dénote le 
déterminant. 


1 a V'i (") 

1 b yt 2 (v) 

1 ) y> 2 (w 2 ) 


= 0 


De cela on peut déduire que les échelles et les équations, pour les grilles ou treillis désirés, 
sont *!=<?, yi = Wi(u)', x 2 —b t y 2 — yf 2 (v); x B =^ 3 (w 1 ), y 2 — y> 3 (w 2 ). Pour la réalisation on n’a besoin 
que de papier millimétrique ordinaire sur lequel deux droites distantes de (b—a) doivent être 
graduées par les échelles fonctionnelles y et y> 2 (v). On utilise le même papier millimétrique 
pour la grille. Son axe perpendiculaire à l’échelle doit être gradué par la fonction (Ps(w t ) et 
celui parallèle à l’échelle par y> 3 (>v 2 ). 


On essaie souvent de mettre sous forme d’abaque des relations à plus de trois variables en 
travaillant avec une chaîne d’abaques à points alignés. Dans de tels abaques, pour les valeurs 
données de deux variables, on calcule d’abord à l’aide d’un abaque à points alignés, la valeur 
d’une variable auxiliaire, par exemple £ (voir Figure 29.6-6). A partir de cette valeur ainsi dé¬ 
terminée, et de la valeur donnée d’une troisième variable, on détermine à l’aide d’un deuxième 
abaque à points alignés la valeur d’une autre variable auxiliaire. On continue ainsi, toujours 
en calculant la valeur de variables auxiliaires, jusqu’à ce qu’on obtienne la valeur désirée de la 
variable du problème initial par un dernier abaque à points alignés. 



29.6-6 Variable auxiliaire £ dans 
un abaque à points alignés pour 
// 4 = /q-f M2+//3 


29.7-1 Calcul de l’intégrale 
1 

J f(x ) ôx par la méthode 
0 

de Monte-Carlo 



29.7. Méthodes de Monte-Carlo 


Le nom de méthodes de Monte-Carlo est donné à tous les procédés utilisant le hasard pour 
résoudre des problème déterministes comme, par exemple, l’évaluation d’intégrales, la déter¬ 
mination d’extrema, la résolution de systèmes d’équations, d’équations différentielles ordinaires 

1 

et d’équations aux dérivées partielles. Le calcul de J f(x) ôx est un exemple pour illustrer la 

0 

méthode qui peut être généralisée à des intégrales multiples; en fait l’intérêt des méthodes de 
Monte-Carlo ne devient évident que pour les problèmes multi-dimensionnels. Un intervalle 
d’intégration fini [a, b] peut se ramener à [0, 1] par la transformation linéaire u = (x—a)l( < b—a). 

Procédure probabiliste. La fonction f(x) est supposée être bornée supérieurement et inférieu¬ 
rement si bien qu’on peut la transformer pour qu’elle satisfasse la condition 0^/(*)<l. 

L’intégrale cherchée est la valeur de l’aire de la région délimitée par la courbe f(x ), par l’axe 
des abscisses et aussi peut être par des segments de droite parallèles à l’axe des ordonnées (voir 
Figure 29.7-1). Si cette aire et celle du carré unité étaient uniformément couvertes par des mas- 
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ses, alors le rapport des masses correspondantes pourrait être considéré comme une estimation de 
la valeur de l’intégrale. Si on imagine les deux aires uniformément couvertes par n points de 
masse identique, et si m f d’entre eux appartiennent à ia région intégrée, alors par comptage, on 
obtient m f /n comme estimation de la valeur de Faire. Ici le nombre de points n est au moins 
10 4 . Leur distribution uniforme doit être aléatoire dans les deux directions x et y , de telle sorte 
que l’on considérer n tests mutuellement indépendants. Les nombres aléatoires uniformément 
distribués rendent possible l’arrêt du processus à une valeur n pour laquelle deux estimés suc¬ 
cessifs ne diffèrent au plus que de la limite de précision que l’on s’est donnée. Si (&—1) est 
le nombre d’étapes d’échantillonage déjà effectuées et I k ~ x le résultat obtenu, alors le schéma 
récurrent 

==[(&— 1) /*-!+&]/* 

s’est montré très performant, £* valant 1 si le /Même point tombe dans la région sous le 
graphe de /(jc), et £* = 0 autrement. 

Procédure de la valeur moyenne. Si on choisit pour arguments que des nombres aléatoires x ( 
uniformément distribués dans l’intervalle [0, 1], et si f(xi) est calculé pour chacun d’eux, alors 
la moyenne statistique A/[/(*)], multipliée par la longueur de l’intervalle 1, est une estimation 
de la valeur de l’intégrale. Parce que la moyenne arithmétique est effectivement une estimation 

de A^[/(jc)], on obtient (1/n) .£/(*/)— $f(x)âx. Dans ce cas, la formule de récurrence suivante 

o 

s est montrée très appropriée: 

h = /*-,+ lf(x k ) - I k -i]/k = [/*_,(* -1 ) +/(**]/*. 

Génération de nombres aléatoires uniformément distribués. Lorsque l’on utilise un ordinateur, 
il n’est pas habituel de construire un générateur aléatoire dans l’ordinateur pour générer des 
nombres aléatoires. Un tel générateur vraiment aléatoire aurait relativement peu de souplesse 
si on voulait éviter de grandes complications. De plus la stationnarité de la suite des nombres 
aléatoires générés n’est pas garantie sur une longue période de temps, car leurs propriétés sta¬ 
tistiques changent au cours du test. 

C’est pour cette raison que les nombres aléatoires sont générés à partir de formules de récur¬ 
rence déterministes. Pour que ces nombres pseudo-aléatoires diffèrent le moins possible de nom¬ 
bres vraiment aléatoires on demande une quasi-indépendance des nombres pseudo-aléatoires suc¬ 
cessifs et la non occurence de suites périodiques de nombres. Des formules de récurrence ba¬ 
sées sur la théorie des nombres se sont montrées particulièrement bien adaptées; par exemple: 

1. Nombres de Fibonacci réduits [/ r * = F*_ 1 +F*- 2 ] mod m\ 

2. ^*+ 1 = [(2 r -}-l) yn+c] mod 2 m avec r>2 et c pair; 

3. y k — s-y k - x mod m f par exemple s =23 et m=10 8 -bl; 

r 

4. y k — ECjy k -j mod m, où les y 0i y lt .. ., y r - 1 sont des nombres convenables entre 0 et m— 1 

j -1 

et les Cj pour 7 = 1 , 2, ..., r des constantes convenables. 

Puisque tous ces nombres pseudo-aléatoires sont déterminés modulo m ou modulo 2 m , ils 
peuvent se ramener à des nombres de l’intervalle [0, 1] en faisant x k =y k /m ou x k =y k /2 m . 


30. Optimisation mathématique 


30.1. Optimisation linéaire . 710 30.3. Optimisation dynamique . 721 

30.2. Optimisation non-linéaire . 718 

Des problèmes d’optimisation étaient déjà formulés par Euclide, mais ce n’est qu’avec le 
développement du calcul différentiel et du calcul des variations aux I7 ièmc et 18 ièmc siècles que 
furent forgés les outils mathématiques pour résoudre de tels problèmes. Les problèmes d'optimi¬ 
sation de l'Economie sont des problèmes d’extréma avec des conditions auxiliaires; ces problè¬ 
mes sont souvent caractérisés par le fait que le nombre de variables est très grand et que l’on 
cherche des solutions non négatives. 

En général, une situation économique à étudier est considérée comme un processus compose 
de différentes activités, et le but est d’obtenir, par abstraction, un modèle mathématique cor¬ 
respondant; on notera x=(x l , un vecteur représentatif du processus. Pour chaque acti¬ 

vité il existe plusieurs variantes et leurs réalisations dépendent des contraintes gj(x)=0 imposées 
par les ressources disponibles, si bien que pour chaque activité on ne peut pas toujours choisir 
la variante la plus favorable. On cherche une combinaison des variantes possibles rendant ma- 
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ximum ou minimum la fonction objectif ou fonction coût ou critère f(x) pour le processus global; 
gj{x) — 0 et x { ^0 sont appelés contraintes. 


Problème d’optimisation max {/(jc) | tf/jc) = 0, x t ^0} 


i— 1, ...,//; y = 1, ... t m;n>m 


Dans les problèmes iV. optimisation non linéaires généraux il n’y a pas (ou peu) de restrictions 
sur les fonctions données / et gj. En optimisation quadratique /( x) est quadratique en Xi et 
gj(x) est linéaire; en optimisation linéaire f et gj sont des fonctions linéaires. 


30.1. Optimisation linéaire 


En optimisation il est habituel de généraliser la relation < “plus petit que’’ à des matrices 
(de même ordre) A = (a,j) et B={b u ) (voir Chapitre 17) en posant A<B ou A^B si et seule¬ 
ment si a u <bi J ou aij^bij respectivement, pour chaque / et j. On définit de façon analogue 
A>B ou A^B par a (J >b iJ ou au^bu respectivement. Il est bon de noter qu’il peut y avoir 
des matrices de même ordre pour lesquelles aucune des trois relations <, >, = n’est valable 
alors que dans le cas des nombres rationnels ou réels l’une de ces trois relations est toujours 
vérifiée. 

Soient c et jc des matrices d’ordre nx 1 (// lignes et 1 colonne), A = (au) une matrice d’ordre 
m x //, b une matrice d’ordre mx\ y O la matrice nulle d’ordre m x n, o la matrice nulle d’ordre 
/ix 1, cT la transposée de la matrice c qui s'obtient en interchangeant lignes et colonnes, alors 
la fonction objectif linéaire /(jc) peut être représentée par cLc, et les contraintes linéaires g ; (a - ) 
= 0 par Ax — b. Quand on fait c=—d, A=—B y b——h alors le problème de maximisation 
se change en un problème de minimisation. Pour une interprétation géométrique, on peut 
considérer jc comme un vecteur de l’espace euclidien R n . 


Optimisation linéaire 


max {cTx \ Ax^b, x>o) ou min {dTx | Bx^h, x^o} 


Selon les éléments des matrices c, A, b ou </, B y h on peut distinguer différents problèmes: 
problèmes déterministes si ces coefficients sont des constantes connues, problèmes paramétriques 
si les coefficients (ou quelques uns d’entre eux) peuvent varier dans des intervalles connus, pro¬ 
blèmes stochastiques si les coefficients (ou plusieurs d’entre eux) sont des variables aléatoires. 

Exemple I: Gain maximum. Si les composantes x t de jc représentent le nombre de pièces 
d’un produit ou article dans un processus de fabrication, et si c t est le rapport correspondant 
à une pièce du produit /, alors jc représente un programme de fabrication et cTx est le gain 
total. De plus si k est l’une des m activités, par exemple un groupe de machines, b k la ca-» 
pacité disponible (réserve), et si les coefficients a kl de la matrice A représentent le niveau 
d’activité par pièce de produit, alors le problème de la maximisation du programme de fabri¬ 
cation est de calculer le gain maximum en tenant compte de la disponibilité des ressources. 
Les hypothèses faites sur le modèle impliquent que le gain et les activités sont proportionnels 
à la production ct que le vecteur jc ne possède que des composantes à valeurs entières 
jc/^ 0. On a de plus supposé que la demande de produit n’était pas limitée. Si ce n’est pas 
le cas, des limites d { dans les ventes peuvent être introduites par l’adjonction de contraintes 
supplémentaires x t ^d t . 

2. Problème de la nourriture. Soit / un aliment dont une quantité jc< est contenue dans un 
aliment composé encore à déterminer et soit d t le coût unitaire. Soit k une vitamine ou sub¬ 
stance nutritive dont une quantité minimum h k doit être présente dans l’aliment composé; 
cette vitamine k est contenue en quantité b kl dans l’aliment /. La recherche de la solution 
conduit à un problème de minimisation qui dans sa forme la plus simple n’est applicable 
qu’à la détermination de la combinaison d’aliment la moins onéreuse possible dans la fabrica¬ 
tion de nourriture pour animaux. Un modèle différent pour le coût de la nourriture dans un 
hôtel est obtenu en ajoutant des hypothèses plus raffinées comme la distribution journalière des 
repas , c’est à dire petit déjeuner, déjeuner et dîner, la structure d'un repas , par exemple hors 
d’oeuvre, plat principal et dessert, la possibilité de choisir , par exemple entre trois plats et la 
plus petite période de réapparition du même menu , par exemple deux semaines. 

Le problème de maximisation en optimisation linéaire a été formule en 1939 par Kanto- 
rovich et résolu par la méthode des facteurs. Le problème de la nourriture (ou diète) fut résolu 
approximativement en 1941 par Cornfield et en 1945 par Stigler. Le problème d'optimisation 
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linéaire formulé de façon tout à fait générale par Wood et Dantzig a été résolu par Dantzig 
par la méthode du simplexe. 

Méthode du simplcxe. Pour l’optimisation linéaire les contraintes s’expriment sous la forme 

Ax^b et x^o ou a n x x +-• '+ajiX t -\ - \-a Jn x n ^bj et x^O pour j= 1,2, . ..,/w et /= 1,2, 

...,/* (voir Chapitre 29). De même que la condition 2jc 1 + 3* 2 ^4 définit un demi plan fermé, 
( n-\-m) demi-espaces fermés sont déterminés par les contraintes ci-dessus si x est interprété com¬ 
me un point ou un vecteur d’un espace de dimension //, R". Si les (n -{- m) contraintes sont con¬ 
sistantes, alors l’intersection R des (n+m) demi-espaces contient au moins un point. Chaque 
point de R est une solution réalisable (admissible) ou vecteur réalisable. 

La région admissible R du problème, intersection de ( n-\-m ) 
demi-espaces, est un polyèdre convexe (voir Fig. 30.1-1). On sup¬ 
pose que R est non vide et borné. 

La fonction objectif ou fonction coût f(x)=cTx peut être in¬ 
terprétée géométriquement en considérant les surfaces /(jc) = const, 
représentant une famille d’hyperplans parallèles c^x—k dans R n . 

Le problème consiste donc à trouver l’hyperplan correspondant 
à la plus grande valeur de k , ayant une intersection non vide 
avec le polyèdre convexe R. De façon évidente cela forme un 
plan support de R pour cette famille, c’est à dire un hyperplan 
ayant un point commun avec R. Si on tient compte de cela, le 
maximum de / dans R ne peut se produire que pour des points 
sur la frontière. 

Sous les hypothèses précédentes, R est l’enveloppe convexe 
de ses sommets. Soient x l (/=1, ...,$) les sommets de R , les¬ 



quels sont au plus 


(T)- 


Alors tout x de R peut être re- 


30.1 -1 Représentât ion géométrique 
d’un problème de maximisation 
dans l’espaço de dimension 2, 
R 2 ; R est la région admissible, 
cTx=kmnx un plan support de /?, 
jr 0 solution admissible de base. 


présenté par x= L X t x\ avec Aj^O et JL A, = l. Il en résulte alors que f(x)=cTx=cT (JL A,jc 1 ) = 

» j i=i /=i i=i 

2j À t cTx l = Z A//(x'). Parmi les s valeurs /(*'), il y en a une plus grande que les autres, disons 

i=i i = i « 4 

f(x 1 »). II est alors certain que /(*)= A AJ^jc')^ L Aj/(jc!o)=/(jcJo). Lorsque R est borné et non 

i=i »=i 

vide, le problème d’optimisation se réduit donc à la détermination des sommets x 1 de R. Dans 
tous les cas la solution doit être cherchée parmi ces derniers. 

n n 

Les m inégalités UajtXi^bj peuvent être écrites sous la forme d’équations 2Jaj^i \-x n +j = b Jt 

t=i i=î 

si on introduit ce qu’on appelle des variables d'écart , ces /;/ variables d’écart étant représentées 


par X 


(*n n \ 

= U > Si 


I indique la matrice unité, on obtient une autre formulation du problème 


d’optimisation linéaire. 


Optimisation linéaire avec variables d’écart 


max 


{< cr **>(î) 


Ax-\-IX=b, jc^o, 




Pour des raisons de simplicité on peut écrire encore max { cTxjAx=h , jc ^o}, avec des ma¬ 
trices dont l’ordre est adapté, A est une matrice mx(m-hn) et x une matrice (n-hm)x 1. On 
peut supposer que A est de rang m t sinon autrement, soit les équations Ax=b seraient incon¬ 
sistantes et il n’existerait pas de vecteur réalisable, soit certaines équations seraient superflues, 
étant combinaisons linéaires des autres. 

Un vecteur jc tel que Ax—h et ayant exactement m composantes positives correspondant à 
m vecteurs colonnes linéairement indépendants de A est appelé solution de base réalisable. 

Les solutions de base réalisables sont précisément les sommets de la région admissible R . 

Pour démontrer ce théorème on utilise les combinaisons linéaires convexes jc = Ajc x +(1 — A) 
jc 2 = A(jc x — jc 2 )H-jc 2 avec 0<A<1, déterminant tous les points intermédiaires du segment de droite 
reliant les points jc 1 et jc 2 . Seuls les sommets de R ne peuvent pas être réprésentés par une 
combinaison linéaire convexe de deux points distincts de R. Si A possède m colonnes linéairement 
indépendantes a lt et si x 1 avec jc}>0, . *., jcJ, >0, jcJ, +1 = ^1, - ( - 2 = ... =jcJ, -„ = 0 est une 

solution de base réalisable il est alors imposiblc d’écrire jc 1 comme combinaison linéaire convexe 
de deux points réalisables jc 2 et jc :j distincts, c’est à dire qu’on ne peut avoir jc 1 = Ajc 2 +(1 — A)jc 3 
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cela parce que =0 pour /= 1, 2, 3 et r— 1, ...» « entraînerait à partir de Ax z =b et Ax^ — b, 
que A(x 2 — x 3 ) = 0 ne possède que la solution triviale jc 2 — jc 3 = 0; mais cela signifie que x 1 doit 
être un sommet. 

D’autre part si on suppose que jc 1 est un sommet avec des composantes positives x \, ..., xl, 
alors les colonnes correspondantes de A 9 a l9 ... 9 a k doivent être linéairement indépendantes. 
Puisque A possède m lignes, on doit avoir A<m, et cela entraîne que jc 1 est une solution de 
base réalisable, car si les colonnes a l9 . . . y a k étaient linéairement dépendantes, on pourrait alors 

k 

trouver des nombres y l9 ...,y ky non tous nuis, tels que 27 yjUj = o et pour ^>0 on a aussi 

* * * 7 =1 

y L yjaj — o. Ensuite, de L x)aj±y L yjUj — b , en choisissant y suffisamment petit on pour- 

7=1 7=1 7=1 

rait construire deux vecteurs x 2 et x* dont les k premières composantes seraient positives, 
x 2 = (x\+yy 1 > • --,xl+yy k ,0 9 ...,0) et x* = (x\-yy l9 ..., xl~yy k9 0, .. .0). Comme x l = x 2 /2+ 
jc 3 /2, combinaison linéaire convexe avec 2=1/2, x 1 ne pourrait pas être un sommet, ce qui est 
contraire à l’hypothèse. 

Le cas dégénéré k<m est possible mais sera exclus ici de nos considérations. Le cas dégénéré 
peut être traité par le moyen de la méthode du simplexe sans difficultés spéciales. 

//w+«\ /m-\-n\ 

Ainsi R a au plus l n ) = \ m ) sommets. Parmi ces sommets ou solutions de base réali¬ 
sables, on doit déterminer celui donnant la plus grande valeur Amax à la fonction objectif ou 
critère. Ce point n’est pas nécessairement déterminé de façon unique. C’est par exemple le cas 
lorsque la frontière de R a une intersection de dimension d ^ 1 avec l’hyperplan donnant la solution 
cTx = Amax. Si on suppose que les ni premières colonnes de A sont linéairement indépendantes 
et si on note A l la matrice formée par ces colonnes et par A 2 le reste, alors A = (A l9 A 2 ) avec A x 

matrice non singulière mx tn et A 2 matrice mxn. On partitionne de façon similaire 

x où c 1 et x t sont constitués des m premières composantes. L’équation Ax=A l x 1 -\~A 2 x 2 = h 

peut alors être résolue en x l9 donnant x x = A x l b lA x l A 2 { — x 2 ). En supposant que Aï l b>o y alors 
avec x 2 = o y cela donne une solution de base réalisable jc 1 . La substitution dans le critère donne 

f(x)=c\Aï 'b I [c{A, 1 A.,-cl] ( - x,). 

Pour x 2 =o la valeur du critère devient f(x l ) = cTA^ l b. Ces relations sont présentées dans un 
tableau appelé tableau simplicial. 

Les solutions de base réalisables sont 
dans la première colonne et la dernière 
ligne donne la valeur correspondante 
du critère. 


Tableau simplicial 


A^b 

Aï'A t 

c[Aÿ'b 

c'Ar‘A.,-4 


Trois cas s’excluant mutuellement apparaissent dans le tableau simplicial: 

1) Les n éléments de c[ Af 1 A 2 — c 2 sont non négatifs. Il existe dans ce cas une solution optimale , 
car si n’importe lequel des éléments de x 2 est rendu positif, alors la valeur du critère décroît. 

2) c\Aï 1 A 2 — c J contient un élément négatif, disons le /Même; supposons que tous les éléments 

de la A-ième' colonne de Aî l A 2 sont non-positifs. La A-ième composante de jc 2 peut être augmentée 
arbitrairement. Puisque \-Aî l A 2 ( — x 2 ) les composantes de jcj sont changées en même 

temps, on obtient toujours des solutions réalisables pour lesquelles le critère croît au delà de 
toute limite; /(jc) n’est pas borné dans la région admissible et le problème n’a pas de solution. 

3) Le A-ième élément de c[A~i l A 2 —cj est encore négatif, mais pour chaque A, la A-ième colonne 
de Aî 1 A 2 contient au moins un élément positif. Dans ce cas aussi on peut augmenter le critère 
en augmentant la A-ième composante de x 2 . On ne peut faire cela, cependant, que jusqu’à ce 
que la première des composantes décroissantes de x l = A k l b-\-Ax l A 2 ( — x 2 ) prenne la valeur zéro. 
Les autres composantes de x x et la A-ième composante de jc 2 déterminent de cette façon une 
nouvelle solution de base réalisable donnant une valeur plus grande pour le critère. On peut 
montrer l’indépendance linéaire des colonnes correspondantes de A. Puisqu’il n’existe qu’un nombre 
fini de solutions réalisables et puisque chaque pas de la méthode du simplexe accroît le critère 
et donne de nouvelles solutions de base, on arrive après un nombre fini d’étapes au cas 1 (solution 
optimale) ou au cas 2. 

Détermination d’une solution de base réalisable initiale. Si b> 0, alors en introduisant des 
variables d’écart et partant de max (cJ\ o)^ ^ avec X=b on obtient une solution de base réali- 
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sable. Si on ne peut pas introduire de variables d’écart, on peut alors atteindre b^o (et même 
pour certains problèmes pratiques b>o). Par le moyen de ce qu’on appelle variables artificielles 
y — 0’i> y 2 * • • •> ym ) on résout avant tout le problème 

m 

min { E yj \ Ax+Iy=b y x^o,y^o} 

j= î 

ni 

pour lequel y = b donne une première solution de base réalisable. Si le minimum de E y, est 

j =-1 

positif, alors le problème initial n'a pas de solution réalisable. Si le minimum est zéro, alors la 
solution optimale (*°, .y 0 ) = (*°, o) du dernier problème est une solution de base réalisable pour 
le problème initial. Pour un programme de calcul on choisit cette dernière procédure puisqu’elle 
est indépendante du problème. 

Dualité. Le problème min {b T y/Ar y^c, y^o) est appelé problème dual du problème max {c J x\ 
Ax^b, x^oj. Ce dernier est aussi appelé problème primai. Ici y est une matrice d’ordre mx 1 
ou un vecteur de R m . Un vecteur y vérifiant A^y^c et y^o est dit réalisable ou admissible. 


Problème primai 


max {c*x \ Axt^b, x^-o) 


Problème dual min {b*y \ At yy^o } 


Si jc et y (variables primalcs et duales respectivement) sont réalisables, alors cTx<b r y. 

Démonstration: jc réalisable signifie que /Ijc^A et x^o; y réalisable signifie que Ary^-c et y^o. 
Ainsi cr jc^M^K x=(y T A)x=yï(Ax)^yT h=h T y. 

Si jc° et y 0 sont réalisables et si c* x°=b T y° t alors jc° et y° sont respectivement les solutions 
optimales des problèmes primai et dual. 

Démonstration: Par le théorème précédent nous avons, pour toute solution * réalisable, jc^ 
^b T y° = cr je 0 , et d’autre part pour tout y réalisable, b T y^c*x° = b T y {> . La première inégalité montre 
que jc° est solution du problème primai et la deuxième inégalité que y 0 est solution du problème 
dual. 

Gale, Kuhn et Tucker ont démontré le théorème de dualité suivant: 

Théorème de dualité : jc° est une solution du problème primai si et seulement s’il existe un y 0 
réalisable tel que c T x°=b r y°; y" est une solution du problème dual si et seulement s’il existe un 
jc° réalisable tel que h^y l) = c^ jc h . Le problème primai et le problème dual ont une solution s’ils 
possèdent simultanément des vecteurs réalisables. 

Ces propositions sont utiles particulièrement lorsqu’on ne peut résoudre un problème que de 
façon approximative et qu’on voudrait avoir une estimation de la distance de la solution obtenue 
à la solution optimale. Elles sont aussi importantes lorsqu’on utilise un ordinateur et que l’on 
doit stopper les calculs pour rester dans des limites de coût du calcul raisonnable. 


Exemple 3: Maximiser *,+4* 2 sous les contraintes ci-contre. En 
utilisant les variables d’écart * 3 et * 4 , ces contraintes et le critère 
/(jc) deviennent les équations en dessous. 

De cela on obtient: 


+ 3*2 < 4 , 
+* 2 ^ 3, 

*,^0, JC 2 ^0 



c[ =(0, 0), c\ =(1, 4), x[ = (* 3 , * 4 ), x[ = (*j, * 2 ) 


1 ‘*3+0* *4+2*!+ 3*2 = 4, 

0**3+ 1 ’*4 + 3*i + 1*2 = 3, 
0-*3 + 0**4+ *i+4* 2 =/(*) 


et donc les nouvelles équations et le tableau 
simplicial S v Puisque l’introduction de * 2 
dans la base donne le plus grand accroisse¬ 
ment pour le critère, on utilisera donc * 2 . 

Par l’équation * 3 = 4 —2*, — 3* 2 , on détermine * 2 = 4/3 puisque cela 
implique * 3 = 0, et ainsi * 3 quitte la base. Des nouvelles équations 
pour * 2 , * 4 et des nouvelles valeurs de Aï l A 2y de c[ = (4, 0) et c 2 =(1, 0), 
on peut déterminer la nouvelle forme de la fonction objectif 
/(*) = 4* 2 +0 • * 4 +*i +0 • * 3 : 

/(*{)= 16/3+[8/3 - 1 ]( - x,)+[4/3 - 0] ( - *,). 


*3 = 4-2*,- 3* 2 , 

* 4 = 3- 3*i — * 2 , 

f(x[) = 0 + (0- !)(-*,) + (0—4)(-xJ. 


s,~ 

4 

3 

2 3 

3 1 


0 

-1 -4 
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30.1-2 Solution du problème 
primai pour le critère 
f(x)*=x l +4x t 


*2 - 4/3 —2x t /3—* 3 /3 
x 4 = 5/3 — Ixili+xji, 
/2/3 1/3 \ 

1 2 V 7/3 - J/3 / 

S* 

4/3 

5/3 

2/3 1/3 

7/3 -1/3 

16/3 

5/3 4/3 


La solution optimale du problème s’obtient pour at 2 = 4/3, 
*4 = 5/3, * 1 = * 3 = o. On montre sur la figure 30.1-2 la région admissible R du problème original, 
sans les variables d’écart, on montre aussi la droite d’équation jc 1 +4x 2 = 16/3. 


Facteurs de coût relatif. Dans la forme du critère correspondant à la solution optimale, les 
coefficients c\A^ l A\ — c\ appartenant aux variables d’écart forment la solution y 0 du problème 
dual. Dans l’exemple y[ =(4/3, 0 ) et donc h T y° = 16/3 =/(jc°). Les composantes de cette solution 
duale sont àppelées facteurs de coût relatif Elles indiquent de combien s’accroit le critère lorsque 
la composante correspondante de A est augmentée d’une unité. Dans l’exemple, une augmentation 
de A 2 = 3 ne changerait rien du tout puisque dans la solution optimale * 4 >0 et 3xj |-x 2 <3 ne 
se trouvent pas affectés. Au contraire, on obtiendrait un accroissement de 4/3 si Ai = 4 était remplacé 
par Aj = 5, comme on peut le vérifier aisément. 


Applications de la méthode du simplexe. La méthode du simplexe a été améliorée à bien des 
égards, avec pour but la réduction des erreurs d’arrondi, de l’espace mémoire nécessaire et du 
temps de calcul. 

Lemke en 1954 a développé la méthode du simplexe duale dans laquelle il résout le problème 
primai via la solution du problème dual. Pour réduire le temps calcul on a aussi combiné les 
méthodes du simplexe primalc et duale. La méthode du simplexe révisée est fréquemment utilisée 
avec une représentation de la matrice inverse sous forme de produit. Pour les problèmes de très 
grande taille on revient aux données de la matrice originale par une nouvelle inversion après un 
certain nombre de pas de la méthode du simplexe, cela pour réduire les erreurs d’arrondi. 

Pour le problème primai avec une borne supérieure pour les variables (*<</), Dantzig a 
développé un algorithme particulier dans lequel la quantité de calculs est comparable à celle du 
problème sans ces bornes. Finalement pour des problèmes dont la matrice a une structure parti¬ 
culière, dans laquelle seules les régions hachurées sont occupées par des éléments non nuis, (voir 
Figure 30.1-3), Dantzig et Wolfe ont développé en 1960 une méthode de décomposition , le pro¬ 
blème global étant ainsi réduit à un problème principal et plusieurs problèmes auxiliaires. De 
cette façon des problèmes comportant 32000 contraintes et 2 millions de variables ont déjà 
été résolus avant 1963 avec un temps de calcul raisonnable. 

La méthode du jeu fictif suggérée par Brown et Robinson, nécéssitant moins de place mémoire 
que la méthode du simplexe, converge trop lentement pour être utilisée pratiquement. 

Le problème de transport qui est un cas particulier important du problème primai fut formulé 
indépendemment par Hitchcock en 1941 et par Kantorovich en 1942. 


Problème de transport 

ni n m n 

min {27 2JCtjXtjl 2Jx,j=b h 2Jx u = a l \ x,j^0} 


i-i j-i *= i j= i 
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On peut donner le sens suivant à ce problème: Pour un certain produit il existe un fournisseur 
Lt avec une certaine capacité a^ 0 et un consommateur Vj avec la demande bj^O. Transporter 
une unité de produit du fournisseur au consommateur revient à c tJ (en unités de monnaie). On 
doit déterminer les quantités x u transportées de L t à Vj (voir Figure 30.1-4) de telle sorte que 
le transport total soit aussi bon marché que possible. La matrice A a maintenant une structure 
particulière et telle que des valeurs entières de bj et a { donnent des valeurs entières pour En 
plus ce problème particulier a toujours une solution. Il a été utilisé dans la pratique de façon 
efficace et de différentes manières. En dehors de la méthode du simplexe habituelle, on peut 
mentionner le procédé de résolution par la méthode hongroise due à Kuhn, la méthode du stepp- 
ing-stone de Charnes et Cooper et une méthode de Ford et Fulkerson qui utilise la détermination 
du flux maximum dans un graphe orienté pour résoudre le problème. On peut de cette façon prendre 
en considération les limitations en capacités des routes pour les problèmes de transport. 

D’autres généralisations peuvent faire la distinction entre plusieurs étapes de transport et 
examinent le transport de plusieurs produits. 

Exemple 4: Soient b 1 = 4, /j 2 = 8 , 6 3 = 2, /> 4 = 8 les demandes de 4 consommateurs et aj=10, 
a a = 7, a 3 = 5 la capacité de 3 fournisseurs, si bien que Ea ( = Ebj — 22. Si les cas E a t = a$b= 

= E bj arrivaient on supposerait un fournisseur fictif pour la capacité {b —a), ou un consom¬ 
mateur fictif pour (a —b), selon le cas. Les 

coefficients Cij de la matrice sont les coûts c n = 20 c 12 = 6 c 13 = 4 c 14 = 3 

unitaires de transport de / a j. c 2 i = 10 c 22 = 1 r 23 = 5 c 24 = 8 

c 3 i = 9 C 32 = 3 c 33 = 8 c 34 = 2 

Par la règle du coin nord-ouest (ou du coin en haut et à gauche), on essaie à partir du coin 
en haut et à gauche de satisfaire les demandes en accord avec les sommes de b } et a tl de 
position en position et de façon maximale. La suite des positions avec décision est indiquée par 
des nombres rouges et celles pour lesquelles on doit en même temps décider du nombre de pièces 
sont marquées par une flèche rouge. 

Méthode du coin en haut et à gauche Procédé de la matrice minimum 





ai 


4 

1 

2 

3 3 

10 

0 

7 1 

0 

0 

7 

0 

0 

0 

5 2 

5 

bj 

4 

8 

2 

8 



Utilisant le procédé de la matrice minimum on satisfait aussi de façon maximale en accord 
avec les sommes a t et bj mais les positions avec décision sont fixées dans chaque cas par 
rapport à la plus petite valeur de c Ui de façon à réduire les coûts de transport. Comme on peut 
s’y attendre, la valeur 4 de la fonction objectif est maintenant plus petite; la règle du coin en 
haut et à gauche donne /j=162 et la matrice minimum / a =120. Pour la solution optimale 
.y 13 =2, jc 14 = 8, jc 22 =7, * 31 = 4 et jc 32 =1 on obtient /opt = 78. La solution est dégénérée puisqu’il 
n’intervient que 5 = /i+/w —2 composantes positives, alors que, à cause de la condition sup¬ 
plémentaire a=b , on devrait s’attendre à un total de /t+w— 1=6 composantes positives. 

Optimisation en variables discrètes (ou Optimisation en nombres entiers). En relation avec la 
détermination d’un programme de production qui en présence de restrictions de ressources 
(capacités) assure un rendement maximum, intervient le problème de la recherche d’une solution 
entière de max x\ Ax^b y x^o). On ne cherche plus le maximum de la fonction objectif sur 
les points de la région admissible R mais seulement sur un réseau de points contenus dans R. 

Pour chaque problème concret on doit évidemment examiner si un traitement en variables 
discrètes est réellement nécessaire. Par exemple si les coefficients du problème ne sont qu’estimés, 
alors le travail supplémentaire n’est pas rentable. Les imprécisions introduites dans le problème 
par les données initiales ne sont pas amplifiées de façon appréciable par la procédure normale 
(du simplexe) et par l’arrondi de la solution non entière à un point du réseau voisin. 

Gomory en 1958 a développé la méthode du plan de coupe (cutting plane) pour l’optimisation 
en variables discrètes. Le problème est tout d’abord traité de façon ordinaire pour obtenir une 
solution optimale (au sens continu). Si la solution obtenue n’est pas entière, on introduit une 
contrainte supplémentaire de telle sorte que la solution résultante ne soit plus réalisable dans 
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le sens primai mais en s’arrangeant pour que le reste de la région admissible R t ^R contienne 
tous les points du réseau de R. L’hypcrplan qui enlève quelque chose de R , donc qui coupe R , 
a donné le nom à la méthode. Par son introduction la solution n’est pas réalisable comme solution 
primale mais reste réalisable en tant que solution duale. On peut de cette façon, par la méthode 
du simplexe duale, arriver assez rapidement à une solution optimale relative à R v Si cette solution 
n’est pas entière on introduit un nouveau plan de coupe donnant. R 2 ^ R t . Cette procédure conduit 
à la solution entière désirée après un nombre fini d’étapes. 

Dans les applications pratiques plusieurs problèmes apparaissent à cause des erreurs d’arrondi 
résultant du fait qu’on travaille en arithmétique tronquée. Puisque les plans de coupe passant 
à travers les points du réseau ne peuvent être déterminés qu’approximativement, on doit admettre 
certaines limites de variations lorsque l’on teste le caractère entier de la solution. En dépit de 
cela il peut arriver que des points du réseau soient écartés de R. Cela a conduit à de nombreuses 
études du problème et l’application de la méthode reste problématique tant que la technique de 
calcul est conscernée. 

Optimisation paramétrique. Tous les coefficients en optimisation linéaire peuvent dépendre de 
paramètres. Les cas les plus simples sont 


Optimisation paramétrique 


max {{c ^Xd)Tx \ Ax*^h, x^o] 


max {cTx | Ax^b-\-kf t x^o) 


On rencontre ce problème quand on doit déterminer un programme de production maximisant 
le gain pour une ressource (capacité) donnée et lorsque seules des bornes pour le gain par article 
produit peuvent être données, ou bien lorsqu’on doit répondre à la question suivante: comment 
varie la solution optimale en fonction des changements des gains de production? (Par exemple, 
dans les prix de vente.) Ceci est la première formulation. La deuxième formulation répond à 
la question: comment changer le programme de production en fonction des variations sur les 
ressources, soit par extensions soit par limitations. On peut obtenir, comme on le montrera plus 
loin, certains renseignements à partir des composantes du problème dual, les facteurs de coût 
relatif. 

Les deux formulations sont mutuellement duales: le problème dual de la première formulation 
possède la structure de la deuxième. On ne considérera donc que la première formulation avec 
plus de détails. On supposera que la région admissible R est bornée et non vide et que c et d 
sont linéairement indépendants. (Pour des c et d linéairement dépendants le résultat est un pro¬ 
blème primai général.) Les hyperplans (c \ Àd)Tx — k forment pour chaque A fixé une famille de 
plans parallèles paramétrés par k. Pour k fixé et A variable on obtient un faisceau d’hyperplans. 
La figure 30.1-5 illustre la situation dans le cas bidimensionnel, celle-ci pouvant être établie dans 
le cas général: si on dessine le vecteur normal à l’hyperplan (c-\ Xd)Tx—k du côté des k crois¬ 
sants, alors pour — oo<A<+oo ce vecteur décrit un angle d’amplitude n. Pour l’exemple de la 
figure, l’intervalle en A ( — oo, Too) peut être partagé en quatre parties — oo<A^A 1 <0, Aj^A^ 
^A 2 <0, A 2 ^ A^ A 3 (A 3 >0), A 3 ^A<Too pour lesquelles E iy E 3 , Zs 2 , E x sont respectivement les solu¬ 
tions optimales. On peut trouver de façon tout à fait générale une décomposition de ( — oo, Too) 
en un nombre fini d’intervalles partiels de telle sorte que pour chaque intervalle en A, une solution 
de base réalisable est optimale. Pour des régions R non bornées les solutions n’ont pas besoin 
d’exister dans les intervalles — oo<A<Ai ou A 2 <A< f oo. 30,1,5,6 


30.1-5 Optimisation 
paramétrique dans le plan 



30.1-6 Interprétation géo¬ 
métrique du problème 
paramétrique dual 



Dans la pratique on résout le problème pour un certain A par la méthode du simplexe et puis 
on détermine l’intervalle en A pour lequel la solution ainsi obtenue reste optimale. Aux extrémités 
(frontières) de cet intervalle on peut déterminer les composantes de x qui pour un accroissement 
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ou une diminution de A entrent dans la base ou quittent la base. Pour cette nouvelle base on 
obtient un nouvel intervalle en A, et ainsi de suite. Il existe plusieurs procédures particulièrement 
adaptées à cela, par exemple celle proposée par Spurkland (1964). 

Une variation de À pour le problème dual signifie un déplacement parallèle des hyperplans 
entourant la région admissible R (Fig. 30.1-6). On peut montrer que pour un certain intervalle 
en A ce sont les mêmes composantes de x qui sont dans la base, c’est à dire qui sont positives. 
La solution elle même cependant change avec A. Le problème de la maximisation du gain pour 
un programme de production à capacités ou ressources données suggère un autre problème para¬ 
métrique. Dans l’exemple l l’élément a ki de la matrice A représentait l’activité par unité d’article / 
dans le groupe d’activité k. Ces coefficients pourraient aussi changer, par exemple, par un accrois¬ 
sement de la productivité ou par l’introduction de nouvelles technologies. Il est donc intéressant 
d’étudier des problèmes à plus d’un paramètre et un certain nombre de recherches récentes donnent 
certaines généralisations de résultats connus pour l’optimisation à 1 paramètre. 

Naturellement avec chaque problème pratique il se pose la question de savoir comment est 
influencée la solution par un changement dans les coefficients. Dans le cas de ressources ou capa¬ 
cités bornées, les facteurs de coût relatif donnent une information à ce propos, mais la question 
ne peut avoir de réponse en toute généralité que par /’optimisation paramétrique. 

Autres applications de l'optimisation linéaire. L’optimisation linéaire peut être appliquée dans 
de nombreux domaines des sciences naturelles, de la technologie, de l’économie. C’est une des 
méthodes mathématiques de la recherche opérationnelle. Donnons maintenant quelques cas parti¬ 
culiers d’applications. 

Problème de coordination, n agents doivent être associés à exactement n tâches de telle sorte 
que chaque agent soit associé à une et une seule tâche et de telle sorte que le coût total ou l’effort 
total soit minimisé. Par exemple un processus de production mécanique consiste en n tâches 
et il y a n travailleurs pouvant exécuter, en principe, chacune des tâches, mais en des temps 
différents. Les temps requis par les travailleurs forment une matrice carrée d’éléments c t j. Chaque 
travailleur doit accomplir exactement une tâche. La formulation mathématique prend la forme 
suivante 

n n n n 

min { 27 2 J CijXij \ £x u = 2Jx tJ = 1, x tJ ^0}. 
i = i j =i / = i j= i 

C’est un cas particulier du problème de transport. Il y a exactement n des x,j égaux à 1 et les 
autres à 0. La solution de base ne contient que n composantes positives, au lieu de 2/i— 1, et 
donc le problème est fortement dégénéré. La méthode de Kuhn est par conséquent plus adaptée 
à la résolution que la méthode du simplexe. 

Problème de mélange. Un problème de mélange typique a déjà été mentionné avec le problème 
de la nourriture pour animaux. La charge d’un haut fourneau pour la production de fer en coulée 
est un second exemple. On cherche le mélange de minerais le meilleur marché pour la production 
de fer en coulée possédant des propriétés définies. La production d’un gaz à valeur calorifique 
imposée par le mélange de gaz de coûts industriels variés et de valeurs calorifiques connues 
conduit aussi à un problème d’optimisation linéaire. 

Problème de coupe. Si des feuilles de dimensions données doivent être coupées en des feuilles 
de dimensions plus petites et de différentes sortes, alors la préoccupation de la réduction des 
déchets au minimum conduit à un problème de minimisation. On rencontre de tels problèmes 
dans l’industrie des métaux, du bois, du textile et du cuir. 

Optimisation linéaire stochastique. Un problème d’optimisation linéaire dont les coefficients 
sont des quantités aléatoires, max {cf x | x^o) n’a de signification que dans le sens d'espé¬ 

rance mathématique maximum de l’objectif (fonction objectif). Si le caractère aléatoire du problème 
est totalement pris en compte celui-ci devient dans la plupart des cas soit non linéaire , soit doit 
être représenté ou approché par des problèmes avec des fonctions objectifs linéaires par morceaux 
et avec des contraintes linéaires. Il n’y a qu’un seul cas très particulier pour lequel le problème 
résultant reste linéaire, c’est lorsque les composantes de c, c’est à dire les gains (ou les coûts 
pour un problème de minimisation), sont des quantités aléatoires dont les fonctions de distribution 
sont indépendantes des valeurs des x t . II est alors permis de remplacer les composantes aléa¬ 
toires Ci de c par leur espérance Ci=E(c,) et de traiter le problème primai de façon déterministe 
avec le vecteur c formé à partir des composantes r t . Cela est possible, par exemple, dans le 
traitement du problème de coût minimum pour un mélange nourricier pour animaux, si on doit 
l’assurer pour l’année avec des considérations de type aléatoire sur les prix de chaque variété 
d’aliment (la loi de distribution étant connue). Le problème devient plus compliqué si les compo¬ 
santes de b sont des quantités aléatoires, par exemple, si dans le cas des coûts optimum d’appro¬ 
visionnement de pièces de rechange la demande est aléatoire, ou si les éléments de la matrice A 
sont aléatoires. 
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30.2. Optimisation non linéaire 


Parmi les problèmes non linéaires , Voptimisation convexe peut revendiquer un certain achèvement 
du moins tant que cela concerne la théorie. 

Optimisation convexe. Une région B de l’espace euclidien à n dimensions R n est dite convexe 
si tous les points obtenus par combinaison linéaire convexe de deux points de B sont aussi dans B 
(voir Fig. 30.2-1). Une fonction /(x), définie sur une région convexe B est dite convexe si pour 
x 1 et X“ dans B et pour 0<A<1, on a toujours (voir Fig. 30.2-2) 

/(Ax 1 4-(1 -A)x 2 )^A/(x 1 )+(l - A)/(x 2 ). 

Si pour x 1 ^x 2 on a une inégalité stricte alors /(x) est dite strictement convexe ou proprement 
convexe. Un cube, un parallélépipède, un tétraèdre, une sphère, un ellipsoïde sont des exemples 
de régions convexes dans R*. 






30.2-1 Ensembles convexes 
B lt B 2 et ensembles non 
convexes Z? 3 , Æ 4 


30.2-2 Graphe d’une fonction 
à une variable convexe 



L’i'htcrsection de régions convexes est une région convexe, c’est une propriété qui a déjà été 
utilisée en considérant la région admissible R d’un problème de maximisation. Si les fonctions/ 
et gj dans min {/(x) | #/x)<0, x,^0} (i=l, .y=l, ...,m<n) sont des fonctions convexes, 
on parle alors de problème d'optimisation convexe. La région admissible R du problème est une 
région convexe de R n . Kuhn, Tucker et Slater ont démontré le théorème fondamental pour 
l’existence d’une solution, le théorème de point selle. Il se réfère au point selle (x°, u°) d’une fonction 
F(x, u ) de deux variables qui pour u prend une valeur maximum en ce point (si bien que pour 
les valeurs de u dans un voisinage de w ü la fonction décroit), mais qui en x prend une valeur 
minimum (pour les valeurs de x dans un voisinage de x° la fonction croît). Cette fonction F(x, u ) 
est obtenue par la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour les problèmes d’extrema avec 
contraintes. Utilisant les multiplicateurs de Lagrange Uj avec j — 1, ...,m on définit la 

m 

fonction de Lagrange généralisée F(x, u)=f(x )-|- E Uj-gj(x) dans laquelle u est la matrice m x 1 
formée par les Uj. J=l 

Théorème de point-selle. S’il existe un x l >o vérifiant gj(x l )< 0 pour j =l,...,nt, alors x°>0 
est une solution de min {/(x) | gj(x)< 0, x,>0} si et seulement si pour tout x>o, u>o il existe 
un u°>o vérifiant F(x°, u)<F(x° 9 u°)<F(x, u°). 


Dans ce cas la fonction F(x, u ) a en (x°, u°) un point selle non négatif. On va montrer que c’est 
alors suffisant pour que x°^o soit une solution du problème convexe. On obtient 

ni m m 

f(x0)+£ u J gj(x°) ^/(x°) + U Ujg j(x°) ^ /(x) -|- E Ujgj(x) pour tout x^o et tout u^o. 

J =1 J =1 7=1 


De l’inégalité de gauche il s’ensuit que ^(x°)^0 pour y =1, . ..,m, car pour une valeur gj(x°) 
positive, en prenant u Jo > 0 et uj = 0 pour j=fj ot on pourrait rendre le membre de gauche aussi 

m 

grand que l’on veut. Donc x l) ^o est réalisable. De plus, U Uj’gj(x°) = 0 sinon l’inégalité de gauche 


ne serait pas vérifiée pour u—o , car tous les ^(x°)<0 et uP^o. Ainsi il résulte de cela que 

m 


/(x°)</(x)-F Eu,gj(x) pour tout x^o et par conséquent que /(x°)^/(x) pour tout x^o, avec 
7 = 1 

#/x)^0 (y=l, ..., m) puisque uP^o. Mais cela signifie que x i] ^o est une solution. 

La démonstration complète du théorème de point selle tel qu’il est donné ici est duc à Slater, 
Kuhn et Tucker l’on démontré pour des fonctions différentiables, et pour de telles fonctions les 
conditions locales de Kuhn et Tucker qui sont équivalentes aux conditions du théorème, sont 
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établies plus bas. Ces conditions nécessaires et suffisantes pour une solution du problème d’opti¬ 
misation convexe sont utilisées dans de nombreuses applications, particulièrement dans la méthode 
d’optimisation quadratique. 

Conditions de Kuhn et Tucker locales : Pour les fonctions convexes différentiables /(jc), gj(x) 
/’existence d'un x°^o et d'un u°^o vérifiant 

dF(x?,ü*) , dF(x\u°) dF(x°, u°) r aF(x\u°) 

~Tc Tx °* Tu Tu 0 

est une condition nécessaire et suffisante pour que x°^o soit une solution du problème convexe. 

Optimisation quadratique : L’exemple donné précédemment à propos de la détermination d’un 
programme de fabrication à gain maximum pour des ressources (capacités) données était un 
problème d’optimisation linéaire. Les composantes c t de c étaient le gain par unité de produit /. 
Le gain (bénéfice) est la différence entre les prix p t ct les coCits k t . La composition des k { aussi 
bien que les facteurs d’influence qui pourraient altérer les ne seront pas considérés ici en détail. 
L’hypothèse que les p t et k t soient indépendants du nombre de pièces x t du produit / est une 
grande simplification. Si on suppose que l’on offre une remise pour la vente d’un grand nombre 
d’articles et que le coût (prix de revient) par article décroît lorsque le nombre croît, on peut alors 
exprimer approximativement la situation par Pi—Pi — riX^ k l =Jc l — s l x l . On obtient ainsi une 

n » 

fonction objectif quadratique etx= E(p l — k l )x l -\-E(s t — r l )x 2 l . 

i=i i =i 

La formulation générale du problème d’optimisation quadratique peut s’écrite sous la forme 
suivante min {&x-\-x^ Cx/Ax^b, x^o), où C est une matrice carrée symétrique d’ordre nxn. 
Si C est définie positive ou semi-définie positive, alors le problème est convexe et on peut appliquer 
les conditions de Kuhn et Tucker. Ici on peut changer un problème de maximisation en un pro¬ 
blème de minimisation en changeant le signe des coefficients de la fonction objectif. Dans ce cas 
pour que le problème soit convexe, la matrice carrée de la fonction objectif devrait être semi- 
définie négative pour un problème de maximisation. Pour le programme de fabrication nous avons 
un cas particulier puisque C est diagonale et que pour .y, — r/^0 celle-ci est semi-définie négative. 
Cela aussi sera une approximation du processus réel et il peut être utile de répéter que dans chaque 
cas spécifique on devra regarder si l’avantage d’un “meilleur” modèle justifie le travail supplémen¬ 
taire en comparaison avec un modèle linéaire. 

La fonction de Lagrange pour l’optimisation quadratique prend la forme 

dF , VF 

F(x y u) — ci x-\-xT Cx-\-uT (Ax- b) si bien que =c-\ 2 Cx \ A T u y — =Ax—b. 

a VF VF u . 

Avec — = u et — — =y on obtient les conditions 
dx du 

(1) Ax \ y=h; (2) 2Cx-v \ Ar u = -c; 

(3) x^o y o^Oy y^Oy u^o\ (4) jtf t> = 0, y r u = 0. 

Un vecteur x e R n est une solution si et seulement si, avec un o e R n f un u e R m ct un y e R m 
il satisfait les conditions (1) à (4). Les relations (1) à (3) forment un problème linéaire. La con¬ 
dition (4) peut aussi s’écrire (4a) jc r v-\-yïu = 0, puisque par (3) l’annulation de chaque terme 
dans le produit scalaire est exigé soit par (4) soit par (4a). Cette condition établit donc 
que l’on demande qu’une solution réalisable du problème linéaire (1) à (3) soit telle que 
au plus une des composantes de x ct v et de façon analogue au plus une des composantes 
correspondantes de y et u, soient positives. Ensemble, au plus n-\-m composantes des quatre 
vecteurs peuvent être positives, c’est à dire exactement le même nombre qu’il y a d’équations 
dans (1) et (2). Les solutions du problème (1) à (4) se trouvent donc parmi les solutions de base 
réalisables du problème linéaire constitué par les relations (1) à (3). Ces solutions de base réali¬ 
sables peuvent être déterminées par la méthode du simplexe. 

Pour prendre en compte la dernière condition il y a deux possibilités: 

La méthode de Wo/fe. On introduit des variables supplémentaires dans (1) à (4), de telle sorte 
que l’on puisse déterminer sans difficulté une solution de base réalisable pour le problème (1) 
à (3), et satisfaisant la relation (4). On procède alors par la méthode du simplexe de telle sorte 
que cette condition demeure satisfaite et que les variables supplémentaires deviennent hors-base. 

Dans les méthodes de Barankin-Dorfman et de Frank-Wolfe on part d’un solution de base 
réalisable ne vérifiant pas la dernière condition et on poursuit les calculs par la méthode du sim¬ 
plexe avec pour but la minimisation de l’expression xï v-{-y r u. 
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Méthode de Frank-Wolfe. Avec. zT = (xT y yT , vT y uT) et ZT = (vT , uT , xT , yï ) on peut écrire les con 

- - - (A I m O 0\ 

ditions de Kuhn et Tucker sous la forme min {zTz/Az^b, z>o}. On a A = ç _/ ^ T J et 

b = ^ _ c )> avec et /„ représentant des matrices unité d’ordre m et n respectivement. Comme 


ZT z—2(xT o+yTu) y on peut obtenir la solution du problème original comme la composcunte x 
d’une solution z 0 du problème transformé avec ZT z 0 = 0. 

Une solution de base réalisable z x peut être déterminée par les méthodes connues de l’optimisa¬ 
tion linéaire. Frank et Wolfe considèrent alors z[z avec cet élément z x fixé, comme fonction 
objectif du problème transformé. De cette façon le problème est linéarisé et on peut appliquer 
la méthode du simplexe. Si on obtient une solution optimale z 2 pour ce problème vérifiant 
z[z 2 = 0, alors on a fini. Autrement on suggère le procédé suivant. On continue avec la méthode 
jusqu’à ce que l’on obtienne avec la base z k soit la relation f[z fc = 0, auquel cas on a fini, soit la 
relation z[z k ^ l l 2 ^[z 1 . Dans le second cas Frank et Wolfe donnent une méthode pour construire un 
nouveau z v Ils montrent que l’un des cas arrive toujours et que par l’utilisation de leur méthode 
avec une matrice C semi-définie positive, on obtient toujours le premier cas après un nombre 
fini d’étapes, c’est à dire qu’on obtient une solution. 

Méthodes de gradient. A partir des définitions v = y—~ on en déduit que G(z) = Z T z 

<ùx du 


est une fonction convexe. La linéarisation au point z x est réalisée de telle sorte que G(z ) et l’appro¬ 
ximation linéaire de remplacement .H(z) = ZT z )aient le même gradient au point z v On arrive de 
cette façon a un nouveau groupe de procédures, les méthodes de gradient qui peuvent être appli¬ 
quées aussi bien en optimisation quadratique qu’en optimisation non linéaire. Pour une fonction 


différentiable /(jc) (jc e R n ) y le vecteur 


grad /= ~ est perpendiculaire à la surface /(jc) = const 


et pointe dans la direction de l’accroissement maximum de la fonction /(jc). Pour minimiser sans 
contrainte une fonction donnée on part d’un point donné jc 0 et on progresse dans la direction 
de —grad /(jc 0 ). Si la fonction possède un minimum unique, comme c’est le cas par exemple 
pour les fonctions strictement convexes avec minimum fini, alors une application itérative de la 
méthode conduira certainement au résultat désiré. Pour un problème d’optimisation convexe, on 
doit prendre soin bien entendu de rester dans la région admissible. 

La méthode du gradient peut être décrite tout à fait généralement de la façon suivante: partant 
d’un point jc 0 réalisable (admissible), on détermine une direction telle que, au moins initialement, 
on reste dans la région admissible et telle que la valeur de la fonction objectif décroisse aussi 
rapidement que possible. On progresse dans cette direction jusqu’à ce que, soit la fonction objectif 
cesse de décroître, soit on ait atteint la frontière de la région admissible. Le point x 1 atteint est 
utilisé comme point de départ de l’étape suivante. Les différentes méthodes ne se distinguent que 
par la façon dont est choisie la direction de descente à chaque étape. 


Méthode des directions admissibles de Zoutcndijk. Soit le problème min {/(jc) ! /Lr^A} et sup¬ 
posons que les contraintes données contiennent aussi des limitations de signe sur jc. Si a] sont 
les lignes de la matrice A et bj les composantes de h y alors les contraintes peuvent s’exprimer par 
UjX^hj pour 7=1, ...,/w. On supposera que la fonction objectif est convexe et possède des 
dérivées partielles continues dans la région admissible R. La méthode décrite plus haut et con¬ 
sistant à partir d’un point jc* de la région admissible et à progresser jusqu’au point suivant 
jc*' 1 se fait de la façon suivante: on se déplace dans la direction déterminée par un vecteur r* 
le long de la droite jc*-}-âj*, cette direction r* étant déterminée de telle sorte que pour 2>0 
la droite reste initialement dans la région admissible. Si jc* est un point intérieur alors cela n’est 
pas une contrainte. Si jc* appartient à la frontière de R ci si J est l’ensemble d’indices pour 
lequel a]x k =bj est vérifié, il est alors nécessaire et suffisant de choisir r* tel que «Jr*^0 pour 
j e J. Une telle direction est dite réalisable ou admissible. On a en plus pour but de réduire 
la valeur de la fonction /(jc) le long de la droite et autant que faire se peut; la valeur de /(jc) sera 
diminuée pour tout r* tel que grad T f(x k ) r k <0. On écrit grad /(jc*) = c et détermine r* comme 
la solution du problème d’optimisation linéaire min {c T r | «Jr<0 pour ; e /}. Puisque, en gé¬ 
néral, ct r n’est pas borné inférieurement, une condition d’admissibilité est encore ajoutée. Si 
on choisit — l^r^l (/=1, ...,//) pour les composantes r, de r on peut déterminer, par la 
méthode du simplexe un vecteur r* favorable en jc*. On progresse le long de la droite jc*-Mr* 
jusqu’à ce que, soit /(jc) devienne minimum, c’est à dire, aussi loin que possible avec un X x vérifiant 
grad T /(jc* -}- A x r k ) • r *=0, soit un point du bord de la région admissible soit atteint. La valeur 
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correspondante de A 2 est déterminée par A 2 = max {A | a T j(x k +hr k )=bj) pour /=!, ...,m. En ré¬ 
pétant la procédure décrite on obtient le schéma itératif x k + l = x k +A k r k avec A* = min (À lf A 2 ). Si 
A* n’est pas fini, alors /(jc) n’a pas de minimun fini. Zoutendijk a démontré la convergence de 
la méthode. Dans le cas particulier de fonctions f(x ) quadratiques on peut s’arranger pour que 
le processus converge en un nombre fini d’étapes. 

En dehors de l’optimisation quadratique il y a une forme particulière d’optimisation non-li¬ 
néaire pour laquelle on a trouvé des méthodes de résolution satisfaisantes et pour laquelle il 
existe aussi un principe de dualité. Ce sont les problèmes dans lesquels la fonction objective est 
le quotient de deux fonctions linéaires et où les contraintes sont des inégalités linéaires. 


30.3. Optimisation dynamique 


L’idée de base de /’optimisation dynamique sera d’abord illustrée par un exemple simple. Un 
véhicule particulier (fourgon de marchandises, camion) doit être chargé avec des objets de diffé¬ 
rentes types; n est le nombre de types s t d’objets (i=l, . ..,/i), v,>0 est le prix des objets, 
»v,>0 est le poids des objets, m,> 0 est le nombre d’objets chargés de type /, et z est la capa¬ 
cité totale du véhiculé en question; la relation z^min {w,} dort être vérifié. Le problème con- 

<> 1.n 

siste à déterminer les nombres u t de telle sorte qu’on réalise un chargement de prix maximum. 

Le problème conduit ainsi à l’exercice d’optimisation suivant: déterminer le maximum de la 
fonction objectif 

n 

/(//,, ...,//„) = 2v t u t avec les contraintes 

i -1 

n 

ut^O (/’= 1, ...,/ï); les /// sont tous des entiers et vérifient 27 w t Ui^z. 

/=i 

Le problème peut être condidéré comme un processus à n étapes, pour lequel à chaque étape 
un u, est déterminé de façon que le maximum désiré ou requis soit atteint à la dernière étape. 
Le problème d’optimisation complet est ainsi transformé en un événement dans le temps, c’est 
à dire en un processus. 

Processus déterministes discrets. Soit S un système (de nature économique, mécanique ou 
chimique par exemple) dont l’état dans l’intervalle de temps [/', t"] peut être décrit par n fonc¬ 
tions Xi = Xt(f) (/= I, ..., n). L’ensemble de tous les états possibles x t = (*!, ..., jc„) (dans l’inter¬ 
valle de temps considéré) appartiennent à un ensemble X donné de l’espace euclidien de di¬ 
mension n. Les composantes de x J sont appelées variables d'état. 

Pour la définition d’un processus déterministe discret nous avons besoin des hypothèses sui¬ 
vantes. 

Soit = *••<//<//+!<•• •</«+! = /" une partition donnée de l’intervalle [/',/"]; alors 

l’état du système jc'= (jc 1 (/ i ), ..., *„(/<)) reste inchangé dans l’intervalle de temps ouvert à droite 
[/,, f 4+1 [ (pour /= 1, ...,w). L’état jc h1 ne dépend que de x l et d’une certaine décision e l > c’est 
à dire, x l+l = T l ( x 1 , e 1 ) (/= 1, . ..,w)> ou T 1 (qui est la transformation de l’état au i-ième pas) 
est indépendant des états précédents. 

La décision e l est uniquement caractérisée par un certain vecteur u t = (u lf ...,//„) d’un espace 
de dimension n, les points u l devant appartenir à une région déterminée U 1 . Chaque point 
u l e (J 1 est un vecteur de décision admissible pour la /-ième étape du processus de décision. 
Chaque suite / > =(« l , ..., u") avec i#' e U 1 (i=l, ..., n) et x t+1 = T l (jc 1 , u l ) g X pour /= 1 , ..., n 
est appelée stratégie admissible (ou commande) du processus de décision à n étapes. Parce que 
les changements de l’état du système n’interviennent qu’en des points discrets dans l’intervalle 
de temps et parce que les quantités envisagées ne sont pas aléatoires, tous les processus de cette 
sorte sont appelés processus déterministes discrets. 

Stratégie optimale. Pour les processus déterministes discrets à n étapes on se donne une cer¬ 
taine fonction /(jc 1 , ..., jc", jc" 41 , h 1 , ..., u n ) définie sur le domaine jc* e X (/= 1, ..., /i), u 1 G U 1 
(/=!, .... n) cette fonction étant appelée fonction objectif. Si l’état initial jc 1 est donné alors la 
fonction objectif peut s’exprimer comme fonction de jc 1 , ii 1 , . ..,ii". Cela découle des hypo¬ 
thèses faites sur le processus, si bien que 

/(jc 1 , T\ jc 1 , ii 1 ), rWJC 1 , II 1 ), II 2 ), .. ., Il 1 , ..., ll")=/(JC 1 , II 1 , ..., II"). 

Le problème d’optimisation consiste alors à trouver une stratégie admissible P 0 = ( ll o* •••> w o) 
pour l’état initial donné jc 1 vérifiant la propriété /(ar 1 , «i, .. .,«5)= max /(jc 1 , w 1 , ...,ii")où 
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{n 1 , ..«"} balaie l’ensemble de toutes les stratégies admissibles. Si une telle stratégie P 0 existe, 
elle est appelée stratégie optimale. La méthode de l’optimisation dynamique présuppose une 
certaine propriété de la fonction objectif, la propriété de Markov. 


Propriété La fonction/est définie pour chaque #i, c’est à dire on se donne une suite de fonctions 
de Markov /( jc 1 ), /(jc 1 , jc 2 , ii 1 ), /(jc 1 , jc 2 , jc 3 , w 1 , h 2 ) pouvant se calculer de façon récurrente. 

La fonction /( jc 1 ,...,jc”, x ” +1 , n 1 ,... n") peut être définie à l’aide de la fonction 
/(jc 1 ,. .jc", ii 1 ,. .n" _1 ) et de jc" +1 et 11". 


Il se trouve que pour la plupart des processus de décision dans les applications pratiques la 
classe des fonctions séparables dite aussi classe des fonctions à caractère additif est tout à fait 
appropriée. Ce sont des fonctions qui peuvent être écrites sous la forme 

f(x\ ...y JC" + \ «\ • • - , «”)= £ g i(x‘ y «')• 

1=1 

Ces fonctions possèdent alors la propriété de Markov. 

Sous l’hypothèse que pour le processus déterministe discret à n pas décrit précédemment avec 
une fonction objectif / séparable il existe une stratégie optimale (donc aussi une solution optimale 

n 

au problème d’optimisation correspondant), on introduit la notation /„(jc 1 )= max E g t (x l t u l ). 

{w 1 ,...,««} < = 1 

Principe d’optimalité de Bellman. La méthode de l’optimisation dynamique est basée sur le 
fait qu’au lieu de considérer le problème initial avec un état initial donné et un nombre fixe 
d’étapes n, on considère en fait un certain nombre de problèmes. La valeur f„(x l ) est ainsi 
considérée comme une fonction de jc 1 et //. Si on imagine que la valeur /„( jc 1 ) a été calculée 
(par une méthode quelconque), alors sur la base de la définition de f„(x l ) et du caractère de 
séparabilité de la fonction objectif il est facile de déduire par récurrence la forrpule suivante 

n 

/„(x 1 )= max max... max { E g^x 1 , u l )}= max U'iC* 1 , w l )+/ n -i(x 2 )}. 
u x eu l u 2 eu 2 u n ëu n l ~ 1 u l eu l 

Mais puisque jc 2 = ^(jc 1 , ii 1 ), la formule de récurrence devient 
/„(* l ) = max {g 1 (x 1 9 K l )-h/,- 1 (7 11 (ac 1 , u 1 ))}. 
u'eij 1 

Cette relation peut aussi se déduire du principe d'optimalité de Bellman , principe contenant les 
idées de base de l’optimisation dynamique. 


Principe 
d’optimalité 
de Bellman 


Si i/J,..., i/JJ représenté la stratégie optimale d’un processus à n étapes donné, 
avec état initial jc 1 , alors la suite de décision iig, ..., i#[| représente la stratégie 
optimale du processus à (n— 1 ) étapes, avec état initial jc 2 ; jc 2 représente ici l’état 
obtenu à partir de l’état initial jc 1 et la décision n 1 . 


Dans la littérature concernant l’optimisation dynamique on a vu apparaître une numérotation 
inversée, jc m+1 désignant l’état initial et u" la première décision d’un processus à iz-pas. Avec 
cette notation la transformation des états est décrite par jc* = /'(jc 1 * 1 , u 1 ) /= 1, avec 

x n =T n (x t u n ) t jc=jc" +1 et la formule de récurrence correspondant au principe d’optimalité de 
Bellman se transforme en 

J„(x)= max {g n (x, n")+/„-!(*")}= max {g„(x t u n )+f n - 1 (T n (x, u n ))}. 
u n eu n u n eu n 


Exemple 5: Le problème mentionné au début de cette partie peut être considéré comme 
un processus déterministe discret à n pas, où la numérotation naturelle «^(iii) dénote la dé¬ 
cision au /-ième pas, (n 1 , ..., u n ) = (iq, ...,//„) représente une stratégie admissible et 

x l ' 1 = x t — uiW i = z — EwjUj(i =\, ...,tf) est l’état à la /-ème étape, avec x l — z (l’état à la 
J= l 

/-ème étape représente la place libre). Alors par le principe d’optimalité 

fn(z)=fn(x 1 )= max {w 1 v 1 -|-/„- 1 ( 2 -//iW 1 )}, ... /i(z)= max u x v x 

Hl e{ «.i....} «u.».} 

u l -w l ^z 

ou en prenant la numérotation inversée comme c’est l’habitude en optimisation dynamique, 
f n (z) = max {UnVn+fn-iiz-UnWn)}, . . . /l00= max U n V n . 


On a de façon évidente g^ud — UiVi 
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Prenons les valeurs numériques suivantes: n = 3, z =100, 

Wj = 40, w 2 = 45, w 3 = 60, 

Vj =20, v 2 =75, =102. 

Dans ce cas 

tfiOfi) = 20/q, g 2 {u 2 ) = 75// 2 , £ 3 (w 3 ) = 102// 3 , /= 20/^ -{- 75w 2 +102// 3 , 

et les contraintes sont représentées par 40 Wj+45 w 2 +6Ô 100, u l9 « 2 , w 3 étant des entiers 

non négatifs. On tabule tout d’abord les fonctions g^iu) (/=!, 2, 3), la condition 0 <//,<z/h>, 
(/=1,2, 3) devant être observée pour chaque entier //,. 



Utilisant la formule f x (z) — max 20wj, à l’aide de l’étape 

«i 

(1), on calcule le tableau adjacent dans lequel U x (z) 
dénote la valeur de // x pour laquelle /j(z) est réalisée. 
Pour n — 2 on obtient f 2 (z) = max {g 2 (u 2 ) +f x (z — u 2 w 2 )} 

«3 


"l 

z 


Uz) 

0 

0-39 

0 

0 

1 

40-79 

20 

1 

2 

80-100 

40 

2 


et par le moyen des tableaux (2) et (4) on arrive au (4) 

tableau (5) où ?7 2 (z) est la valeur de u 2 pour laquelle / 2 (z) est réalisée. Pour n = 3 on a 

7^=max {g 2 (N 3 )-{-f 2 (z—w 2 u 3 )} et sur les bases de cette relation on aboutit au tableau final (6). 


«1 

"2 

z 

m 

n 2 (z) 



h 

z 

/»(*) 

n 3 (z) 

0 

0 

0-39 

0 

0 

0 

0 

0 

0-39 

0 

0 

1 

0 

40-44 

20 

0 

1 

0 

0 

40-44 

20 

0 

0 

1 

45-84 

75 

1 

0 

1 

0 

45-59 

75 

0 

1 

1 

85-89 

95 

1 

0 

0 

i 

60-89 

102 

1 

0 

2 

90-100 

150 

2 

0 

2 

0 

90-100 

150 

0 


(5) (6) 


Pour z=100 le tableau (6) montre que /7 3 = (). Alors /7 2 = fl 2 (z—/7 3 w 3 ) = ff 2 (100) = 2 par le tableau 
(5). A partir du tableau (4) on obtient n x = n x (z - n 2 w 2 - fl 3 w> 3 ) = ü x ( 100 — 2x45) = ^(10) = 0. Ain¬ 
si la solution optimale (U x , /7 2 , î7 3 ) = (0, 2, 0) est ici unique. La valeur optimale du chargement 
est alors 2v 2 =150. 

Méthode des équations fonctionnelles. Pour cette méthode aussi on présentera d’abord la 
description de celle-ci sur un exemple approprié. Un montant x d’argent est disponible et il 
y a deux possibilités d’jnvestir cet argent. Le montant u i (0^u 1 ^x) est investi de la première 
façon et le montant x — u x de la seconde. Dans un intervalle de temps donné, par exemple, un 
an, le gain espéré de l’investissement u x est g x (ui) et celui de l’investissement x — u x est g 2 (x — u x ). 
A la fin de l’intervalle de temps les moyens que l’on doit utiliser pour atteindre les gains g x 
et g 2 auront perdu quelque peu de leur efficacité, par l’amortissement et le besoin d’entretien, 
si bien qu’après un an l’état sera 

x x = au x -\-b(x - u x ), 0< a< 1, 0< b< 1. 

Partant du montant x x au début de la seconde année, la somme u 2 vérifiant 0^u 2 ^x x sera de 
nouveau investie selon la première façon et la somme x x — u 2 , selon la seconde si bien que le 
gain en deux ans est égal à 

A'i("i) -I g 2 (x - u x )\ g x (u 2 ) \-g 2 (x x - u 2 ). 

On investira l’argent disponible au début de la troisième année de la même façon. L’argent 
disponible sera x 2 =au 2 ~\ b(x x — u 2 ). Après n années le gain atteint est: 

n n 

Z Zgtx^ Ni) 

1=1 1=1 


46 * 
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avec x 0 =x y la somme disponible à la lin de la w-ième année étant x n — au n 4 b^x^ — //„), On a ainsi 
décrit un processus à n pas bien déterminé avec la fonction objectif 

Z gi(xt- 1 . iii)=£g(x i - 1 , //,) = Z ! g 2 (xi-i, u t )} 

i =î i=i /=i 

avec x 0 = x et avec les contraintes 0^u t ^x t -i(i=\ 9 et où les transformations de l’état 

Xt=T\xt- ly ///)= T(x ( - ly = />(*,-!-//,), /= 1, . .., n y 

ne dépendent pas de l’étape. Si on choisit la numérotation inversée pour les états et les déci¬ 
sions, c’est à dire, si x = J<r n + 1 est considéré comme l’état initial, on aboutit alors au problème 
d’optimisation suivant: déterminer le maximum de la fonction objectif 

n n 

Z g(x Hl , ///)= Z {gi(ut) f goixt^-ut)} avec les contraintes (/=!, .. n) y 

i = i j = i 

Xt=T , (x i+ly u,)=T{x, Uy u l ) = au i +b(x l + l -u l ) y /= 1, ... y n. 

D’après le principe d’optimalité on obtient 
JnW =f„(x n n) = max {gi(u„)-\-g 2 (x nU - //„)+/„-, (*„)} 

0$M n <X„ + 1 

= max {gi(u„)+g 2 (x-u n )+f lr i(7’(jf w+1 , //„))} 

0 < M„ $ .V 

= max w )+/n i(uu -| b(x — //))}, 1, et où f 0 est définie par / 0 = 0. 

0 ^ U < X 

Pour n = 1, 2, ...» ce système représente un système d’équations fonctionnelles pour les fonc¬ 
tions inconnues /,(.*), x). Pour résoudre le problème dans un cas spécifique, c’est à dire 

quand g lt g 2 et les nombres a ci b sont donnés, on détermine de façon récurrente la solution 
du dernier système d’équations (c’est à dire pour chaque n = 1, 2, la valeur u n = u n (x) pour 
laquelle 

gi(d„) +gi(x - ü n ) -| -f„ - x (aû m | b(x - //„)) =/„(*) 

par rapport à // e [0, x] et x l =x l (x)=aiï t + — /= 1, . Cette méthode est connue 

sous le nom de méthode des équations fonctionnelles. 

Exemple 6: Soient g x {u) — a \/u et g 2 {x — u)—p yj{x — u) les fonctions gains de l’exemple intro¬ 
duit au début du paragraphe, et où n>0, P>0 sont des nombres arbitraires et ou 0<a=*b<\. 
Alors dans ce cas x t = aut+ 6(x, +1 — Ut)=ax t+ly L= 1, et puisque x„+i—x y il s’ensuit que 

= pour / = 1, ... y n. Les équations pour./’,, conduisent dans ce cas aux relations 

/„(*)= max {a\Zu-\~P\/(x-u) +f n -i(ax )}, n^ I, ,/ 0 -0. 

0 $ U $ X 

Si pour x fixé, jc> 0, on définit la fonction = « \//H P \/( x — w)-|-/ w -|(«Jr), alors 

Ç , n^=a/(2\/ tf )"WP\/( x_M )l pour u e (0, x) et” g? n , x = 0 à l’unique point 0<w n (.*) = 

[a 2 /(a 2 +P 2 )\-x<x y en ce point le maximum de (p nyx (u) par rapport à //e [0, x] est atteint. Donc 
fn(x)=a\/u+fi\/(x-u)+f„- 1 (ax)= \/(a 2 -i~P 2 )y/x+fn-^ax) pour n>l et f 0 (x)=0. 

On déduit aisément de cela que: 
fi(x)=\Z[(a 2 -hp 2 ) x] y 

/ 2 W=\/[(* 2 +/? 2 ) x]+y/[(a*+P 2 ) ax)=^[(a 2 +p 2 ) x) (1 +fl 1/2 ), 

fn(x)=y/l(a 2 +P 2 ) x) (1 +« l/2 + • • • +a<"- 1 > /2 ), 

f„(x) indiquant le gain pour la //-ième étape. 

Puisque 0 (/=1, ...» n) y on a 

ui(x /+i)=[a 2 /(a 2 +P 2 )\ x l+1 = [a*l(a 2 +p 2 )\ a n ~ l x (/= 1, ..., n). 

Puisque nous avons utilisé la numérotation inversée, la suite [a 2 /(a 2 +/f 2 )] x y [a 2 l(a 2 -\-p 2 )] ax y ..., 
[a 2 /(a 2 +Æ 2 )] a n ~ l x est la stratégie optimale du processus à n pas considéré, avec le gain 

n—1 

fn{x)— y/[{a 2 -\-p 2 ) x\ Za»\ et où le montant x n = a n x est disponible après la w-ième étape. 

,v=o 


Développements ultérieurs. Par contraste avec le problème de chargement, le problème de la 
maximisation du gain représente un processus discret à n pas pour lequel la région admissible 
pour les quantités de décision forment un ensemble compact connexe - dans le cas étudié un 
intervalle fermé. Cela est donc un cas particulier de ces processus discrets à n pas pour les¬ 
quels la région des variables de décision est généralement représentée par une région bornée 
et fermée de l’espace de dimension correspondante. Dans de tels cas relativement simples la 
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méthode des équations fonctionnelles peut souvent être appliquée avec succès. Dans des cas 
plus compliqués, spécialement lorsque la décision à chaque étape est caractérisée par un vecteur 
de décision u=(u lt w 2 , ..// m ), m^2 on utilise d’autres méthodes comme la méthode des multi¬ 
plicateurs ou la méthode des approximations successives dans le but de réduire le problème original 
à un nombre fini de problèmes plus simples que l’on peut traiter plus aisément par ordi¬ 
nateur. Les problèmes déterministes discrets ne forment qu’une partie des problèmes de décision 
qui interviennent en optimisation dynamique. 11 est parfois avantageux de considérer des pro¬ 
cessus avec un nombre infini d’étapes, bien que de tels processus n’interviennent jamais dans 
la pratique. En effet si un processus discret à un très grand nombre d’étapes est donné et si le pas¬ 
sage à la limite (/i->oo) dans les*équations f„ est possible, alors au lieu des relations précé¬ 
dentes on obtient une seule équation fonctionnelle 

/(•*)= lim /„(*)= max {g(x, u)+f n - l {T(x, «))}. 

n~* oo O^u^x 

En général cette équation fonctionnelle est plus simple à résoudre que le problème original, et 
pour de grandes valeurs de n elle donne une bonne approximation de la solution désirée. La 
théorie des processus stationnaires examine sous quelles conditions cette méthode est applicable. 

Une autre classe de problèmes d’optimisation en optimisation dynamique est concernée par 
les processus de décision pour lesquels, à chaque instant dans l’intervalle de temps donné, une 
décision est possible et même exigée. On parle de processus à décision continue. La théorie cor¬ 
respondante est très liée au calcul variationnel et à la théorie des processus optimaux d’après 
Pontryagin. Les conditions mathématiques d’application sont très restrictives. 

Par contraste avec les processus déterministes discrets il existe les processus stochastiques dis¬ 
crets pour lesquels l’état à la fin de chaque étape n’est connu que sous forme de distribution 
de probabilité. Ces processus sont souvent plus près des nombreux problèmes de l’économie 
que ne le sont les modèles déterministes et les méthodes de l’optimisation dynamique ont aussi 
été généralisées dans celte direction. 


III. Présentation succinte de quelques sujets 


31. Théorie des nombres 


Les entiers . 727 Nombres transcendants . 732 

Nombres algébriques . 731 


Au début, la théorie des nombres étudiait les propriétés des nombres entiers. Son dévelop¬ 
pement en tant que branche des mathématiques vint plus tard. Les premiers résultats de cette 
théorie datent de l’antiquité, ils sont dûs à Euclide (300 av. J. C.) et à Diophante (250 ans 
après J. C.). Au 17ème siècle les recherches de Pierre Fermât (1601-1666) aboutirent à des dé¬ 
couvertes remarquables d’une grande portée mathématique. Les travaux de Léonard Euler 
(1707-1783) firent avancer à grands pas cette théorie par les idées géniales qui s’y trouvaient. 
Cari Friedrich Gauss (1777 1855) donna une unité à la Théorie des Nombres. Il publia en 1801 
ses Disquisitiones arithmeticae, ouvrage fondamental qui fournit les principes de base de la haute 
Arithmétique. 

De nos jours, la théorie des nombres est une théorie largement ramifiée. Elle utilise à la 
fois l’algèbre abstraite (principalement dans la théorie algébrique des nombres) et les outils puis¬ 
sants de l’analyse (dans la théorie analytique des nombres). Cela conduit à des problèmes et à de 
nouvelles branches qui n’ont qu’un rapport lointain avec les nombres entiers. 

Contrairement à d’autres parties des mathématiques, de nombreux résultats de la théorie des 
nombres sont accessibles aux non-initiés. Mais les démonstrations de ces résultats nécessitent 
souvent des outils mathématiques sophistiqués. 

Gauss appelait les mathématiques “La reine des sciences’’. En 1808, dans une lettre à son 
ami Bolyai, il écrivait: “Il est remarquable que tous ceux qui étudient sérieusement cette science 
manifestent une sorte de passion pour elle”. 

Anneaux et Corps. L’étude élémentaire des propriétés des nombres entiers et des nombres 
rationnels a été faite dans le Chapitre I. Par la théorie de la divisibilité, on sait que le quotient 
de deux entiers peut, mais ce n’est pas obligatoire, être un entier; par exemple 15/3 = 5 mais 
15/7 n’est pas un entier. La division, opération réciproque de la multiplication, ne peut pas 
toujours s’effectuer dans l’ensemble des entiers. Les ensembles de nombres dans lesquels les 
opérations d’addition, de soustraction, de multiplication s’effectuent sans restriction sont appelés 
anneaux. Si dans un ensemble de nombres on peut diviser (sauf par 0), on parle de corps. Par 
exemple, les nombres rationnels forment un corps. Dans ce qui suit l’anneau des entiers relatifs 
0, ± 1, ±2, ... est notée Z et le corps des nombres rationnels Q. Si a et b sont deux nombres 
de Z et si b /-0, le quotient a/b se trouve dans Q, mais pas nécessairement dans Z. Si a/b 
est dans Z, on dit que a est divisible par b, ou bien que a est un multiple de b. 

Idéaux : En plus de Z, on a besoin d’anneaux R dont les éléments peuvent être réels ou 
complexes. Les sous-ensembles / de l’anneau R qui ont les propriétés suivantes sont très 
importants: 

(/) si a et b sont des éléments de /, alors a — b ç 3 0 3 6 

est dans 7; 7 * -5 \ 0 -2 *~~i 2 0 4 5 0 7 

(//) pour tout nombre r de R et tout nombre 
a de / le produit ra est aussi un élément de /. 

De tels sous-ensembles / de R sont appelés 31-1 L’idéal (3) de la droite des nombres entiers 
idéaux de R. relatifs 

Par exemple, si m est un entier naturel, l’ensemble des nombres 0, ±///, ±2m> ±3/// consti¬ 
tue un idéal de Z. Il est clair en effet que la différence entre deux entiers relatifs multiples 
de m est encore un multiple de m (Propriété (/)). Par ailleurs tout multiple d’un multiple de 
/// est lui-même un multiple de m (Propriété (//)). On note un tel idéal M=(m) pour indiquer 
qu’il est constitué des multiples du nombre m. Des idéaux égaux à l’ensemble des multiples 
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d’un seul élément de l’anneau R t comme m dans le cas présent, son appelés idéaux principaux. 
Il est facile de démontrer que dans Z tout idéal est principal. On obtient tous les idéaux (m) 
de Z en faisant successivement m = 0, 1, 2, ... 

On peut définir une notion de divisibilité pour les idéaux. On dit qu’un idéal A est divisible 
par un idéal B, si tout élément de A est aussi un élément de B , autrement dit si A^B au sens 
de la théorie des ensembles. Apparemment le sens habitue^ de “divisible” est transformé en 
son opposé, mais la liaison avec .la théorie de la divisibilité ordinaire clarifie immédiatement la 
terminologie ci-dessus. Appliquons en effet la nouvelle définition aux idéaux A — (a) et B—(b) de 
Z. On voit alors que A est divisible par B si et seulement si a est divisible par b. Par exemple, 
l’idéal (2) est égal à l’ensemble des nombres 0, ±2, ±4, ±6, ±8, ... et l’idéal (4) à l’ensemble 
des nombres 0, ±4, ±8, ±12, ... Au sens de la théorie des ensembles (4)Ç(2). Cela signifie 
que l’idéal (4) est divisible par l’idéal (2) et effectivement 4 est divisible par 2. On définit alors 
le produit AB de deux idéaux A et B comme étant l’idéal égal à l’ensemble des sommes finies 
de produits ab où a ci b sont des éléments quelconques de A et de B respectivement. Dans Z 
si A = (a) et si B=(b ), le produit AB=(ab). Par exemple (2)-(4) = (8). 

La notion d’idéal a été introduite au cours du développement de la théorie algébrique des 
nombres. La théorie des idéaux étudie la structure des anneaux et de leurs idéaux. Pour sim¬ 
plifier l’énoncé des résultats il est pratique d’utiliser le vocabulaire suivant: Soient a et b deux 
éléments d’un anneau R et / un idéal de R. On dit que a=b (mod /) (lire: a congru à b mo- 
dulo /) si a—b est un élément de /. La relation de congruence est une relation d’équivalence, 
puisqu’elle est transitive, symétrique, et réflexive. Donc tous les nombres de R peuvent être mis 
dans des classes d’équivalence disjointes mod /, de telle sorte que tous les nombres congrus 
mod / appartiennent à une seule et môme classe. L’écriture formelle provient du fait que 
presque toutes les règles de calcul pour les équations restent valables pour les congruences 
modulo un ensemble fixe. 

Historiquement la notion de congruence a été introduite par Gauss pour l’anneau Z. Dans 
ce cas ( a=b mod ///) signifie que la différence entre les deux entiers relatifs a et b est un élé¬ 
ment de l’idéal Af=(m), ou encore que a — b est divisible par m, ou que a et b ont le même 
modulo un reste dans la division par m. 

Exemples: 88s - 10 (mod 14) car 88-(- 10) = 98 et 98 est divisible par 14; 3 7 = 1 (mod 1093); 

2 32 =-l (mod 641). 


Les entiers 

Certaines propriétés des classes d’équivalence dans Panneau des entiers Z peuvent être étudiées 
à partir des propriétés de divisibilité des nombres entiers. On notera (a> b) le plus grand divi¬ 
seur commun (pgcd) de deux nombres entiers a et b et p .désignera un nombre premier. 

Classes d’équivalence mod m dans un anneau. On donne à l’ensemble des classes d’équiva¬ 
lence mod m une structure d’anneau en définissant une addition et une multiplication. On va 
illustrer ceci par un exemple. Soit r t la classe d’équivalence 5 (mod 6), qui contient les nombres 
... — 7, — 1, 5, 11, ... et soit r 2 la classe d’équivalence 2 (mod 6), constituée des nombres —10 ? 
—4,2,8, 14, ... on définit r l -\-r 2 comme étant la classe d’équivalence qui contient 2+5 = 7, 
c’est à dire tous les nombres dont le reste de la division par 6 est 1. On écrit 2+5= T. Voici 
d’autres exemples : (mod 6), on a 5+5=5,5+3=5. On définit le produit de 2 par 5 par 2*5= 10 = 4; 
(mod 6), on a encore 5*0 = 5, 3-3 = 3, 2-3=5. 

Muni de cette addition et de cette multiplication, l’ensemble des classes d’équivalence mod m 
forme un anneau appelé Anneau résiduel modulo m. Cet anneau est un corps si et seulement 
si m est un nombre premier. 

Le groupe des classes d’équivalence dont les éléments sont premiers avec m. Soit m un nom¬ 
bre quelconque, on considère parmi les classes d’équivalence distinctes (mod m ), 5, T, 2, 3, 
4, ..., m— 1, celles dont les éléments sont premiers avec m. Par exemple si /w = 6, il y a deux 
classes dont les éléments sont premiers avec 6, ce sont les classes 1 et 5. Si m est un nombre 
premier /?, il y a p— 1 classes dont les éléments sont premiers avec p , ce sont les classes F, 
2, ...,^=L 

On note (p(m) (fonction d'Euler) le nombre de classes d’équivalence mod m dont les éléments 
sont premiers avec m. Par exemple ç>(6) vaut 2, <p(p)=p— 1 si p est premier; (p{m) est une fonction, 
importante en théorie des nombres, qui est définie sur l’ensemble des entiers naturels. C’est une 
fonction multiplicative, c’est à dire que (p(a-b) = rp{a)-q)(b) si (a,b)=\. On montre facilement que 
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<p(p k )=p k —p k ~ 1 =p k -\p— 1) si p est premier. En utilisant ces deux propriétés, on peut calculer 
aisément <p{m) pour tout m\ par exemple <p(3240) = <p(2 3 )*ç9(3 4 )-g9(5) = 4*54-4 = 864. 

Muni de la multiplication, les classes d’équivalence mod m dont les éléments sont premiers 
avec w, forment un groupe G m d’ordre cp(m ). La structure de G m est importante pour tout m, 
mais ici on ne traitera que le cas m—p où p est un nombre premier. G p est un groupe cyclique, 
ce qui signifie que tout élément de G p est une puissance d’une même classe g. Un tel g est appelé 
racine primitive mod p. Par exemple, si p — 11, le groupe G n est engendré par g — 2 (ou bien 6, 7, 8) 
car 2° = 1,2 1 = 2, 2 2 = 4, 2 3 = 8, 2 4 = 5, 2 5 = 10, 2 6 = 9, 2 7 = 7, 2 8 = 3, 2 9 = 6 (mod 11). Les puissances 
de g donnent les /?— 1 = 10 classes distinctes T, 2, ..R), de G n . Pour tout élément a d’un groupe 
fini G d’ordre m on a l’égalité a m = e (e étant l’élément, unité). En appliquant ce théorème à 
G = G m on obtient le théorème d'Euler. 

Théorème d’Euler : ~ l(mod m) si (a, m)= 1. Si m—p, ce théorème devient le théorème de 

Fermât . 

Théorème de Fermât : a p_1 = l(mod p) si a n'est pas divisible par p. 

Congruences avec inconnues. On peut résoudre certains problèmes algébriques dans l’anneau 
résiduel et dans le groupe des classes d’équivalence. Par exemple, on peut se demander quelles 
classes x mod m satisfont l’équation suivante âx — b, a et b étant données. On ne peut pas toujours 
résoudre 1 équation linéaire «jc = Z?(mod m). Par exemple 3* = 2(mod 12) n’a pas de solution, puisque 
aucun multiple de 3 a un reste égal à 2 dans la division par 12. En fait cette équation a une 
solution si et seulement si b est divisible par le plus grand commun diviseur ( a , m). Soit un poly¬ 
nôme de degré n, l’équation x n -\-a l x n ~ 1 -\—• -f« n = 0(mod m) peut avoir plus de n solutions. Par 
exemple jt 2 = l(mod 8) a les solutions x= 1, 3, 5, 7. Si m est un nombre premier p , il se peut qu’il 
n’y ait pas de solution, et de toute façon il ne peut y en avoir plus de //. 

Résidu du « ièmc degré. On considère les équations binômes jc" = «(mod/?) où a n’est pas 
divisible par p. Tout élément «(mod p) pour lequel la solution est possible s’appelle un résidu 
du n ièmc degré mod/?. Deux questions fondamentales se posent: 

1. Pour un nombre premier p donné, quels sont les nombres qui sont résidus du « ièmc degré? 

2. a étant un nombre entier donné, pour quels nombres premiers p, a est-il un résidu du « ièmc 

degré? 

Le critère d'Euler répond à la première question: a est un résidu du « ièmc degré si et seulement 
si « (p 1)/d = l(mod/>) avec d=(p— \ , n). La réponse à la seconde question est donnée par les lois 
de réciprocité. Ce sont parmi les résultats les plus beaux et les plus profonds de la théorie des 
nombres. Pour n — 2, les classes «(mod/?) avec («,/?)= 1, pour lesquelles l’équation x 2 = «(mod/?) 
est possible, s’appellent résidus quadratiques. Les classes pour lesquelles l’équation est impossible, 
sont des non-résidus. Si /? est impair, il y a autant de résidus quadratiques que de non résidus 
(mod /?), soit (/? — 1 )/2 pour chaque catégorie. Par exemple, (mod 17) on a 1 2 == 1,2 2 = 4, 3 2 = 9,4 e = 16, 
5 2 = 8, 6 2 = 2, 7 2 == 15, 8 2 = 13. Donc 1,2,4,8,9,13,15,16 sont les huit résidus quadratiques et 

3. 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 sont les huit non-résidus quadratiques (mod 17). 

La loi de réciprocité. Les recherches relatives à la 2 ièmc question dans le cas où n est égal à 2 
ont conduit à la découverte de la célèbre loi de réciprocité quadratique. Elle a été établie par 
Euler. Soient p et q deux nombres entiers premiers, impairs. Si l’un d’entre eux au moins est 
de la forme 4/c-f-l, alors les équations Jc 2 =/?(mod q) et y 2 = </(mod /?) sont toutes les deux solubles 
ou toutes les deux insolubles (autrement dit p est résidu quadratique (mod q) si et seulement si q 
est résidu quadratique (mod p). Mais si p et q sont de la forme 4AH 3 l’une des deux équations 
est soluble tandis que l’autre est insoluble. La première démonstration complète de cette loi fut 
faite par Gauss à l’âge de 18 ans. Plus tard il donna six autres démonstrations de ce qu’il appela 
le Théorème fondamental. On connaît maintenant plus de 15 démonstrations différentes de ce 
théorème. Les diverses méthodes utilisées et les efforts pour trouver des lois de réciprocité pour 
des puissances plus grandes ont donné une grande impulsion à la théorie des nombres. 

Environ dix ans avant la démonstration de Gauss, Legendre avait publié une démonstration 
de la loi de réciprocité quadratique mais elle contenait une lacune. Legendre a introduit un 

symbole très utile ^ 0 e symbole de Legendre) qui prend les valeurs +1, —1,0 suivant que « 

est résidu quadratique (mod p), non résidu (mod p) ou divisible par p. Cela permet d’exprimer 
la loi par la formule suivante: 
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On a également les propriétés qui suivent: 

(?)■ 

La première égalité établit que l’équation x 2 = — l(mod/;) est soluble si p est de la forme 4&I-1, 
alors (p—\)l2 est pair, et qu’elle est insoluble quand p est de la forme 4& + 3, et alors (p— 1)/2 
est impair. 

Equations Diophantiennes. Soit f(x Xy x 2y ...,*„) un polynôme en les variables x Xy x 2y . ..,jc„ 
et à coefficients dans Z. Une équation f(x Xy x 2y .. x n )=b est dite Diophantienne si on demande 
à la solution d’être un w-uple d’entiers relatifs. Le nom de ce type d’équations vient du mathéma¬ 
ticien grec Diophante d’Alexandrie. Un système d’équations Diophantiennes j\ — b Xy f 2 — b 2y 

fk = b k est équivalent à la seule équation ( fi—b 1 ) 2 +(f 2 —b 2 ) 2 -\ -K fk~b k ) 2 = 0. L’ensemble des 

solutions dans Z du système est égal à l’ensemble des solutions dans Z de l’équation. Une 
équation Diophantienne linéaire , a x x x -\-a 2 x 2 -\—• +a„x„ = b, (a ly a 2y .. a ny b entiers), est soluble 
si et seulement si b est divisible par le pgcd (a Xy a 2y ..., a n ). 

S’il existe une solution de cette équation, alors il y a une infinité de «-uples vérifiant l’équation. 
Le cas n = 2 est facile à étudier. Si a x et a 2 sont premiers entre eux, et si (x' Xy x 2 ) est une solution 
de a x x x \-a 2 x 2 —b y alors toutes les solutions s’écrivent x x =x\-\-a 2 t y x 2 =x’ 2 — a x t où t est un entier 
quelconque. On peut obtenir une solution particulière à partir de l’avant dernière fraction 
approchée du développement de ct x ja 2 en fraction continue. 

Exemple: 43^+ 19 x 2 —b. Les fractions approchées de 43/19 (voir Chapitre 3.6, Fractions 
Continues) sont 7/3,9/4,43/19. La fraction 9/4 donne x x —Ab y x 2 — —9b. Ainsi la solution 
générale peut s’écrire sous la forme x x = 4b +19/, x 2 = —9b — 43/. 

Si /i^3, des méthodes plus générales pour les fractions continues ont été développées. On se 

n 

donne un système linéaire de m équations indépendantes, 2Ja tJ Xj = b ly i=\ y 2 y ... y m. Si m>n y 

j = i 

le système n’a pas de solutions en général. Par contre si m<n y le système est indéterminé et il a, 
en général, une infinité de solutions. Dans le dernier cas, le système est soluble dans Z si et 
seulement si le pgcd des déterminants d’ordre m de la matrice (a tJ ) est égal au pgcd des déter¬ 
minants d’ordre m de la matrice (a,j) à laquelle on a rajouté la colonne des b t . 

Pour résoudre l’équation Diophantienne du second degré à deux inconnues x ly x 2 la plus 
générale 

Ci + c 12 x x x 2 + c 22 x 2 + c l2 x x + c 22 x 2 +c 33 =0, 

à coefficients c u entiers, on effectue une transformation sur les variables pour obtenir une équation 
de la forme y\—Dy\=b y D et b étant entiers. On doit distinguer deux cas: si D<0, ou bien il 
n’y a pas de solution ou bien il y a un nombre fini de solutions (y Xy y 2 )', si D> 0 (D n’étant 
pas un carré) et si b— 1, alors l’équation y 2 —Dyl= 1 est appelée équation de Pell. Elle a les 
solutions triviales y x — ±1,> ; 2 = 0. A part ces solutions triviales, elle a une infinité de solutions 
qui peuvent être obtenues à partir d’une seule solution minimale. Il est facile de voir que l’équation 
la plus générale y\—Dy\ — b n’a pas de solution si b n’est pas un résidu quadratique (mod D). 

Exemples: /. xl+x x x 2 -\-x%= 19 a exactement 12 couples solutions (2, 3); ( — 2, —3); (3, 2); 
(-3, -2); (2, -5); (-2, 5); (5, -2); (-5, 2); (3, 5); (5, -3); (-5, 3); (-3, 5). 

2. y\-5y\=\. A partir de la solution minimale y x = 9 y y 2 =4 on obtient toutes les solutions 
en faisant varier n= 0, 1, 2, ... dans les formules suivantes y x = ±[(9+4^5)"H-(9 — 4y'5)"]/2, 

y*= ±[(9+4 A /5) n -(9-4 v / 5) M ]/(2V5). 

Autre exemple: On cherche tous les triangles rectangles, de côtés x y y adjacents à l’angle droit 
et d’hypothénuse z, pour lesquels les longueurs x y y y z sont des multiples entiers de l’unité 
de longueur et qui vérifient l’équation Diophantienne x 2 -\-y 2 =z 2 . Les solutions de cette équation, 
les nombres Pythagoriques , sont représentées par les formules x-u 2 — v 2 y y=2uv y z=u 2 +v 2 où 
u et v sont des entiers quelconques. Les solutions les plus petites sont 3 a +4 2 =5 2 et 5 2 + 12 2 =13 2 . 

On a une différence surprenante entre les cas n = 2 et n^3. Un théorème de Thue établit qu’une 

équation a x x n +a 2 x n ~ x y-\ - \-a„y n = b(n>3 y a x ^0) à coefficients a Xy a 2y ... y a n entiers n’a qu’un 

nombre fini de solutions à moins que le terme de gauche se décompose en facteurs homogènes 
de degrés inférieurs et à coefficients entiers. Les équations Diophantiennes de hauts degrés con¬ 
duisent à des problèmes difficiles dont la résolution nécessite une connaissance de la théorie 
algébrique des nombres. 

Parmi ces problèmes on trouve la conjecture de Fermât qui a suscité un grand intérêt. Pour 
tout entier n>2 l’égalité jc"-| -y n —z n est non résoluble dans Z. Fermât a écrit (vers 1637) dans 
la marge de son exemplaire des travaux de Diophante “J’en ai trouvé une démonstration mer- 
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veilleuse, mais cette marge est trop petite pour la contenir”. Cette démonstration n’a jamais 
été retrouvée, et malgré les efforts de nombreux grands mathématiciens personne n’a encore 
réussi à démontrer si la conjecture est vraie ou non. Des résultats partiels intéressants ont été 
obtenus. Par exemple, on sait que la conjecture est vraie pour tous les exposants n inférieurs ou 
égaux à 4002. 

Théorie analytique des nombres. Outre la fonction 
d’Euler <p(n) beaucoup de fonctions f(n) ayant comme 
domaine de définition l’ensemble des entiers naturels 
ont été introduites en Théorie des Nombres. 

Exemples: n(x) est le nombre de nombres premiers 
d(n) est le nombre de diviseurs de n y <r(n) est la 
somme des diviseurs positifs de //, r(n) est le nombre 
de couples entiers, solutions de l’équation x 2 -\-y 2 = n. 
Certaines de ces fonctions ont un comportement bizarre, 
par exemple z/( 1 ) = 1, </(2) = 2, d(3) = 2, r/(4) = 3, r/(5) = 2, 
d(6 ) = 4, z/(7) = 2, d( 8) = 4 etc... Cependcnt, on peut 
trouver une certaine régularité, en général, pour la 
moyenne des n premières valeurs de ces fonctions. 
Cette moyenne se comporte, dans beaucoup de cas, 
asymptotiquement (lorsque n croît) comme une fonction analytique. Par exemple (1 jn) E d(k) 

k^n 

croît comme le logarithme népérien de n. On pose [r/(l)+r/(2)H-K/(«)]/« = Log « + /?(«). On 

trouve que R(n) est d’ordre plus petit en n que ne l’est le logarithme. L’étude des moyennes des 
fonctions de la théorie des nombres, et surtout l’étude de leur reste /?(//), nécessite les outils les 
plus fins de l’analyse. Cette branche des mathématiques, la Théorie Analytique des Nombres a occupé 
l’esprit d’illustres mathématiciens depuis Euler au 18 ièmc siècle, jusqu’à nos jours. Elle progresse 
toujours. On s’est tout particulièrement penché sur la fonction n(x), qui compte les nombres 
premiers inférieurs ou égaux à x. 

Gauss supposa qu’elle se comportait asymptotiquement comme n(x)~xl Log*. Cette conjec¬ 
ture ne fut prouvée qu’en 1900 par Hadamard et de la Vallee-Poussin. Leurs recherches 

X 

montrèrent que la meilleure approximation de n(x) est le logarithme intégral li(jt) = J d//Log/. 

O 

L’estimation du reste R(x) = n(x) — li (jc) est étroitement liée à la position des zéros complexes 
de la fonction zêta de Riemann £($) = 2J(\/n s ) où s=cr-\it, rr> 1. 

Parmi les nombreux problèmes de répartition des nombres premiers, on a le célèbre théorème 
démontré par lejeune-Dirichlet (1805-1859): Toute suite arithmétique dont le premier terme est 
premier avec la raison contient une infinité de nombres premiers. 

Propriétés additives des nombres. Les questions soulevées par cette branche de la théorie des 
nombres seront illustrées par quelques problèmes et théorèmes très particuliers.» 

Théorème de Fermât: Tout nombre premier p , qui vérifie /?=l(mod4), est somme de deux 
carrés (de nombres entiers). La représentation est unique si l’on ne tient pas compte de l’ordre 
des nombres dans la somme. 

Exemple: 233 = 8 2 f-13 2 . 

Théorème de Lagrange: Tout nombre entier s’écrit comme somme d’au plus quatre carrés 
(de nombres entiers). 

Exemple: Il s’écrit comme somme de trois carrés; 11 = 3 2 -H 2 -H 2 , 7 nécessite quatre carrés 
7 = 2 2 +l 2 -H 2 +l 2 . 

Problème de Waring (soulevé en 1770 par Waring, il fut résolu en 1909 par Hilbert): il existe 
une fonction g{k) telle que tout nombre entier peut être représenté comme une somme de g{k ), au 
plus, puissances /r ième de nombres entiers. Par exemple g(2)=4 d’après le théorème de Lagrange, 
et g( 3) = 9. Il est intéressant de savoir que pour k ^3 tout nombre n suffisamment grand est somme 
d’au plus g(k) termes. On sait que 239=4 :i -f-4 3 -f-3 3 -f-3 3 -f-3 3 -L3 a 4-1 3 +l 3 -f- l 3 est le plus grand 
nombre qui nécessite 9 cubes; tout nombre plus grand nécessite au plus 8 cubes. On.a montré 
qu’à partir d’un certain nombre entier, tous les nombres suivants ont une décomposition d’au 
plus 7 cubes. 

Conjecture de Goldbach. Dans une lettre à Euler en 1742, Goldbach émettait l’hypothèse 
suivante: Tout nombre pair n>6 est somme de deux nombres premiers impairs. Cette conjecture 
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n’a pas encore été démontrée ou réfutée. Le meilleur résultat dans cette direction, dû à Vino- 
gradov (né en 1891), est le théorème des trois nombres premiers: Tout nombre impair suffisamment 
grand est somme de trois nombres premiers impairs. La démonstration utilise des méthodes ana¬ 
lytiques très subtiles. 

Partitions. On appelle partition d’un nombre entier n une représentation de n en tant que somme 
de nombres entiers. Le nombre total de partitions de n est noté /?(//), le nombre de termes de 
la somme n’étant pas limité, plusieurs termes pouvant être égaux, et l’ordre des termes n’étant 
pas considéré. Ainsi 5 = 4+1 = 3+2=3 + 1 +1 =2-1-2 +1 =2+ 1 +1 +1 = 1 +1 +1 +1 + 1 donc 
/+5) = 7. La fonction p(n) a de nombreuses propriétés intéressantes, par exemple p(5n \ 4) = 
O(mod 5) et Mw)~[l/(4rt\/3)] exp [ny/iln^)] pour n assez grand. Plus généralement, on se pose 
la question suivante: Soit A un ensemble de nombres entiers et s >2 un entier donné. Tout nombre 
entier peut-il être représenté comme somme d’au plus .y éléments de A? A partir de 1930, les 
mathématiciens ont abordé ces problèmes avec succès en utilisant des notions et des méthodes 
nouvelles (< densité et ordre de A). 


Nombres algébriques 

Corps de nombres algébriques. Un nombre algébrique a est un nombre complexe qui est racine 

d’une équation algébrique J\x) = 0. Ici f(x)=a 0 x m |- {-a„, est un polynôme sur le corps Q des 

nombres rationnels avec a 0 +0, m^ 1, c’est à dire que tous les coefficients a n ,a lt sont 

rationnels. Le nombre a est racine d’une infinité d’équations de degrés différents. Par exemple, 
« = \/3 satisfait les équations x 2 — 3 = 0, x :i — x 2 — 3x + 3 = 0, x 4 — 9 = 0 etc ... Mais les deux der¬ 
niers polynômes se factorisent en polynômes de degré inférieur: 

x 3 —x 2 —3x+3=(x 2 —3) (jc — I) et x 4 -9=(x 2 -3)(x 2 +3). 

De tels polynômes sont appelés polynômes réductibles. S’il est impossible de factoriser un polynôme 
/ sur Q en facteurs non constants de degrés inférieurs et à coefficients dans Q, on dit que / est 
irréductible sur Q; par exemple /(x) = x — 3 est irréductible. 

Pour un nombre algébrique a, il existe un et un seul polynôme irréductible <p(x), dont le co¬ 
efficient du terme de plus haut degré est I et tel que <p(a) = 0. Le degré du nombre algébrique 
« est par définition le degré de ç>(x). Par exemple, tout nombre rationnel r est algébrique du pre¬ 
mier degré, puisqu’il est racine de l’équation x—r— 0; (l+\/3)/2 est de degré 2 car il vérifie 

n 

x 2 — x+l=0; ^/2 est de degré n en tant que racine de x rt —2=0. 

Les racines « (1) , a (2) , ...,a (n) de y>(x) = 0 (une d’entre elles est a) sont appelées conjuguées de a, 
elles sont toutes distinctes. Si dans </>(*) = 0 tous les coefficients sont entiers, alors a est appelé 
entier algébrique. 

Soit 0 un nombre algébrique. Le plus petit corps £ = Q(0) qui contient Q et 0 est appelé corps 
de nombres algébriques. Par exemple, soit Q(\/3) l’ensemble des nombres de la forme a I bsj 3, 
où a et b sont des nombres rationnels. Il est facile de vérifier que cet ensemble est un corps; 
par exemple 1 /(a \-by/f)=(a— />\/3)/(a 2 — 3b 2 )=A-\-By/3. Le degré de k est, par définition, égal 
au degré n de tout nombre 0 tel que £ = Q(0), il est déterminé de façon unique. 

Corps de nombres quadratiques. Parmi les corps, les corps de nombres quadratiques ont été 
tout particulièrement étudiés. Soit 0 = \A/, on peut supposer que d est un entier non divisible 
par un carré. Sous cette hypothèse on distingue les corps de nombres quadratiques Q(\A/) avec 
d= l(mod 4) et ceux pour lesquels </= 2 ou 3(mod 4). Dans le premier cas oy x — I, <o 2 = (— 1 \ \/d)l2 
est une base de Q(^/</), dans le second cas c’est o) l = \ y a) 2 = ^/d. Cela signifie que tout entier algé¬ 
brique de Q {y/d) s’écrit de façon unique sous la forme c 1 a> 1 +c 2 a> 2 , Cj et c 2 étant, des nombres 
rationnels. 

Corps cyclotomiqucs. Pour tout nombre entier //, les n racines de l’équation z"—1=0, ou 
équation cyclotomique , sont appelées racines + èmcs de Vunité. Quand on les représente dans le 
plan complexe, elles divisent le cercle unité, centré à l’origine, en n parties égales. Les n— 1 
racines différentes de z=l satisfont, pour n> 2, l’équation /(z) = 0 où 

/(z) = (z n - l)/(z- |) = z"- 1 +z"- 2 + • • • +z+l. 

Quand n est un nombre premier le polynôme /(z) est irréductible sur Q. 11 est facile de voir 
que dans ce cas les nombres distincts a>, co 2 , ..., u) p ~ l sont toutes les racines de /(z) = 0 si co est 
une racine quelconque. Le corps Q(eo) est appelé corps cyclotomique. Ses conjugués Q(<o), Q(o> 2 ), 
...,Q((o p_1 ) sont tous de degré p— 1, et coïncident entre eux. Les corps cyclotomiqucs, pour 
un n quelconque, ont été étudiés intensivement par Kummer pour essayer de démontrer le Théo¬ 
rème de Fermât. Les résultats obtenus firent avancer énormément la Théorie Algébrique des 
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Nombres. Avant Kummer, Gauss avait trouvé une méthode pour résoudre les équations cycloto- 
miques. Elle permit d’indiquer quels polygones réguliers pouvaient être tracés à l’aide d’une règle 
et d’un compas. Ainsi, .dans la théorie des corps cyclotomiques (en grec: division du cercle) 
on rencontre trois domaines des mathématiques, la géométrie, l’algcbrc et la théorie des nombres, 
qui y interfèrent de façon magnifique. 

Unités. Dans les corps de nombres algébriques les unités e jouent un rôle particulier. Une 
unité e est un entier algébrique qui divise 1. L’inverse e~ l est aussi un entier algébrique. Dans 
Q les seules unités sont 1 et —1. En général un corps de nombres algébriques contient une in¬ 
finité d’unités. Elles sont engendrées par un nombre fini d’entre elles (unités fondamentales) en 
utilisant les opérations de multiplication et d’élévation à une puissance ( théorème sur les unités 
de Dirichlet) ; par contre, les corps quadratiques imaginaires (engendrés par un nombre 0 com¬ 
plexe) ont un nombre fini d’unités. L’étude des corps de nombres algébriques a produit des ré¬ 
sultats d’un grand intérêt. 

Théorie des Idéaux. On pourrait être tenté de dire, en généralisant les lois de l’arithmétique 
sur Q et Z, que tout entier algébrique se décompose en produit de facteurs premiers, qui eux 
mêmes sont des entiers algébriques, et ceci de manière unique à l’ordre des facteurs et aux unités 
près. Mais au I9 ièmc siècle, on a démontré que cette assertion est fausse. En effet, 
dans le corps quadratique Gk(^/ — 5) le nombre 6 a deux décompositions distinctes 6 = 2-3 = 
(H- V~5) (1 — y/ — 5). On peut montrer, que 2,3, l-fy' — 5, 1— \/ — 5 sont irréductibles dans 
Q(y/ —5). Ils ne sont divisibles que par les unités. 

Ceci semble indiquer qu’il n’existe pas de théorie arithmétique simple pour les entiers algébri¬ 
ques. Mais Kummer trouva une méthode qui fut développée plus tard par Kronecker et Dedekind. 
Dedekind créa la théorie des idéaux; il remplaça les entiers algébriques par les idéaux de l’anneau R 
des entiers algébriques sur un corps algébrique k et démontra le théorème essentiel qui suit: 

Tout idéal de R, différent de R et de (0), se décompose en un produit d'idéaux premiers , 
déterminés de façon unique à l'ordre des facteurs près. 

Pour l’anneau Z, cela signifie que tout idéal principal (m) est produit d’idéaux (/?j), (p 2 ), ...,(p m ) 
de façon unique, à l’ordre des facteurs près. Mais ceci n’est qu’une autre façon d’écrire le théorème 
fondamental de la théorie élémentaire des nombres m= ±pip 2 ‘ ' ’Pn- 

Classes d'idéaux. Deux idéaux A et H d’un anneau R sur un corps k sont dits équivalents 
s’il existe deux idéaux principaux, (a) et (fl), tels que (a)A = (f)B au sens du produit des idéaux. 
Avec cette notion d’équivalence on peut ranger les idéaux de R en classes disjointes, et l’on obtient 
un nombre fini h de classes. Les idéaux principaux constituent une classe à eux seuls. Dans Z 
c’est la seule classe, ainsi /i= I. Déterminer h est une tâche difficile en général; on a besoin de 
l’aide de l’analyse. Il existe une formule pour le nombre de classes, due à Dirichlet. Pour quel¬ 
ques types particuliers de corps on connaît une représentation arithmétique de //. 


Nombres transcendants 

Un nombre y qui n’est pas algébrique est appelé transcendant. Il ne vérifie aucune équation 

algébrique à coefficients entiers. Il n’est pas évident qu’il existe des nombres transcendants. Liouville 

oo 

fut le premier à en construire quelques uns, par exemple E (l/2 rt! ). Sa méthode reposait sur 

n = i 

des théorèmes qui établissent que les nombres algébriques ne peuvent pas être “arbitrairement 
bien approchés’’ par les rationnels. Il montra, par exemple, que si a est un nombre algébrique 
de degré n , alors il existe un réel positif constant c tel que |a — rfs\>C'S~ n pour tout couple de 
nombres rationnels /', .v (.v>0). Le théorème de Thue-Siegel-Roth qui suit est très profond: l’inégalité 
\a — r/s\<s~ n , où n> 2, a est un nombre algébrique et r et s sont des entiers (.v>0), admet un 
nombre fini de solutions /*, s. 

Il est très intéressant de savoir si un nombre ou la valeur d’une fonction analytique sont 
transcendants ou non. Hermite fut le premier à montrer (en 1873) que le nombre e, base des 
logarithmes népériens, est transcendant. Peu de temps après, Lindemann prouva (en 1882) que 
le nombre n , aire du cercle unité, est un nombre transcendant. Cela montre que la quadrature 
du cercle est impossible: il est impossible de tracer avec une règle et un compas un carré dont 
l’aire soit égale à celle d’un cercle de rayon donné. 

Plus généralement, si a^O, a et e a ne peuvent être algébriques simultanément. Donc, les fonc¬ 
tions e* (pour jc^O) et Log jc (jcy^O, 1) ont des valeurs transcendantes pour des arguments algébri¬ 
ques x. On montre ce résultat au moyen de l’analyse complexe. On utilise également l’analyse 
complexe pour montrer que e" est transcendant. On ne sait pas encore si e e , e + Jt, et la constante 
d’Euler y sont des nombres transcendants ou non. 
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David Hilbert (1862-1953) établit une liste de 23 problèmes mathématiques importants non 
résolus à son époque. Le septième, entre autres, a été résolu depuis par Gelfond et Schneider: 
a fl est transcendant si a (a-/-() et 1) est algébrique et si fi est algébrique et irrationnel’, cela montre 
que la quotient des logarithmes de deux nombres algébriques est soit rationnel soit transcendant. 

Beaucoup d'énoncés de transcendance se rapportent aux propriétés des intégrales elliptiques et 
aux fonctions elliptiques. Par exemple, le périmètre d'une ellipse dont la longueur des axes est 
algébrique , est un nombre transcendant . Les questions d’indépendance algébrique des nombres 
transcendants jouent un rôle important dans la théorie des nombres trancendants; on a en parti¬ 
culier le théorème de Lindlmann: 

Si dj, a 2 , sont des nombres algébriques, linéairement indépendants sur le corps Q 

des nombres rationnels, on ne peut avoir +p 2 t a *-\ -h/^e*« = 0, où sont des 

coefficients algébriques, sauf si fj x = • • • =fj n = Q. 


32. Géométrie Algébrique 


La Géométrie Algébrique s'est développée à partir de la théorie des courbes et surfaces algébri¬ 
ques et de la géométrie w-dimcnsionnellc de l’école italienne. Isaac Newton (1643-1727), Colin 
Maclaurin (1698-1746), Léonard Euler (1707-1783) et Gabriel Cramer (1704-1752) furent les 
premiers à apporter leur contribution à la théorie algébrique des courbes. Le créateur de la Géo¬ 
métrie Algébrique, au sens strict, est Max Noether (1844-1921); les géomètres italiens Corrado 
Segre (1863-1924), Francesco Severi (1897-1961) et Federigo Enriques (1871-1946) amenèrent 
cette discipline à son complet développement. L’école allemande, particulièrement Emmy Noether 
( 1882-1935), fille de Max Noether, Bartcl L. van der Waerden (né en 1903) et Wolfang Grobner 
( né en 1899), étudièrent les fondements de cette discipline d’un point de vue algébrique. 

Courbes et surfaces algébriques. La notion centrale de la Géométrie Algébrique est la notion 
de Variété Algébrique (VA) dans un espace projectif P„ de dimension n dans lequel tout point 
est donné par les rapports x x lx 0y . . . y xJx 0 de n +1 coordonnées. Pour expliquer cette notion on 
va traiter d’abord le cas n — 2: P 2 est le plan projectif; une courbe algébrique (plane) de P 2 est 
définie par une équation algébrique homogène F(x 0y x Xy jc 2 ) = 0; la courbe est l’ensemble des points 
(£ 0 , £i> £ 2 ) Q u * satisfont l’équation. Par exemple, .l’équation de la parabole y 2 = 2p(x—a) peut être 
rendue homogène xllx‘i = 2p{x l lx 0 — a) y soit encore 2apxl~2px 0 x x +Jt§ = 0; on a à gauche un 
polynôme homogène F{x 0y x ly x 2 ). Soient deux équations algébriques homogènes F x {x 0y x x , * 2 )=0 
et F 2 (x 0y x Xy jr 2 ) = 0; les points communs aux courbes Fj=0 et F 2 = 0 sont les points (£ 0 , (u £ 2 ) 
qui satisfont les deux équations. Si /^(jq,, * 1 , x 2 ) et F 2 (jc 0 , x ly x 2 ) n’ont pas de facteurs communs, 
alors les deux courbes n’ont qu’un nombre fini de points communs. Une courbe algébrique, un 
nombre fini de points sont des exemples de variétés algébriques dans le plan projectif. 

Dans le cas n = 3, c’est à dire dans Vespace projectif P 3 , une forme F(x 0 , x ly * 2 , x :i ) définit une 
surface algébrique. Deux formes F x {x 0 , x Xy x 2y x 3 ), F,,{x 0y x ly x 2y jc 3 ) sans facteur commun définissent 
une courbe algébrique dans l’espace, ou dans le plan. Trois formes ou plus F Xi F 2y F 3 , ... sans 
facteur commun peuvent également définir une courbe. Les points (z 0 , z Xy z 2 , z 3 ) d’une courbe 
de P 3 satisfont d’autres équations que F< = 0 (pour /= 1, 2 ou / = 1, 2, 3, ...); par exemple GF, = 0 
où G est une constante ou, plus généralement, une forme arbitraire ou bien Fi±F k = 0 (si F x et 
F k ont le même degré). 

Idéaux de polynômes, ensembles de zéros, variétés algébriques. Pour étudier toutes ces équations, 
il est utile d’utiliser la notion d'idéal dans un anneau commutatif R. 

Définition: Un ensemble a d’éléments d’un anneau R est un idéal si, pour tout a et b de a y 
a —b est dans n, et si de plus pour tout élément a de a et tout élément r de R le produit ra est dans 
a. Voici un exemple simple: l’ensemble des éléments ra et ar où a est un élément fixe de R. Un 
idéal de ce type est appelé idéal principal et est noté (à). La notion d’idéal fut introduite historique¬ 
ment en Théorie des Nombres , en liaison avec le problème de Fermât. En particulier, si R est 
un anneau de polynôme/, g, ..., alors ses idéaux sont appelés idéaux de polynômes. Si on considère 
uniquement les formes de R qui se trouvent dans un idéal de R , alors on obtient un idéal homogène 
{H-idéal). Un point (£) = (£ 0 > £i> • • •> £«) de P n est appelé zéro de 1’//-idéal a si toute forme F{x) = 
= F(x 0y x ly ... y x n ) de a s’annule pour = £ 0 > *1 = £i> •• •>•*»! = £»• La totalité des zéros de a est 
appelé ensemble des zéros (SZ) de l’/7-idéal. 

On va énoncer quelques théorèmes se rapportant aux idéaux sur un anneau commutatif R y 
qui sont importants en géométrie algébrique. 
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L’ intersection an b de deux idéaux a et b de R est l’ensemble des éléments a de R qui appar¬ 
tiennent à a et à /;; l’intersection de deux idéaux est un idéal. La somme (a, b) de a et h est 
l’ensemble des éléments, de la forme a+b où a e a et b e h; la somme de deux idéaux est un 
idéal. L'intersection SZ (a)nSZ(b) des deux ensembles de zéros est l’ensemble des points (£) qui 
appartiennent à SZ (a) et à SZ (b). L'union ou la somme 

SZ(fl) wSZ(/>) = SZ(a) -|- SZ (b) 

est l’ensemble des points qui appartiennent au moins à l’un des SZ. On a les propriétés suivantes : 
1) SZ(<zn b) = SZ(tf) | (b) et 2) SZ(a, b) = SZ(a)nSZ(b). 

On peut étendre ces définitions et ces théorèmes à un nombre fini d’idéaux. Un idéal a est 
réductible s’il est l’intersection de deux idéaux différents de a , sinon on dit qu’il est irréductible. 
En correspondance avec ce qui précède, on dit que SZ(a) est réductible ou irréductible selon 
que a est réductible ou non. 

Exemple: a = (jc? — jc|) = (jc x -l-A:2) r ^(Ar 1 — a* 2 ). L’ensemble SZ (a) dans P 2 est constitué des deux 
droites x 1 -(-a , 2 = 0 et Xj — x 2 — 0. 


Un idéal de polynômes n’est pas déterminé de manière unique par son ensemble SZ. Par exemple, 
les //-idéaux a = (at!H-ato) et b=((x l -\-x 2 ) 2 ) ont les mêmes ensembles SZ dans P 2 , plus précisément 
SZ(fl) = SZ(A) est l’ensemble des points de la droite jr l +jc 2 = 0. Donc une variété algébrique VA (a) 
n’est pas déterminée de manière unique par SZ(a). On pourrait caractériser VA(<i) par le //-idéal 
a lui-même. Dans l’exemple précédent, et en utilisant cette caractérisation, on a VA(a)^VA(A). 
Considérons maintenant le théorème de Lashcr-Nocthcr: Tout idéal de polynômes est une inter¬ 
section d’un nombre fini d’idéaux irréductibles: (3) a = q t nq 2 n- • • nq s . Par définition, cela donne 

la partition (4) VA(a) = VAôjr 1 )-l-VAO/ 2 )H-|-VA(<y. v ). On remarque que pour tout idéal «, la 

représentation (3), et donc la partition (4), ne sont pas uniques. 

Pour étudier les idéaux irréductibles on a besoin des définitions suivantes: un idéal p de l’anneau 
R est appelé idéal premier si ah e p et a$p impliquent que b e p. Un idéal q de R est appelé 
idéal primitifs ab e q et a $ q impliquent que aQe q et b a e q avec q et a des entiers naturels con¬ 
venables. Pour les idéaux de polynômes on a les théorèmes suivants: 

(5) Tout idéal premier est irréductible. 

(6) Tout idéal irréductible est primitif, mais tout idéal primitif n’est pas obligatoirement irréductible. 

(7) Pour tout idéal primitif q il existe un seul idéal premier p tel que SZ(q) — SZ(p). 

(8) Les idéaux premiers p v p 2 ,..., p s , contenus dans les composantes q u q 2> . . q s de (3) sont 
uniquement déterminés par a; on les appelle idéaux premiers de a . 


De (6) et (7), on déduit que pour tout ensemble SZ d’un idéal irréductible p , il existe un unique 
idéal premier p tel que SZ(q) = SZ(p). Ainsi un idéal premier est déterminé de manière* unique 
par son SZ. Par définition on a V \(p) = SZ(p). 

Zéros génériques. On peut, d’après van der Waerden, caractériser tout SZ (p) comme suit: 
Exceptés les points dits spéciaux (£) dont les coordonnées sont des éléments d’une extension 
algébrique du corps K , on peut considérer les points (9) (£(t)) = (£ 0 (t 0 , .. ., t k ), ..., £„(/<,, ..., t k )) 
dont les coordonnées sont des éléments d’une extension algébrique de K(t 0 , ...,/*), corps des 
fonctions rationnelles des indéterminées / 0 , . ..,/* et à coefficients dans K. 

Définition: (£(/)) est appelé zéro générique de l’idéal a, ou point générique de SZ(a), si F(x) e a 
est une condition nécessaire et suffisante pour que F(^(/)) = 0. Par exemple, le cercle (10) jtï-|-*l = -*'o 
(en coordonnées non homogènes (11) x 2 T.V 2 =1) admet pour point générique (12) at 0 = / 0 ( 1 -}-/?), 
■V, = / 0 (I-/Î) > jf,=2 


Un idéal premier p a un seul point générique. 

De (12) on déduit le point générique de (11) en posant (13) x = A: 1 /jr 0 = (l —/?)/( 1 +/’i), y=x 2 /x 0 
-\~2ti/([ +/?). De même, à partir de (9) on déduit le point générique en coordonnées non homo¬ 
gènes -, en divisant toutes les coordonnées par la première coordonnée non nulle. Le nombre maximal 
de coordonnées non homogènes algébriquement indépendantes est appelé la dimension de p ou 
de SZ(/>); .v nombres u u .. ., u s sont dits algébriquement indépendants sur le corps K si f(u ly ..., 
// s ) = 0, avec / polynôme à coefficients dans K , implique que tous les coefficients sont nuis. De (9) 
on obtient tous les points de SZ (p) (à l’exception peut être de composantes de dimension infé¬ 
rieure) en remplaçant toutes les valeurs possibles de / 0 , ..., t k ( paramètres) dans (£(/)). Par exemple, 
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le zéro générique (12) du cercle (10) donne tous les points, excepté le point S pour lequel k 0 — 1, 
x x = — 1, *2 = 0. De même, (13) donne tous les points de (11) excepté le point S(;c, y) = ( — 1,0). 

Si dans la Figure 32-1 on prend toutes les droites (14) y— 

= w(jr-H), elles coupent chacune le cercle en S et en un second 
point P, dont les coordonnées ( x y y) sont uniquement déter¬ 
minées par la pente m; si on remplace y de (14) par (H) on 
obtient (1 -\-m 2 )x 2 -\-2m 2 x — (1 — m 2 )= 0. Cette équation du second 
degré a pour racines — 1 et (1 — m 2 )/( 1 T/w 2 ); en liaison avec (14) 
cela donne les deux points S(—1,0) et P((\ — tfi 2 )j(\-\-m 2 ), 

2m/(l+w 2 ). Tous les points P obtenus de cette façon sont distincts 
de S puisque l’équation (1 — m 2 )/(l+m 2 )= —1 est impossible; 
cela correspond au fait que la droite x= — 1 ne peut pas s’écrire 
sous la forme (14). Inversement, tout point P(x, y) du cercle 
distinct de S correspond à la valeur m=yl(x- bl). Si la pente 
m est choisie comme paramètre / alors les coordonnées de P 
ont la forme (13). A l’inverse de * = cos /, ^=sin /, cette re¬ 
présentation paramétrique du cercle est rationnelle. 

Multiplicité. Au lieu de caractériser VA(a) au moyen de 
l’idéal a, comme précédemment, on définit une VA de manière 
unique lorsqu’on se donne les idéaux premiers p a contenus dans a 
(voir (8)) et les nombres non nuis fi (J qui sont les multiplicités 
associées. On peut écrire ceci symboliquement: 



32-1 Représentation paramétrique 
rationnelle du cercle unité 


V A(«) = /hSZiPt) H- \-/i s SZ(p s ) ; 

par exemple, l’idéal /j» = ((at x I-at 2 ) 2 ) détermine une VA constituée de la droite jc 1 +jc 2 = 0 avec la 
multiplicité 2. La notion de multiplicité est très importante dans l’étude de P intersection des variétés 
algébriques. On donne deux définitions de la multiplicité, elles coïncident dans P 2 et P . $ mais elles 
peuvent conduire à des résultats différents pour des dimensions plus grandes. La première dé¬ 
finition repose sur le principe de conservation des nombres , posé par les premiers géomètres; 
c’est à dire le nombre de points d’intersection dans un cas particulier est égal au nombre dans 
le cas général. Une formulation exacte de ce principe et les limites.de son application furent 
données par van der Waerden en 1927. La deuxième définition de la multiplicité repose sur 
la théorie des idéaux, c’est la longueur d'un idéal. Si l’on utilise cette définition, contrairement à 
la première, le théorème de Bezout généralisé a des restrictions. Dans certains problèmes cependant, 
l’utilisation de la longueur d’un idéal est appropriée. 


Méthodes récentes. Pour préciser la notion de variété, Oscar Zariski (né en 1899) utilisa en 
1938 la méthode des valuations pour l’addition des SZ et la multiplicité; cette méthode est en 
relation avec la théorie de Krull des anneaux locaux, la théorie des fonctions et la topologie 
algébrique. Plus tard, en 1946, André Weil (né en 1906) établit les nouvelles bases de la géo¬ 
métrie algébrique en utilisant des méthodes topologiques (théorie de la cohomologie, théorie des fais¬ 
ceaux). Au cours de ces vingt dernières années sous l’impulsion entre autres de A. Grothendieck, 
D. Mumford, P. Deligne, la Géométrie Algébrique a connu des développements considérables et le 
champ de ses applications (à la théorie des nombres et à l’arithmétique, en particulier) s’est étendu. 
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Les propriétés caractéristiques d’une structure algébrique ont été étudiés en détail au Chapitre 
16 et au Chapitre 17, à propos des espaces vectoriels. Ce concept étant d’une importance ca¬ 
pitale dans l’algèbre contemporaine, nous allons donner dans ce qui suit d’autres développements 
conduisant des groupes et des corps aux treillis, aux anneaux, aux algèbres et à la théorie de 
la représentation. 

Treillis 

Le concept de treillis a été crée dans le but de généraliser et d’unifier certaines propriétés 
intervenant entre les sous-ensembles d’un ensemble, mais aussi entre les sous-structures de certaines 
structures comme les groupes, les corps, les espaces topologiques, etc. ... Le développement de 
la théorie des treillis a débuté vers 1930 et a été influencé par les travaux de Garett Birkhoff. 
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Un ensemble L muni de deux opérations, appelées intersection (n) et réunion (u), est un treillis 
si et seulement si pour tous éléments a, A,... de L, on a les propriétés suivantes 

(1) commutativité anb — br^a, au h —hua, 

(2) associativité ( anh)nc=an(hnc ), (aub)uc=flU(Auc), 

(3) règles d'absorption au(anh)=a et an(aub)=a. 


Exemple 1 : Soient H x et H 2 deux sous-groupes quelconques d’un groupe G alors 
et H x u H 2 = < H x u H 2 > sont des sous-groupes de G. Avec ces opérations l’ensemble des sous- 
groupes de G est un treillis. 

Exemple 2: L’ensemble des entiers non négatifs est un treillis lorsqu’il est muni des deux 
opérations suivantes: l’intersection est définie comme le plus grand commun diviseur et la 
réunion comme le plus petit commun multiple. 

Exemple 3: Certaines classes de propositions logiques forment un treillis avec les opérations 
et (intersection) et ou (réunion). 

Exemple 4: Les sous-ensembles d’un ensemble forment un treillis avec les opérations clas*- 
siques d’intersection et de réunion. 

Exemple 5: Les corps intermédiaires entre deux corps donnés forment un treillis avec l’inter¬ 
section classique et l’union de deux corps définie comme le plus petit corps contenant la réu¬ 
nion des deux corps (voir Chapitre 16). 

Une application bijective (p d’un treillis L x sur un treillis L 2 est un isomorphisme si pour tous 
éléments a et A de L x : 

(p(anb) = (p(a)n(p(b) et (p{aub) — (p{a)u(p{ly) 

Si on permute les opérations n et u d’un treillis L 2> on obtient un nouveau treillis D(L 2 ), 
le treillis dual de Une application bijective (p d’un treillis L x à un treillis L 2 est appelée un 
isomorphisme dual si c’est un isomorphisme de L x sur D(L 2 ). 

Les concepts de la théorie des treillis permettent de reformuler le théorème fondamental de 
la théorie de Galois (voir Chapitre 16) de la manière suivante. 

Théorème fondamental de la théorie de Galois : I/application associant à tout corps intermédiaire 
le groupe de Galois correspondant est un isomorphisme dual entre le treillis des corps intermédiaires 
et le treillis des sous-groupes du groupe de Galois. 

Knsemblcs partiellement ordonnés. Un ensemble S dont les éléments sont a, b, c, ... et muni 
d’une relation a^b est un ensemble partiellement ordonné (par rapport à cette relation) si la 
relation est réflexive transitive et antisymétrique (voir Chapitre 14); l’antisymétrie signifie que 
flÇ/i et b^a impliquent que a—b. 

On doit noter que la relation a^b ou b^a n’est pas nécessairement vérifiée pour tout cou¬ 
ple d’éléments de S. 

Exemple b: L’ensemble des entiers naturels I, 2, 3, ... est partiellement ordonné par la re¬ 
lation “a divise A”. 

Exemple 7: L’ensemble des sous-ensembles d’un ensemble est partiellement ordonné par 
la relation ensembliste “/I est un sous-ensemble de B". 

Exemple H: L’ensemble de toutes les fonctions à valeurs réelles continues sur un ensemble 
[0, 1] est partiellement ordonné par la relation f^g si et seulement si f(x)^g(x) pour tout x 
de [0, 1]. 

On interprète habituellement la relation Ç comme “est contenu dans’’ et on représente les 
ensembles partiellement ordonnés par des diagrammes. On obtient un tel diagramme en asso¬ 
ciant à tout élément a un petit cercle K„ dans le plan et en reliant les cercles K a et K h par 
une droite lorsque a et A sont comparables. Si a c A, alors le cercle K a est en dessous du cer¬ 
cle K h . 

Exempte 9: S est constitué des sous-ensembles de l’ensemble M—{a, A, c) : Af 0 =Af, M x = 
{a, A}, M 2 — {a, c}, M 3 ={A, c}, A/ 4 = {a }, M 5 ={A}, {c}, M 7 =0. Il est représenté par le 

diagramme ci dessous (Fig.). 

Exemple 10: Les ensembles partiellement ordonnés à un, deux ou trois éléments sont donnés 
dans les diagrammes ci-dessous (Fig.). 
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33-1 Diagramme de l’ensemble partiellement 
ordonné S (exemple 9) 


c o o o 

/ 


33-2 Tous les diagrammes possibles des ensembles 
partiellement ordonnés de a) un, b) deux et c) trois 
éléments 





v 


Tout treillis L définit un ensemble partiellement ordonné S(L) ayant les mêmes éléments que 
L. On définit si anb = a. Pour certains ensembles partiellement ordonnés, ce résultat a 

une réciproque. 

Applications. Le champ d’applications de la théorie des treillis est extraordinairement vaste 
compte tenu de la généralité de la théorie. Les exemples les plus importants sont la logique 
mathématique, les fondements des mathématiques, l’algèbre, la topologie et la théorie de l’inté¬ 
gration. C’est seulement au moyen des concepts de la théorie des treillis qu’il a été possible de 
développer un concept d’intégrale suffisamment général pour les besoins des mathématiques 
modernes. 


Anneaux et algèbres 

Anneaux. Un ensemble A est appelé un anneau s’il est muni de deux opérations, l’addition 
et la multiplication, telles que muni de l’addition A est un groupe abélien, le groupe additif de 
A } l’addition et la multiplication sont liées par les lois de distributivité a(b \-c) = ab \-ac et 
{a-\b)c = ac-\-bc. 

Si la multiplication est associative, Panneau est dit associatif et on parle de son semi-groupe 
multiplicatif. Si la multiplication est aussi commutative l’anneau est dit commutatif. Les corps 
sont des cas particuliers d’anneaux commutatifs. 

D’autres exemples d’anneaux sont: 1. L’anneau non-associatif des vecteurs de l’espace eu¬ 
clidien à trois dimensions muni de l’addition vectorielle et du produit vectoriel; 2. l’anneau 
associatif, mais non-commutatif des matrices (nxn) muni de l’addition et de la multiplication 
des matrices. 

L’étude des anneaux, qui est une part importante de la recherche en algèbre, fut décisive 
pour le développement de l’algèbre abstraite de notre siècle. L’analyse des structures algébri¬ 
ques, qui aujourd’hui est une pratique courante en recherche algébrique, a été suggéré par 
Emmy Noether (1882-1935) et fut mise en pratique par elle et ses élèves dans d’importants 
exemples. Leurs recherches donnèrent une impulsion nouvelle à l’algèbre et conduisirent à de 
nouveaux domaines d’application. 

Algèbres. Le concept d’algèbre a été développé en considérant les anneaux qui sont aussi 
des espaces vectoriels. 

Une algèbre est un anneau associatif A dont le groupe additif A + est un espace vectoriel sur 
un corps K et dont la multiplication par les scalaires du corps commute avec la multiplication 
de l’anneau: {au) * v—u(av) y a e K et //, v e A. 

La dimension d’une algèbre A en tant qu’espace vectoriel est appelée son rang. 

Exemples: 1. Les fonctions à valeurs réelles ou complexes continues et différentiables sur un 
intervalle forment une algèbre. 

2. Les matrices réelles ou complexes (nxn) forment une algèbre de rang n 2 . 

Tables de multiplication. Comme tout élément d’une algèbre de rang fini n est une combi¬ 
naison linéaire d’éléments de base u l9 on peut écrire le produit de deux éléments 

^ "7 " 

u = 27«//// et v = 2J ftjUj comme étant égal à uv= 27a//?j(//,Wj). Par suite, on peut calculer 

< = l J = 1 i,j 

n’importe quel produit uv dès que les produits u t Uj des éléments de base sont connus. Ces pro" 

n 

duits doivent eux-mêmes être des combinaisons linéaires des éléments de base UiUj— 27 y k ijUk • 

k - 1 

Les /? 3 constantes y,j sont les éléments de la table de multiplication de l’algèbre. Elles dé- 
47 Mathématiques 
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terminent complètement la multiplication de l’algèbre grâce aux expressions des u t uj et de uv 
ci-dessus. 

Exemple: L’algèbre H de rang 4 dont les éléments de base sont 1, i, j, k et dont les pro¬ 
duits sont l 2 =l, 1 i = i, 1 j = j, lk = k, i 2 =j 2 = k 2 = -1, ij = k, jk = i, ki=j et ji=-k, kj=-i, 
ik=-j est appelée l'algèbre des quaternions de Hamilton. Elle contient l’ensemble des nombres 
complexes qui en est alors un sous-corps. 

Applications. Outre les applications mentionnées dans la théorie des corps, dans laquelle la 
théorie des anneaux a une part décisive, de très importantes applications ont été récemment 
développées en analyse fonctionnelle. En introduisant une généralisation de la valeur absolue 
(voir Chapitre 40), on arrive au concept d'algèbre normée ou de Hilbert. La théorie des algèbres 
normées est un outil important en analyse et en algèbre topologique. 


Théorie de la représentation 

La théorie de la représentation est directement liée à la théorie des algèbres. Elle concerne le 
problème de l’application d’un groupe, d’un anneau ou d’une algèbre par un homomorphisme 
sur un groupe ou sur un anneau de matrices ou d'applications linéaires définies sur un espace 
vectoriel. 

Cet espace vectoriel est appelé l'espace de la représentation. La détermination des représen¬ 
tations d’un groupe ou d’une algèbre est importante non seulement pour étudier sa structure 
mais aussi pour de multiples applications en physique et chimie, par exemple en mécanique 
quantique. De plus, la théorie de la représentation peut être considérée comme un principe 
d’organisation en géométrie et généralise la théorie des invariantes qui prospérait au début du 
siècle. 

Représentation d’un groupe. Soit V un espace vectoriel complexe considéré comme un espace 
de représentation. Une représentation d’un groupe G par V est un homomorphisme de G sur 
le groupe linéaire GL(V) des applications linéaires inversibles de V. Si V a pour dimension a/, 
on parle d’une représentation n-dimensionnelle. Dans ce cas toute application linéaire peut être 
représentée par une matrice (wx«), une base de Payant été choisie, et on obtient un homo¬ 
morphisme de G sur GL(w). Un tel homomorphisme est appelé une représentation matricielle 
du groupe G. 

La description concrète des représentations peut présenter des difficultés. Pour certains groupes 
importants, on a développé des méthodes pour trouver toutes les représentations possibles; par 
exemple, pour les groupes des permutations d’un nombre fixé d’éléments. Pour les groupes 
infinis, tels que les groupes topologiques , les problèmes deviennent particulièrement difficiles. 
Cependant, beaucoup de questions sont résolues pour des groupes de Lie particuliers, par exemple 
le groupe des rotations et le groupe de Lorentz. 

Applications. Outre les applications déjà mentionnées la théorie de la représentation est fré¬ 
quemment utilisée en analyse. Ainsi, les représentations du groupe des rotations, c’est à dire 
du groupe des rotations de la sphère dans l’espace à 3 dimensions, conduisent à une théorie 
plus approfondie des fonctions sphériques tandis que les représentations d’autres groupes sont 
utilisées pour trouver d’importantes propriétés des fonctions de Bessel et d’autres. 

Naturellement les représentations du groupe de Lorentz sont importantes en physique. 

Conclusion 

En résumé, on peut dire qu’aujourd’hui l’algèbre est la théorie des structures algébriques. Une 
structure algébrique est un ensemble muni de certaines opérations (addition, multiplication, 
intersection, etc. ...)et tel que la nature exacte des objets de l’ensemble n’influe pas sur le champ 
des investigations. Ce concept de structure, développé depuis le début de ce siècle, a été d’une 
grande importance pour l’algèbre et a conditionné les recherches dans ce domaine dans les 50 
dernières années. Il a été modifié et étendu à d’autres domaines des mathématiques, par exem¬ 
ple les structures topologiques ou différentiables. 

Dans les dernières années, une série de nouveaux concepts est apparue en relation avec d’au¬ 
tres disciplines scientifiques; cependant, leur développement est encore sujet à des changements 
fréquents et leur importance dans beaucoup de cas n’est pas encore suffisamment mise en évi¬ 
dence. 
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La topologie 


Dans de nombreux théorèmes d’analyse et de géométrie, la connexité des figures a un rôle 
essentiel; par exemple, le théorème simple affirmant qu’une fonction est bijective si sa dérivée 
est partout différente de zéro n’est pas valable si le domaine de définition de la fonction n’est 
pas connexe. On peut trouver facilement une fonction définie sur la réunion des intervalles 
ouverts ]0, 1[ et j2, 3[ non bijective bien que sa dérivée soit égale à 1 en tout point (Fig.). La 
situation est plus compliquée lorsqu’on discute de la connexité dans le plan. Le théorème affirmant 
qu’un champ de vecteurs dont le rotationnel est nul a un potentiel n’est valable en général 
que si le domaine sur lequel le champ est défini ne contient pas de trous; un tel domaine est 
dit simplement connexe. Par exemple, on peut choisir la longueur des vecteurs d’un champ de 
vecteurs de telle manière que le rotationnel s’annule (Fig.), bien que le champ n’ait pas de 
potentiel; ceci peut se voir par une intégration le long de la courbe marquée sur la figure. Les 
études sur les propriétés de connexité des figures suggérées par ces exemples et d’autres sem¬ 
blables constituent une partie, petite mais caractéristique, de la topologie. 



34-2 Champ de vecteurs de rotationnel nul et ne dérivant pas d’un pontentiel 


Le concept de ligure. Pour commencer, les figures que l’on étudie sont sur une droite, dans 
un plan ou dans l’espace euclidien fs 3 à 3 dimensions. On peut s’attendre à ce que la situation 
se complique lorsque la dimension augmente. Sur une droite, tout revient à savoir de combien 
de partie est constituée la figure, mais, dans le plan on doit aussi se demander combien de 
trous comportent chaque partie; et dans l’espace à 3 dimensions, il y a deux sortes de trous, 
les cavités analogues aux trous dans du gruyère et les conduits analogues aux trous d’un 
tamis. 

Une figure est généralement définie comme étant un ensemble de points dans l’espace consi¬ 
déré. Ainsi les figures sont aussi appelées ensembles de points. Cette définition peut conduire 
à des exemples très compliqués difficiles à visualiser, par exemple l’ensemble de tous les points 
du plan dont une coordonnée, dans un système de coordonnées cartésiennes, est rationnel et 
l’autre est irrationnelle. Bien que les remarques qui suivent soient aussi valables pour de tels 
ensembles de points, il est suffisant de ne prêter attention qu’à des figures plus “parlantes”, par 
exemple des intervalles sur une droite ou des surfaces dans le plan ou des surfaces ou des solides 
en trois dimensions. 

Ensembles de points homéomorphes. Avant d’énoncer des résultats sur la connexité des 
figures, on doit donner une définition précise du fait que deux figures ont même connexité; 
de telles figures sont dites homéomorphes. Intuitivement, deux figures X et Y sont homéomorphes 
si X peut être comprimée ou étirée ou déformée en Y sans que deux parties de X soient déchi- 


47 * 











740 34. Topologie 


rées ou collées (Fig.). Si X est ainsi déformé en Y , 





34-3 Déchirement et collage de surfaces 


alors à tout point p de X est associé un 
unique point f(p) de Y et réciproquement, 
c’est à dire que l’application / qui associe 
à tout point p de X son transformé f(p) 
est une bijection de X sur Y. Le fait qu’il 
ne doit pas y avoir de déchirure implique 
que si deux points p et q de X sont re¬ 
lativement voisins alors leurs images f(p) 
et f(q) sont aussi relativement voisines 
dans Y. On peut rendre cette condition 
très précise en introduisant la distance 
d{p , q) entre les points et la condition 
devient analogue à la condition de conti¬ 
nuité pour une fonction d’une variable 
réelle. 


Une application / d’une figure X sur 
une figure Y est dite continue si, pour 
tout point p de X et tout nombre positif 
e , il existe un nombre positif ô tel que 
pour tout point q de X, d(p t q)<ô im¬ 
plique que d(f(p),f(q))<£. 


La continuité exprime que la déformation représentée par / se produit sans déchirement, mais 
l’idée qu’aucun point ne doit être collé à un autre et aucun trou ne doit être rempli reste à 
préciser. Ceci peut être fait en considérant l’application réciproque /~\ qui associe à tout point 
// de Y l’unique point p de X (qui existe puisque / est une bijection) tel que f(p)=p '. Dire 
que / ne colle aucun point l’un à l’autre est équivalent à dire que / 1 ne comporte aucun déchi¬ 
rement c’est à. dire que / 1 est continu. On peut maintenant donner une définition précise d’un 
homéomorphisme. 


Deux figures A' et K sont dites homéomorphes s’il existe une application bijective continue 
./‘de X sur Y dont la réciproque / 1 soit aussi continue. L’application / est alors un homéo¬ 
morphisme (ou une application topologique). 




34-4 Projection d’un cercle 
sur un diamètre 


34-5 Projection d’un carré 
sur un cercle 


34-6 Application d’un cercle 
sur un intervalle semi-ouvert 



Exemples: 1. La projection orthogonale d’un cercle sur un de ses diamètres est continue 
mais n’est pas un homéomorphisme car elle n’est pas bijective (Fig.). 

2. La projection centrale de la frontière d’un carré sur un cercle est un homéomorphisme (Fig.). 

3. L’application d’un cercle C, sur l’intervalle semi-ouvert [0, 2 n[ qui à tout point p de C 
fait correspondre l’angle (p(p) n’est pas continue au point p auquel correspond l’angle 0; en 
effet les images de points proches de p peuvent être situées aux extrémités opposées de l’inter¬ 
valle (Fig.). 

La définition d’un homéomorphisme ne correspond pas exactement à l’idée intuitive de 
déformation d’une figure sans déchirure, ni pliure. Un homéomorphisme doit aussi permettre de 
couper une figure, à condition qu’à l’issue de la transformation on recolle la figure, au niveau 
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de la déchirure, points à points, exactement com¬ 
me dans l’état initial. Les quatre bandes B lt B 2 , 
B 3 , Bu de la figure, B A et Z? 4 sont homéomorphes 
à Bi, mais Vanneau de Môbius B 2 ne l’est pas. 
B 2 est obtenu à partir de B 1 en le coupant puis 
en tournant la bande une fois et en recollant, 
Z ?3 a été obtenu après que la bande ait été tournée 
deux fois et pour Z? 4 la bande a été étirée puis 
nouée et recollée. B x et B 2 ne sont pas homéo¬ 
morphes; en effet B x a deux courbes frontières, 
tandis que B 2 n’en a qu’une; B t et sont homéo¬ 
morphes, puisque la courbe de frontière noire 
de B x peut être appliquée sur la courbe noire 
de frontière de B 3 , de même pour les frontières 
rouges, de telle manière que deux points opposés 
p et p sont transformés en deux points oppo¬ 
sés f(p) et /(//). Si alors tout segment reliant des 
points opposés p et p' est transformé en un seg¬ 
ment reliant f(p) et /(/>'), on obtient un homéo¬ 
morphisme de Bt sur B v Néanmoins Æ, ne peut être déformée en B. A \ elle doit être coupée le 
long d’un segment p , //, puis tournée et recollée. Si B l est transformée en B 2 de manière analo¬ 
gue, alors on accole des points qui avant étaient loin l’un de l’autre. 

Les homéomorphismes interviennent dans la vie courante, par exemple, les plans de métro 
montrant les correspondances. 

Propriétés topologiques. Les propriétés des ensembles qui ne dépendent que de leur con¬ 
nexité sont dites topologiques. De telles propriétés sont partagées par toutes les images homéo¬ 
morphes d’un ensemble. Ainsi, les théorèmes topologiques sont des résultats concernant les pro¬ 
priétés topologiques d’un ensemble de points. Un exemple en est donné par le théorème de 
Jordan. 

Théorème de Jordan. Toute courbe plane simple et fermée partage le plan en deux régions. 

Ceci est un résultat concernant les propriétés suivantes: être une courbe fermée qui ne se coupe 
pas elle-même , ou une courbe simple fermée et partager le plan en deux régions. Ces deux pro¬ 
priétés sont topologiques; car d’un côté toute image homéomorphe d’une courbe simple fermée 

est aussi une courbe simple fermée: en 
fait on peut définir une courbe simple 
fermée comme image homéomorphe d’un 
cercle; d’un autre côté, le partage du plan 
en deux régions signifie que l’ensemble 
complémentaire de la courbe est la réu¬ 
nion de deux régions disjointes ce qui est 
une propriété topologique. Le théorème 
lui-même, dont l’énoncé semble évident, 
est assez difficile à démontrer.. Ceci s’ima¬ 
gine fort bien si on considère qu’une cour¬ 
be C du plan peut être très compliquée 
et qu’il peut être difficile de dire à pre¬ 
mière vue si un point donné est à l’inté¬ 
rieur ou non (Fig.). 

Outre les théorèmes qui énoncent des 
résultats portant sur des propriétés topo¬ 
logiques, d’autres théorèmes relèvent aus¬ 
si de la topologie s’ils traitent principale¬ 
ment de concepts topologiques, par exem- 
34-8 Courbe simple fermée C et point extérieur P pie les applications continues dans le 

théorème de point fixe de Brouwer. 

Théorème de point fixe de Brouwer. Soit C un disque circulaire fermé, (comprenant sa 
frontière); alors toute application continue de C dans lui-même a un point fixe, c’est à dire 
un point qui est transformé en lui-même. 

Ainsi, si le disque est déformé de telle manière que la figure ainsi créé soit entièrement à 
l’intérieur du disque initial, il existe au moins un point du disque qui n’a pas changé de position 






34-7 Bandes non tournée, tournée et nouée 
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Un des buts principaux de la topologie est de savoir si deux figures données X et Y sont 
homéomorphes. Si le résultat est vrai, en général il peut être démontré en exhibant un homéo¬ 
morphisme particulier entre X et Y. Si elles ne sont pas homéomorphes, la démonstration est 
habituellement plus délicate. La méthode, pour ces démonstrations, est de déterminer une pro¬ 
priété topologique vérifiée par une figure et non par l’autre. Si c’est le cas, alors X et y ne peu¬ 
vent être homéomorphes, car si un ensemble de points possède une propriété topologique, il 
en est de même de tous les ensembles qui lui sont homéomorphes. Cette méthode nécessite une 
certaine familiarité avec un grand nombre de propriétés topologiques.-Nous en présentons une 
liste comportant quelques unes des plus simples et des plus importantes. 

Un ensemble de points Z est connexe (plus précisément, connexe par arcs) si deux points 

quelconques p et q de Z peuvent être reliés par un chemin dans Z, c’est à dire qu’il existe 
une application continue d’un intervalle dans Z qui transforme les extrémités de l’intervalle 
en p et q respectivement. Ainsi des figures sont connexes si elles ne sont pas constituées de 
plusieurs parties disjointes. Des figures connexes du plan ou de l’espace peuvent avoir des trous. 
On peut alors demander à un ensemble d’être simplement connexe, pour éliminer certains types 
de trous. Un ensemble est simplement connexe si toute courbe fermée de Z peut être déformée 
en un seul point intérieur à Z. Intuitivement, on voit qu’une figure simplement connexe dans 
le plan ne peut avoir de trous, puisqu’une courbe qui entourerait un trou ne pourrait être con¬ 
tractée dans Z en un seul point. Par contre, dans l’espace la condition exclut les conduits mais 
non les cavités; par exemple, un ballon creux est simplement connexe bien qu’il soit creux et 
ait donc une cavité; par contre, un tamis n’est pas simplement connexe. 

Ce type de propriété topologique concernant les trous dans les figures et leur connexité a 

été le point de départ de la topologie algébrique dans laquèlle la connexité des figures de di¬ 
mension arbitrairement grande est décrite par certaines structures algébriques associées à ces 
figures, telles l'homologie et les groupes d'homotopie. 

A tout ensemble de points X on peut associer un nombre entier dim X> appelé dimension de 
rensemble de points. Pour les figures usuelles, telles une courbe C, une surface S , un volume 
V , pour lesquelles on a une idée intuitive de ce que doit être leur dimension, dim X a la va¬ 
leur attendue, à savoir dim C=l, dim S— 2, dim V—3. Dans la théorie des dimensions une dé¬ 
finition précise de la dimension permet de démontrer que deux ensembles de points X et Y 
homéomorphes ont même dimension: dim A^=dim Y. Dans ces conditions, la dimension d’un 
ensemble de points est une propriété topologique et, par exemple, une courbe ne peut jamais 
être homéomorphe à une surface. 

Voisinages d’un point. Outre la connexité et la dimension, la topologie comporte l’étude d’au¬ 
tres propriétés d’ensembles de points, certaines d’éntre elles trouvant leur importance dans d’au¬ 
tres branches des mathématiques tel le calcul différentiel. Pour expliquer le concept de dérivée 
en un point x d’une fonction définie sur un intervalle fermé T, il importe de savoir si x est une 
extrémité de l’intervalle ou non. Dans le premier cas, on ne parlera que de la dérivée à droite 
ou à gauche. La situation est identique pour une fonction de deux variables f(x, y) définie sur 
un domaine plan P. Pour définir les dérivées partielles ou la différentielle totale, il est impor¬ 
tant de pouvoir distinguer entre les points à l’intérieur de D et ceux sur la frontière. En réa¬ 
lité, c’est fréquemment que cette distinction doit être faite. La première étape pour rendre ces 
concepts plus précis est d’introduire la notion de voisinage d’un point. On définit un e-voisi- 
nage U t (p) d’un point p comme l’ensemble des points dont la distance à p est inférieure à e , 
où e est un nombre positif quelconque. Dans ce contexte, il est important de savoir si le point 
p es( considéré comme élément d’une droite, d’un plan, ou d’un espace à trois dimensions. Dans le 
premier cas, le e-voisinage de /; est un intervalle ouvert (c’est à dire sans les extrémités) de 
longueur 2 e dans le deuxième c’est un disque ouvert de rayon e et dans le troisième une boule ouverte 
de rayon e. On notera que la frontière du disque ou de la boule ne fait pas partie du voisinage. 

Dans toute figure F on distingue les points intérieurs qui possèdent un e-voisinage entière¬ 
ment contenu dans F et les points frontières q , dont tous les e-voisinages possèdent des points 
qui ne sont pas dans F (Fig.). On voit que la dimension de l’espace dans lequel se trouve F 
joue un rôle décisif dans ces définitions. Par exemple, dans le plan, le centre M d’un disque K 

est un point intérieur tandis que dans l’espace 
tout point d’un disque est un point frontière 
puisque le disque K ne contient aucune boule 
de rayon positif. Un ensemble ouvert est un en¬ 
semble qui ne possède pas de point frontière, 
il est constitué de points intérieurs; par exemple 
une boule qui ne contient pas sa frontière est 
un ensemble ouvert dans l’espace. Dans la théo¬ 
rie des fonctions d’une variable complexe les 
ensembles ouverts et connexes jouent un rôle 
particulier; on les appelle des domaines. 



34-9 Point frontière q et point intérieur p 
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On dit qu’un point p est adhérent à un ensemble X si tout voisinage de p contient au moins 
un point de X. Intuitivement, l’ensemble des points adhérents à X est constitué de tous les 
points qui s’ils ne' sont pas dans X t sont au moins “infiniment proches” de X; par exemple, 
les extrémités d’un intervalle ouvert n’appartiennent pas à l’intervalle mais en sont “infiniment 
près”. L’ensemble des points adhérents à un disque ouvert K de rayon r et de centre z sont 
outre les points du disque, ceux situés sur le cercle frontière c’est à dire les points q tels que 
d(q , z) = r. Si tous les points adhérents à un ensemble F sont dans cet ensemble, on dit qu’il est 
fermé. On peut transformer le disque ouvert en un ensemble fermé en lui adjoignant les points 
tels que d(q , z)=r. La relation essentielle entre les ensembles ouverts et fermés est que tout 
ensemble G d’une droite, d’un plan ou de l’espace est ouvert si et seulement si son complémen¬ 
taire, c’est à dire l’ensemble des points de l’espace de référence considéré qui ne sont pas dans 
G, est fermé. 

En vue de généralisations ultérieures, on définit les e-voisinages U t (p) d’un point p et les 
ensembles ouverts relativement à un sous-ensemble X. Le voisinage de p relativement à X est 
l’ensemble des points q de X tels que d(q,p)<e , c’est à dire Xr\U t (p). De même, un sous- 
ensembles G de A' est dit ouvert dans X si tout point p de G possède un e-voisinage relative¬ 
ment à X inclus dans X. L’ensemble vide, qui est un sous-ensemble de tous les ensembles, et 
donc aussi de X 9 est aussi considéré comme ouvert dans X. 

Les résultats suivants concernent la famille des sous-ensembles de X qui sont ouverts dans X: 
1. X lui-même et r ensemble vide font tous deux partie de la famille , c'est à dire sont ouverts 
dans X. 2. La réunion d'un nombre quelconque d'ensembles ouverts dans X est aussi ouverte 
dans X. 3. L'intersection d'un nombre fini d'ensembles ouverts dans X est ouverte dans X. 

Avec ces concepts de voisinages relativement à un ensemble et d’ensembles ouverts, on peut 
donner une nouvelle définition de la continuité d’un application / d’un ensemble X dans un 
ensemble Y. 

Une application f d'un ensemble X dans un ensemble Y est continue si et seulement si pour 
tout p de X et tout e-voisinage V de f(p) dans Y on peut trouver .un Ô-voisinage U de p dans 
X dont l'image par f est un sous-ensemble de V (Fig.). 

Une application f de X dans Y est continue si et seulement si l'image réciproque de tout 
ensemble ouvert dans Y est ouvert dans X. 



34-10 Application continue 


L’image réciproque A d’un sous-ensemble B de Y par l’application / est l’ensemble de tous 
les points de X dont l’image par / est dans B. 


Espaces à n dimensions 

Nous nous sommes jusqu’ici restreints aux figures sur la droite, dans le plan ou en trois di¬ 
mensions, c’est à dire aux espaces euclidiens E 1 , E 2 , et E 3 . Pour généraliser les résultats obtenus 
à des espaces euclidiens à n dimensions, on considère le fait que tout point p de E 3 peut être 
décrit par un triplet de coordonnées (x l9 * 2 , -xJ- L’application ainsi définie de E 3 sur l’ensemble 
de tous les triplets de nombres réels est bijective, et dans la mesure où on a fixé un système 
de coordonnées cartésiennes, on peut identifier un point de E 3 avec le triplet de ses coordonnées. 
On définit de même l’espace E". 


E" est l’ensemble de tous les /z-uples de nombres réels (*!, jc 2 , .. x n ); un /i-uple considéré 
comme élément de cet ensemble est souvent appelé un point. 

La fonction distance d(p, q) = [Oi— x^+iy^-x^) 2 -f (y 3 -^ 3 ) 2 ] 1/2 où p-(x Xi x 2 , * 3 ) et 
q = (y u y 2i y 3 ) sur E 3 peut être généralisée à E"; cette fonction possède les trois propriétés essen¬ 
tielles de la distance de E 3 , avec en particulier, l'inégalité triangulaire qui affirme que dans un 
triangle de sommets p, q> r tout côté est au plus égal à la somme des deux autres. 
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Distance entre 

r v" y 2 

1. d(p y q) = d(q. y p) 

des points 

d(p,q) = \ ICVi-*,) 2 

2. d(p y q)>0 y d(p y q) = 0 si et seulement si p=q 

p et q de E n 

L/ = i J 

3. Inégalité triangulaire: d(p y r)^d(p y q)+d(q y r) 


En utilisant cette distance d(p y q) on peut maintenant définir les propriétés topologiques des 
sous-ensembles A" et K de E n comme cela a été fait pour E n avec n—\ y 2, 3. Une application f 
d’un ensemble X dans un ensemble Y est continue si pour tout point p de X et tout nombre 
réel positif e, il existe un nombre réel positif ô tel que d(p f q)<ô implique que d(f(p) y f(q))< e. 
Une telle application est un homéomorphisme si elle est bijective et si / et f~ l sont toutes deux 
continues. Deux ensembles A" et K sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de 
X sur Y. Enfin, on peut définir un voisinage d’un point de X exactement de la même manière 
que précédemment, de sorte que tous les concepts de base peuvent être étendus à des ensembles 
plus généraux. 

Les espaces de plus grande dimension sont utilisés lorsque l’examen porte sur des objets qui 
ne peuvent être décrits par trois coordonnées seulement. Par exemple, en physique un événement 
est caractérisé non seulement par ses trois coordonnées dans l’espace mais aussi par une coordonnée 
correspondant ou temps. Ainsi à tout événement correspond un point de £ 4 . Si on doit décrire 
non pas un événement, mais plusieurs, par exemple lors d’un processus èontinu, alors on obtient 
un sous-ensemble de E 4 . Une situation semblable se retrouve dans les systèmes physiques à 
plusieurs degrés de liberté. Mais naturellement, cette manière de considérer les choses n’est utile 
que si on est capable d’établir des théorèmes géométriques et topologiques utiles dans la pratique 
et ceci dans les espaces de grande dimension. Voici deux exemples de ces théorèmes. 

Le théorème de Jordan-Brouwer. Si on généralise à E 3 le théorème de Jordan énoncé pour E 2 , 
la courbe fermée doit être remplacée par une sphère topologique à deux dimensions , c’est à dire 
par un sous-ensemble de E 3 homéomorphe à la surface d’une sphère ou intuitivement parlant 
par une sphère déformée. Toute sphère topologiquc divise E' A en deux régions. 

Dans on définit par analogie avec l’espace à trois dimensions une boule //-dimensionnelle; 
c’est à dire l’ensemble des points p dont la distance à un point donné z est au plus égale à un 
nombre donné /*: d(p y z)^r. La surface de la boule est l’ensemble des points tels que d{p y z) — r. 
Une sphère topologique (n— 1) dimensionnelle est un sous-ensemble de E n qui est homéomorphe 
à cette surface; on peut encore la décrire intuitivement comme étant la surface déformée d’une 
boule //-dimensionnelle. On peut maintenant énoncer dans leur pleine généralité, le théorème de 
Jordan-Brouwer et le théorème du point fixe de Brouwer. 


Le théorème de Jordan-Brouwer. Toute sphère topologiquc (/i — l)-dimcnsionnelle partage E" 
en deux régions. 

Le théorème du point fixe de Brouwer. Si / est une application continue d’une houle 
/f-dimcnsionnclle dans elle-même, alors / a un point fixe. 


Structures topologiqucs 

On peut obtenir des généralisations très importantes des concepts intuitifs topologiques en 
introduisant Jans la topologie l’idée de structure d’un ensemble qui a d’abord été développée 
en algèbre. Ces structures, les anneaux, les corps, ..., ont été obtenues à partir de systèmes de 
nombres par un processus d’abstraction, en éliminant les propriétés de ces nombres incssenticlles 
pour l’algèbre et en ne retenant que celles qui ont servi pour les fondements de l’algèbre. Si un 
tel processus est suivi en topologie, on doit tout d’abord déterminer les propriétés des ensembles 
qui sont à la base de la topologie, puis définir une structure générale dont on demandera seulement 
qu’elle permette de réaliser ces propriétés. Une de ces propriétés essentielles des ensembles con¬ 
duisant aux concepts topologiqucs est la possibilité de parler de continuité d’applications, car 
beaucoup d’autres concepts topologiques (les homéomorphismes, la connexité, ...) s’expriment 
en terme de continuité. 

Une structure topologique sera alors définie comme étant un ensemble T avec certaines propriétés 
qui rendent possible de déclarer si une application / de T dans une autre structure T' est continue 
ou non. On peut considérer, dans cette optique, que les espaces métriques de l'analyse fonctionnelle 
sont des structures topologiques, car on peut définir la continuité dès qu’on a un concept de 
distance (voir espaces à n dimensions) et les espaces métriques sont par définition des espaces 
dans lesquels une distance d(p y q) est définie pour tout couple de points p y q. Par contre pour 
certains résultats topologiques, les espaces métriques sont trop restrictifs. La définition finale dé¬ 
coule de ce que la continuité peut être définie dès que les ensembles ouverts sont connus (voir 
propriétés topologiques), car / est continue si et seulement si l’image réciproque de tout ouvert 
de Y est un ouvert de X. 
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Donc la définition suivante d’un espace topologique est celle d’une structure convenable pour 
l’étude de la topologie. 


Un espace topologique T est un ensemble muni d'un système O de sous-ensembles de T qui 
satisfait aux conditions suivantes: J. T et l'ensemble vide appartiennent à O ; 2. ta réunion d'un 
nombre quelconque de sous-ensembles appartenant à O est un sous-ensemble appartenant à O; 
3. l'intersection d'un nombre fini de sous-ensembles de O "est aussi dans O. 

Les ensembles dans O sont appelés les ensembles ouverts de T. 


Ces trois axiomes correspondent exactement aux propriétés des sous-ensembles ouverts d’un 
ensemble de points décrits précédemment, de sorte que tout ensemble de points avec l’ensemble 
de ces sous-ensembles ouverts est un espace topologiquc T. La définition de la continuité répétée 
à la fin du paragraphe précédent a un sens pour les applications d’un espace topologiquc T dans 
un espace topologique T'. Une application / de T dans T' est appelléc un homéomorphisme 
si elle est bijective et si / et f~ l sont continues. Deux espaces topologiques T et T .sont homéo- 
morphes, s’il existe un homéomorphisme appliquant T sur T’. Un espace topologiquc T est connexe 
(par arcs) si pour tout couple ( p , q) d’éléments de T il existe une application continue d’un inter¬ 
valle dans T qui applique les extrémités de l’intervalle sur p et q respectivement. 

Ces exemples montrent comment des concepts définis pour des ensembles de points peuvent 
être généralisés à des espaces topologiques quelconques. Cependant, les résultats généraux sur 
les espaces topologiques tendent à être beaucoup moins intuitifs (en termes géométriques) que ceux 
sur les ensembles de points. De plus, il existe des concepts pour les ensembles de points qui 

échappent à la généralisation à des espaces topologiqucs quel¬ 
conque; par exemple, il n’est pas possible de donner une définition 
satisfaisante de la dimension pour n’importe quel espace topo¬ 
logiquc. La topologie générale qui est l’étude des espaces topologi¬ 
ques quelconques ne peut par de nombreux côtés être considérée 
comme faisant partie de la géométrie. Elle aurait plutôt le caractère 
d’une théorie de structure comparable à la théorie des groupes 
en algèbre. Comme dans la théorie des groupes certaines classes 
de groupes sont étudiées, par exemple les groupos abéliens, de 
même en topologie générale on étudie certains espaces topologi¬ 
ques particuliers qui satisfont à d’autres axiomes, par exemple 
Y axiome de séparation de Hausdorff: étant donnés deux éléments 
quelconques p et q de T, il existe deux sous-ensembles ouverts 
disjoints A' et Y de T tels que p e X et q e Y (Fig.). 

Les espaces topologiques sont plus généraux que les espaces métriques , c’est à dire que tout 
espace métrique est un espace topologiquc car on peut définir l’ensemble des ouverts d’un 
espace métrique. Ils sont définis exactement comme pour les espaces euclidiens. Soient M un 
espace métrique, p un élément de M, e un nombre positif; le e-voisinage de p dans M est 
l’ensemble de tous les éléments de M dont la distance à p est inférieure à e. Un sous-ensemble 
X de M est ouvert si pour tout élément p de X il existe un e-voisinage de p contenu dans X. Il 
n’est pas difficile de démontrer que le système d’ouverts ainsi défini satisfait aux propriétés L, 2. 
et 3., et que par suite M est un espace topologiquc. Cette remarque a comme conséquence im¬ 
portante le fait que les théorèmes et les concepts de la topologie générale sont applicables aux 
espaces métriques et peuvent donc servir en particulier pour l’analyse fonctionnelle. 

Comme exemple de problème important de topologie générale on peut signaler le problème 
de la métrisation: à quelles conditions un système d’ensembles ouverts d’un espace topologique T 
est métrisable; c’est à dire, peut-on définir une distance d sur T qui confère à T une structure 
d’espace métrique dont les ouverts sorït précisément les ensembles de O? 11 est facile de voir 
que l’axiome de séparation de Hausdorff est nécessaire, mais qu’il n’est pas suffisant. Le théorème 
de métrisation de Nagata et Smirnov donne des conditions nécessaires et suffisantes d’existence 
d’une telle métrique sur un espace topologiquc. La formulation précise de ces conditions dépasse, 
cependant, le cadre de ce chapitre. 



34-11 L’axiome de séparation 
de Hausdorff 


35. Théorie de la mesure 


La théorie de la mesure traite de la détermination de “l’étendue” de configurations géométri¬ 
ques, ou plus généralement, d’ensemble de points. Elle est directement liée au calcul intégral et 
à la théorie des ensembles et a des applications importantes dans de nombreuses branches de 
l’analyse et en théorie des probabilités. Contrairement au calcul des surfaces des triangles, des 
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rectangles ou d’autres figures bornées par des lignes droites, le calcul de “l’étendue” des figures 
limitées par des courbes ou celui de figures plus compliquées présente des difficultés. Même 
expliquer ce que signifie “l 'étendue” d'un ensemble de points est un problème. Dans un premier 
temps, le concept d'étendue de Riemann s’inspirant fortement du concept d’intégrale de Riemann 
a été introduit en 1890 par Giuseppe Peano (1858-1932) et Marie Ennemond Camille Jordan 
(1838-1922). 

Afin d’arriver à évaluer l’étendue d’un 
ensemble (par exemple dans le plan) on 
trace sur le plan et sur la figure un qua¬ 
drillage et la figure donnée est approchée 
par défaut par une région formée seulement 
de certains carrés du quadrillage (les 
jaunes sur la Fig. 35-1). Une approximation 
par excès est donnée par les carrés jaunes 
et bleus. Si on diminue de moitié le côté 
des petits carrés on obtient un quadrillage 
plus fin, et la nouvelle approximation par 
défaut est meilleure que la précédente, elle 
contient en général davantage de carrés, 
par contre la nouvelle approximation par 
excès a permis d’éliminer une partie de 
certains carrés. Ainsi la différence entre 
les surfaces de ces deux approximations 
ne peut que devenir plus petite. Si on 
recommence le processus Y étendue inté¬ 
rieure et l'étendue extérieure deviennent 
arbitrairement proches, et leur limite com¬ 
mune est appelée Y étendue de Peano-Jordan , ou seulement l’étendue, de la figure donnée. 

Ce concept d’étendue conduit aux formules bien connues des surfaces de figures bornées par 
des lignes droites aussi bien qu’à celles du cercle et de l’ellipse et de bien d’autres figures. Cepen¬ 
dant, il existe des ensembles de points auxquels on ne peut attribuer d'étendue de Peano-Jordan. 
La Fig. 35-2 représente un carré ABCD> et en tout point du côté supérieur situé à une distance 
rationnelle du sommet C on a élevé une perpendiculaire de longueur égale au côté du carré. Dans 
ce cas toutes les approximations supérieures sont au moins deux fois égales aux inférieures, elles 
ne peuvent donc pas avoir une limite commune lorsque le quadrillage est affiné, car le carré 
complet CC’DD’ appartient toujours à l’approximation supérieure et jamais à l’autre. 

Mesure de Lcbcsgue. Dans les mathématiques modernes ces ensembles qui à première vue 
semblent exceptionnels, ont une importance considérable. Dans de très nombreux cas, un concept 
plus large de l’étendue, la mesure de Lebesgue , convient; elle fut développée er> 1902 par Henri 
Léon Lebesgue (1875-1941). Contrairement au cas de l’étendue de Peano-Jordan, l’approximation 
des figures peut être faite avec plusieurs infinités de surfaces élémentaires de différentes tailles. 

Les ensembles de points qui ont une étendue sont aussi mesurables et leur mesure est numérique¬ 
ment égale à leur étendue. Par contre, il existe des ensembles de points auxquels on ne peut 
affecter une étendue mais qui possèdent une mesure; par exemple la mesure de la figure géométri¬ 
que de Fig. 35-2 est égale à la surface du carré ABCD; et le sous-ensemble restreint aux perpendicu¬ 
laires a une mesure nulle. Les ensembles de mesure nulle jouent un rôle particulièrement important 
à la fois en mathématiques pures et aussi dans la description mathématique de processus naturels; 
ils caractérisent, si l’on peut dire, Pinessentiel. Les considérations dans les cas d’espaces d’autres 
dimensions sont entièrement analogues; par exemple, en dimension trois on obtient le volume 
classique. 

Dans le calcul intégral l’utilisatilon de la mesure à la place de l’étendue conduit à l 'intégrale 
de Lebesgue. Elle représente une extension de l’intégrale de Riemann comme la mesure de Lebesgue 
est une extension de l’étendue de Peano-Jordan. 

Par des abstractions supplémentaires, en théorie générale de la mesure, une mesure sûr un 
ensemble Ü est une fonction à valeurs réelles m(A) définie sur l’ensemble de certains sous- 
ensembles de ü et dont les propriétés correspondent aux propriétés géométriques les plus simples. 
En premier lieu m(A)^0 et m(A u B) = m(A)-\ m(B) pour des ensembles disjoints A et B. Les 
ensembles A appartenant au domaine de définition de m sont dits mesurables par rapport à m. 
Cette approche rend possible, par exemple, d’appliquer les théorèmes mathématiques de'la théorie 
de la mesure directement à la théorie des probabilités; dans cette dernière, un événement aléatoire 
est considéré comme un sous-ensemble de l’ensemble des événements élémentaires et la mesure 
m{A) est considérée comme la probabilité de l'événement A. 




35-1 Approximations de l’étendue 
de Peano-Jordan 


35-2 Figure ne pos¬ 
sédant pas d’étendue 
de Peano-Jordan 
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Plus précisément, nous allons passer en revue les principaux concepts de la théorie de la 
mesure et de l’intégration et les principaux théorèmes. 

Espaces mesurables. On appelle espace de mesure (ou espace mesurable ) ( E , A) la donnée 
d’un ensemble E et d’une tribu A de parties de E , c’est-à-dire d’une classe A de parties de E 
appcllées mesurables telle que, 

(i) 0 et E appartiennent à yl, 

(ii) V A e , A c appartienne à A et 

(iii) pour toute famille dénombrable {A, :/e 1} extraite de yl, u A, et n A { appartiennent 

aussi h A. 11 

Exemple: La tribu des boréliens de R* 1 (notée R d ) est la tribu engendrée par les ensembles 
ouverts. 

Mesure. On appelle mesure positive sur un espace mesurable (L, yl ) toute application m 
dcyldans ]-oo, +oo] qui possède la propriété de (J-additivité: pour toute famille dénombrable 
{A„- ne N} d’éléments deux à deux disjoints de A on a 
m(u A„)) = 2J m(A n ). 

N N 

Exemples: 1. La masse unité au point aeE (on dit aussi mesure de Dirac en a) est 
la mesure 

: = \ A (a). 

2. La mesure dite “ discrète ” définie par les masses (a n : n e N) a„ e R, aux points (a„ : n e N), 
a„ e E , est la mesure m définie par 

m(A) : = 27 a n • \ A (a n ). 

3. Mesure de Lebesgue sur R'' : il existe une mesure r;-finie unique sur (R d , R d ) qui coïncide 

d d 

sur les pavés // [«/, b t ] avec le nombre 11 (b iy a { ). On l’appelle la mesure de Lebesgue sur R d . 

i = i i = i 

Fonctions mesurables. Une application / d’un ensemble mesurable ( E y A) dans un ensemble 
mesurable (£', A ) est dite mesurable si / 1 (yl) c yl. 

Lorsque E' = R d etyT est la tribu des boréliens de E ' on parle de fonction mesurable. 

Si / et g sont deux fonctions mesurables à valeurs dans R d leur somme et leur produit sont 
mesurables. Le produit d’une fonction mesurable par un scalaire est une fonction mesurable. 
Si if n :ne N) est une suite de fonctions mesurables convergeant ponctuellement vers j\ alors 
/est mesurable. Si (/, :/el) est une famille dénombrable de fonctions mesurables à valeurs 
dans [—oo, H-oo], sup /, et inf /< sont mesurables, 
i i 

Intégrale des fonctions mesurables positives. A chaque fonction / mesurable à valeurs dans 
] —oo, -I oo], on associe un nombre positif fini ou infini noté J f dm (ou J /Xjc) //i(djc) appelé inté¬ 
grale de f par rapport à m. L’existence, les propriétés, et les procédés de calcul (par approxi¬ 
mation) de j/d/// résultent du 

Théorème fondamental. 11 existe une application unique, que Ton note /-► J /dm, définie sur 
l’ensemble des fonctions mesurables positives,, à valeurs dans ] — oo-|-oo), qui soit semi-linéaire, 
telle que pour tout A eA> J 1 A d m=m{A) et qui possède la propriété suivante, dite de <r-conti- 
nuité : pour suite (/„ : n G /V) croissante de fonctions mesurables positives on a 
J (Mm f /„) dm=lim f (J/„d#n). 

n n 

Exemples : 1. Si m est la mesure discrète définie par les masses ponctuelles (a„) aux points 
(«„), on a J f dm = 2J a„ - /(a,,). 

n 

2. Si / est la mesure de Lebesgue sur (R d , R d ), toute fonction / positive intégrable au sens 
de Riemann est intégrable par rapport à / au sens ci-dessus et les deux intégrales coïncident. 
On peut donc utiliser toutes les méthodes “classiques” de calcul d’intégrales pour calculer les 
intégrales par rapport à /. 

Lemmc de Fatou. Pour toute suite (/„ : ne N) de fonctions mesurables positives on a 
J (lim„ inf /„) 6m^ lim„ inf (J/„ dm). 
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Fonctions réelles intégrables. Une fonction mesurable positive/est dite intégrable par rapport 
à m si f / d//7< oo. 

Une fonction réelle mesurable/est dite intégrable par rapport à m si J |/| dm est intégrable 
et on définit son intégrale J/ dm par J/ dm= J/ + dm — Jf /“ dm. 

L’ensemble des fonctions réelles intégrables par rapport à m est notéJS 1 (E, yl, m). C’est un 
espace vectoriel sur R sur lequel f-> J* | /| dm définit une semi-norme. L’application/-* J/ dm 
est une forme linéaire continue pour cette semi-norme. 

Ensembles et fonctions négligeables. Propriétés vraies p.p. Une partie de E est dite m-négli- 
geable si elle est incluse dans un A g ylavec m(/l) = 0. Une fonction sur E est dite m-négligeable 
si elle est nulle en dehors d’un ensemble négligeable. Pour qu’une fonction mesurable / soit 
m-négligeable il faut et il suffit que f |/| dm= 0. 

Une propriété sur les points de E est dite vraie m-presque partout (en abrégé m.p.p.) si elle 
est vraie pour tous les points de E excepté ceux d’un ensemble m-négligeable. Par exemple 
une suite (/„ : n g N ) de fonctions réelles est dite converger m. p.p. vers une fonction f si l'ensemble 
[x : xe E, f„(*)-> f(x) } c est m-négligeable. 

Espaces £ 1 (£, yl, m) et £ "(E, yl, m). On note £ - ( E , yl, m) l’espace vectoriel des fonctions 
réelles mesurables f telles que j |/| 2 dm<oo. 

Dans £ 2 ( E , yl, m) l’application (f 9 g)-> J/ - g dm définit une forme symétrique positive. 

Dans £ 1 (E,yl, m) comme ^ 2 (ÆT, yl, m) la relation l’équivalence/~ g définie par “/—# négli¬ 
geable” est compatible avec la structure d’espace vectoriel et le passage au quotient transforme 
la semi-norme /-> J |/| dm en norme et la forme bilinéaire positive (/, g) -> J f •* g dm en pro¬ 
duit scalaire. 

On note L l (E, yt, m) (resp. L 2 (E, yl, m) l’espace des classes d’équivalence dansj2 1 (E, yl, m)- 
Muni de la norme II/ili = J |/| dm, E* (E, A, m) est un espace de Banach. Muni du produit 
scalaire (/ g) = J/ • g dm, E 2 (E, yl, m) est un espace de Hilbert. 

Théorème de convergence dominée. On a le résultat fondamental : Si (./„ : n e N) est une 
suite de fonctions mesurables réelles ou complexes, convergeant m.p.p. vers une fonction J\ et 
si il existe une fonction réelle intégrable g dominant les /„ (i.e. : | /„ | g m.p.p.), alors les 
fonctions /„ et la fonction f sont intégrables et 

j (lim f„) dm = lim J /„ dm. 

n n 

On a même lim || f — f„ || x =0. 

Mesures définies par des densités. Soit (E, yl, m) un espace mesuré. Pour toute /mesurable 
positive ou réelle ou complexe intégrable et tout Ae yl on note f A f dm= J’ l A - /dm. 

Si / est ^0 l’application /!-> / ■ dm définit une mesure positive sur yl, appelée mesure 

de densité f par rapport à m. On note souvent cette mesure /*m. Elle est bornée si et seulement 
si J'e E 1 (E, yl, m). 

Théorème de Radon-Nikodym : une mesure (T-finie positive v admet une densité / par rapport 
à la mesure m, si et seulement si tout ensemble m-négligeable est v-négligeable. 

Mesures produits. Soient (E/yl,,//^) et (E 2 , yl.», m 2 ) deux espaces mesurés. On note yt x @yl 2 
la tribu engendrée sur E x X E 2 par les “pavé” mesurables i.e. les ensembles /IjX/la où ^4 x décrit 
yl, et A 2 décrit yl 2 . 

Si m l et m 2 sont o-finies il existe une mesure ^0<r-finie unique, notée m 1 ®m 2 sury^®.^ 
possédant la propriété : pour tout pavé mesurable A 1 xA 2 on a m 1 ® m 2 {A l xAf) — m^Af)' m 2 (/t 2 ). 
La mesure m l ® m 2 est appelée mesure produit de m 1 et m 2 . 

Si /est une fonction mesurable sur (E x X E 2 , /l x ®/l 2 ) pour tout x x g E x , x 2 ->/(x: 2 , Xj) est une 
fonction mesurable sur (E 2 , X 2 ). (Er/ réciproque est fausse ! ) 

Théorème de Fubini. Si /est mesurable positive sur (E,X E^yl, l’application .v,-► J/(jc x ,jc 2 ) 

m 2 (d.v 2 ) est yl ,-mesurable et 

J/d(m, m 2 )= J' |J/Cv„ .v 2 ) m 2 (d* 2 )l m t (d.v,). 
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36. Théorie des graphes 

Fondements . 749 Méthodes de réseaux . 752 

Le problème des quatre couleurs . 751 

Fondements 

Graphes orientés et non orientés. Un graphe (7= [ X , U, f] est la combinaison de deux ensembles 
de figures élémentaires, l’ensemble X des noeuds x et l’ensemble U des arcs //, ainsi que d’une 
fonction/définie sur U , la fonction d'incidence. Cette fonction assigne .à tout arc orienté ne (/exac¬ 
tement un couple ordonné de noeuds x iy x k 6 T, et à un arc non orienté un couple non ordonné (Fig.) 

Les noeuds assignés à un arc peuvent ne pas être distincts. Si x t = x ky alors /(//) = (x ky x k ) est 
appelé une boucle. La fonction / n’a pas à être injective ; il en résulte qu’un couple (x iy x k ) peut 
correspondre à plusieurs arcs qui sont alors appelés arcs parallèles ou arcs multiples. 

Chacun des ensembles X et U peut être fini ou infini. Si X et U sont finis, le graphe est dit fini. 
Toutes les considérations qui suivent sont relatives aux graphes finis. 

Dans la représentation d’un graphe, on représente les noeuds comme des points et les arcs 
comme des arcs de courbes qui joignent les noeuds correspondants (donnés par /). Suivant que 
l’ordre des noeuds, dans un couple, joue ou ne joue aucun rôle, on parle de graphes orientés 
ou non orientés (Fig.). 


couple 

couple ordonné non ordonné x =x 
*P*k *r x K 

36-1 a) Arc orienté, b) arc non orienté, 
c) boucle 



0 " 



36-2 Graphes orientés 


36-3 Graphes connexes non 
orientés. Celui de droite est 
complet. 

Exemple : Le plan des rues d’une ville donnée est usuellement représenté sur une carte par 
un graphe non orienté. Cela est amplement suffisant pour des piétons. Cependant s’il y a de 
nombreuses rues à sens unique, un conducteur de voiture aura besoin d’une représentation 
du plan des rues sous la forme d’un graphe orienté. 


Applications. Aux cinq solides de 
Chap. 8.5) on peut (de même en fait 
pondent aux noeuds et les arêtes aux 
carte géographique; il en est de même 
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(FW0C\O) O 



— -O (o\Fwoc) 


rP (C\ FW6) 


3 tb\FWC) 


(W\F6C) 


(WC\F0) 


Platon (tétraèdre, cube, octaèdre, décaèdre, icosaèdre; voir 
qu’à tout polyèdre) associer un graphe; les sommets corres- 
arcs. Les frontières entre pays forment un graphe sur une 
des réseaux ferroviaires et des routes maritimes et aériennes. 

Tous les réseaux de communications, tels que les réseaux 
du téléphone ou du télex peuvent être représentés par des 
graphes; il en est de même des réseaux de distribution de 
l’électricité, de l’eau et d’un réseau de chauffage central. En 
théorie des systèmes et en informatique, on rencontre des sys¬ 
tèmes complexes dont la structure peut être représentée 
à l’aide de graphes; indiquons par exemple les diagrammes 
d’un système de transmission ou de traitement de l’informa¬ 
tion, l’organigramme d’une société, etc.. Une partie pratique 
de la théorie des graphes consiste en ce que l’on appelle 
les méthodes de réseaux. Les instants significatifs et les rela¬ 
tions entre les parties d’un processus complexe sont étudiés 
via la modélisation par un réseau et peuvent être alors calculés 
et contrôlés (voir Méthodes de réseaux). 

On peut dire en général que les graphes constituent un 
outil pour résoudre des problèmes de type combinatoire. 

Exemple: Un batelier F souhaite faire passer un choux C, 
une chèvre G et un loup W , de la rive gauche d’une rivière 
à la rive droite, au moyen de son bateau qui ne peut con¬ 
tenir que deux individus parmi F, C, G, W. On ne doit jamais 
laisser ensemble, sans surveillance, le loup et la chèvre, ou 
la chèvre et le choux. Comment le batelier doit-il procéder? 


36-4 Combinaisons sur les deux rives pour le transport par un batelier F, d’un loup W, d’une chèvre 
G et d’un choux C; l’une des solutions possibles est colorée en rouge. 
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On commence par classer les combinaisons admissibles sur les deux rives. L’une, par exemple, 
est (FWG/C) ce qui signifie que F, W et G sont sur la rive gauche et que C est sur la droite. 
Un zéro signifie qu’aucun des quatre “personnages” est Sur la rive correspondante. Une combi¬ 
naison pour laquelle le bateau est sur une rive est alors reliée à une combinaison pour laquelle 
le bateau est sur l’autre rive, si le batelier peut passer de l’une à l’autre en un seul voyage. 
Les combinaisons et les liaisons sont les noeuds et les arcs d’un graphe (Fig.). Le problème 
peut alors être résolu en cherchant une suite connexe d’arcs qui commence à {FIVGCI 0) et 
qui se termine à (0/FJFGC); il en existe plusieurs. 

Graphes spéciaux. Un graphe dans lequel deux noeuds distincts sont reliés par un arc et un 
seul est dit complet. Si un graphe est uniquement formé de noeuds isolés, ou ce qui revient au 
même si l’ensemble des arcs est vide on dit que c’est un graphe nui Si on peut aller de n’importe 
quel noeud à n’importe quel autre noeud en suivant des arcs le graphe est dit connexe. Un graphe 
complet est toujours connexe. 

En allant successivement d’un arc à un autre en traversant le noeud commun aux deux arcs, 
on obtient une suite d'arcs ; si chaque arc n’est parcouru qu’une seule fois on dit que l’on a un 

chemin. Ce chemin est dit fermé si le point de départ et le point 
d’arrivée coïncident. Un chemin fermé dans lequel aucun noeud, 
à l’exception du noeud de départ, n’intervient deux fois est 
appelé un cercle (topologique). 

Un graphe connexe non vide est appelé un arbre s’il ne contient 
pas de chemin fermé. Les arbres sont utilisés par exemple pour 
représenter, en Chimie, les chaînes d’hydrates de carbone. 
Finalement un arbre est dit planaire s’il peut être tracé sur un 
plan, ou ce qui est topologiquement équivalent, représenté 
sur la surface d’une sphère sans que les arcs se coupent. Les 
arbres, par exemple, sont des graphes planaires. 

Structures combinatoires. La théorie des graphes s’occupe de questions de nature combinatoire. 
L'objet de la théorie des graphes est non seulement la détermination de nombres, comme en 
Analyse Combinatoire élémentaire, mais également l’étude de la structure combinatoire en elle-même. 
Les premiers travaux sur des structures combinatoires, donc en fait en théorie des graphes, semblent 
dus à Leonard Euler (en 1736); il s’intéressa au problème des sept ponts de Kônigsberg , c’est 
à dire le problème de savoir si on peut faire une promenade au cours de laquelle chacun des 
sept ponts est traversé une fois et une seule (Fig.). On peut voir immédiatement que dans la me¬ 
sure où un nombre impair de points aboutit à chacune des quatre régions de la figure, une telle 
promenade est impossible. Plus généralement Euler étudia sous quelles conditions un graphe connexe 
donné peut être parcouru selon un chemin fermé de telle façon que 
tout arc soit parcouru une fois et une seule. Un chemin eulérien de ce 

type existe si et seulement si un nombre pair d'arcs aboutit à chaque % 

noeud. • * • 

Les graphes que l’on rencontre dans la pratique ont souvent une struc- • 
ture très complexe, et la question essentielle qui se pose alors est de dispo- # • 

ser d’un algorithme permettant la résolution effective d’un problème 
d’optimisation associé à ce graphe. Ceci peut être illustré par 1 g problème distribution 
du réseau téléphonique de coût minimal. des noeuds (graphe nul) 



36-5 Arbres 





première étape 



seconde étape 


Exemple: On veut relier, au moindre coût, n endroits par un réseau téléphonique, de telle 
façon que les points de branchement soient uniquement aux endroits à desservir. Le coût de 
la liaison directe entre deux endroits quelconques est connu. 




Le problème des quatre couleurs 751 

Le réseau recherché est évidemment un arbre. Un algorithme très simple permet de le con¬ 
struire. Première étape: on relie chaque noeud à celui pour lequel le coût de la liaison est minimal ; 
on obtient ainsi un système d'arbres. Seconde étape: suivant le même principe, on relie chaque 
arbre à un noeud et on répète le processus. En procédant de cette façon, le processus s’arrêtera 
lorsqu’il ne restera qu’un seul arbre, Y arbre minimal recherché. On a représenté sur la Figure 
36.7 les étapes de la méthode ci-dessus lorsqu’il y a »dix endroits à relier et que l’on suppose 
que le coût d’une liaison élémentaire est proportionnel à la distance des deux points reliés 
Si on désire résoudre le problème ci-dessus en envisageant tous les cas possibles, il faudrait 
tester n "~ 2 cas pour le problème à n endroits, c’est-à-dire 10 8 cas si «=10. 


Le problème des quatre couleurs 

Les cartographes savent depuis longtemps que toute carte de géographie politique peut être 
coloriée avec quatre couleurs, de façon telle que deux pays ayant une frontière commune (non 
réduite à un point) soient coloriés différemment. Le problème (posé par F. Guthrie en 1852) de 
démontrer qu’on n’a jamais besoin de plus de quatre couleurs n’a été résolu qu’en 1976 par 
K. Appel et W. Haken (il avait été relativement facile de démontrer que cinq couleurs suffisent). 
Ce problème des quatre couleurs a joué un rôle important dans le développement de la Théorie 
des Graphes. 

Généralités. Considérations historiques. Sur une carte (voir (1), Fig. 36.8) les pays et leurs fron¬ 
tières peuvent toujours être représentés par un graphe et cela de deux façons différentes: ou les points 
de rencontre de trois arcs frontières ou plus sont associés aux noeuds, les arcs frontières étant 
eux associés aux arcs du graphe (voir (2a), Fig. 36.8), ou les pays correspondent aux noeuds, 
un arc entre deux noeuds signifiant que les deux pays correspondants ont une frontière commune 
(voir (2b), Fig. 36.8). Dans le premier cas les aires sont à colorier, dans le second cas les noeuds. 
Une carte tracée sur la surface d’une sphère est dite normale si trois frontières et trois seulement 
se rencontrent en chaque noeud et si chaque pays est borné par un cercle (topologique). On 
peut toujours se ramener au problème des quatre couleurs pour les cartes normales (résultat dû à 
A.B.Kempe en 1879). S’il existe un cercle topologique ou circuit hamiltonien (Fig.) contenant 
tous les noeuds du graphe d’une carte normale, alors les pays sur la carte peuvent être coloriés 
avec quatre couleurs puisque l’on n’a besoin que de deux couleurs à l’intérieur du circuit ha¬ 
miltonien et de deux couleurs à l’extérieur. On a cru pendant longtemps qu’il existait toujours 
un circuit hamiltonien et ce ne fut qu’en 1965 que des contre-exemples furent découverts; compte 
tenu de ces contre-exemples l’approche ci-dessus ne pouvait pas conduire à la solution du pro¬ 
blème des quatre couleurs. 



Solution du problème des quatre couleurs. A partir de résultats partiels antérieurs de, entre 
autres, Kempe (1879), G.D. Birkhoff (1913), P. Franklin, H. Heesh (1950), K. Dürre, le pro¬ 
blème des quatre couleurs fut finalement résolu en 1976 par K. Appel et W. Haken. L’originalité 
de leur démonstration est que certaines étapes, du type vérification de propriétés de certains 
graphes élémentaires (en très grand nombre), n’ont pu être traitées qu’en utilisant des ordinateurs. 
Il s’ensuivit une polémique pour savoir si une telle démonstration était réellement une démonstra¬ 
tion; mais dans la mesure où d’autres personnes, utilisant d’autres ordinateurs et des programmes 
de vérification différents, ont pu retrouver les mêmes résultats on peut estimer que le problème 
est résolii même s’il ne l’est pas à la satisfaction des puristes. Le lecteur intéressé par le problème 
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des quatre couleurs consultera avec intérêt l’article de Appel et Haken dans la revue Pour 
la Science , No. 2, Décembre 1975, pages 56 à 70. 


Méthodes de réseaux 


Les méthodes de réseaux sont appliquées pour modéliser, analyser et optimiser l’évolution de pro¬ 
cessus complexes. Citons par exemple la construction des très grands bâtiments, des centrales nucléai¬ 
res; il s’agit là de tâches très complexes, composées de nombreux processus partiels. Les applica¬ 
tions des méthodes de réseaux sont : la prévision de la date d’achèvement et autres dates importantes 
du déroulement des opérations; l’estimation de la durée de certaines opérations internes; la déter¬ 
mination de Pordonancement des tâches partielles qui minimise la durée totale des travaux, 
minimise les coûts et maximise l’utilisation des diverses ressources; et finalement la mise au point 
d’un système de contrôle et de partage des responsabilités. 

Activités et événements. Un réseau est un graphe orienté dont les éléments s’expriment en terme 
d'activités et d'événements. Les activités sont des processus partiels ou des parties d’un travail; 
il leur correspond, dans le temps , une durée. Quant aux événements , ce sont des instants qui 
caractérisent le début ou la fin d’un processus partiel, d’une opération interne, d’une étape, 
etc... Les activités fictives sont de durée nulle , mais fournissent un moyen commode pour ex¬ 
primer des relations de dépendance entre des activités réelles. Si les activités et les événements sont 
représentés par, respectivement, les arcs et les noeuds d’un réseau, on dit que l’on a un réseau 
de type événements. Si inversement les activités sont représentées par des noeuds, et les relations 
de dépendance entre activités par des arcs, on a un réseau de type activités; dans ce deuxième 
cas les arcs correspondent essentiellement à des événements, dans la mesure ou certaines activités 
pour débuter doivent attendre que d’autres activités soient achevées. L’exemple ci-dessous réfère 
à un réseau de type événements. 


Exemple: Pour construire un atelier avec une route d’accès et des terrains attenant, les travaux 
suivants sont nécessaires, u indiquant une unité de temps: 


U. 

Construction des fondations 

5 u 

1.2. 

Maçonnerie 

Il u 

1.3. 

Construction du toit 

4 u 

1.4. 

Aménagement intérieur 

10 u 

2.1. 

Construction de la route d'accès 

9 u 


Les éléments du premier groupe (1.1 à 1.4) 
doivent être effectués successivement. La 
construction de la route d’accès (2.1) peut 
débuter dès que les fondations (1.1) sont 
terminées et doit être terminée pour que l’on 
puisse installer les machines (3.2) (d’où l’acti¬ 
vité fictive®—®); l’aménagement intérieur 
(1.4) suit l’installation des machines (d’ou 
l’activité fictive ® — ©). L’activité fictive 
®- — @ est nécessaire parce que l’installation 
des machines (3.2) ne peut commencer avant 
la maçonnerie (1.2). 


2.2. Aménagement des terrains 10 u 

3.1. Délai de livraison des machines 24 u 

3.2. Installation des machines 3 u 

3.3. Autres installations 8 u 



36-10 Réseau pour l’exemple ci-dessus; le chemin 
critique est indiqué en rouge 


Chemin critique. Dans un réseau on est intéressé à la durée totale du processus considéré, c’est-à-dire 
au temps écoulé entre le premier évènement et le dernier. Cette durée peut être déterminée puisqu’il 
existe au moins un chemin entre le premier événement et le dernier pour lequel la somme des 
durées des activités est maximale. Un chemin de ce type est appelé chemin critique et les activités 
correspondant à ses arcs sont appelées activités critiques. Sur la Fig. 36.10 le chemin critique mesure 
36 unités de temps. Toute augmentation de la durée d’une activité critique conduit à une augmenta¬ 
tion de la durée totale, alors que ce n’est pas le cas si la durée d’une activité non critique augmente 
(dans certaines limites). 

Instants liés aux activités. Pour chaque activité du réseau il existe pour les instants de début 
et de fin une valeur minimale et une valeur maximale; si l’activité est critique les deux valeurs 
ci-dessus coïncident. La différence entre l’instant initial et l’instant final donne la durée de l'acti¬ 
vité. 

Matrice de réseau. Pour déterminer le chemin critique d’un réseau et obtenir les instants de début 
et de fin des activités on utilise une matrice de réseau (Fig.). Ses lignes et colonnes correspondent 
aux événements du réseau et ses éléments donnent, en unité de temps, la durée des activités 
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qui relient les événements (voir le tableau correspondant à l’exemple). Voyons comment 

on peut utiliser cette matrice pour en déduire les 
différents événements du processus. Si t„ est la plus 
petite valeur possible pour l’événement n et T„ la plus 
grande, alors : 



~ 7" 0 , 

t f = T}, où / désigne le dernier événement; 


/„ = max (/ w +û ww ), 

T n = min ( T v -a„ 0 ), v>n] 


pour tous les événements 
où a ün est la durée de 
l’activité qui relie les 
événements v et n. 


36-11 Matrice de réseau 


Pour calculer la valeur minimale il faut utiliser 
les colonnes de la matrice de réseau, en partant du pre¬ 
mier événement. Par exemple pour calculer / 4 , on forme les 
sommes / 0 | a 04 = 0-1-24, t 2 +a 2 4 =14+0, / 3 -f 0 * 4 = 16+0 
et on prend le plus grand, f 4 = 24. Pour calculer la valeur 
maximale T„ on commence avec le dernier événement 
et on travaille avec les lignes de la matrice. Par exemple, 
r 5 = 27 est le minimum des différences 7V — 0 57 = 37 —8 et 
T* — 0 66 = 27 — 0. Pour obtenir le chemin critique on 
marque dans le réseau les événements pour lesquels t„—T „, c’est-à-dire w = 0, 4, 5, 6 et 7. 

Effet tampon. Dans un réseau, il est possible dans certaines limites, de déplacer ou d’allonger 
la durée des activités non critiques sans augmenter pour autant la durée totale du processus 
considéré; on nommera effet tampon cette propriété. On désigne par a nm la durée de l’activité 
® -> ; si on utilise la durée tampon totale S G — T m — t n — a„ mt les périodes tampons des activi¬ 

tés qui précèdent et qui suivent sont réduites. Si l’activité est critique alors t„=T nt t m =T m et 
T,„ — t n =a nm d’où *S G = 0; si on utilise la durée tampon indépendante S v = max { 0 , t m ~T„ — a nm } 
cela n’a pas d’effet sur les durées tampons des activités qui suivent et qui précèdent; si enfin on 
utilise la durée tampon libre S F = t m — t„ — a„ m cela n’affecte les 
durées tampons que des activités précédentes, tandis qu’utili¬ 
ser les durées tampons conditionnelles S B = T m —t m n’affecte 
les durées tampons que des activités qui suivent. Puisque 
So^Sp^Su^ 0et que S G = S F +S B les durées tampons des acti¬ 
vités critiques sont nullcs. 

Dans l’exemple précédent l’activité 2.2 qui va de 2 à 7 
admet comme durées tampons ,S C = 13, S v = 3, S F = 13, ^ fl = 0. 

Comme = l’activité 2.2 peut être allongée de 3 unités de 
temps sans pour autant retarder la construction de l’atelier. 

Cependant une durée de 13 unités de temps pour 2.2. implique¬ 
rait que le chemin @ -* ® -► (2) -> ® est critique, donc que les activités 1.1 et 2.1 devraient 
débuter aux valeurs minimales de leurs instants initiaux et ne pourraient être rallongées, ce qui 
autrement serait possible puisque 1.1. et 2.1 ont des durées tampons conditionnelles de 7 et 
10 , respectivement. 

Un calcul manuel de la matrice de réseau n’est possible que pour un réseau ayant un petit nombre 
d’évènements et d’activités. Pour les réseaux de la plupart des processus rencontrés dans la prati¬ 
que, il est nécessaire d’utiliser un ordinateur. 


% 




S F 


_ i_ 

s u 


S B_ 

Qn 


36-12 Durées tampon 


Quelques méthodes particulières pour les réseaux. Les méthodes de réseaux ont pour objet 
essentiel la recherche du chemin critique et les durées tampons des réseaux de type événements. 
Les méthodes suivantes ont été développées dans ce but. 

La Méthode du Chemin Critique (MCC) utilise les réseaux de type événement et de type activités. 
Son objet est la détermination du chemin critique et des durées tampons au moyen d’une méthode 
de calcul basée sur l’utilisation de la matrice de réseau. 

Dans la méthode MPM (pour Metra-Potential Mcthod) on évalue les activités (noeuds) et les 
relations de dépendance (arcs) au moyen d’un réseau de type activités. Pour les activités on évalue 
une durée, alors que pour les relations de dépendance on évalue une distance de couplage par exemple 
l’intervalle de temps entre les activités reliées par un arc; les distances de couplage peuvent être 
négatives. Sans pouvoir entrer dans les détails, disons que la méthode MCC peut être considérée 
comme un cas particulier de MPM. 

Le méthode PERT (pour Programme Evaluation and Research Task ) utilise en général un réseau 
de type événements; mais, contrairement aux méthodes précédentes qui sont déterministes, fait 
appel à des arguments probabilistes pour étudier la durée des activités. Pour la durée d d’une acti- 
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vité donnée il y a une estimation optimiste^, pessimiste ^ et de probabilité maximale d,„. La durée 
de l’activité est alors donnée par d=(d 0 -\-d p -\-4d„,)l6. Outre le chemin critique, on détermine égale¬ 
ment l’espérance mathématique et la variance des événements du processus. 

Les méthodes données jusqu’à maintenant supposent que les liaisons et relations de dépendance 
dans le réseau (qui ne l’oublions pas est obtenu par abstraction d’un processus réel) sont données 
à l’avance; la structure topologique du réseau est donc connue a priori. Dans la méthode CNW 
(pour Combination Network) la structure n’est pas donnée a priori et la détermination d’une struc¬ 
ture optimale est le but de la méthode. On suppose alors que dans l’ensemble des activités il existe 
une relation telle que A->B signifie que B doit suivre A; C+->D signifie que C et D ne peuvent 
avoir lieu simultanément. Ces conditions doivent être formulées pour toutes les activités qui 
interviennent dans le réseau et on recherche une structure de réseau pour laquelle le chemin 
critique est de durée minimale. 

Les méthodes précédentes sont liées au Calcul des Ressources. Ceci implique qu’il faut com¬ 
prendre et considérer les ressources mises en jeu dans les diverses activités du processus. Dans 
les ressources on compte les machines, la main-d’ocuvre, les matériaux, ainsi que les prix et coûts 
afférents aux activités. On distingue deux types de problèmes: 1. Dans les problèmes & utilisation 
optimale des ressources on se donne la durée totale du processus et on essaye d’utiliser les ressources 
de la façon la plus uniforme possible en jouant sur les périodes tampons et en fractionnant, s’il 
le faut, les activités. 2. Dans les problèmes de temps minimal , les ressources sont limitées (ce 
qui se traduit mathématiquement par des contraintes de bornes) et on essaye de minimiser la durée 
totale en prenant en compte les contraintes ci-dessus. Des méthodes de résolution exactes pour 
ces problèmes de ressources ne sont pas connues à l’heure actuelle, cela étant on dispose d’algo¬ 
rithmes performants pour la résolution approchée de ces problèmes. 

Disons pour conclure que des recherches sont en cours pour améliorer les algorithmes existants 
et en trouver de nouveaux afin de pouvoir résoudre des problèmes du type ci-dessus dont la 
complexité va sans cesse croissant. 


37. Théorie du potentiel et équations aux dérivées partielles 
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Kquations aux dérivées partielles 


Ordre, linéarité, homogénéité. Les équations différentielles ordinaires contiennent uniquement 
des fonctions d’une seule variable indépendante. Par opposition on parle d'équation aux dérivées 
partielles si la fonction inconnue // = //(jcj, jc 2 , -.., x„) dépend de plusieurs variables indépendantes 

du d 2 u . . 

x u jc 2 , ...» x„ et si l’équation contient des dérivées partielles-^-, etc - P our l > 7 = L 2 » n - 

L’ordre de la dérivée d’ordre maximal apparaissant dans l’équation détermine l'ordre de l’équation. 
L’équation différentielle est dite linéaire si la fonction inconnue et ses dérivées interviennent 
linéairement. Une équation aux dérivées partielles linéaires est dite homogène si elle ne contient pas 
de terme (additif) indépendant de la fonction inconnue et de ses dérivées, non homogène dans le cas 
contraire. Pour les équations aux dérivées partielles linéaires homogènes, on a, comme cela était le 
cas pour les équations différentielles ordinaires, le principe de superposition : si u x et u 2 sont 
solutions alors toute combinaison linéaire u=C 1 u 1 + C 2 it 2 , où C x et C 2 sont des constantes, est 
aussi une solution. 


Lquations aux dérivées partielles du premier ordre. L’intégration d’une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre peut toujours se ramener à l’intégration d’un système d’équations 
différentielles ordinaires, le système caractéristique. Pour l’équation aux dérivées partielles 

F(jc 0 ,. .., x„, u,p 0 , — ,/>„) = 0 oiip ( = -jp—, ce système a la forme 


dF dF dF « dF 

x,= — , Pi= - 3 - Pi ~x , u — 2 j ~sT Pj 

dp, Sx, du J=0 dp j 

d z 

où les x, et p, sont considérés comme des fonctions d’un nouveau paramètre / et où z'= —. 

Si l’équation aux dérivées partielles ne dépend pas explicitement de u on peut la mettre sous la forme 
~ \ H(t, Xi ,...» x„ t Pif ...» pn ) = 0, où * 0 = /, Po~ ^s variables ayant, éventuellement été 
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renumérotées. Une équation de cette forme est appelée équation aux dérivées partielles d y H amilton- 
Jacob i et la fonction H s’appelle /’ Hamiltonien. Le système caractéristique prend alors la forme 

d*, c)H d Pl dH , J „ J 

canonique ~ dp' ~d 7 = “ ^ es mouv cments des masses ponctuelles dans certains 


systèmes mécaniques sont décrits par de telles équations. Dans ce cas les jc, et Pi sont des coor¬ 
données généralisées de position et d’impulsion et l’Hamiltonien H égal à l’énergie totale (voir 
Chapitre 38). 

Equations aux dérivées partielles d’ordre supérieur. Il n’y a pas de théorie analogue pour l’intégra¬ 
tion des équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur. Môme lorsque l’intégrale générale 
ne peut être obtenue, on peut souvent trouver des solutions particulières ayant la forme d’un 
produit ou d’une somme de fonctions d’un nombre réduit de variables: c’est ce que l’on appelle 
la séparation des variables. L’équation aux dérivées partielles considérée est alors décomposée en 
un certain nombre d’équations différentielles plus simples. 

Les propriétés d’une équation aux dérivées partielles linéaires et du second ordre particulièrement, 
importantes dans les applications, seront considérées au paragraphe ci-dessous, relatif à la Théorie 
du Potentiel. 


Théorie du Potentiel 


Motivée à l’origine par des problèmes intervenant en Mécanique et en Physique, la Théorie 
du Potentiel s’est activement développée comme une branche autonome des Mathématiques. Cela 
étant ses résultats sont utilisés dans de nombreux domaines de la Physique, particulièrement en 
Mécanique, en Electrostatique, Magnétostatique, Electrodynamique, Hydrodynamique et Thermo¬ 
dynamique. Le Théorie du Potentiel s’est montrée également utile dans le développement de la Théo¬ 
rie des Equations Différentielles Ordinaires, de celle des Equations aux Dérivées Partielles, de 
l’Analyse Complexe, de la Théorie des Transformations Conformes et de la Géométrie Différentielle. 

Le potentiel Newtonien. L’exemple de 
potentiel le plus simple est celui découvert 
par Newton pour expliquer l’attraction 
mutuelle des corps matériels 

Potentiel d'un point matériel. La loi de la 
gravitation de Newton énonce que deux 
corps de l’espace à trois dimensions, exercent l’un sur l’autre une force d’attraction qui est 
directement proportionnelle à leurs masses et inversement proportionnelle au carré de leur distance. 
Si on idéalise ces deux corps de façon à assimiler chacun d’entre eux à un point matériel , c’est-à-dire 
un point où toute la masse est concentrée, on obtient alors la formule ci-dessus où m y p sont 
les masses et P, Q les supports géométriques des deux points materiels. La lois ci-dessus se réduit 
à la loi de Coulomb de ('Electrostatique si les masses sont remplacées par des charges électriques. 
Ici r est la distance entre les deux points et k un facteur de proportionnalité, par exemple 
la constante de gravitation. Pour simplifier les calculs on supposèra par la suite que km — 1. Si on 
suppose que la masse en P est attirée par la masse en Q y alors la force F est dirigée de P vers Q. 
Si la direction de cette force fait les angles a, /i, y avec les axes d’un système de coordonnées 
cartésiennes pour lesquelles P et Q ont les coordonnées (*, y , z) et (£, rj y f), alors d’après des résul¬ 
tats de géométrie analytique (Fig.), /• = \/[(*~£) 2 + (y— 1 ?) 2 + (z — O 2 ], cos a = (£ — x)/r , 

cosp=(rj—y)/r y cos y=(£ —z)/r,- d’où pour les composantes X y Y y Z de F 
X= F cos a=p • (Ç — x)lf\ Y= F cos f}=p • (r)—y)lr* y Z= F cos y—p • (£ — z)/r 3 . 

En fait ces trois composantes sont, comme l’a montré Lagrange en 1773, les dérivées partielles d’une 
fonction U (*, y y z) y que Gauss en 1840, appela le potentiel P(x y y y z) de la masse /i placée en Q. 

En effet si U=p!r=fi[(x— £) 2 H-0'— rj) 2 -\-{z— f) 2 ] -1/2 > 


Loi de la gravitation de Newton 


F= k • ( mp)lr 2 


dU 

et si Q est considéré comme fixe, alors ^est donnée par 

= -(pl2)l(x-!;) 2 +(y-rj) 2 

+(z-C ) 2 ]- :l/2 • 2(x-Ç)=/i • (Ç-x)/f'=X. 

~ „ du v du „ 

On a de meme —- = Y , — = Z. 

oy dx 


Potentiel 


U= U(x y y y z)=/*l 'sJ [(*- £) 2 + (y —*}) 2 -1- (z- Ç) 2 ] 



37-1 Décomposition de F 


48 * 
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Le potentiel U est défini dans tout l’espace à l’exception de C?; si P—Q , le dénominateur 
s’annule et fi/r n’est plus définie pour r = 0. 

La quantité - U(x , y, z ) est égale à l’énergie potentielle du système constitué des deux points 
matériels P et Q (on rappelle que l’on a supposé km — 1). 

Potentiel d'un nombre fini de points matériels. Si la masse en P est attirée par un nombre fini 
de points matériels Q s (s= 1,2, .. n) de masses p, Sy alors les composantes X y Y y Z de la force 
totale agissant sur P sont les sommes des composantes X sy Y S ,Z S des forces individuelles: 

A%=/'** (Ç~x)lr\ Y x =/i s • ( y-y)lr\ Z s =/i s • (£-z)/r*; 

X= è X s , Y= Ê Y„ Z= Z Z s . 

S = 1 S = 1 S = 1 

De même le potentiel U(x y y, z) est la somme des potentiels individuels tant que P ne coïncide pas 
avec l’un des Q s . 

Potentiel d'une masse continûment répartie. Pour généraliser les notions procédentes il est 
naturel d’abandonner le concept de point matériel et d’étudier l’attraction qu’une masse continû¬ 
ment distribuée exerce en un point P situé à l’extérieur du volume qu’elle occupe. On peut considérer 
que la masse qui remplit la région T est divisée en éléments de volume infinitésimaux dr = d£ d y d£ 

de masse d// et de densité ^. L’élément de volume attaché à Q(Ç y n y C) exerce en P(x. y, z) 

ar 

une force d’attraction de composantes dA\ d K, dZ. Les composantes de la force d’attraction de la 
masse totale occupant T sont obtenues par sommation des contributions des volumes élémentaires, 

c’est-à-dire en intégrant sur T (Fig.) : 
d*= [(£-*)/>•*] d fi, d Y=[(ri-y)lr*] d//, 

dZ=[(C-z)/r*] d// ; 
d//, Y=f JJ*[(r/-y)/r‘] d/i, 

z=SS$i(i;- Z )ir*]dp. 

T 

Les composantes sont là encore les dérivées partielles 
d’un potentiel U , comme on peut le montrer par dériva¬ 
tion partielle sous le signe d’intégration. 


37-2 Obtention du potentiel 
newtonien 

Surfaces cquipotcnticlles. On peut obtenir une interprétation géométrique du potentiel à l’aide 
des surfaces équipotentieUes. Le potentiel est défini en tout point P de l’espace qui ne coïncide pas 
avec un point matériel ou qui ne se trouve pas dans le volume occupé par la masse répartie 
ou sur la surface correspondant à ce volume. L’ensemble de tous les points P pour lesquels le poten¬ 
tiel a une même valeur a forment la surface équipotentielle U(x, y f z) = a. En faisant varier a on 
obtient une famille de surfaces à un paramètre. 

Dans le cas du potentiel (/=////• d’une masse ponctuelle, la famille est donnée par fi/r = a. Il 
s’agit visiblement de sphères concentriques de centre Q dont le rayon décroît lorsque a croît. 
Les figures 37.3 et 37.4 représentent la famille p>fr—a et montrent comment le potentiel U dépend 
de la distance r. 


Potentiel Newtonien 

II 

II 

fffu. 


r 

J J J f ' 


T 

T 



Potentiel 


s=l 


37-3 Surfaces cquipotcnticlles definies par a=/ijr 



37-4 Variation du poten¬ 
tiel U d’une masse ponc¬ 
tuelle avec la distance r 
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Equation aux dérivées partielles du potentiel. Si on dérive deux fois 
1 /r= [(x-£) 2 -f (y-rj)*+(z- C) 2 ]“ 1/2 
par rapport à x, on obtient 


7— (l/r)= - [(.v -1)' 2 + 0; - r/) 2 +( z - f) 2 ]" 3 ' 2 (x -1) 

cl ^ (I/») = 3[(^-{) 2 +(^-tj) 2 +(z-C) 2 ]- 5 ' 2 (x-|) 2 

- [(-* - s) 2 +(y - r)Y +(z - Ç) 2 ]- 3 ' 2 = 3U - f ) 2 /r‘ - 1 /r 3 . 
En dérivant par rapport à y et z on obtient de même 

à 2 d 2 

— 2 (1 lr) = 3(y-r)) 2 lr b - l/r\ — ( 1 //*) = 3U-C) 2 /r 5 - 1/r 3 , 

oy- dz - 

d’où par addition 

g(l/r)+^(l/r)+g(l/,>-0. 


<b 2 « d 2 u 

La fonction u=\/r vérifié l’équation aux partielles H- ^ H- ^ 
Laplacc parce que cette propriété fut découverte par Laplacc en 1782. 


=0, dite équation de 


Cette équation aux dérivées partielles du second ordre, homogène, s’écrit en abrégé A// = 0. 

Puisque cette équation est linéaire et homogène, toute solution multipliée par une constante 
reste solution; puisque A(l/r) = 0, il en résulte que A(/*/r) = 0. Le potentiel U=p/r d’une masse 
ponctuelle est donc solution de l’équation de Laplacc. Puisque l’équation de Laplacc A (fi s /r s ) 
est satisfaite par chaque terme de la somme 

S fi sir s cette équation est aussi satisfaite 

S =1 

par la somme. Finalement par dérivation 
sous le signe d’intégration on obtient 
A<y=JJ’fA(l/r) q dr = 0. 

Les trois types de potentiels considérés jusqu’à présent sont donc solution de l’équation de La¬ 
placc. Cela donne une approche nouvelle et intéressante pour la Théorie du Potentiel : on prend 
l’équation de Laplacc comme point de départ et on appelle potentiels ses solutions. 

Le cas, exclu jusqu’à présent, où P se trouve à l’intérieur de la masse répartie, conduit à une 
équation aux dérivées partielles non homogène de la forme A U— —4 où q est la densité massique; 
ceci fut découvert par Poisson en 1813. Le laplacien intervient par ailleurs dans d’autres équations 
aux dérivées partielles importantes de la Physique et de la Mécanique. Citons par exemple : 

1. L'équation cV Helmholtz pour les vibrations A u -\ k 2 u = 0\ 



d 2 

d 2 

d' 1 

Opérateur laplacien 

dx 2 * 

dy 2 

il 

> 


2. L'équation de la chaleur A u= - • . ^ qui intervient également dans les phénomènes de 
diffusion; 

3. L'équation, des ondes Au = pour les ondes magnétiques et les phénomènes d’ondes et 

de vibrations en Mécanique, en Acoustique; 


L 'équation des télégraphistes Au —a b - 

ot“ dt 


T eu uni modélise la oronaeation des 


électromagnétiques dans les cables de transmission. 


Les fonctions potentiel générales. Toute fonction U(x, y , z) qui est deux fois continûment différen¬ 
tiable par rapport aux trois variables, et qui vérifie A U=0 dans une certaine région T de l’espace, 
est appelée fonction potentielle ou fonction harmonique. 


La Théorie du Potentiel est l’étude des propriétés des solutions de l’équation du potentiel A(/=0. 


Dans la mesure où l’équation AU=0 admet une infinité de solutions, on a recherché les pro¬ 
priétés communes à toutes ces solutions et les propriétés supplémentaires qu’elles pourraient 
satisfaire. 
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Propriétés des fonctions potentielles. Soit T un ensemble ouvert de l’espace à trois dimensions» 
borné par une surface régulière S , sa frontière; on dénote par dr et d<x les éléments de volume 
et de surface pour T et 5, respectivement (Fig.). En tout point de 5, on considère comme direction 
perpendiculaire à S , celle de la normale extérieure n. Alors, pour toute fonction F, deux fois 
continûment différentiable définie sur T et S et dont la dérivée normale en tout point de S est 
dV 

notée (il s’agit de la dérivée de F dans la direction de n) on a, d’après un théorème de Gauss: 



//W// 


AFdr. 


Si F est une fonction potentielle, renotéc U, alors A£/=0 partout 
dans T et donc : 


Pour toute fonction potentielle U, 


■J fi 


<)U 

dn 


d a — 0 


37-5 Elément de surface et normale 


Cette propriété caractérise les fonctions potentielles au sens suivant: si elle est vérifiée sur la fron¬ 
tière S’ de toute région T' contenue dans T, alors U est une fonction potentielle. Si F et fF 
sont définies sur T et S sont deux fois continûment différentiables on a d’après un théorème 
de Green: 




( WAV— FAfF)dr. 


Si on prend W— 1 //*, où r est la distance de P à un point fixé alors A ^F=A(1//*) = () sauf en 
P=P 0 . Dans la mesure où W admet une singularité en P 0 , on exclut dans un premier temps ce 
point du domaine d’intégration T y quitte à modifier “légèrement” celui-ci. Si on veut considérer 
le cas où P {) e T, on obtient par une méthode de passage à la limite 


/ J AKdr= - W.) + J f ~ V ^' r) )^ 

/ S 

si P 0 e T. Si F est égale à une fonction potentielle U, on obtient alors 


La formule de représentation de Green 
pour une fonction potentielle générale 


«"-«.//(tÏÏ-'T)* 


dû 

Il en résulte que U est complètement déterminée en tout point de T si U et ^ sont connues 
sur la frontière S. 


Si on prend pour S une sphère C de centre P {) et de rayon R, alors —? 


ddlr) d(l /r) 


dn 


dr 


= ~l /r*. 


On a, sur C, r= R, d’où compte tenu de 


ffi 


dU 

dn 


dr;=0 : 


La propriété de Gauss pour la 
moyenne pour les fonctions harmoniques 


U(P 0 )= 1/(4Jt/Î 2 ) ff U dff 

C 


La valeur de la fonction au centre de la sphère est égale à la valeur moyenne de la fonction sur 
la surface de la sphère. On en déduit aisément qu’une fonction harmonique ne peut avoir de minimum 
ou de maximum relatif en un point intérieur de T. 
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Problèmes aux limites. La formule de représentation de Green conduit à la question suivante: 
sous quelles hypothèses peut-on déterminer une fonction harmonique U à l’intérieur d’un domaine 

du 

T, à partir des valeurs de U et ou ^ sur la frontière 5 de 7 1 ? — Des problèmes de cette sorte sont 

appelés problèmes aux limites. On les retrouve dans diverses branches de la Physique, par exemple 
en Electrostatique, en Mécanique des Fluides et en Thermique. 


dU 

En fait U et ^ ne peuvent être choisies arbitrairement sur S ; si les valeurs de U sur S 

sont données, alors U est déterminée de façon unique; la différence U 2 —U 1 de deux fonctions 
harmoniques coïncidant sur S est nulle sur S , donc à l’intérieur de T d’après la propriété de Gauss 
pour la moyenne des fonctions harmoniques. 

Le problème de la détermination d’une fonction harmonique U dans l’intérieur d’un domaine, 
à partir des valeurs de U sur la frontière est appelé le premier problème aux limites de la théorie 
du potentiel ou problème de Dirichlet , du nom du mathématicien auquel on doit les premiers 
travaux sur ce problème. 

Le second problème aux limites , ou problème de Neumann consiste à déterminer une fonction 

dU .. .. dU 


harmonique dont 
'dU 


la dérivée normale . }fi est donnée sur la frontière; naturellement 


dn 


doit 


vérifier 5 


dtf =0. 


Le troisième problème aux limites consiste à déterminer une fonction harmonique pour laquelle 
dU , 

T h U prend des valeurs données sur S> h étant une constante positive. 


Résolution de l'équation du potentiel dans quelques cas simples. Les fonctions harmoniques 
sont dans l’espace tri-dimensionnel des fonctions de trois variables indépendantes et sont de la forme 
U=U(x y y y z) en coordonnées cartésiennes, U=U(Q y tp y z) en coordonnées cylindriques et 
U= U(r y 0 y cp) en coordonnées sphériques. On est souvent intéressé par des- solutions, 
produits de fonctions d’une seule variable: U(x y y y z) = X(x)Y(y)Z(z) ou U(Q y (p y z) = 
P(q)0(<P)Z(z) ou U(r y 0 y (p) = R(r)(~)(0)<l>((p). On obtient dans ce cas, à partir de l’équation 
Af/=0, trois équations différentielles ordinaires qui peuvent être résolues directement. Cette 
méthode est connue sous le nom de séparation des variables. Si par exemple U(x y y y z) =X(x) Y(y)Z(z ) 
d 2 U , d 2 U , d 2 U 

alors l’équation A U= — 0 donne les trois équations différentielles 


JL d * x -/■« 1 d _ü =/ 2 ±.d!£ 

X âx 2 ’ Y d y 2 ’ Z dz 2 


— (k 2 T/ 2 ) d’où la solution U klm (x y y y z)= e kv e l) ’e mz ; 


w 2 = — (A: 2 +/ 2 ); k y /, m complexes. 

Transformations. Certaines applications de l’espace à trois dimensions transforment les fonctions 
harmoniques en fonctions harmoniques. Ce sont les inversions par rapport aux sphères et on 
les appelle transformations de Thomson. Par exemple après inversion par rapport à la sphère unité 
|r|= 1, U(r,0 (p y ) devient (1 /r)U (l//\ 0 y <p) qui est aussi une 
fonction potentielle Le potentiel Newtonien U = l/r 
donne le potentiel constant U— 1, et réciproquement. 

Potentiels plans. Les potentiels bidimensionnels sont 
les solutions de l’équation aux dérivées partielles A U= 

d 2 u d 2 U 

——t- + - - =0 . Ils interviennent souvent dans les problèmes 

ox* dy- 

d’origine physique lorsque la solution est indépendante de 
la troisième coordonnée; par exemple, la force d’attrac¬ 
tion d’une très longue tige, uniforme, de direction paral¬ 
lèle à l’axe des z est la même en deux points P x (x y y y z,) 
et P 2 {x y y y z 2 ) tant que les coordonnées z l et z 2 sont 
petites par rapport à la longueur 2 L de la tige. En pre¬ 
mière approximation on peut supposer que U est indé¬ 
pendant de z, soit U=U(x y y) (Fig.). 



37-6 Potentiel d’une tige de longueur 2 L 


Les solutions de l’équation de Laplace bidimensionnelle sont étroitement liées à l y Analyse 
Complexe : une fonction w=u+iv de la variable complexe z=jc+i^ est analytique si et seulement 
si sa partie réelle u{x y y) et sa partie imaginaire t>(x, y) vérifient les équations aux dérivées partielles 
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du dv du _ dv d 2 u d 2 v _ d 2 v _ d 2 u , 

de CauchyRiemann, soit f x ~ ~ -fri alors ~ ~ â^T ~ ~ J? d OU 

A// = 0; on a de même Av=0. 

La partie réele et imaginaire de toute fonction analytique sont des fonctions harmoniques; plus 
précisément on les dit harmoniques conjuguées. 

Exemple: De w = ln z=ln (re ,v ) = ln r-f vp on déduit les deux fonctions harmoniques conjuguées 
//(r, <p) = ln / et v(r< 9 ?) = 9 ?, soit en coordonnées cartésiennes w(jc,.y) = ln \/(x 2 +y 2 ), v(x y y) = 
Arctg (y/x). 

La fonction harmonique U=\n r, encore appelée potentiel logarithmique , joue dans le plan le 
rôle que joue le potentiel Newtonien U— 1 //• dans l’espace à trois dimensions. C’est le potentiel du 
champs de force d’un point attractif, à condition que la force d’attraction soit en 1/r au lieu d’être 
en l/r 2 . 


38. Calcul des Variations 

Problèmes variationnels sans contrainte. 


Equation cP Euler . 761 

Conditions nécessaires et suffisantes pour 
l'existence d'un ex/remum . 763 


Problèmes variationnels avec contraintes 763 
Principes variationnels de la Physique 


Théorique . 764 

Méthodes directes . 764 


Les méthodes du Calcul des Variations sont appliquées à la résolution d’un grand nombre 
de problèmes de Géométrie Supérieure, de Physique, de Mécanique, et provenant également 
d’applications de type technologique. Des questions relevant du Calcul des Variations étaient 
déjà apparues dans l’Antiquité, citons par exemple le problème consistant à trouver parmi les 
figures planes de périmètre donné celle qui est d’aire maximale. Zenodoros (180 avant J.C.) fut 
semble-t-il parmi les premiers à formuler de tels problèmes, dits isopérimétriques. Le paysan Pakhom, 
dans la nouvelle de Tolstoï “De combien de terre un homme a-t-il besoin’’, fut également con¬ 
fronté à un tel problème lorsque le Bashkir Elder lui dit : “Toute la terre autour de laquelle tu 
peux marcher en un jour est à toi!’’. 


U 11 problème isopérimétrique : Parmi toutes les figures de périmètre égal (figures isopérimétri¬ 
ques) le cercle est celle qui est d’aire maximale, et dans l’espace, parmi tous les corps solides de 
surface égale, la sphère est celle qui est de volume maximal. 



délimite l’aire maximale. 

38-2 Le problème de Newton: Solides de révolution de même 
section efficace et de même longueur 



1 * t 


a 


b 


c 


Newton butte sur un problème difficile. Avec l’accroissement des connaissances dans les domai¬ 
nes des sciences naturelles et des mathématiques, les mathématiciens et les physiciens du 17ème 
siècle se heurtèrent à des problèmes du même type, mais beaucoup plus difficiles. Newton, dans 
son ouvrage principal “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (appelé usuellement 
les Principes) (1687), calcula la résistance de corps tels que le cylindre ou la sphère lors de leur 
chute dans un milieu résistant. Il essaya de découvrir le solide de révolution présentant la résistance 
de chute minimale (la vitesse dans la direction de l’axe étant fixée); étaient données, la section 
efficace, et la longueur parallèlement à l’axe de révolution. Quoique l’on puisse dire avec certitude 
que le solide (a), rappelant l’hyperboloïde de révolution, convient moins bien que le solide (b) 
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constitué d’un hémisphère et d’un cône, joints comme sur la Figure 38.2, Newton et ses contcn- 
poraints ne furent pas capables de donner comme solution le solide (c), indiqué dans la Fi¬ 
gure 38.2. 

Le problème de la brachystochrone. Encore plus célèbre et fructueux fut le problème de la bra- 
chystochrone qui fut posé publiquement par Jean Bernoulli, en 1696: si deux points P l et P 2 
sont donnés, de hauteurs distinctes et n’étant pas situés sur une même verticale, on recherche parmi 
“toutes” les courbes possibles qui les joignent, celle sur laquelle un point matériel, soumi à la pe¬ 
santeur, glissera, sans frottement, de P x à P 2 en un temps minimal. Ce problème occupa à 
l’époque, les plus célèbres mathématiciens de toute l’Europe: Newton, Leibniz, Jean Bernoulli, 
de L’Hospital, Hudde, Fatio et d’autres. A partir de leurs travaux on peut affirmer que 
le Calcul des Variations se développa comme une discipline mathématique spécifique. 

On a tracé sur la Figure 38.3, et dans un système adéquat de coordonnées, des courbes joignant 
P\ à P *, graphes de fonctions y=f(x). La distance s y le temps t et la vitesse instantannée v en 


tout point de la courbe sont liés par la relation v= 


par ailleurs la vitesse v y sous l’effet de l’accélération g 
de la pesanteur, vaut v — -y/ (2gy ); finalement parce que 
d.v = y/(H / 2 )dx- on obtient la durée T(y) du mou¬ 
vement comme une intégrale définie entre x t et x 2 . Plus 
précisément on déduit de 


df=[l/ \/(2^)]d5 = [l/y/(2^)] y/(\ l / 2 )d* 


que 

r=[i/ vW)] J +ÿ 2 )ly]dx. 

X I 



La fonction .Vo^'oC*) recherchée doit donner à l’intégrale ci-dessus sa valeur minimale, c’est-à-dire 
que T(y)^T(y 0 )Vy. Par la méthode esquissée dans la suite (résolution de l’équation d’Euler) on 
obtient comme solution la cycloïde d’équations paramétriques 
•*o = (Ci/2) (« — sin u)-|-C 2 , y 0 =(C 1 /2 ) (1 - cos a). 
où a est un paramètre et C,, C 2 des constantes. 


Problèmes variationnels sans contrainte. Equation d’Euler 

Le problème de la brachystochrone nous a conduit au problème de la recherche d’une fonction 
y(x) pour laquelle l’intégrale de la fonction (composée) f(x y y,ÿ) est minimale ou maximale; 
la fonction J\ liée au contexte géométrique, technique ou physique considéré, est appelée la fonction 
cle base. Pour le problème de la brachystochrone la fonction de base est f(x y y, ÿ) = [(1 -\-/ 2 )ly] l/2 . 
Si on note J(y) = f(x y y y y) âx y la fonction y 0 recherchée vérifie J(y 0 )^J(y) Vj\ La fonction 
tic base dépend de x y y y y'. La fonction y 0 s’appelle une extrémale. 

Le problème de base du Calcul des Variations est un problème de recherche de maximum ou 
de minimum. Mais il s'agit d'un type de problèmes plus difficiles que ceux rencontrés en Calcul 
Différentiel (en dimension finie), car cette fois-ci l'inconnue est une fonction maximisant ou minimi¬ 
sant une intégrale. 

Alors que les frères Bernoulli, Newton et d’autres résolurent le problème de la brachysto- 
chronc à l’aide de méthodes astucieuses, mais spécifiques, Euler, Lagrange, Weierstrass, 
Ostrogradsky, Caratiieooory et d’autres furent capables de développer aux I8* mc , 19è ,lie et 
2 ()ème siècles une méthode conduisant toujours à une solution. 

Euler réussit à ramener le problème variationnel à un problème d’équations différentielles. Il com¬ 
mença par supposer que toutes les fonctions admissibles y(x) coïncident avec y^fx) en x 1 et x 2 . 
Il considéra alors v(x) comme étant toujours une combinaison de l’extrémale et d’une fonc¬ 
tion perturbatrice erj(x); alors devient extrémale pour la valeur e = 0 du para¬ 

mètre e ; il faut également que les conditions aux limites r)(x l ) = r)(x 2 ) — 0 soient vérifiées par 7]. Pour 
7 =^’(a-) l’intégrale J(y) peut être considérée comme une fonction de e, soit 

•Y 2 

*/(£)= J/C*, .Vo+ e */»/o+erç')d*. 

Celte fonction J(e) admet un extremum pour £ = 0 et par conséquent, d’après les règles du Calcul 
Différentiel, sa dérivée première doit s’annuler pour e = (). Les bornes de l’intervalle d’intégration 
étant fixées, on peut dériver sous le signe l’intégration, d’où 
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Pour toute fonction rj(x) qui est continûment dérivable surfo, jc 2 ] et qui satisfait ^(jc 1 )=??(A: 2 )=0ona 
J\ 0)= J [f y (x i y 0t y 0 )ri+fyix i y 0i y , 0 )ri , ]àx=0. 

X, 

En intégrant le deuxième terme par parties on obtient 


/ 


Jy àx Jy 


tj(x) âx+[fy'r](x)] x x \ = 0. 


Le second terme, à gauche, s’annule de par les conditions aux limites sur rj y cela étant la relation 

*2 


/ 


f _^ f . 

Jy ôx Jy 


rj{x)âx=0 


est satisfaite pour toute fonction r)(x) si l’expression entre crochets est identiquement nulle, c’est- 

d . df d df 

à-dire si f y - — // = 0, soit — — ^ =0. En prenant la dérivée totale par rapport à x on 

obtient la célèbre équation d'Euler du Calcul, des Variations : 


Equation d’Euler 


fy y y" +fyy' y +fxy' ~fy = 0 


Ceci représente une équation différentielle ordinaire du second ordre. 


L'exigence selon laquelle une intégrale donnée est extrémale pour une fonction est remplacée 
par une équation différentielle pour cette fonction . 


La première variation. Utilisant une notation introduite par Lagrangk en f755 on va rem¬ 
placer la perturbation et] par ôy que l’on appellera variation de la fonction y, soit : 
ôy=erj(x); y=y 0 +ôy. 

Puisque l’intégrale J admet un extremum pour la fonction extrémale y Qy la différence AJ=J(y) — J(y 0 ) 
n’est jamais positive pour un maximum et jamais négative pour un minimum. Pour des valeurs 
arbitrairement petites de e la variation de la valeur de J peut s’exprimer comme la différentielle de la 
fonction J(e) pour e = 0. Le produit /'(0)e est appelé la première variation de J et est noté par ôJ: 


ÔJ=J'(0)e=[f y - Ôy]* x \ 



<L f ’) ôydx - 


La condition nécessaire pour l’existence d’un extremum qui nous a conduit à l’équation d’Euler, 
peut encore s’exprimer en disant que la première variation ôJ doit être nulle. 

Généralisation. La fonction de base /( x y y , y) et par conséquent J(y) peut dépendre de plusieurs 
fonctions (en nombre fini) y ly y 2 ,..., y ny et de leurs dérivées au lieu de la seule fonction y et de y . 
Au lieu d’une seule équation (différentielle) d’Euler on obtient un système de n équations différenti¬ 
elles. Par ailleurs, avec une fonction y y des dérivées d'ordre supérieur à un peuvent intervenir dans 
la fonction de base en plus de y , soit y" , ... ,y (n) . L’équation d’Euler est alors d’ordre 2 n. Enfin, 
on peut également considérer les propriétés extrémalcs de surfaces dans l’espace tridimensionnel. 
Une pellicule d'eau savonneuse délimitée par une courbe fermée non plane de l’espace (matéria¬ 
lisée par un morceau de fil bouclé) réalise toujours une surface d’aire minimale à cause des phéno¬ 
mènes de tension superficielle (voir Planche 55). De telles surfaces, d’aire minimale, sont appelées 
surfaces minimales. L’intégrale J est alors une intégrale double, x et y sont des variables indé¬ 
pendantes dans la fonction de base et on cherche à trouver z 0 telle que J(z 0 )^J(z) où 

j(z)= J J f(x, y, z, z x , z f ) dx dy, 

B 

la fonction z = z(x y y) étant celle qui définit la surface. Comme condition nécessaire d’optimalité 
on obtient alors l'équation d'Ostrogradsky (que beaucoup continuent d’appeler équation d'Euler) y 
équation aux dérivées partielles du second ordre donnée par: 



. c> d 

Equation d’Ostrogradsky 

fz ~Yx fz * ~ dï Â > -0 
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Conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’un extremum 


Sous l’hypothcse de l’existence d’un extremum, la dérivée première J'(Q) doit s’annuler et 
l’équation d’Euler être vérifiée; une telle condition qui doit être satisfaite par toute solution est 
dite nécessaire. L’existence d’une solution ne peut pas résulter que de cette condition nécessaire. 
Wfierstrass fut capable de trouver des conditions suffisantes pour l’existence d’un extremum par 
des méthodes s’appuyant sur des principes d’un type nouveau. Il n’est pas possible ici, dans 
le cadre limité de cet ouvrage, d’entrer dans ces détails et de démontrer de tels théorèmes d’existence 
d’une solution. Dans beaucoup de cas, on se contente de vérifier que les solutions de l’équation 
d’Euler ont des propriétés extrémales, localement tout au moins, en s’appuyant éventuellement 
sur des considérations géométriques, physiques, etc... Il est par exemple intuitivement évident 
qu’entre deux points du plan, la courbe de plus courte longueur les joignant est rectiligne et 
il n’y en a pas d’autre car à partir de toute autre courbe on peut en construire une autre de lon¬ 
gueur moindre. 


38-4 Entre deux points Pi et P 2 la courbe 
de plus courte longueur est le segment 



38-5 L’aire délimitée par le segment rectiligne P X P 2 et une 
courbe de longueur donnée joignant Pi et P 2 est maximale 
lorsque la courbe est un arc de cercle. 



Problèmes variationnels avec contraintes 


Il arrive fréquemment que l’on ait à résoudre des problèmes pour lesquels l’intégrale y , ÿ) 6x 

X 1 

doit être extrémale avec la fonction y devant vérifier certaines relations. On appelle contraintes de 
telles relations. 

Xi 

Un problème isopérimétrique. Si on désire que l’aire J y dje, x 2 >x x , délimitée par l’axe des jc. 

Xi 

le graphe de la fonction y et les deux parallèles à l’axe des ordonnées d’abscisse *1 et x 2 , soit 
extrémale, on peut s’imposer par exemple la longueur de l’arc PjP 2 (Fig.), d’où la relation 

xa 

J a/ 0+/ 2 ) d*=/; / doit satisfaire, bien entendu, la relation l^x 2 — x v Si P l9 P 2 sont (Fig.) situés 

XI 

sur l’axe des x alors l’aire maximale est obtenue pour l’arc de cercle de longueur / passant par 

x a 

Pj et P 2 . Dans la plupart des problèmes isopéri métriques, on cherche l’cxtrcmum de j /( jc, y , y) <\x 

x a xi 

sous une contrainte intégrale du type J g(x y y , y) dx—a où la fonction g et la constante a sont données. 

XI 

Ce problème isopérimétrique général peut être ramené à un problème sans contrainte en utilisant 
la méthode des multiplicateurs indéterminés due à Lagrange. A partir de / et g on forme 

X 2 x a 

le lagrangien J f(x> y, y) d* ! A J g(x, y, y) dx\ ce qui correspond à la fonction de base h—f~\Ag , 

xi xi 

la constante A (à déterminer) étant précisément le multiplicateur indéterminé (on l’appelle un 
multiplicateur de Lagrange). L’équation d’Euler relative à h s’écrit: 



On la résoud en y pour A donné, puis on ajuste A afin de satisfaire la contrainte J g(x , y , ÿ) <Sx=a. 

XI 

Dans l’exemple ci-dessus on pose b(x, y, ÿ)=y-\-A^/(\+ÿ 2 ) et on obtient en intégrant l’équation 
d’Euler (x — £) 2 + (y-f ?) 2 = A 2 ; ainsi donc les extrémales sont des arcs de cercle de rayon \A\. 


Cas d’un continuum de contraintes. Le problème isopérimétrique malgré son aspect apparemment 
compliqué, est relativement simple en ce sens qu’il n’y a qu’une seule contrainte scalaire à vérifier, 
par exemple une longueur doit rester constante. Il y a des situations ou des contraintes d’apparence 
assez simples, conduisent en fait à des problèmes compliqués parce qu’une famille infinie de con¬ 
traintes doit être satisfaite. Prenons par exemple une surface; sur cette surface les géodèsiques 
sont les courbes de longueur minimale joignant deux points de cette surface. Si une courbe tracée 
sur cette surface est paramétrée par /, le point générique de cette courbe est x{t ), y(t ), z(t) et si 
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on pose x= — , y= ~ y z— il faudra rendre minimum J y/ (i 2 +^ 2 -hz 2 ) d/ en supposant, par 

exemple, que/ > 1 = [a:(/ 1 ), / > 2 = [jr(/ 2 ), z (^)] sont fixés; il faut également s’assurer 

que les courbes considérées sont sur la surface ce qui se traduira par le fait que x(t ), y(t), z{t) doivent 
vérifier une relation du type g [(a7), y(t), z(/)] = 0 pour tout te [t lt t 2 ] où g(x y y, z) = 0 est l’équation 
de la surface (pour une sphère ce sera [*(/) — cr ] 2 +[j^(/)— b] 2 -\-[z{t) — c) 2 — R 2 =0). 


Principes variationnels de la Physique Théorique 


Les mathématiciens et les physiciens remarquèrent relativement tôt qu’un rayon lumineux va 
d’un point à un autre de l’espace en suivant un trajet qui minimise le temps de parcours par rapport 
aux trajets voisins (voir Ch. 19.4 —Valeurs cxtrémalcs des fonctions). Si on fait de ce principe, 
dit principe de Fermât , le fondement de VOptique Géométrique , on peut alors en déduire les lois 
de la Réfraction et de la Réflexion. 

De tels principes de minimalité furent interprétés théologiquement au 18ème siècle; en fait, 
Maupertuis essaya même de construire une preuve de l’existence de Dieu, à partir du principe 
de moindre action portant son nom. Voltaire se moqua de Maupertuis, au travers du personnage 
du Dr. Akakia, héros d’une de ses nouvelles (1752). Il apparut que le trajet Me la lumière peut en 
certaines occasions maximiser le temps de parcours et — ce qui est encore plus important— que 
les principes variationnels de la Mécanique peuvent se ramener à des équations différentielles 
d’aspect très peu théologique (pour les auteurs de cet ouvrage tout au moins). Cette réduction à 
des équations différentielles, approche utilisée par Lagrange, Gauss, Hamilton et Jacobi, sera 
décrite ci-dessous en utilisant le langage moderne de la physique mathématique. 

Par exemple, le mouvement d'un point matériel dans le champs de gravitation terrestre, ou 
encore celui d’une particule chargée électriquement dans un champs électrique ou magnétique est 
déterminé, non seulement par sa vitesse instantannée mais résulte également des potentiels des 
forces extérieures. Ce mouvement dépend donc, non seulement de Yénergie cinétique T , mais aussi 
de l’énergie potentielle U. Procédant comme Lagrange on considère le Lagrangien L= T— U comme 
une fonction du temps /, et aussi des coordonnées spatiales x> y , z et de leurs dérivées x , ÿ> z. Si 
au lieu d’un seul point matériel on a un système de N points matériels , alors L est une fonction du 
temps /, des 3 N coordonnées spatiales et des 3 N composantes de vitesses. Dans un grand nombre 
de problèmes physiques, on introduit des coordonnées généralisées q ky k = I,. . 3/V, et leurs dérivées 

temporelles q k , 3/V, d’où le Lagrangien L — L(r y q k , q k ), k— I,... , 3/V. Le mouvement 

des points matériels résulte alors des équations de Lagrange 


é)L 

üq k 


d dL 
d/ dq k 


= 0 , * = 1 , 2 , 


.., 3/V. 


Ces équations peuvent être obtenues à partir du principe d'Hamilton: parmi toutes les évolutions 
possibles du système, à partir d’un état 1, occupé à l’instant t l9 jusqu’à un état 2 occupé à l’instant 

t 2 , celle qui est effectivement réalisée minimise l’intégrale J= j L(t y q ky q k )dt. Ce principe, un des 

plus importants de la Mécanique classique, conduit donc à un problème de Calcul de Variations 
dont les équations d’Euler sont les équations de Lagrange indiquées ci-dessus. 


Méthodes directes 

Aussi élégantes que soient les méthodes du Calcul des Variations esquissées ci-dessus, des diffi¬ 
cultés considérables existent en ce qui concerne leur application pratique. En particulier, pour 
de nombreux problèmes il est difficile, sinon impossible d’intégrer exactement l’équation d’Euler. 
Pour cette raison on a développé des méthodes d'approximation , qui dans la mesure où elles évitent 
le recours à l’équation d’Euler sont appelées méthodes directes du Calcul des Variations. 

X? 

La méthode de Ritz. (1909). Soit J(y)= ff(x 9 y 9 ÿ)éx; pour résoudre le problème 

X] 

{ Trouver y 0 telle que 
d(yo)^Ay) Vy 
on approche .K*) par 

y=c x (py(x)-\ -1 -c n <p n (x) 9 

où les (p t {x) doivent satisfaire les conditions aux limites. Le problème approché consiste alors à 
minimiser J pour les fonctions de la classe précédente. On est donc ramené au problème de minimisa- 
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tion en dimension finie consistant à minimiser J{c w • • c n )=J(c 1 q) 1 + • • • -\-c n (p n ). La solution s’obtient en 

dJ 

résolvant le système correspondant aux conditions nécessaires d’optimalité, soit "ô— =0 , 


Exemple: Pour minimiser J(y)— j {y' 1 —y 2 — 2xy) éx sur l’ensemble des fonctions y telles que 

0 

>’(0)=j(l)==0, on applique la méthode de Ritz avec n — 2 et (fi(x) = x(\ — x), (p 2 {x) = x 2 (\ — x ). On 
obtient alors pour la solution approchée y=7x*/4l — 8x 2 /369 4-71jc/369;on vérifiera que la solution 
de l’équation d’Euler est y = sin x/sin 1— x. Sur [0, 1] la différence entre la solution exacte et la 
solution approchée est de l’ordre de 10~ 4 . 


39. Equations intégrales 


Une équation servant à déterminer une fonction est dite équation intégrale si la fonction 
recherchée figure dans l’intégrande d’une intégrale. Un exemple très simple est donné par 

(1) J y(t) d t=f(s)-f(a), a^s^b 

a 

où la fonction/est donnée. La solution est visiblement y(t)= ~j~r^ 



39-1 Corde pincée 

Les équations intégrales apparaissent souvent dans le traitement mathématique de problèmes 
en physique et technologie; appartiennent à cette catégorie, des problèmes relatifs aux déplacements 
et oscillations de structures élastiques (ponts, constructions métalliques, etc...), ainsi que des pro¬ 
blèmes de transfert thermique. Considérons par exemple une corde tendue, de longueur /, correspon¬ 
dant à l’intervalle 0o</. Au point d’abscisse t on appuie perpendiculairement à la corde avec une 
force unité. La corde ainsi déformée est représentée par la fonction E(s , /); sur la Fig. 39.1a (ligne 
brisée) on a représenté h(s) = E(s, 2/3), donc correspondant à /=2/3. Si la force vaut y , la déflection 
est h{s) — E{s y t)y (ligne continue). Si deux forces y 1 et y 2 agissent aux points t l et t 2 on obtient 
une déflection résultante h(s)= E(s, t 1 )y 1 -\-E(s , t 2 )y 2 obtenue en composant les déflections individu¬ 
elles (v. un cas particulier Fig. 39-1 b). De la même façon si on charge par n forces y l9 ..., y„ aux 
points on obtient la déflection 

h(s) = E(s, t 1 )y 1 -\-E(s 9 t 2 )y 2 -\ -f£(s, t„)y n 

(voir Fig. 39-1 c). En particulier la déflection en s—t k vaut 

(2) h k =h{t k ) = E(t ki /j)^H-b£(/*, t„)y n9 

soit encore h k = 27 E (/ k , /,)v, (A: = 1, 2, ...,//). 

/=i 

Pour une force continûment répartie agissant sur toute la corde, on obtient de la même façon 

(3) h{s)= J E(s , /) y(t) d/. 

0 
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La fonction y(t) est une densité linéique de force (on dit également force par unité de longueur) ce 
qui implique que y(t) d/ est la force infinitésimale agissant sur l'élément de longueur d/ situé en /. 
On pourrait en fait retrouver (3) en passant à la limite dans (2). La courbe de déflection obtenue 
à partir de (3) est régulière (voir Fig. 39-1 d). 

Si inversement la fonction déflection h(s) est connue alors la charge y(t) est solution de (3) qu’on 
appelle équation intégrale de Fredholm linéaire , de première espèce pour la fonction inconnue y. 
La fonction de deux variables E(s , /) est appelée noyau de l’équation intégrale. Pour résoudre 
réquation intégrale on peut procéder comme suit: on approche (3) par (2), c’est-à-dire que 
l’intégrale est remplacée par une somme finie et la densité de force y(t) est remplacée par un nombre 
suffisamment grand de forces localisées. Le calcul des y t à partir de (2) conduit à la résolution d’un 
système d’équations linéaires en les y t , de n équations à n inconnues (y lf . . y n ). 

En fait la théorie des équations intégrales linéaires a beaucoup de points communs avec celle des 
systèmes d’équations linéaires; on peut considérer une équation intégrale linéaire comme un système 
d 'équations linéaires à une infinité d'inconnues. Früdholm utilisa ces relations lorsqu’il développa 
(aux environs de 1900) la première théorie générale pour les équations intégrales. Il étudia plus 
particulièrement les équations intégrales linéaires (de Fredholm) de seconde espèce. Ces équations 
interviennent fréquemment dans les applications, et proviennent de plus souvent d’équations différen¬ 
tielles; par exemple les oscillations périodiques forcées d'une corde tendue sont décrites par les solu¬ 
tions de problèmes aux limites pour des équations différentielles linéaires du second ordre: en effet 
si y=zy(x, t) est la déflection de la corde au point x et à l’instant t sous l’effet d’une force /=/(j t, t) 
périodique en t de période T agissant sur la corde, y est alors solution de l’équation des ondes 


(4) 


1 

c 2 dt 2 


d 2 y 
dx 2 


=/(*, /) 


avec les conditions aux limites .y( 0 , t)=y(l , /) = 0 (/: longueur de la corde) qui indiquent que la corde 
est fixée à ses extrémités. On cherche alors à résoudre (4) par une méthode de séparation des variables 
(voir Chapitre 37) en prenant y sous la forme 
+ 00 

Ax,0= S y„(x)e‘^‘ 

n = - OO 

avec y„(0)=y„(l)=0, ( 0 = 2 njT, i= \J — I. On a par ailleurs 
f{x, l)= 'Z Ux)e'™' 

n = - OO 

à condition de prendre f n (x)=(\/T) J f(x, t)e~ lncit (\t. 

o 

On déduit de (4) que y„ est solution de l’équation différentielle linéaire du second ordre avec condi¬ 
tions aux limites 


-(g+^y„) =Ux),y„m=y„(l) 

qui est un cas particulier de 

(5) y '+ly=f(s), y(0)=y(l)=0. 

Pour transformer (5) en équation intégrale équivalente on substitue f(t)—y(t), résultant de (5) à /' 
dans le développement de Taylor 

,y(A‘)=K0)+5/(0)+ J (s-t)y'(t) d/. 
o 

En écrivant cette relation pour le cas particulier s = l et en utilisant les conditions aux limites 
y(0)=y(l) = 0 , on peut éliminer >>'( 0 ), d’où finalement l’équation 

( 6 ) Xs) - A J K(s, t ) y(t) d t = h(s ), 

o 

qui est une équation intégrale linéaire de seconde espèce pour y(.v). Le noyau K est comme la fonction 
d’influence E(s , /) ci-dessus; h(s) est calculée à partir de f(s) et est nulle si / est nulle (/= 0: oscilla¬ 
tions libres). Il n’y a pas de conditions aux limites supplémentaires. 


L’alternative de Fredholm. En ce qui concerne les équations intégrales de seconde espèce on a 
soit une solution ><5> unique quelque soit h(s) au second membre, ou alors il y a existence de 
solutions pour des seconds membres particuliers, auquel cas il y en a toujours une infinité. 

Les équations intégrales de seconde espèce ont été étudiées de manière approfondie, en parti 
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culier par Schmidt. Certaines propriétés importantes de ces équations vont être énoncées ci-dessous. 
On distingue deux cas, suivant que l’équation homogène 

(7) >(ï)-AJ[ K(i,/).«/) d/-0 

0 

associée à (6) admet la solution triviale ÿ = 0 comme solution unique, ou alors admet des solu-. 
tions non triviales (c’est-à-dire ÿ£0). La signification physique du premier cas ÿ = 0, dans l’exemple 
considéré ci-dessus est qu’il n’y a pas d 'oscillations libres , encore appelées oscillations caractéristi¬ 
ques, à la fréquence ncn/lji associée à A„ = /rco 2 /c 2 (mais cela peut se produire pour mf^n; voir ci- 
dessous); dans ce cas y„(x) est déterminée de façon unique à partir de la donnée de /„ (donc de/). 
Dans le second cas il existe des valeurs particulières d en pour lesquelles il correspond à des oscilla¬ 
tions caractéristiques; s’il existe des solutions y n correspondant à /„ alors y n +ÿ„> où ÿ„ est une 
solution arbitraire de l’équation homogène associée (donc qui correspond à une oscillation caracté¬ 
ristique), est également solution. Il se peut cependant qu’il n’y ait pas de solution périodique du tout; 
ce cas se produit physiquement lorsque la force/appliquée est choisie de telle façon qu’elle puisse 
amorcer une oscillation caractéristique (phénomène de résonance) conduisant parfois à des déficelions 
d’amplitudes infiniment grande de la corde (en théorie tout au moins). 

Valeurs propres. En général les valeurs de À pour lesquelles (7) a des solutions non triviales sont 
exceptionnelles. On les appelle valeurs propres et les solutions non triviales correspondantes sont 
appelées fonctions propres. Considérons l’équation intégrale (7) associée au problème (5); on 
montrerait aisément que les valeurs propres sont les nombres A MI =/w 2 7i 2 // 2 (///= 1,2, ...) et que les 
fonctions propres correspondantes sont ,ÿ m = sin (.y -y/A,,,). Les valeurs et fonctions propres jouent 
des rôles très importants dans l’étude théorique et pratique des équations intégrales; par exemple 
les développements en séries de fonctions propres sont d’une grande importance dans la résolution 
des équations différentielles et intégrales: les célèbres séries de Fourier appartiennent à cette caté¬ 
gorie. 

La résolvante. Si (6) admet une solution unique, alors la solution y(s) est représentable à l’aide 
du noyau résolvant , ou résolvante, r(s, /): 

(8) ACsO+A/ns, t)h(t)dt=y{s). 

0 

Si A est sufisamment petit on peut calculer la résolvante par une méthode itérative en procédant 
comme suit: on déduit de (6) que 

(9) ></)=/!(/)+A J K(t,r)y(.r)dr, 

0 

d’où, en substituant dans (6) lui-même, une équation de la forme 

(10) J K t (s, r)y(r)dr=h(s)+X J K(s, t ) h(t) d/. 

0 0 

On substitue à y dans la première intégrale de (10), l’expression donnée par (9), et ainsi de suite. 
Par comparaison avec (8) on obtient finalement le développement 

(11) t)= K(s, t)+XK.fs, f)+ A 2 A ^(s, /)+•••, 

appelé usuellement série de Neumann.-Les noyaux itérés K 2 , K 2 , . .. sont calculés à partir de K par 
intégration répétée. 

Autres types d’équations intégrales. Outre' les équations de même type que (3) et (6), on rencontre 
également les équations intégrales linéaires de troisième espèce 

( 12) g(s) y(s) - A J K(s, t)y(t)ât=h(s\ 

0 

dans lesquelles g et h sont des fonctions données. Les équations intégrales de première et deuxième 
espèce sont des cas particuliers de (12); elles résultent de (12) si la fonction g{s) est constante. 

Les équations intégrales considérées jusqu’à présent étaient linéaires; il existe également une 
très large classe d 'équations intégrales non linéaires. Dans ce dernier cas on n’a pas une théorie 
générale aussi complète que pour les équations linéaires. Un exemple d’équation intégrale non 
linéaire est donné par 

(13) Ma) —OtKO] 2 dl = h(s). 
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L’analyse fonctionnelle s’est essentiellement développée dans les 40 dernières années. Elle 
repose sur la constatation que des types très différents d’opérations mathématiques, depuis les opé¬ 
rations arithmétiques de base jusqu’à la différentiation et l'intégration, ont très nettement des 
caractéristiques communes et que les ohjects mathématiques sur lesquels elles opèrent importent 
guère; ils présentent les mêmes propriétés ou des propriétés voisines vis à vis de ces opérations, 
bien qu’ils appartiennent à des domaines mathématiques tout à fait différents. Les mêmes règles 
d’addition existent pour les angles, les nombres, les vecteurs, etc... En ce sens l’analyse fonctionnelle 
constitue un carrefour de certaines branches de l’analyse et du calcul des variations , de l’algèbre 
linéaire. 

La recherche et la reconnaissance de ces propriétés communes, tendant à obtenir des énoncés 
les plus généraux possibles, propriétés qui sont indépendantes des objets mathématiques parti¬ 
culiers et ne sont déterminées que par des relations abstraites , ont conduit à de nombreux 
concepts nouveaux qui sont devenus la base de l’analyse fonctionnelle et sont utilisés fréquemment 
dans les mathématiques modernes. 


Espaces métriques 

S’éloignant du langage quotidien, le concept d 'espace en analyse fonctionnelle n’a plus de rela¬ 
tion directe avec la géométrie ou même avec l’espace qui nous environne. En raison de certaines 
similitudes avec la géométrie, particulièrement avec la géométrie analytique et l’algèbre linéaire, 
le terme espace a été donné à certains objets de l’analyse fonctionnelle. De même, d’autres concepts, 
comme ceux de distance et de longueur pris au vocabulaire de la géométrie analytique, ont perdu 
leur signification géométrique initiale. 

Le concept d’espace métrique. En analyse fonctionnelle, un ensemble d’éléments est appelé 
espace métrique si on a défini la notion de limite sur cet ensemble c’est à dire que l’énoncé 
“la suite *|, jc 2 , jc 3 , ... d’éléments de l’espace tend vers la limite x = lim jc” a une signification 
bien définie. Jf_ " 00 


Exemple î : Les éléments de Y espace euclidien R* à k dimensions sont les A-uples ordonnées 
dé nombres réels jc=(£j, £ 2 ,. • - , £*)• Une suite d’éléments jc n = (^ w) , ££ w) , ..., ££ n) ), n — 1 , 2 , ..., 

tend vers l’élément jc=(^j, £ 2 ,. • •>£*) si pour tout /= 1 , 2 , ..., k la suite des nombres tend vers 

lorsque n-+co. Pour k — 3, R :l consiste en l’ensemble des triplets jc = , S 3 ) de nombres 

réels, £j, £ 2 , £ 3 peuvent être considérés comme les coordonnées de x qui est alors considéré 
comme un point de la géométrie analytique des solides 

Exemple 2: L’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à m a pour éléments x—x (t) = 
a 0 +aiH-a 2 / 2 -b ... -fa m / JW , où les coefficients « 0 , a,, ..., a m représentent des nombres complexes. 
L’ensemble de ces polynômes représente un espace dès qu’un concept de limite y est défini. 
Un polynôme de degré m est parfaitement déterminé par la donnée de la valeur de la fonction 
et des valeurs de ses m premières dérivées en un point / = / 0 , ceci d’après la formule de Taylor: 

x(t)=xUo)+x'v„)(t -1 0 ) + - 'o) 2 + • • • + (t - /o)” 

On définit alors: Une suite de polynômes jc„ = jc„(/) converge vers le polynôme x=x(t) si les 

valeurs des fonctions x„ et de leurs dérivées convergent respectivement vers les valeurs de la 
fonction jr(/ 0 ) et de ses dérivées x'(t 0 ) y ..., x (m) (t 0 ) au point t = f 0 , c’est à dire si lim x n (t Q ) = x(t 0 ) y 
lim x „'(/<>) = *'(/<,)> • • -, lim x ( n m \t 0 )=x (m \t 0 ). ""°° 

«-►oo II-* 00 


Espaces vectoriels. Dans les espaces vectoriels, on doit définir une multiplication des éléments 
jc, y y z, ... par des nombres réels ou complexes A, /*, ... et l’addition de deux éléments quelconques 
de l’espace. A tout élément A et à tout élément jc de l’espace il correspond un unique élément 
noté Ajc et de même à tout couple d’éléments (jc, y) il correspond un unique élément x-\-y. On ne 
précise cependant pas davantage ce que représentent ces opérations dans des cas particuliers; elles 
doivent simplement posséder les propriétés suivantes: 
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Conditions pour la multiplication et l’addition dans les espaces vectoriels : 

(1) À(/ix) = {?./() x y (2) 1 • x = x, (3) {k Vp)x=kx~\/ux, (4) x+y=y+x, 

( 5 ) (x+y)+z=x+(y+z), ( 6 ) A(x+y)=Ax+Ay. 

(7) 11 existe un élément O tel que 0 • * = 0 • y—O (avec le nombre réel 0). De plus, l’addition 
et la multiplication doivent être des opérations continues, c’est à dire qu’elles doivent satisfaire 
aux propriétés supplémentaires suivantes: 

( 8 ) Pour lim x n = x et lim y„=y, on a lim (x n +y n )=x+y. 

n — > OO n — > OO n — ► OC 

(9) Pour lim A„ = A et lim x„ = x y on a lim X n x n = Xx. 

n — > oo n— >oo n— >00 


Exemples dans lesquels les axiomes sont satisfaits: 

1. L’espace euclidien R k à k dimensions devient un espace vectoriel si on définit la multiplica¬ 
tion par: 

Aa:=A(| 1 , £ 2 , ..f k )=(Af 1 , A£ 2 , ..., A£*) 

et l’addition de deux éléments *=(£i, f a > • • •» £*) et y=(*h, ^ 2 , • • -, Vk) par x-\-y=(Ç 1 +ri lt 
£ 2 4-rç 2 , • • •» £*+*?*)• L’élément O est O = (0, 0 , ..., 0). 

2. L’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à m devient un espace linéaire si on 

définit Ax = A« 0 -|-Aa 1 H-hAa„,/ m et x+y=x(t)+y(t)=(a Q -\-p o )+(a 1 +p i )t+ -h(a m 

L’élément zéro est le polynôme 0 — 0{t)— 0. 

Le concept de métrique et d’espace métrique. Deux points P et Q de l’espace géométrique à 3 
dimensions sont à une certaine distance l’un de l’autre; elle est différente 
de zéro s’ils ne sont pas confondus; cette distance est mesurée parla lon¬ 
gueur \PQ\ du segment de droite qui relie les deux points P et Q et \PQ\ >0 
si P^Q. La distance entre P ci Q est égale à la distance entre Q et P, c’est 
à dire \PQ\ = |gP|. Si on considère un point R non aligné avec P et Q , 
alors on obtient un triangle PQR. D’après un théorème de la géométrie 
élémentaire, tout côté d’un triangle, par exemple PQ y est inférieur à la som¬ 
me des deux autres côtés PR et QR , c’est à dire que \PQ\ < |PP| -f |C?P|. 

Cette relation est appelée l ’inégalité triangulaire. En fait, la relation 
\PQ\ ^ |P/?| + est valable sans restriction, même si P, Q et R ne 
forment pas un vrai triangle mais sont alignés (Fjg.). 

En analyse aussi, on a souvent à mesurer des distances, figurativement parlant, entre des éléments 
jc, y, z, ..., afin de savoir si deux éléments x , y sont à une “grande” ou à une “petite” distance 
l’un de l’autre. Afin de mesurer ces distances, on doit définir une fonction distance ou une métrique 
c’est à dire une fonction à valeurs réelles d(x,y)^Q définie pour tout couple d’éléments x> y. 


Axiomes d’une métrique: (1) d(x, y)=d(y, x) y (2) d{x,y)—Q si et seulement si x—y , 
(3) d(x, y)^d(x, z)-\ct(z, y) {inégalité triangulaire). 


De cette manière, on conçoit qu’il existe de nombreuses distances. Une espace sur lequel une 
fonction distance est définie est appelé un espace métrique . La notion de limite lim x n = x est 
définie par lim d(x„ y jc) = 0 . 

n —>00 

Exemples de métriques sur l’espace euclidien à k dimensions. 

1. d(x y y) = y £ 27 (£/ — est une généralisation de la formule de la longueur en géométrie 
analytique. 

2. d(x, y) = max 3. d(x, y) = Ê 

<=i.* <=i 

Chacune de ces métriques satisfait aux trois axiomes donnés. La démonstration est assez facile 
sauf en ce qui concerne l’inégalité triangulaire pour la première métrique. 

Espaces normés. Il est bien connu qu’à tout nombre complexe Ç = £-f- irj il correspond le nombre 
réel non négatif |f| = 9 U ‘ est * a valeur absolue ou le module de f. Si on considère des 

fonctions, des vecteurs, des matrices, etc. . . on est souvent conduit à leur associer un nombre 
réel non négatif qui mesure leur “grandeur”. Cette mesure numérique associée aux éléments 
x, y d’un espace est appelée une norme et est notée par ||jt||, \\y\\, pourvu qu’elle possède les pro¬ 
priétés suivantes: 



P Q 

40-1 Inégalité 
triangulaire 


49 Mathématiques 







770 40. Analyse fonctionnelle 


Propriétés des normes \\x\\. (1) ||x|| >0 pour xf^O, ||0||=O; (2) ||Ax|| = |A| • \\x\\ où A est 
un nombre réel ou complexe quelconque, (3) ||x+y|| ^ ||x|| + ||y|| (inégalité triangulaire). 

Ces propriétés sont vérifiées par la valeur absolue ou pour le module des nombres complexes. 
Un espace dont les éléments sont pourvus de norme est appelé espace normé. 

A partir d'une norme , on peut définir une métrique , la fonction distance entre deux éléments x, y 
étant donnée par d{x, y) = II*—y II, c'est à dire la norme de leur différence. 

Sur l’espace euclidien R\ les normes suivantes possèdent les propriétés requises: 

I. M = 2. M = max Jf,|; 3. ||x|| = f |f,|. 

A partir de ces normes, on obtient les métriques définies sur R fc dans l’exemple précédent. La 
définition d’une norme sur un espace particulier dépend des objectifs poursuivis par l’introduction 
de cette norme. 

Espaces métriques complets. Si une suite x l9 x 2 , ... d’éléments d’un espace métrique X converge 
vers un élément x, alors les distances d{x ly x), d(x 2 , x)... forment une suite qui converge vers 0. 
D’après l’inégalité triangulaire les distances d(x, y x k ) entre deux éléments quelconques x, et x k de la 
suite tendent aussi vers zéro lorsque les indices / et k augmentent; elles forment une suite de 
Cauchy. 

Une suite {*„} est une suite de Cauchy si pour tout nombre positif e , on peut trouver un indice 
it( c) tel que d(x k , x,)<£ pour tous indices f, k>n(c). 

Toute suite convergente est une suite de Cauchy, mais toute suite de Cauchy n’est pas nécessaire¬ 
ment convergente. Les espaces sur lesquels toute suite de Cauchy est convergente sont dits complets , 
et les espaces vectoriels normés complets sont appelés espaces de Banach , d’après Stefan Banach 
(1892-1945), un des fondateurs de l’analyse fonctionnelle. Tous les espaces de dimeitsion finie, 
par exemple celui des polynômes de degré inférieur ou égal à m, sont complets. L’espace L 2 [a y b] 
(voir espaces de Hilbert) est aussi complet. 

Espaces de Hilbert. Les espaces de Hilbert, d’après David Hilbert (1862-1943), sont des cas 
particuliers importants d’espaces normés. Sur ces espaces est définie pour tout couple d’éléments 
x y y une fonction à valeurs complexes (x, y ), appelée un produit scalaire ; elle doit avoir les propriétés 
suivantes (les barres représentent les nombres complexes conjugués). 

( 1 ) (x,y) = (y y x)y 

(2) (Ax, y) = A(x, y), où A est un nombre complexe quelconque; 

(3) (x, x)^0, avec l’égalité si et seulement si x=0; 

(4) (x+y, z) = (x, z)+(y f z). 

Nous verrons plus loin qu’un espace muni d’un produit scalaire est normé, la norme étant 
définie à partir du produit scalaire par ||x|| = \/(x, x). 

Un espace muni d’un produit scalaire est appelé espace de Hilbert si l’espace normé associé 
est complet. 

Exemples d'espaces de Hilbert: 1. L’espace C k des /c-uples de nombres complexes muni du 

produit scalaire (x, y) = ^ Çirji et la norme correspondante ||x|| = V ( ^ Vt 

complexes). /=l } V=1 7 

2. L’espace L 2 [a , b] dont les éléments sont les fonctions à valeurs complexes x = x(/) définies 

b 

sur [a. b] pour lesquelles l’intégrale f |x(f)l 2 d t existe. Le produit scalaire défini par (x, y) = 

b _ a 

J x(t) y(t) d t a toutes les propriétés demandées. 

a 

Exemple d’utilisation de l’analyse fonctionnelle. Un exemple des résultats que l’on peut obtenir 
grâce aux concepts de l’analyse fonctionnelle provient des conséquences de l'inégalité de Schwarz. 

L’inégalité de Schwarz |(x,.y)| < ||x|| ||^|| a lieu dans tout espace de Hilbert. 

La démonstration utilise d’abord la troisième propriété des produits scalaires, suivant laquelle 
(x+Ay, x -f-A.y)^0 pour tout nombre complexe A. En utilisant les autres propriétés on obtient: 
(x+Ay, x-b Ay) = ( x, x +Ay)-|-A(y, x -|-Ay ) = (x -f Ay, x)+A(x+Ay, y) 

= (x, x)+A(y, x)+A(x, y)-|-AA(y, y) = (x, x)+Â(x, y)+A(y, x) + AA(y, y)^0. 
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En particulier, ceci est vrai lorsque A= — (*, y)l(y, y); 

par suite (*, x) - (*, y) (*, y)l(y ,y) - (.*, y) (y, x)/(y, y )+(*, y) (. x~y)l(y , y) > 0. 

Il vient alors (x, y) (y, x)=(x, y) (x, y)= |(*, y)l 2 ^ ||*|| 2 • ||^|| 2 . 

L’utilité de ce résultat général apparaît dans ce qui suit. Une fois que l’on a vérifié qu’une opéra¬ 
tion numérique entre un couple quelconque d’éléments x et y d’un espace satisfait aux propriétés 
d’un produit scalaire, alors l’inégalité de Schwarz est valable pour cet espace particulier, et on 
obtient alors d’importantes relations; par exemple, les inégalités 


E ^ ^Erft^ pour l’espace R* et 

! 40 • 40d/1 < 1401 2 • y Q |40l 2 dr ^ pour l’espace L 2 ( a , b) 


Ces relations et bien d’autres formules similaires, avaient été trouvées bien avant et indépendam¬ 
ment, pour des espaces différents, par Cauchy, Bunyakovsky, Schwarz et d’autres. En intro¬ 
duisant les concepts de l’analyse fonctionnelle, on a pu découvrir et élaborer des propriétés essen¬ 
tielles communes à différentes branches. 

De même, beaucoup de relations déjà connues ont été obtenues très simplement comme cas parti¬ 
culiers de théorèmes de l’analyse fonctionnelle; par exemple, l’inégalité triangulaire pour les normes 
provient de l 'inégalité de Schwarz. En effet comme ||*|| = -y/(*, *), II*-hy II 2 = (*+.)', *+y)=(*, x) 
+ (x,y) -I- (y>x) + (y, y) < ll*ll 2 + \\y\\ 2 + 2 |(x, y)| ^ ||*|| 2 +ll.y|| 2 H- 2 ||*|| • \\y\\ = (||*|| -f ||.y||) 2 , qui 
prouve le résultat cherché. 

Pour les espaces R* et L 2 [a, b] ceci correspond aux inégalités de Cauchy et de Minkowski, qui 
étaient connues avant. 


Inégalité de Cauchy 


(r(i 1+ ^)<y(iiî) + y 


1 

Inégalité de Minkowski 

V' 

(/l4/)+*fll*d/) « y^/l40l 2 d^ 

H Vl 

JjWr di) 


Operateurs 

Opérateurs linéaires. Ces opérateurs constituent la classe la plus importante des applications. 
Ils sont définis par les propriétés (1) A(Ax) = AAx pour tout nombre A et (2) A(x-hy) = Ax+Ay. 

Opérations sur les opérateurs. Si A et B sont deux opérateurs de X dans K et A un nombre 
quelconque, alors le produit AA représente l’opérateur qui applique * sur A(Ax), de telle sorte 
que (AA)x=A(Ax); par ailleurs la somme A YB applique * sur Ax+Bx , c’est à dire que ( A+B)x 
— AxYBx. 

Enfin soit un troisième opérateur C de l’espace Y dans un espace Z, alors l’opérateur CA appli¬ 
que tout élément * sur l’élément C(Ax) de Z par applications successives de l’opérateur A et de l’opé¬ 
rateur C; on écrit ( CA)x=C(Ax). 

Opérateurs linéaires continus. Un opérateur linéaire A d’un espace vectoriel normé X dans un 
espace vectoriel normé Y est dit continu (ou borné) si on a pour tout * de X l’inégalité suivante: 

\\Ax\\ ^ K • ||*|| avec tf>0. 

Le plus petit nombre K possédant cette propriété est appelé la nonne de l’opérateur A et est noté 
|| A ||. Il va sans dire que la norme de l’espace Y est différente généralement de la norme de l’espace X. 

Exemple: Soit Z=R 3 muni de la norme ||*|| = max|fi| et soit y=R 2 avec la norme |M = max|i/i|, 
pour i=l,2, ... Les équations ï?i = ûii£i+tfi 2 £ 2 +tfi 3£3 et 'n 2 =a 21 Ç 1 +a 22 Ç 2 -Ya 22 Ç 2 font corres¬ 
pondre à tout *=(fj, £ 2 » £3) un élément y=(rj ly r] 2 ). L’opérateur ainsi défini est continu, car 

\rn\<\a n \ • lÉjJ + lfl,,! • |f 2 | + |a<sl * l£sl< E\a lk \\\x\\, 
soit, 3 k ~ l 

II.HI = max |»?,| < (max E- |a,*|) )|jc||. 

1 * 1,2 < = 1,2 k = l 3 

En regardant de plus près on pourrait constater que max Z \a ik \ est le plus petit nombre K 
et représente donc la norme de l’opérateur A. <=1,2 *=1 
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Compte-tenu des définitions données ci-dessus, de l’addition des opérateurs, de la multiplication 
des opérateurs par un scalaire, et de la norme des opérateurs, l’ensemble des opérateurs linéaires 
continus d’un espace X dans un espace Y, est lui-même un espace vectoriel normé. Ce résultat 
est d’une importance considérable pour l’analyse fonctionnelle et pour l’application de ces métho¬ 
des. On montre d’ailleurs que si Y est un espace de Banach (normé complet), alors l’espace des opéra¬ 
teurs linéaires continus de X dans Y est aussi un espace de Banach. 

Fonctionnelles. Parmi les applications définies sur un espace, les fonctions numériques occupent 
une place particulière; ce sont des applications à valeurs dans l’ensemble des nombres réels ou 
complexes. Elles sont appelées fonctionnelles et ont donné leur nom à l’analyse fonctionnelle. 

Dans les espaces vectoriels normés la norme, par exemple, est une fonctionnelle. Par souci 
de simplicité, on ne considérera dans la suite que des espaces vectoriels normés. 

A nouveau, une place importante est occupée par les fonctionnelles linéaires f qui à tout élément 
jc, y, ... de l’espace X font correspondre un nombre réel ou complexe /(*), /(y), ... de telle 
manière que les conditions de linéarité /(Jt+y) = f{x) Vf (y) et /( ax) = af\x) soient vérifiées pour 
tout élément x , y de l’espace X et pour tout nombre réel ou complexe a. On dit qu’une fonction¬ 
nelle linéaire est continue, ou aussi bornée, si la norme ||/||* de /satisfait à la condition 
ll/ll* = sup(|/(jc)|/||jf||)<+oo on pose/(jc) = </, x> et on dit que</,*>est le produit de dualité. 


L’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires et continues définies sur X est l’espace dual X *. 
Si X est un espace vectoriel normé, son dual l’est aussi. On peut même démontrer que c’est un 
espace de Banach. 

Un problème important de l’analyse fonctionnelle consiste à déterminer les propriétés des ensem¬ 
bles de fonctionnelles linéaires continues. 

La théorie des fonctionnelles linéaires continues joue un rôle important, par exemple, dans la 
théorie des équations intégrales , dans la théorie de l ’intégration approchée , dans la théorie des 
distributions ou fonctions généralisées , et dans la théorie des multiplicateurs de Lagrange. Voici 
quelques exemples de résultats pour des espaces particuliers. 

1. A tout fonctionnelle linéaire f définie sur R*, l'espace des k-uples x=(x ly x 2 , - - - , x k ) on peut 
faire correspondre k nombres réels j\,f 2 , ...,/* tels que la valeur f(x) de la fonctionnelle puisse 
être représentée par f(x) =/ x • x 1 +/ 2 • x 2 -\ - 1 -f k * x k . 

On parle d’une représentation de / au moyen de cette relation. Réciproquement, à tout /c-uplc 
de nombres réels / 1} / 2 , .. . y f k on peut faire correspondre une fonctionnelle linéaire continue définie 
par celte relation. Suivant la norme (voir espaces normés) utilisée sur R k , on a : 


1. ||/||= \/( Èf?\ 2.||/||= Ê\f\\ ou 3. ||/||= max |/,|. 
V V = 1 / < = 1 / = 1 k 


2. Dans l'espace L 2 [a y b] de toutes les fonctions définies sur [a y b] et dont le carré est Lebesgue 
intégrable sur [a, /)] le théorème de représentation de Riesz établit que: A toute fonctionnelle linéaire 
continue on peut faire correspondre une unique fonction g de L 2 [a, b] telle que la valeur f(x) de la 

h 

fontionnelle pour x e L 2 [a y b] soit égale à f(x) = J x(t) g(t) dt = (x, g). 

Cela veut dire que l’on peut considérer une fonction x e L 2 [a y b\ comme une fonctionnelle sur 
L 2 [a y b\ y ce qui fournit un point de vue plus riche. 

Plus généralement, dans tout espace de Hilbert (complet) A' les valeurs /(*)=(/, x ) de la fonction¬ 
nelle / peuvent être représentées par un produit scalaire ( x y g). Réciproquement, à partir d’un 
élément quelconque g e X y on peut définir une fonctionnelle linéaire continue (f x} = (*, g). On 
peut montrer, de plus que la norme ||/||* de la fonctionnelle /est égale à la norme ||#||. Autrement 
dit, il existe une isométrie de l’espace de Hilbert X sur son dual X * que l’on appelle opérateur de 
dualité J. On a la relation (Jx y y) = (jc, y) pour tout x y y 6 X. 

3. L’espace X des polynômes d’une variable de degré au plus égal à m peut être considéré comme 
un espace normé avec la norme ||*|| = È |Jt <o (/ 0 )|. Une fonctionnelle linéaire / sur X doit faire 

correspondre à tous les polynômes 1, /, / 2 , ..., t m certaines valeurs numériques complexes/ 0 , f l9 ... y f m 
et au polynôme x dont les valeurs sont 


4/) = *(/ 0 )+.+('o)H-1- 





les valeurs numériques 

f\x) = x(t 0 )f 0 +(/ 0 )/i H-1 



ml 
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Réciproquement, cette relation avec des nombres / 0 ,. ..,/ m quelconques permet de définir une 
fonctionnelle linéaire. Elle est aussi continue, car ||/||= max (|//|//!). 

I =0. ni 


Transposition d’opérateurs linéaires 

Si A est un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert X dans un espace de Hilbert 
Y et si / e Y* est une fonctionnelle linéaire continue de Y dans R, alors x *-► (/, Ax) est une 
fonctionnelle linéaire continue que l’on note A*f et la correspondance f-> A*f définit un opérateur 
linéaire, noté A*, de Y* dans X* que l’on appelle transposé de A (ou adjoint , lorsque X* est 
identifié à X , comme dans l’exemple de l’espace L 2 ). 

On a donc la formule 

VxeX y V/ef*, < A*f y x> = < f y Ax > 

On obtient les propriétés suivantes: 

11/1*11= \\A || 

(. A-\-B )* = A* A-B*, (ÀA)* = AA* 

(AB)* = B* A* 

A** = A 

On montre aussi les résultats suivants: 

1) A est injective si et seulement si A*(Y*) est dense dans X* 

2) A est surjective si et seulement si A* est injective et A*(Y*) est fermé dans X * 

3) A(X) est fermé si et seulement si A*(Y*) est fermé (théorème de l’image fermée) 

Si M est un sous-ensemble de X y on dit que 

M 1 = {J'e X* tels que </,*>= 0 VxeM) 
est Yorthogonal de M. Alors on montre que 

Ker A = A*(Y*) L et Ker A* = A(X) 1 . 


Le théorème des projecteurs 

De façon générale, on obtient le théorème fondamental suivant, qui implique toutes les propriétés 
spécifiques aux espaces de Hilbert. 

Soit K un sous-ensemble convexe fermé d’un espace de Hilbert Pour tout xeX y il existe 
un élément unique nxe K tel que 
\\x-7ix\\ = min 

yeK 

Cet unique élément nx est caractérisé par les propriétés suivantes 
nxe K et (nx—x y nx—y)^ 0 VyeK. 

On a ainsi défini une application n de X sur K appelée projecteur de meilleure approximation. 
Il vérifie 


n 2 = n y \\nx—ny\\ ^ \\x—y\\ et (nx — ny y x—y)^0 


Exemple 1: Prenons K=H — (y e X tel que </, y>=a} y qui est un hyperplan. Soit 
J l’opérateur de dualité de X sur X*. Alors on peut montrer que 


nx=x— 


<f y x> - a 


y- 1 / 


Exemple 2: Soit A un opérateur continu surjectif d’un espace de Hilbert X sur un espace 
de Hilbert Y. On prend 


K—{xeX tels que A(x)=y}. Alors on montre que: 

nx^x-J- 1 A* (AJ- 1 A*)- 1 (Ax-y). 

Exemple 3: Si K est un sous-espace vectoriel fermé, l’application n est linéaire: on l’appelle 
projecteur orthogonal. Alors ||?e|| = 1 et l’on a (nx y y) = (x y ny). 
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Applications à l’économie 


Considérons p biens, étiquetés par l’indice k— 1, ...,/?. On suppose que chaque bien est 
muni d’une unité, appelée e k , de sorte que l’on puisse parler de x k unités du bien k. 

On interprète l’espace A r =R r comme l’espace des complexes de biens x — Z x k e k =(x l9 ..., 

k = i 

x*, ..., jc p ) représentant x x unités du bien 1, jc 2 unités du bien 2, ..jc* unités du bien A:,..., x p 
unités du bien p. On interprète également la droite R comme l’espace des valeurs exprimées 
en unités monétaires (francs à une date donnée, par exemple). Une fonctionnelle linéaire 
continue peX*, associant à tout complexe de biens xeX, sa valeur <p,x>, est interprétée 
comme un prix. La valeur p k — (p, e k ) de l’unité de bien e*, appelée prix unitaire du 

p 

£ième bien, est la A ièmc composante de la fonctionnelle p\ on a <p y x> — Zp k x k . 

*=î 


Ensemble de budget d'un consommateur 


Soit re R le revenu d’un consommateur, et p e X* un prix. L’hyperplan 


B= {jceÀ' tels que <p,x> = r} 

étant l’ensemble des complexes de biens jc e À" dont la valeur est égale au revenu du consommateur 
peut être interprétée comme l’ensemble de budget du consommateur. 


Fonction de demande 

Supposons que l’espace de biens X est muni d’un produit scalaire (jc, y) dont l’opérateur de 
dualité J est une isométrie de X sur X*. 

Nous supposons qu’un consommateur a choisi un objectif de consommateur u e X. Alors, si 
u £ B , nous conviendrons qu’un consommateur choisit le complexe de biens dans l’ensemble 
de budget le plus proche de son objectif de consommateur. Il choisira donc: 


x=nu=u— 


<p t u> —r 

WrWl 


qu’on appelle demande du consommateur (fonction de p et de r). 


Economie d'échange 


Considérons n consommateurs i=s,...,n possédant chacun un bien w l e X qu’ils désirent 

n 

échanger avec les biens offerts par d’autres. Donc w= Z w l e X est le complexe de biens à répartir 
entre les n consommateurs. 1 = 1 

Supposons que règne sur le marché un prix p e X *. Le revenu du z ièmc consommateur est <p , w l >, 
valeur de ce qu’il olTrc sur le marché. Si nous supposons que le consommateur utilise sa fonction 
de demande, il consomificra 


. . <p 9 u l -w l > , . 

r t = rru l = ---/ 1 


IIP II 2 * 


J 1 peX 


où u 1 e X est l’objectif de consommation du / ième consommateur. 


Il n’y a aucune raison a priori pour que la somme Zx l des consommations ainsi obtenues soit 

n 1 = 1 

égale à la somme Zu l des biens offerts. Nous disons qu’un prix p est un équilibre de Walras 

n n 1 = 1 

si Zx l = Z w l . Un calcul simple montre qu’il existe un équilibre de Walras égal à 

<=i <=i 

p-J( Z u 1 - Zw'). 

i=i t=i 

La loi de l’offre et de la demande, résulte alors trivialement de cette formule. 


Opérateur de production 

Décrivons maintenant un producteur, dont le but est de fabriquer un complexe de biens x e X 
à partir d’un complexe de matières premières foù f = R" est l’espace des complexes de matières 
premières (q<p). 

On décrit le procédé de production par un opérateur linéaire surjectif A de X sur K, qui associe 
à tout complexe de bien jc e X le complexe de matières premières Axe Y nécessaire à sa produc¬ 
tion. 

Donc l’ensemble 

K={xeX tels que A(x)=y} 

est l’ensemble des complexes de biens qui peuvent être produits à partir du complexe de matières 
premières ye Y. 

Soit u e X la demande en complexes de biens. Nous supposons qu’un producteur rationnel choisit 
de produire le bien xe K qui est le plus proche de la demande totale. Il choisira donc: 
x=u—J~ x A*(AJ l A*) (Au-y ). 




Prolongement par densité 
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Soit D un sous-espace dense d’un espace normé X et A un opérateur linéaire continu de D dans 

-^s 

un espace de Banach (normé et complet) Y. Il existe alors un unique opérateur linéaire continu A 
de X dans Y tel que 

VxeZ), A(x)=A(x) 

En appliquant ce résultat aux fonctionnelles linéaires continues, on voit que les duals de D et de X 
coïncident: D* = X*. 

Théorème de Hahn-Banach 

Le théorème de prolongement de Hahn-Banach a, par le nombre et la variété de ses applications, 
une importance considérable. 

Théorème de Hahn-Banach 

Soient X un espace de Banach, ^C^un sous-espace vectoriel fermé,/une fonctionnelle linéaire 
continue de K dans R. Il existe alors une fonctionnelle linéaire continue /de X dans R telle que 
1 . /(*)=/(*) 

2. ||/||x,= 11/11**. 

Ce théorème est évident si X est un espace de Hilbert. Si n est le projecteur sur le sous-espace 
fermé K , la fonctionnelle /:*»-►/ (nx) est linéaire et continue et vérifie les conclusions du théorème 
de Hahn-Banach. Il est bien plus difficile lorsque X n’est pas un espace de Hilbert: sa démonstra¬ 
tion exige l’axiome de Zorn. 

En prenant pour K le sous-espace Rx engendré par x , on voit que le dual d’un espace normé 
n’est pas réduit à {O} (autrement dit, il existe bien des formes linéaires continues). 

Une seconde conséquence est le critère de densité de Hahn-Banach, qui permet de démontrer 
sans calculs des théorèmes d’approximation. 

Critère de densité de Hahn-Banach 

Soient D un sous-ensemble d’un espace de Banach Xet D L — {fe X * tels que </, x > = 0 Vjc e D }. 
Alors D engendre un sous-espace vectoriel dense dans X si et seulement si D 1 = {0}. 

Un troisième ensemble de conséquences du théorème de Hahn-Banach est formé des théorèmes 
de séparation. 

Théorème de séparation 

Commençons par la forme géométrique. Rappelons qu’un hyperplan est l’ensemble des xe X 
tels que </,jc>=roù /e I* et où re R. 

Théorème de séparation (forme géométrique) 

Soit X un espace de Banach. I. Si KCX est un sous-ensemble convexe fermé de X et si O $ K , 
il existe alors un hyperplan fermé tel que K soit contenu dans un des demi-espaces ouverts. 2. Si 
KCM est un sous-ensemble convexe ouvert de A" et si O $ K , il existe un hyperplan fermé tel 
que K soit contenu dans un des demi-espaces fermés. 



Sous sa forme analytique, on obtient l’énoncé suivant: 


40-2 Théorème 
de séparation 
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Théorème de séparation (forme analytique) 

Soit X un espace de Banach. 1. Si KCX est un sous-ensemble convexe fermé de A' et si O ÿ K , 
il existe une fonctionnelle linéaire continue f e X* telle que sup </, x><0. 

xeK 

2. Si K C X est un sous-ensemble convexe ouvert de R" et si O $ K , il existe feX* telle que 

/ ^ O et sup <fx> ^ 0. 

xeK 

3. Si K C R" est un sous-ensemble convexe de X et si O f K y il existe f e X* telle que 

/ 7 ^ O et sup </, x > ^ 0 . 

xeK 

Les théorèmes de séparation permettent de calculer la fermeture (ou l’adhérence) d’un sous- 
espace vectoriel K d’un espace de Banach X: K=(K L ) L . 

Opérateurs linéaires bijectifs 

Si A est un opérateur linéaire bijectif d’un espace vectoriel X sur un espace vectoriel Y f son 
application inverse A~ l est évidemment linéaire. 

Si A est une application continue bijcctivc d’un espace métrique X sur un espace métrique K, 
if est faux en généra! que son application inverse est continue. 

Dans le cas des espaces de Banach, on démontre le théorème de Banach. 

Théorème de Banach 

Soient X et Y deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire continu bijectif de X sur Y. 
Alors A~ l est un opérateur linéaire continu de Y sur X. 

Lorsque X est un espace de Hilbert et Y=X* est son dual, il existe un critère commode 
impliquant qu’un opérateur linéaire continu est bijectif. 

Théorème de Lax-Milgram. Si A est un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert X 
dans son dual X* tel qu’il existe une constante c>0 vérifiant V* e X, < Ax, x> > c||x|| 2 , 
alors A est bijectif et ||/4“ 1 ||<c“ 1 . 

Exemple: Lorsque X est un espace de dimension finie, cette hypothèse équivaut à dire que A 
est définie - positive, c’est à dire 

Vx e X, Xt^O, alors < Ax f x > >0. 

On retrouve le fait (évident) qu’une matrice définic-positivc est inversible. 


Suites d’opérateurs linéaires continus 

Dans la majorité des problèmes d’approximation ou d’analyse numérique, on doit résoudre 
le problème de la convergence d’une suite d’opérateurs linéaires continus. Tout d’abord, on 
peut démontrer qu’une suite d’opérateurs linéaires continus est bornée grâce à l’important théorème 
suivant: 

Critère des opérateurs uniformément bornés 

Une suite d’opérateurs linéaires continus A„ d’un espace de Banach X dans un espace de Banach 
Y est bornée (sup ||/t n ||<+oo) si et seulement si, 

n 

Vxe J, 3c(x)<-f-oo tel que sup ||/4„x||^c(x). 

n 

Lorsqu’une suite d’opérateurs linéaires continus A n est bornée, on obtient les deux propriétés 
bien commodes suivantes: 


Considérons une suite bornée d’opérateurs linéaires continus A„ d’un espace de Banach X 
dans un espace de Banach Y. Soit D un sous-ensemble dense de X. 

1. Pour montrer que Vxg A, Ax— lim A„x 

rt —>00 

il suffit de montrer que VxeZ), Ax— lim A„x. 

2. Dans ce cas, si x p converge vers x, alors 

Ax— lim A„x p . 
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Comme conséquence de ces deux théorèmes, citons le 
Théorème de Banach-Steinhauss 

Considérons une suite d’opérateurs linéaires continus d’un espace de Banach X dans un espace 
de Banach Y. Si V* e X , la suite A„x converge vers une limite dans Y, il existe un opérateur 
linéaire continu A de X dans Y tel que 
VxeX, Ax— lim A„x. 

n —► OO 


Le théorème des approximations successives 

Utilisation des méthodes de l’analyse fonctionnelle dans la théorie de l’approximation. 

La théorie de T approximation a trouvé des méthodes pour approcher les solutions d’équations 
de toutes sortes, par exemple, les équations différentielles ou intégrales. Schématiquement, pour 
de telles équations on suppose donné un opérateur A d’un espace vectoriel normé complet X dans 
un espace normé Y et on cherche un élément x* de X qui satisfait à A(x*) = 0 où O est l’élément 
O de Y. Dans de nombreux cas, pour déterminer x * on utilise un procédé itératif : on transforme 
l’équation A(x) = ü en la forme équivalente x = B(x), on choisit de manière plus ou moins 
arbitraire une première approximation * 0 , puis on construit les approximations successives 
x 1 = B(x 0 ), x 2 = B(x 1 ), x 3 =B(x 2 ), x n = B(x „~ 1 ), ... Le théorème de point fixe de Banach permet 
de savoir si la suite {*„} converge vers x*. 

Théorème de point fixe de Banach (Picard). Si B est une application d’un sous-ensemble 
fermé M d’un espace de Banach dans lui-même qui satisfait, pour tout élément x, y e M hune 
condition de Lipschitz ||Æ(*) — #0>)||<L||*— y\\ avec une constante de Lipschitz L<1, alors 
quelle que soit l’approximation initiale * () dans M, la suite des approximations x t = B(x 0 ), 
x 2 =B(x 1 ), .. ., Xn — BiXn-j) converge vers l’unique solution x * dans M de l’équation * = £(*) 
et une estimation de l’erreur est donnée par 

11** - jrJ | < ILH 1 - L)]\\x n - jCi-jI | < [L n K 1 - L)] 11^-jc 0 ||. 


Exemple 1: Soient X—Y l’ensemble des nombres réels A(x) = x — sin x— I, /?(*) = sin * -H, 
M l’intervalle n/l^x^l. B applique M sur l’intervalle 1 4- sin 2(>jr/2). Pour tout 

jc,yeM, la condition de Lipschitz |Æ(*)- B(y)\ = |sin x — sin y\ ^L • \x—y\ est satisfaite avec 
L=|cos2|. Partant de jc 0 = tt/ 2= 1,571, on obtient x 1 — 2 t * 2 = sin 2-|-l = 1,909,.. . L’estimation 
de l’erreur donne |** —*|<0,066. La solution est, avec trois décimales, x*= 1,935... 


1 

Exemple 2: Soient X=Y=L i ( 0, I), [/)(*)](*) = 4-')-(l/2) f dt-2 ( = 0 

f MO 
J '+*+' 


pour 


00^1), [B(x)J (s) = ( 1/2) 


d/-h2, M=L 2 (0, 1). B transforme une fonction de carré 


intégrable en une fonction de carré intégrable. Pour tout x,ye L 2 (0, I) 

i 


\\B(x)-B(y)\\* 


■Mf 


x(f)-A0 

1+5 + / 


d/ 




H 


14/) - y(t) I 2 d/= -j lk-^ll 2 . 


0 0 0 

Les conditions du théorème de point fixe sont donc satisfaites avec L— 1/2 et une fonction 
de carré intégrable initiale quelconque, par exemple * 0 (*) = 0. On obtient alors la suite des appro¬ 
ximations * 1 Cs , ) = 2, jc 2 (x) = ln [(2+j)/l -hï)]-f-2,.. . L’estimation de l’erreur donne pour la fonction 

x 2 un carré moyen pour l’erreur de II**— * a ||=( J l* n K2 +j)/( 1 +- y ))l 2 ds) 1/2 = 0,48. La solution 
exacte **(j) n’est pas connue. 0 


Comme on peut le voir, les méthodes de l’analyse fonctionnelle ont une grande importance même 
dans les problèmes numériques comme il s’en présente tous les jours dans la pratique des techni¬ 
ques industrielles. 

Mais il existe un autre théorème de point fixe bien plus profond, et aux conséquences très im¬ 
portantes dans de nombreux domaines des mathématiques. 


Théorème de Brouwer-Shauder 

Soit K un sous-ensemble convexe compact d’un espace de Banach X. Toute application conti¬ 
nue de K dans K admet un point fixe. 
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Fondements de la géométrie . 778 Géométrie non euclidienne . 782 

La géométrie euclidienne est le plus ancien et le plus important exemple d’une discipline 
scientifique basée sur la déduction. Jusqu’aux temps modernes, elle a été un modèle d’une science 
exacte et elle est devenue le point de départ d’un développement systématique des fondements 
de la géométrie. Son développement a commencé à la fin du 19 ième siècle avec la découverte de la 
géométrie non euclidienne, a atteint son sommet avec les travaux de Hilbert et couvre maintenant 
un vaste champ d’investigations. 


Fondements de la géométrie 

Eléments d’Euclide. Dans ses Eléments (les Stoicheia) Euclide d’Alexandrie (365-300 av. J.C.) 
donnait un tableau synoptique de la connaissance mathématique de son temps. Ils contenaient 
des résultats sur la théorie des nombres , par exemple l’algorithme d’Euclide et une démonstration 
de l’existence d’une infinité de nombres premiers, sur la géométrie des solides , la théorie des 
polygones réguliers ainsi que la théorie des proportions et de la similitude avec une discussion 
sur les quantités incommensurables, et des problèmes de géométrie plane. L’importance de ce 
travail est due au fait que les théorèmes de géométrie, avec quelques restrictions par rapport 
aux connaissances actuelles, y étaient démontrés sans recours au monde réel en utilisant des déductions 
logiques à partir d’un ensemble d’axiomes. 

Aristote (384-322 av. J.C.) considérait les axiomes comme des énoncés, évidents par eux-mêmes 
issus directement de l’expérience et ne contenant que des concepts de base dont la signification 
ne faisait aucun doute. Pour cette raison, Euclide a donné des définitions de ces concepts 
de base, par exemple, un point est ce qui n'a pas de partie. Mais dans les déductions qui suivaient, 
ces définitions n’étaient pas utilisées. 

On a seulement réalisé au 19 ième siècle, qu’Euclide avait implicitement utilisé les propriétés d’ordre 
sans les avoir posées comme axiomes. Ces imperfections du système d’axiomes d’Euclide ont été 
revues par Hilbert en 1899 dans son livre Grundlagen der Geometrie (Fondements de la géométrie) 
qui, en même temps, répondait à des questions scientifiques d’un caractère fondamentalement 
nouveau. Dans le cadre de Vaxiomatique de Hilbert , les questions concernant la nature des concepts 
de base et leurs rapports avec des objets réels n’appartiennent pas à la théorie mathématique 
concernée mais à sa métathéorie. Les axiomes ne font que poser certaines propriétés entre les 
concepts fondamentaux. Beaucoup de théorèmes d’Euclide sont, en principe, aussi facilement 
vérifiables que les axiomes aux-mêmes ; ainsi, selon les méthodes de la pensée moderne, c’est 
seulement par facilité que dans le développement systématique de la théorie, on utilise un développe¬ 
ment axiomatique particulier. 

L’axiome des parallèles. La formulation d’Euclidc de cet axiome, où comme il l’appelait, de ce 
postulat, le rend déjà moins évident que les autres. 


Version d’Euclide de l’axiome des parallèles : Si une droite coupe deux autres droites de telle 
façon que la somme des angles intérieurs sur un côté de cette droite soit inférieure à deux angles 
droits, alors les deux droites suffisamment prolongées se coupent de ce côté (Fig.). 


Tout une série d’énoncés semblant appa¬ 
remment évidents conduit à des “démon¬ 
strations” trompeuses de cet axiome. La 
majorité de ces énoncés apparaissent com¬ 
me étant équivalents à l’axiome lui-même. 

41-1 Postulat des parallèles d’Euclide 



41-2 Enoncé de Legendre 


Enoncés équivalents du postulat des parallèles : 

1. Poséidon (135-51 av. J.C.) : Deux droites parallèles sont équidistantes. 2. Proclus (environ 
500) : Soient deux droites parallèles; si une droite coupe l’une, elle coupe l’autre. 3. Saccheri 
(env. 1700): La somme des angles intérieurs d’un triangle est égal à deux droits. 4. Legendre 
(1752-1833) : Une droite, passant par un point intérieur à un angle non plat coupe au moins un 
des côtés de l’angle (Fig.). 5. Farkas Bôlyai (1775-1856) : Il passe un cercle par trois points non 
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L’importance de cet axiome apparut clairement et la base, à la fois de l’interprétation moderne 
des axiomes géométriques et des systèmes axiomatiques en général, fut posée lorsque Gauss 
(1777-1855), Lobachevski (1792-1856) et Janos Bolyai (1802-1850) construisirent indépendam¬ 
ment l’un de l’autre une géométrie dans laquelle cet axiome n’était pas valable. Cette géométrie 
non euclidienne possédait un haut degré de cohérence et d’harmonie interne comme la géométrie 
euclidienne. Dix ans après la mort de Lobachevski, Beltrami lui succédait en trouvant la première 
application des parties essentielles de cette géométrie pour itne surface courbe et plus tard Klein 
réunit la géométrie euclidienne et non-euclidienne dans le cadre beaucoup plus vaste de la géo¬ 
métrie projective. 

Caractérisation axiomatique de la géométrie euclidienne. La géométrie euclidienne est une 
théorie catégorique en ce sens que chaque énoncé est soit vrai, soit réfutable c’est à dire que 
l’affirmation de sa vérité conduit à une contradiction. D’un autre côté, elle est intuitivement très 
proche de l’expérience directe et beaucoup de théorèmes sont le résultat d’expériences faites avec 
la règle ou le compas ou d’autres instruments semblables. Cet aspect hautement empirique diminua 
avec l’importance croissante de la géométrie analytique dans laquelle le plan euclidien.est identifié 
à l’ensemble des couples de nombres réels. Hilbert a clarifié ce rapport et a prouvé que son 
système d’axiomes était catégorique, en montrant que deux quelconques de ces modèles étaient 
isomorphes; le type d’isomorphisme est celui existant entre le plan euclidien et l’ensemble des 
couples de nombres réels. En étendant son interprétation axiomatique à d’autres systèmes de nombres, 
Hilbert put utiliser une caractérisation axiomatique de l’ensemble des nombres réels, essentiellement 
basée sur les découvertes de Dedekind, pour démontrer que son système d’axiomes caractérisant 
la géométrie euclidienne était complet. 

Les concepts de base dans le système d'axiomes de Hilbert pour le plan euclidien sont le point , 
la droite , l'incidence en tant que relation entre les points et les droites, l'encadrement en tant que 
relation sur un triplet de points, et l'égalité des segments de droite et des angles. Les axiomes sont 
groupés en quatre sections: A) axiomes d'incidence , B) axiomes d'ordre , C) axiomes d'égalité , 
D) axiomes de continuité , et dans chaque section les concepts des sections précédentes sont utilisés. 
Pour la géométrie des solides on doit introduire un autre concept le plan , et les axiomes doivent 
être modifiés. La notion de système catégorique d’axiomes fut considérablement approfondie par 
les résultats de Tarski sur la complétude et la décidabilité de la géométrie euclidienne, pourvu 
qu’on la considère comme une théorie élémentaire dans laquelle des variables fixées n’interviennent 
pas ou au moins peuvent en principe être évitées. Mais à part quelques considérations liées à 
la continuité, ceci peut être fait. Les résultats de Tarski affirment que tout énoncé de la géométrie 
élémentaire peut être prouvé ou réfuté à partir des axiomes par la logique formelle et qu’il existe 
un algorithme permettant de savoir si un énoncé donné peut être prouvé à partir des axiomes 
et est donc vrai ou faux. Un tel algorithme, qui pourrait être réalisé sur une machine, pourrait même 
avoir des utilisations pratiques puisqu’il existe de nombreux problèmes non triviaux de géométrie 
élémentaire tels que les problèmes de pavage ou de partition de polygones, qui pourraient alors 
être résolus mécaniquement. De même que la décidabilité de la géométrie élémentaire se réduit 
à celle de l’arithmétique des nombres réels par le biais de la géométrie analytique, la décidabilité 
d’autres théories géométriques a aussi été démontrée, par exemple, pour la géométrie non 
euclidienne (hyperbolique). 

Puisque la sélection des concepts de base et des axiomes de la géométrie euclidienne est dans une 
large mesure affaire de commodité et même de goût personnel, on peut se demander si le choix 
d’HiLBERT pourrait être simplifié. 

Si on exprime les concepts de droite et d'incidence en termes de relation à trois variables (la 
colinéarité de points, col (A , B , C), qui signifie intuitivement que A , P, C sont sur la même droite)* 
alors l’axiome des parallèles peut être reformulé de la manière suivante. 

Axiome des parallèles en termes de colinéarité: Si A, B et P sont trois points distincts non 
alignés , alors il existe un point Q tel que col (A, B , R) et col (P, Q, R) ne peuvent pas avoir lieu 
tous les deux pour tout point R\ de plus , si Q’ est un autre point vérifiant cette propriété alors 
col (P, Q y Q ) a lieu. 

La colinéarité elle-même peut facilement être réduite à une relation d'encadrement , car trois points 
sont évidemment alignés si et seulement si l’un d’eux est entre les deux autres. Il est plus 
difficile de montrer que l’encadrement peut s’exprimer en termes de colinéarité. Les relations métri¬ 
ques peuvent aussi être réduites; en fait tous les concepts de base d’HiLBERT peuvent être formu¬ 
lés à partir d’une relation portant sur trois arguments, par exemple, cir (A, P, C) qui signifie que 
A et B sont équidistants de C. Par contre, on peut montrer qu’il est impossible de baser la géo¬ 
métrie euclidienne sur une relation ne portant que sur deux points. 

Système d’axiomes de la géométrie plane fondé sur les déplacements. Le système d’axiomes 
de la géométriç euclidienne, qui est basé sur le concept de déplacement, diffère des autres systèmes 
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axiomatiqucs de la géométrie plane reliés de manière plus ou moins proche au système de Hilbert, 
par le fait que les axiomes d’égalité sont remplacés par des énoncés sur les déplacements. Pour 
démontrer les propositions d’égalité un certain nombre d’énoncé métathéoriques sont utilisés. 
Les concepts de base sont le point , la droite (comme ensemble distingué de points), l’ encadrement 
et le déplacement. Initialement, ce sont les axiomes d'incidence et d'encadrement qui avaient été 
retenus, mais les axiomes d’égalité ont été remplacés par des énoncés sur les propriétés du groupe 
des déplacements. Le système d’axiomes suivant conduit à la géométrie absolue si l’axiome des 
parallèles est omis et à la géométrie non euclidienne s’il est remplacé par son contraire. Le symbole 
P | / signifie que le point P et la droite / se rencontrent, c’est à dire que “/ passe par P” ou 
“P est sur /” ou 4 7 contient P". 


Axiomes d’incidence : / r Par deux points distincts, il passe 
exactement une droite; toute droite contient au moins deux 
points. - />. Tous les points ne sont pas sur la même droite. 
-/ 3 . Postulat des parallèles : Soit P un point non situé sur 
la droite /; par P, il passe exactement une droite qui n’a pas 
de point commun avec /. 

Axiomes d’encadrement : E v Si R est entre P et Q , alors R 
est aussi entre Q et P et P, Q , R sont des points distincts d’une 
meme droite (Fig.). - E 2 , Etant donnés trois points distincts 
sur une droite, il y en a exactement un entre les deux autres. 
-E 3 . Si R est entre P et Q et Q entre P et 5, alors R est entre P 
et S (Fig.). - E 4 . Si P, Q ci R ne sont pas colinéaires et si la 
droite l coupe PQ en un point Z t entre P et Q , alors / contient 
R ou un point S entre P et P ou entre R ci Q (Fig.). 


P R Q 5 

— • - • - ♦ — 

41-3 Axiomes d’encadrement 
Z?2 Ct 



Définitions: D v P ci Q sont dits du même 
côté d'un point O relativement à une droite / si 
P, Q, O | / et O n’est pas entre P et Q. Les deux 
classes d’équivalence de cette relation pour / et 
O | / donnés sont appelées les demi-plans déter¬ 
minés par / et de sommet O. — D v P, Q )( l 
sont du même côté de / s’il n’y a aucun point de / 
entre P et Q. Les deux classes d’équivalence 
de cette relation sont appelées les demi-plans 
bornés par / (Fig.). — D 3 . Un triplet (P,//, H) 
constitué par un demi-plan H, une demi-droite 
h de sa frontière et de l’origine P de h est appelé 
un drapeau (Fig.). — D x . Un automorphisme du 
plan est une application biunivoque a du plan 
sur lui-même qui à tout point R entre P ci Q 
fait correspondre un point a(R) entre a(P) et 
«(< 2 ). 


Q 


41-5 Les demi-plans 
bornés par / 


41-6 Le drapeau défini 
par le triplet (P, h. H) 


I 



Il est facile de montrer que les automorphismes transforment une demi-droite en demi-droite, 
une droite en droite, un demi-plan en demi-plan. En particulier ils transforment les drapeaux en 
drapeaux. Certains automorphismes sont appelés des déplacements, ils doivent alors satisfaire aux 
axiomes suivants. 

Axiomes des déplacements : D v Soient a ci P des déplacements, alors a pc st aussi un déplacement. 

- D 2 . L’application identité est un déplacement. - f) 3 . Si F et F ' sont deux drapeaux, il 
existe un et un seul déplacement transformant F en F\ - D x . Il existe un déplacement échangeant 
deux points quelconques P et Q ; il existe un déplacement échangeant deux demi-droites quelconques 
de même sommet. 

En conséquence de ces axiomes, les déplacements forment un groupe et en particulier si a 
est un déplacement, alors a -1 en est aussi un; car si a transforme un drapeau P en F\ d’après 
l’axiome D 2 il existe un déplacement [I transformant F' en F. L’application y—p’a applique F sur 
lui-même et est donc égale à l’identité sinon y 2 ^y serait un second déplacement appliquant F 
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sur lui-même. Une autre conséquence est qu’un déplacement est parfaitement déterminé par 
la donnée de trois points et de leurs images. 


Définitions de l’égalité et de la symétrie : D 5 . Un couple de points P , Q est dit égal au couple 
de points P\Q' s’il existe un déplacement transformant P en P’ et Q en Q'. — D a . Un 
déplacement qui laisse invariant exactement une droite est appelé une symétrie (par rapport 
à la droite). Les symétries Q sont des involutions c’est à dire que Qj= 1, Q 2 = 1. 


Le principal théorème sur les symétries affirme que le produit de trois symétries par rapport 
à des droites ayant un point ou une perpendiculaire en commun est encore une symétrie (Fig.). 
'Ceci comme d’autres résultats peuvent être démontrés sans utiliser le postulat des parallèles et est 
donc valable dans les géométries non-euclidiennes. Pour les démonstrations n’utilisant pas le 
postulat des parallèles, il est particulièrement commode d’introduire un calcul des symétries. A 
la place du système d’axiomes introduit précédemment, on utilise maintenant exclusivement le 

système F des symétries, qui est consi¬ 
déré comme un ensemble générateur 
comprenant les involutions d’un groupe 
(le groupe des déplacements). Les 
droites sont identifiées avec les éléments 
de f de sorte que les éléments de r 
sont aussi appelés droites. Les points 
sont les produits / • m de deux droites 
/ et m qui sont à nouveau des involu¬ 
tions c’est à dire tels que (/ • m) (/ • m) 
= 1. Ceci est équivalent à / • m = m • /. 


41-7 Trois symétries successives par rapport 
à des axes passant par un point commun ou 
ayant une perpendiculaire commune don¬ 
nent une symétrie. 

Ainsi, intuitivement, les points sont identifiés aux symétries par rapport à eux-mêmes. Lorsque 
tous les concepts de base sont définis de cette manière, alors les théorèmes géométriques découlent 
de calculs sur le groupe engendré par r. Ce calcul des symétries constitue un nouveau 
procédé pour transformer la géométrie en algèbre indépendamment de la géométrie analytique 
classique. 

L’introduction des coordonnées. En dehors de la caractérisation axiomatique complète d’un 
modèle spécifique d’une géométrie, les relations entre les classes de modèles pour obtenir des ré¬ 
sultats géométriques et leurs caractérisations algébriques sont aussi importantes. Cette sorte de 
problèmes conduit à des questions sur les axiomes minimaux nécessaires pour assurer l’existence 
de certaines procédures standard de la théorie des modèles ou de la théorie des applications, par 
exemple pour l’introduction des coordonnées. Les théories qui ont été élaborées pour aborder de 
tels problèmes ont une terminologie géométrique, mais par leur développement méthodologique, 
elles ressemblent à la théorie des groupes ou à celle des treillis; des exemples sont donnés par la 
théorie des espaces vectoriels ou celles des plans affines ou projectifs. 

Les modèles des axiomes I l9 / 2 et / 3 forment la classe des plans affines , qui n’ont pas encore 
été complètement classifiés. Parmi eux on distingue les plans tels que, étant donnés deux points 
il existe au moins une translation amenant l’un des points sur l’autre. Ces plans doivent aussi 
satisfaire au théorème mineur de Desargues. 



Théorème mineur d de Desarguës: Si les couples de sommets correspondants de deux triangles 
sont situés sur des parallèles et si deux couples de côtés correspondants sont parallèles, alors le 
troisième Test également (Fig.). 


On peut montrer que les translations d’un tel plan T forment un espace vectoriel sur un corps 
K (le corps des scalaires de T) dont la dimension sur K est paire ou infinie. La manière la plus 
élégante de définir les scalaires est comme application linéaire particulière du groupe des transla¬ 
tions. 

Si le plan T est un plan de Desargue la dimension de l’espace vectoriel des translations est 2 
c’est à dire que le théorème majeur D de Desargue a lieu. 
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Théorème majeur D de Desargues: Si les droites 
passant par les couples de sommets correspondants d'un 
triangle se coupent en un seul point et si deux couples de 
côtés correspondants sont parallèles , alors le troisième 
Test également (Fig.). 

41-8 Théorème D de Desargue et sa version mineure d 



41-9 Théorème P de Pappus 


Le résultat D n’est nécessaire que pour démontrer que pour tout a, be T avec a^fio et a // A, il 
existe au moins une application linéaire a du groupe des vecteurs qui applique a sur h. Alors si 
on choisit une origine O et deux axes de coordonnées / et m passant par O, on peut représenter 
tout point P de manière unique par le vecteur de O à P et ce vecteur peut être décomposé en 
scs composantes relativement à / et m. 11 est clair que l’on obtient les coordonnées en associant 
des éléments du corps des scalaires aux vecteurs d’une droite et par suite aux points de cette droite. 
Si on choisit un vecteur arbitraire ej^o sur la droite, alors à tout vecteur parallèle a on associe 
le scalaire qui applique e sur a. 

Les théorèmes d et D sont des exemples de théorèmes de fermeture. Un autre couple de théorèmes 
de fermeture sont les théorèmes p et P de Pappus. Le théorème P est une condition nécessaire et 
suffisante pour que le corps des scalaires K soit commutatif. 


Théorème majeur P de Pappus: Si les sommets d'un hexagone fermé sont alternativement sur 
deux droites f et / 2 , si aucun d'eux n'est simultanément sur les deux droites et si les droites 
correspondant à deux couples de côtés opposés sont parallèles , alors les droites correspondant au 
troisième couple sont aussi parallèles (Fig.). Le théorème mineur p de Pappus énonce le même 
résultat mais avec l'hypothèse supplémentaire que l x et l 2 sont parallèles. 

Si les axiomes d’incidence sont vérifiés, alors ces théorèmes de fermeture sont logiquement 
dépendants l’un de l’autre dans l’ordre suivant: P-> D -► d -> p. C’est un problème ouvert de 
savoir si la dernière implication peut être renversée; pour les trois premières ceci n’est pas 
possible. Cependant pour des plans affines finis on a P<->D, ce qui est une conséquence du théorème 
de Wedderburn sur la commutativité de tout corps fini. On n’a pas encore trouvé de démonstra¬ 
tion géométrique de ce fait. 


Géométrie non euclidienne 

Des rapports décisifs entre les géométries euclidienne, non euclidienne et projective ont été 
découverts vers 1860 par Arthur Cayley (1821-1895) et d’autres furent obtenus dix ans plus 
tard par Félix Klein (1849-1925). Ils justifient l’affirmation de Cayley: “la géométrie projective 
est toute la géométrie’*. 

La géométrie projective peut être décrite par un système d’axiomes d’incidence, d’ordre et 
de continuité, qui diffère du système d’axiomes de la géométrie euclidienne principalement sur 
les points suivants: deux droites quelconques sont concourantes, les axiomes d’encadrement sont 
remplacés par des axiomes portant sur la séparation de quatre points, car la droite projective doit 
toujours être considérée comme cycliquement fermée. 

Le passage de la géométrie projective à la géométrie euclidienne ou non-euclidienne est effectué 
grâce à l’introduction des concepts de parallélisme et d’orthogonalité. 

Deux droites ou plans sont dits parallèles s’il se coupent dans le plan impropre de l’espace. Alors 
en géométrie euclidienne il n’existe qu’une parallèle menée par un point à une parallèle donnée, 
car il existe seulement une droite joignant le point au point impropre de la droite donnée. Si on 
introduit une polarité absolue , c’est à dire une polarité sans courbe de référence, dans le plan 
impropre, on peut définir l’orthogonalité de l’espace euclidien. 

Maintenant, à la place d’un plan, on peut considérer impropre n’importe quel ensemble, par 
exemple une quadrique de l’espace projectif, qui est alors divisé en l’intérieur et l’extérieur de cette 
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surface, par exemple par une sphère ou un ellipsoïde. Une polarité sur l’espace tout entier, avec 
la surface impropre comme quadrique distinguée, définit l’orthogonalité entre des droites et des 
plans à l’intérieur de la surface, une droite étant orthogonale à un plan si elle passe par le pôle 
du plan. On voit d’autre part que dans un plan, qui n’est plus constitué maintenant que de la 
partie à l’intérieur de la surface fondamentale, par un point donné non situé sur une droite donnée 
il passe plusieurs parallèles à cette droite. De cette manière on obtient la géométrie hyperbolique 
découverte par Gauss, Bolyai et Lobachevski. 

Si aucune surface de l’espace projectif n’est distinguée et si l’orthogonalité est définie par une 
polarité quelconque sans référence à une surface fondamentale, alors la géométrie non euclidienne 
qui en résulte est la géométrie elliptique , qui fut étudié en premier par Bernhard Riemann (1826-1866). 

Géométrie hyperbolique. La manière la plus facile d’obtenir la géométrie hyperbolique est de 
remplacer dans le système d’axiomes de la géométrie euclidienne l’axiome des parallèles par 
l’axiome suivant: par un point donné non situé sur une droite donnée il passe au moins deux 
droites qui ne coupent pas la droite donnée. 

Pour obtenir un modèle de cette géométrie, on s’efforce de définir l’orthogonalité à partir d’une 
polarité par rapport à une courbe fondamentale (voir Chapitre 25). Dans le cas d’un plan, on 
choisit un cercle comme courbe fondamentale (Fig.). Les points de la circonférence sont considérés 
comme les points impropres du modèle. Les points et les intérieurs sont les points et les droites 
propres de la géométrie hyperbolique (par la suite, on les appelle //-points, //-droites). On vérifie 
facilement que les axiomes d’incidence et d’ordre sont satisfaits par les //-points et les //-droites sauf 
l’axiome des parallèles. Par exemple, étant donné une//-droite PQ et un //-point R , RU et RV sont 
“parallèles” à PQ, U et V n’étant pas des //-points, mais on pourrait prendre aussi les //-droites 
a , b et c. Pour définir la //-orthogonalité on fait appel à la polarité du plan euclidien avec le cercle 
comme courbe fondamentale. La //-droite ST est //-orthogonale à la //-droite P Q' si le pôle A 
de la droite euclidienne P'Q' est sur la droite euclidienne ST et le pôle B de la droite euclidienne 
ST est sur la droite euclidienne P'Q'. Comme la polaire de tout point de la droite euclidienne P Q' 
passe par A , on a besoin de tracer seulement une droite passant par S et A ou par T et A, pour tfacer 
une //-perpendiculaire à P Q' ou pour élever une //-perpendiculaire en S. La //-égalité est définie 
de la manière suivante: deux segments PC et P Q' sont dits //-égaux si les valeurs absolues des 
logarithmes des rapports harmoniques déterminés par les intersections de leurs droites support 
avec le cercle fondamental sont égales: PQ est //-égal à P'Q' si | Log D(P, Q\ U, V)\ = | Log 
D{P y Q'; U , V) \. Cette définition permet aussi, avec la continuité, de déterminer la façon 
d’appliquer l’un sur l’autre deux segments //-égaux. Si on développe de la même manière la défini¬ 
tion de la //-égalité pour les //-angles, on peut montrer que la somme des angles d’un //-triangle 
est plus petite que deux angles droits et que deux //-triangles sont //-égaux si leurs trois //-angles 
coïncident. 

Les résultats précédents donnent les informations essentielles sur le groupe de transformations 
qui est sous-jacent à la géométrie hyperbolique. On doit alors, avec Klein, se poser la question: 
Quel groupe de transformations laisse invariants les concepts qui viennent d’être définis? Pour 
répondre à celà, on interprète à nouveau le modèle comme un objet du plan euclidien. Tout d’abord, 
il est clair que les applications cherchées sont des homographies qui appliquent à la fois le cercle 
et son intérieur sur eux-mêmes. Des exemples de telles applications sont donnés par les rotations 
du cercle autour de soji centre et des symétries par rapport au diamètre; mais on doit exclure les 



41-10 Modèle d'une géométrie hyperbolique 


U 


41-11 Modèle d’une géométrie elliptique 
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translations, les dilations et les contractions. Les homographies ainsi caractérisées constituent un 
groupe. On peut noter que les transformations de ce groupe conservent l’égalité des segments et des 
angles. L’invariance de l’égalité des segments provient de la définition du birapport D. Un couple 
de droites /^-orthogonales est transformé en couple de droites /j-orthogonales car la polarité est 
conservée. Ces homographies du cercle sont les automorphismes qui constituent le groupe d’inva¬ 
riance du modèle considéré. 

Géométrie elliptique. Cette géométrie ne peut, comme la géométrie hyperbolique, être obtenue 
à partir de la géométrie euclidienne en supprimant ou en modifiant simplement un seul axiome. 
En effet en conséquence des axiomes d’incidence, d’ordre et d’égalité de la géométrie euclidienne 
plane, étant donné une droite quelconque, il en existe toujours une autre qui ne la coupe pas. 
Aussi ces axiomes doivent être changés; en particulier, deux droites doivent toujours se couper. 
La géométrie elliptique est, pour l’essentiel, identique à la géométrie sphérique. On considère 
la surface de la sphère comme le plan elliptique, les ^/-droites sont les grands cercles de la sphère 
et un el -point est un couple de points diamétralement opposés sur la sphère (Fig.). 

Deux <?/-droites ont toujours un el -point en commun, car deux grands cercles se coupent en 
deux points diamétralement opposés. Les ^/-points (A, S) et (M, T) déterminent une seule droite, 
précisément NMST mais on peut mener une infinité de ^/-perpendiculaires d’un e/-point (A, S) 
à la ^/-droite ( MOTP ). Si on choisit comme distance elliptique entre deux points la longueur 
de l’arc le plus court du grand cercle les reliant, alors njl est la distance la plus longue de la 
géométrie elliptique. La somme des angles d’un ^/-triangle est toujours supérieure à deux angles 
droits. 

Au Chapitre 17, on a montré que les rotations d’une sphère autour de son centre forment un 
groupe. Dans le cas présent, ce groupe de transformations de la sphère est le groupe d’invariance 
de la géométrie elliptique plane. 
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Les courants traditionnels de la pensée Quelques résultats importants des fonde- 
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Le développement moderne du fondement des mathématiques a commencé, en même temps 
que celui de la logique, aux environs de la fin du siècle dernier. Aujourd’hui les deux champs 
d’étude sont encore intimement liés. 

Les problèmes des fondements des mathématiques ou de la “méta-mathématique” englobent 
un large éventail de questions sur la nature des propositions mathématiques et sur la connaissance. 
Naturellement, les outils mathématiques ne peuvent pas toujours être utilisés ici sans restriction, 
puisque le sujet à étudier est précisément la clarification des fondements de ces outils-mômes. 
La présentation suivante peut seulement donner une première introduction de ce type de problème 
et tenir compte de certains points de vue. Le lecteur particulièrement intéressé par ces questions 
peut se reporter au rapport de Andrzej Mostowski “Trente ans d’études fondamentales” dans Acta 
Philosophica Fennica (Fasc. XVII, 1965). 

La méta-mathématique désigne la théorie scientifique la plus avancée d’une science particulière. 
Ceci est dû au fait que les mathématiques, dans une plus grande mesure que d’autres sciences, 
se sont trouvées, dès le début, confrontées au problème de l’analyse critique de leurs fondements, en 
raison essentiellement du haut degré d’abstraction, à partir de l’objectivité concrète, et de l’exi¬ 
gence de rigueur dans les définitions et dans le raisonnement déductif. Le système de concepts 
de la théorie mathématique, à la lumière de certaines propriétés de la réalité objective, est presque 
toujours une idéalisation ou une abstraction sur la base de la théorie des ensembles bien que 
les noms donnés à ces concepts abstraits soient habituellement empruntés à l’usage courant, comme 
par exemple les concepts d’ensemble, de mesure, de point, d’algorithme et d’automate. 

Les mathématiques du 20 ième siècle ont considérablement évolué par rapport aux mathématiques 
du siècle dernier. Presque toutes les disciplines mathématiques sont traitées d’une manière déduc¬ 
tive et axiomatique, de sorte que les règles admissibles de la déduction mathématique sont précisé¬ 
ment établies (voir Chapitre 15). Cependant, dans leur présentation, la plupart des théories utilisent 
non seulement la logique pure, mais aussi certaines parties de la théorie des ensembles ou de 
l’arithmétique élémentaire, à condition que cela ne soit pas expressément interdit. Entre autres 
choses, pour des raisons d’économie de pensée, dans la recherche et la mise en place des techni¬ 
ques de démonstration, on a l’habitude, dans la pratique, d’aller au delà du schéma, restreint de 
cette discipline et de son langage, et de cette façon, de développer, de fait, la métathéorie de cette 
discipline. 
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L’un des problèmes les plus remarquables des méta-mathématiques est le problème de la vérité 
des propositions mathématiques. On peut se demander s’il est un fait que toute proposition mathé¬ 
matique à démontrer est, en réalité, la description d’un point important objectif ou bien si de telles 
propositions, comme par exemple le théorème sur la possibilité de bien-ordonner les nombres réels, 
sont des pures constructions nominalistes qui peuvent être justifiées seulement en raison des applica¬ 
tions. Ce problème sera envisagé par Ja suite plus en détail. 

Les courants traditionnels de la pensée dans la philosophie des mathématiques 

Dans une certaine mesure, les recherches mathématiques ont toujours été liées à l’analyse criti¬ 
que de leurs fondements, conformément à l’état des connaissances à un moment donné; ceci 
s’applique non seulement pour la période grecque, mais aussi pour les mathématiques du Moyen 
Age et pour celles de la/‘société bourgeoise”. Etant donné que l’on a l’habitude, de nos jours, 
de se référer essentiellement aux résultats du 19 ième siècle pour le fondement des mathématiques, 
nous allons en présenter un bref aperçu. 

Après une période de rapide développement, aux environs du milieu du siècle dernier, un examen 
critique des fondements de l’analyse apparut. En dehors de A. Cauchy (1789-1857), C. F. Gauss 
(1777-1855), K. Weierstrass (1815-1897) et B. Bolzano (1781-1848), les noms de R. Dedekind 
(1831-1916) et G. Cantor (1845-1918) doivent être mentionnés. Un problème important fut 
la définition exacte du concept de nombre réel. La clarification de la notion de nombre, donnée 
par Dedekind, Weierstrass, et Cantor, est une partie de l’acquit des mathématiques. 

1. Logique. Indépendamment l’un de l’autre, G. Frege (1848-1925) et Dedekind fondèrent leurs 
théories des entiers naturels “logiquement”, comme on pourrait dire aujourd’hui, sur la base 
de la théorie des ensembles. Avant tout, Frege concentra son attention sur le fondement des entiers 
naturels et ensuite, des mathématiques dans leur ensemble ; il établit le lien entre la logique 
et les mathématiques. Il mit en place le fondement de ce que l’on appelle le logicisme. B. Russel 
(1872-1970) observa que la structure de Frege était inconséquente et développa un meilleur système 
qui est exposé dans l’étude bien connue Principia Mathématica (conjointement avec A.N. White- 
head). Le but essentiel était la démonstration que l’ensemble des mathématiques peut être déve¬ 
loppé sur la base de la théorie des types exprimée dans le langage de la théorie des ensembles. 

Le Platonicisme mathématique est une variante du logicisme, une interprétation radicale qui vise 
à considérer les mathématiques, pour ainsi dire, comme le résultat d’une pensée rationnelle; 
cela apparaît, par exemple, au travers des idées de Cantor sur le fondement de la théorie des 
ensembles. Dans cette interprétation, les ensembles sont des objets idéaux, qui existent indépendam¬ 
ment d’une activité intellectuelle. La tâche du chercheur est de trouver les lois qui prévalent 
dans cet ensemble très général d’objets, Vunivers de Cantor. 

Dans un certain sens, le logicisme est englobé par le fondement des mathématiques, exprimé dans 
le langage de la théorie des ensembles, et qui sera décrit par la suite plus en détails. 

2. Formalisme. L’interprétation formaliste apparut comme la réponse aux difficultés rencontrées 
dans la théorie de la connaissance exprimées dans le logicisme. Une étape décisive dans cette 
direction fut le livre publié en 1899 Grundlagen der Géométrie (Fondements de la Géométrie) par 
D. Hilbert (1862-1943). On y montrait pour la première fois, à l’aide d’exemples pris dans 
la géométrie, ce que l’on entend par axiomatiques formelles et analyse métalogique. Le but du 
fondement formalisé des mathématiques était enfin formulé par Hilbert en 1920 et développé par 
lui-même et par son école. D’après ce programme, même des domaines mathématiques comme 
la théorie des nombres, l’analyse et la théorie des ensembles qui, en raison de leurs nature, sont 
étudiées en premier lieu, sont considérés comme des théories formelles. Le premier problème, lorsque 
l’on étudie les fondements, est d’établir formellement que le système est noncontradictoire, c’est 
à dire de montrer qu’une proposition et son contraire ne peuvent pas toutes deux être déduites des 
axiomes à partir des règles de la logique. On doit accomplir cette tâche à l’aide de méthodes 
au dessus de tout soupçon. Hilbert appelle ces méthodes “ finies ”, elles font partie de 
l’ensemble des méthodes élémentaires de combinatoire en particulier, le principe de 
démonstration par l’induction mathématique, mais non des méthodes de la théorie transfinie 
des ensembles transfinis, appelées ainsi méthodes infinies. Le résultat de ces essais (après 1938) 
fut rassemblé dans un ouvrage en deux volumes Grundlagen der Mathematik (Fondements des 
Mathématiques ) par Hilbert et P. Bernays qui, le premier après le Principia Mathématica, 
mit de l’ordre parmi les traveaux importants de ce siècle sur les fondements des mathématiques. 

La tentative initiale de Hilbert dut être reconsidérée à la lumière des résultats de K. Gôdel 
(1906-1978). L’un de ces résultats affirme que toute démonstration qu’un système formel est non 
contradictoire exige nécessairement des méthodes qui sont au delà de celles fournies par le 
système lui-même; en conséquence, on ne peut pas démontrer que la théorie des nombres est non 
contradictoire à l’aide des méthodes finies au sens strict. 
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Aujourd’hui, il n’y a encore aucun accord complet sur le type et le domaine des extensions 
possibles des méthodes finies. Il n’est pas possible, ici, de pousser les questions, plus loin, si ce 
n’est pour dire que les recherches “finies” ne se sont pas limitées à la question de l’absence de 
contradiction, mais se sont orientées également vers les problèmes de décision par exemple. 

3. Intuitionisme. L. E. J. Brouwer (1881-1966) est à l’origine de ce mouvement totalement 
opposé à l’interprétation logisciste ou formaliste. Des idées semblables avaient été avancées 
auparavant par L. Kronecker (1823-1891) et par H. Poincaré (1854-1912). Les points de vue 
suivants sont caractéristiques de Pintuitionisme. 1. Rejet de Y infini réel. 2. Le postulat de construction 
effective comme seule possibilité pour définir les objets mathématiques. 3. Le matériel initial 
de la contruction est constitué des entiers naturels et ceux-ci doivent être considérés seulement comme 
un ensemble donné potentiellement. 4. Limitation des principes logiques classiques dans leurs 
applications aux aggrégats infinis. 

Pour illustrer au moins l’un de ces points de vue, définissons: 



0 si 2(n + \) est la somme de deux nombres premiers 
1 sinon. 


Le nombre rèç\ g=0,a 1 a 2 . • • pourrait être appelé nombre de Goldbach; jusqu’ici on ne sait pas s\g=0 
ou non. Etant donné qu’on ne peut être certain que le problème de Goldbach (voir Chapitre 31) 
soit un jour résolu il y a de fortes raisons de penser que, dire que#=0 ou g^f 0, n’a pas de sens. 
Cependant, cela implique, évidemment, une certaine limitation sur le tertium non clatur , la loi 
du tiers exclu. 

4. La situation actuelle. Aucune des écoles de pensée mentionnées plus haut n’a été capable 
d’atteindre le but initialement fixé. En dépit de cela, le traitement des questions méta-mathématiques 
à partir de différents points de vue a mis en lumière des résultats qui au départ n’étaient pas 
envisagés. Les problèmes de décision soulevés par les méta-mathématiques ont conduit récemment 
à une formulation précise de calcul et du concept d'algorithme. Les langages mathématiques formels, 
qui ont été précisés par Hilbert et son école, sont fondamentaux pour la construction des langages 
algorithmiques (par exemple Algol ou Fortran) et on peut multiplier ces exemples à l’infini. 
Aujourd’hui, une école isolée peut rarement être classée comme appartenant à une direction parti¬ 
culière; plus exactement, en étudiant les questions et les résultats sous différents angles, parfois 
partiellement contradictoires, elle suit une démarche dialectique. 
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1. Le fondement théorique des mathématiques exprimé dans la théorie des ensembles. Ce qui 

reste du but initial de la logique est le fait que les mathématiques toutes entières peuvent être 
construites sur la base de la théorie axiomatique des ensembles , ce qui signifie qu’aujourd’hui, 
toute théorie mathématique existant, indépendamment du fait qu’elle ait ou non un caractère 
axiomatique ou concerne un domaine particulier, peut être considérée comme une partie de la 
théorie axiomatique des ensembles, limitée, comme il convient, par les buts qui sont fixés à la 
théorie considérée. 

Les contructions essentielles du fondement axiomatique de la théorie des ensembles sont dues 
à B. Russell (1872-1970), E. Zermelo (1871-1953), J. Von Neuman (1903-1957), A. Fraenkel 
(1891-1965), P. Bernays (né en 1888) et K. Gôdel (1906-1978). L'école de Bourbaki a enterpris 
une réorganisation méthodique des mathématiques à la lumière de la théorie des ensembles et a 
par là, contribué à leur vulgarisation. 

Le langage de la théorie axiomatique des ensembles, disons, dans le système de Zcrmelo-Fraenkel, 
est un langage simple à l’aide du seul prédicat g. Les axiomes correspondent à un nombre restreint 
de principes exposés dans le chapitre sur la Théorie des Ensembles. Les règles de déduction sont 
les règles formelles de la déduction naturelle donnée dans le chapitre sur les Eléments de la Logique 
ou des règles pouvant s’y ramener. La définition des concepts est formulée à l’aide des règles de défini¬ 
tion explicite; d’autres, définitions récursives ou implicites sont réduites à des définitions explicites 
dans le cadre de la théorie axiomatique des ensembles. 

Le mathématicien n’est pas obligé, en principe, d’aller au delà du cadre de la théorie formelle 
des ensembles; ceci s’applique naturellement seulement aux recherches mathématiques comme 
telles et non à leurs applications physiques ou aux autres processus extramathématiques. La question 
du modèle mathématique adapté aux processus de cette sorte n’est pas, à strictement parler, un 
problème mathématique. 

On pourrait observer que de nombreuses théories mathématiques ont un appareil formel sous- 
jacent compliqué; il n’est pas toujours facile de montrer comment elles peuvent se ramener à la 
théorie des ensembles et comment leur langage peut être “codé” de façon adéquate dans le langage 
simple de la théorie des ensembles. Ceci s’applique, en règle générale, à la présentation des résultats 
de la théorie des ensembles elle-même. Comparons, par exemple, les exemples de formation 
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des ensembles du chapitre sur la théorie des ensembles; la plupart d’entre eux doivent être précisés 
dans le cadre de la théorie axiomatique des ensembles. Pour constituer l’ensemble de tous les sous- 
ensembles de l’ensemble des nombres réels, on devait placer le concept de nombre réel à l’intérieur 
de la théorie axiomatique des ensembles. Ceci présuppose la définition du concept de l’ensemble 
des entiers naturels et conduit d’abord et, en premier lieu, à une analyse axiomatique du 
concept de fini dans le cadre de la théorie générale des ensembles. 

De plus, tous les concepts utilisés dans la sémantique des langages formels peuvent être définis 
à l’aide de la théorie des ensembles ; ceci s’applique en particulier, aux êtres linguistiques eux-mêmes. 
Ceux-ci ont été expliqués comme des suites finies de certains “symboles”. Comme dans ia topologie 
exprimée dans la théorie des ensembles, les éléments d’un ensemble ayant une certaine structure 
sont appelés points , les éléments d’un ensemble quelconque (habituellement dénombrable) peuvent 
être désignés comme symboles. 

2. Critique du fondement ensembliste basée sur les résultats des Fondements des Mathématiques. 

La question se pose de savoir si la possibilité d’une base ensembliste de l’ensemble des mathéma¬ 
tiques peut être considérée comme éclairant suffisamment le problème d’un fondement 
méta-mathématique des mathématiques. Bien qu’en ramenant les mathématiques à la théorie des 
ensembles, les problèmes méta-mathématiques semblent se réduire, dans une grande mesure, 
à ceux de la théorie axiomatique des ensembles avec son langage simple et ses axiomes aisément 
compréhensibles, ceci est, en fait, faux pour diverses raisons que l’on va brièvement exposer ici. 

(/) Une objection immédiate est la question sur Yabsence de contradictions du système formel 
de la théorie des ensembles. En considération de l’expérience actuelle, le système d’axiomes, exprimé 
dans la théorie des ensembles, est d’un tel niveau d’abstraction qu’il est impossible à vérifier directe¬ 
ment. Une sorte de contrôle empirique existe, au mieux, pour certaines conséquences de ces axiomes, 
comme par exemple, pour l’existence de propositions sur les solutions des problèmes aux limites 
pour des équations différentielles. Il n’est donc pas surprenant que la théorie des ensembles, juste 
au début de leur développement dut éliminer de sérieux paradoxes dans son système de concepts, 
ce qui en dépit de leur élimination, a suscité une méfiance permanente de la part de nombreux 
mathématiciens sur la liberté d’utilisation de méthodes infinies. 

(//) Un objection supplémentaire concerne Y impossibilité d'avoir un système complet d'axiomes 
de la théorie des ensembles , qui doit être discutée dans* un paragraphe suivant, à savoir que, dans 
tout système d’axiomes récursifs, il y a des propositions qui sont indépendantes de ce système 
d’axiomes. Il n’y a cependant aucun espoir d’appréhender l’univers intuitif même approximative¬ 
ment, à travers un système donné d’axiomes. 

(///) En dépit des faits mentionnés ci-dessus, on pourrait encore supposer qu’un certain domaine 
U (l’univers intuitif) correspond à un système A d’axiomes, à la manière de la théorie des ensembles 
et que toute proposition ensembliste est vraie (c’est à dire valable dans U) ou non. On peut alors 
parler de structure <A, U> dans un méta-langage L* convenable. Dans L* un résultat bien connu 
de T. Skolem (1887-1963) — appelé le paradoxe de Skolem — peut être maintenant formulé; on établit 
qu’il existe plusieurs modèles non-isomorphes non seulement du système A d’axiomes, mais même 
d’un système de toutes les propositions valables dans U (voir Chapitre 15). 

Mais alors l’idée d’un modèle standard qui serait un modèle de la théorie axiomatique des 
ensembles, devient complètement discutable. Ces objections montrent clairement que le but du 
fondement logique et empirique des mathématiques particulièrement sous la forme classique du 
Platonicisme de Cantor est devenu inaccessible. On peut se demander si un fondement universel 
au sens de la théorie des ensembles est une exigence réelle ou si des principes de caractère plus 
constructif sont suffisants; si l’on considère l’application effective des méthodes mathématiques 
dans des domaines extra mathématiques, un examen plus approfondi révèle que seules les méthodes 
constructives sont opérationnelles. Dans l’état actuel, on peut certainement dire que les méthodes 
infinies de la théorie des ensembles ne peuvent être abandonnées. De façon imagée, les méthodes 
infinies de la théorie des ensembles ont “un rayon d’action” qui n’a pas été dépassé. Ceci s’applique 
particulièrement à l’assimilation des méthodes constructives des applications des mathématiques. 
En outre, on peut dire que — en dépit du fait que l’univers de Cantor se révèle être une fiction 
dans une analyse plus serrée — le mathématicien, particulièrement celui qui travaille sur les fon¬ 
dements, obtient ses résultats, en règle générale, seulement en se basant sur une certaine idée 
intuitive d’une réalité mathématique abstraite. 

3. Insuffisance des théories axiomatiques et impossibilité de définir le concept de vérité. Une 
théorie mathématique T créée dans le but de fournir un modèle dans un certain domaine, comme 
par exemple, un espace physique ou des processus économiques — se juge à sa réussite. Puisque 
T représente seulement une idéalisation consciemment choisie d’un processus réel la question de la 
vérité des propositions dans T est de moindre importance. Cependant, elle devient pertinente pour 
les mathématiques en tant que science. Ceci est vrai pour chaque branche, par exemple la 
théorie des entiers naturels ou la théorie des ensembles. 

Un grand nombre de propositions mathématiques, en dépit de leur caractère abstrait, ont 
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certainement un rapport immédiat avec la réalité. Considérons, par exemple, le théorème suivant 
dont la validité est évidente: “S'il existe un partage d'un ensemble fini S en n classes disjointes 
C ,, ..., C„, chacune ayant exactement m éléments , alors il existe un partage de S en m classes 
disjointes de n éléments chacune ”. 

La situation est tout à fait différente en ce qui concerne la proposition, largement, acceptée de nos 
jours, qu’il “ existe une relation de bon ordre sur l'ensemble des nombres réels" , et généralement pour 
les propositions d’existence dans lesquelles on ne dit rien sur les méthodes de construction. 

Si U est un certain domaine, et L un langage formalisée sur (/, alors on sait qu’il est possible 
(voir Chapitre 15) dans le cadre d’une méta-théorie sur L et U , de préciser le concept de validité 
ou de vérité d’une propositon de L sur U. Le premier problème est-de savoir s’il existe un système 
codifiable A d’axiomes tel que l’ensemble des propositions qui peuvent se déduire de A par les règles 
du raisonnement formalisé coïncide avec l’ensemble des propositions vraies sur U. Dans certains 
cas, ceci est en fait possible, par exemple, lorsque U est un univers fini de discours ou lorsque 
le langage L est si pauvre en mots que la formulation de propositions compliquées de U n’est même 
pas possible. 

Ce qui suit se rapporte à un domaine U qui contient les entiers naturels et à un langage L dans 
lequel l’arithmétique des entiers naturels est exprimable. Sous ces hypothèses, le premier théorème 
de Gôdel t d’après lequel tout système d’axiomes formulés dans L constitué d’un nombre fini ou d’un 
ensemble récursif d’axiomes, est incomplet au sens que des propositions vraies dans V ne peuvent 
se déduire de A t est valable. Un résultat fondamental ultérieur est le théorème de A. Tarski (né en 
1901) à savoir que sous les hypothèses données aucun prédicat W(x) n’est définissable dans L, de 
telle sorte que pour un objet a de (/, la proposition W(a) soit vraie dans U> si et seulement si 
a est le nombre code d’une proposition vraie dans U. 

Pour la démontration des deux théorèmes, une codification , appelée aussi une arithmétisation ou 
une gôdèlisation , d’un langage L par les entiers naturels est effectuée. Ceci est fait de telle sorte 
que, premièrement, les entiers naturels soient attribués à des symboles fondamentaux de manière 
il ce que les suites de symboles correspondent à certaines suites finies d’entiers naturels. En deu¬ 
xième lieu, les suites finies d’entiers naturels sont mises en correspondance biunivoque avec les 
entiers naturels. L’entier qui correspond, de cette manière, à une expression H est appelé le code ou le 
nombre de Gôdel de H et est noté //*. 

Soient L, U et leur corrélation sémantique inclus dans un 

/N XV 

nouvel univers du discours U , et soit L un langage adéquat pour 

XV XV XV . 

U. Ainsi, on appelle L un langage de U et L le métalangage du , 
système < L, U> (Fig.). 

La codification de L permet de mettre en forme certains pré¬ 
dicats qui, en premier lieu, sont seulement exprimables en termes 
métalinguistiques dans le langage objet L. 

Un exemple de prédicat est “La proposition H est démontra¬ 
ble”. A cela correspond un certain prédicat arithmétique B(n) 
qui est vrai pour un entier naturel n si et seulement si n est le 
nombre code d’une proposition démontrable. Sous les K pothèses 
faites sur (/, on peut maintenant construire une expre^üon Nb(v) 
de telle sorte que dans la substitution d’un entier naturel n pour 
la variable v, la proposition Nb(n) devienne: “La proposition avec le code n est non démontrable 
(à partir de A)". Aux moyens d’un dispositif supplémentaire, ainsi appelé argument diagonal , on 
peut trouver-maintenant un entier naturel m tel que m = Nb(m). La proposition Nb(m) peut être 
alors considérée comme une proposition signifiant “Je suis non démontrable”. 

Nb(m) est valable dans (/, sinon sa négation “Je suis démontrable” serait vraie dans U\ puisque 
toute proposition démontrable à partir de A est naturellement valable aussi dans U , la proposition 
Nb(n) avec le code n dans U serait à la fois valable et non valable, ce qui serait contradictoire. 
Cependant, en accord avec la signification de Nb(m ), la validité de Nb(m) indique aussi son im¬ 
possibilité d’être démontrée. Par conséquent, le système A d’axiomes se révèle incomplet. 

Le résultat de Tarski est obtenu de manière similaire. On suppose qu’une expression JV(v) existe, 
avec la signification “v est vraie”; la négation N\v(v) de cette expression représente alors le prédicat 
“ v est faux”. On construit comme ci-dessus un entier m tel que Nw(m)=m , qui signifierait alors “Je 
suis une proposition fausse”. Cette proposition serait vraie si elle est fausse et fausse si elle est vraie. 
On peut échapper à cette contradiction ci) abandonnant l’hypothèse que le prédicat “o est vraie 
dans U" est exprimable dans L. 

Ce type d’argument concerne l’analyse approfondie d’un paradoxe déjà connu dans l’antiquité 
et qui peut être présenté de la manière suivante. “Le théorème écrit en caractère rouge sur la page 
d’un livre est faux”. Cette proposition aussi est fausse si elle est vraie et vraie si elle est fausse, et 
donc transgresse le principe de contradiction. 
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4. Non contradiction relative et l’indépendance de l’hypothèse du continu. On dit qu'une théorie 
T est relativement non contradictoire avec une théorie T' si les concepts fondamentaux de T peuvent 
être définis dans le langage de T' de telle sorte que les axiomes de T correspondent à certaines 
propriétés vraies dans T' ; on dit que la théorie T est alors interprétée dans la théorie T'. 

Ces définitions sont de nature métathéorique. Souvent la démontration de la possibilité de cette 
interprétation peut être entièrement conduite dans le langage de T’. 

Un cas particulièrement intéressant est celui où T' est une extension de T avec le même langage 
L. En particulier, une proposition A de L est non contradictoire par rapport à T si la théorie 
A } est relativement non contradictoire avec T\ par exemple, on peut montrer que les géométries 
euclidiennes et non-euclidiennes sont relativement non contradictoires par rapport à la géométrie 
absolue, c’est à dire, que l’axiome des parallèles et aussi sa négation sont indépendants des autres 
axiomes. Lfc fait, que la démonstration puisse être menée à bonne fin au sein de la géométrie absolue, 
n'est pas du tout trivial; cependant, à l’aide des moyens modernes, la démonstration de l'indépen¬ 
dance est presque une banalité si elle est menée à l'aide des moyens de la géométrie analytique. 

Gôdel a montré en 1938 que l’hypothèse du continu et l’axiome du choix sont relativement non 
contradictoires avec les autres axiomes de la théorie des ensembles. Trente cinq ans après P. Cohen 
a montré que le rejet de l’hypothèse du continu est également dans ce cas. 

Bien que ces résultats aient une analogie formelle avec la géométrie, la situation est tout à 
fait différente puisqu’il est possible de développer différents types de géométrie à partir d’un point 
de vue unifié, à savoir celui de la théorie générale des ensembles. Cependant, il n’existe pas de 
principe unifié pour trouver les différents systèmes, mutuellement exclusifs de la théorie des ensem¬ 
bles. D'après l’état actuel des choses, de tels principes de nature mathématique ne semblent même 
pas exister, parce qu’un niveau d’abstraction mathématique plus élevé que celui de la théorie 
des ensembles est absolument inconcevable. 

Gôdel lui même a exprimé l’idée que le développement de la théorie des ensembles conduirait 
à de nouveaux axiomes qui permettraient de réfuter l’hypothèse du continu. Les axiomes, considérés 
jusqu’ici, dans la discussion pour l’extension des limites actuelles de la théorie des ensembles, comme 
par exemple, l’axiome de Tarski sur l’existence de nombres cardinaux inaccessibles, ne sont 
vraisemblablement pas suffisants pour ça. 

L’axiome de Tarski est l’exemple d’un axiome qui garantit l’existence d’autres ensembles au delà 
du domaine produit par les principes de la formation des ensembles et du choix. On peut décrire 
l’acceptation de tels axiomes comme une extension illimitée des mathématiques. On doit cependant 
se rappeler que la croissance illimitée de nouveaux axiomes causerait de nouveaux problèmes sérieux 
sur l’absence de contradiction. 

On peut dire, en conclusion que le résultat de la recherche sur les fondements des mathématiques 
a contribué de façon essentielle à la clarification du champ et des limites des propositions classiques 
sur le fondement des mathématiques et a, de plus, suscité de nombreuses applications pratiques 
comme, par exemple, à la théorie des algorithmes et des systèmes formels. 
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16,19 

16,39 

16,58 

16,78 

16,97 

17,17 

17,37 

2,6 

17,58 

17,78 

17,98 

18,19 

18,40 

18,61 

18,82 

19,03 

19,25 

19,47 

2,7 

19,68 

19,90 

20,12 

20,35 

20,57 

20,80 

21,02 

21,25 

21,48 

21,72 

2,8 

21,95 

22,19 

22,43 

22,67 

22,91 

23,15 

23,39 

23,64 

23,89 

24,14 

2,9 

24,39 

24,64 

24,90 

25,15 

25,41 

25,67 

25,93 

26,20 

26,46 

26,73 

3,0 

27,00 

27,27 

27,54 

27,82 

28,09 

28,37 

28,65 

28,93 

29,22 

29,50 

3,1 

29,79 

30,08 

30,37 

30,66 

30,96 

31,26 

31,55 

31,86 

32,16 

32,46 

3,2 

32,77 

33,08 

33,39 

33,70 

34,01 

34,33 

34,65 

34,97 

35,29 

35,61 

3,3 

35,94 

36,26 

36,59 

36,93 

37,26 

37,60 

37,93 

38,27 

38,61 

38,96 

3,4 

39,30 

39,65 

40,00 

40,35 

40,71 

41,06 

41,42 

41,78 

42,14 

42,51 

3,5 

42,88 

43,24 

43,61 

43,99 

44,36 

44,74 

45,12 

45,50 

45,88 

46,27 

3,6 

46,66 

47,05 

47,44 

47,83 

48,23 

48,63 

49,03 

49,43 

49,84 

50,24 

3,7 

50,65 

51,06 

51,48 

51,90 

52,31 

52,73 

53,16 

53,58 

54,01 

54,44 

3,8 

54,87 

55,31 

55,74 

56,18 

56,62 

57,07 

57,51 

57,96 

58,41 

58,86 

3,9 

59,32 

59,78 

60,24 

60,70 

61,16 

61,63 

62,10 

62,57 

63,04 

63,52 

4,0 

64,00 

64,48 

64,96 

65,45 

65,94 

66,43 

66,92 

67,42 

67,92 

68,42 

4,1 

68,92 

69,43 

69,93 

70,44 

70,96 

71,47 

71,99 

72,51 

73,03 

73,56 

4,2 

74,09 

74,62 

75,15 

75,69 

76,23 

76,77 

77,31 

77,85 

78,40 

78,95 

4,3 

79,51 

80,06 

80,62 

81,18 

81,75 

82,31 

82,88 

83,45 

84,03 

84,60 

4,4 

85,18 

85,77 

86,35 

86,94 

87,53 

88,12 

88,72 

89,31 

89,92 

90,52 

4,5 

91,12 

91,73 

92,35 

92,96 

93,58 

94,20 

94,82 

95,44 

96,07 

96,70 

4,6 

97,34 

97,97 

98,61 

99,25 

99,90 

100,5 

101,2 

101,8 

102,5 

103,2 

4,7 

103,8 

104,5 

105,2 

105,8 

106,5 

107,2 

107,9 

108,5 

109,2 

109,9 

4,8 

110,6 

111,3 

112,0 

112,7 

113,4 

114,1 

114,8 

115,5 

116,2 

116,9 

4,9 

117,6 

118,4 

119,1 

119,8 

120,6 

121,3 

122,0 

122,8 

123,5 

124,3 

5,0 

125,0 

125,8 

126,5 

127,3 

128,0 

128,8 

129,6 

130,3 

131,1 

131,9 

5,1 

132,7 

133,4 

134,2 

135,0 

135,8 

136,6 

137,4 

138,2 

139,0 

139,8 

5,2 

140,6 

141,4 

142,2 

143,1 

143,9 

144,7 

145,5 

146,4 

147,2 

148,0 

5,3 

148,9 

149,7 

150,6 

151,4 

152,3 

153,1 

154,0 

154,9 

155,7 

156,6 

5,4 

157,5 

158,3 

159,2 

160,1 

161,0 

161,9 

162,8 

163,7 

164,6 

165,5 

5,5 

166,4 

167,3 

168,2 

169,1 

170,0 

171,0 

171,9 

172,8 

173,7 

174,7 
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IU. Cubes 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


5,5 

166,4 

167,3 

168,2 

169,1 

170,0 

171,0 

171,9 

172,8 

173,7 

174,7 

5,6 

175,6 

176,6 

177,5 

178,5 

179,4 

180,4 

181,3 

182,3 

183,3 

184,2 

5,7 

185,2 

186,2 

187,1 

188,1 

189,1 

190,1 

191,1 

192,1 

193,1 

194,1 

5,8 

195,1 

196,1 

197,1 

198,2 

199,2 

200,2 

201,2 

202,3 

203,3 

204,3 

5,9 

205,4 

206,4 

207,5 

208,5 

209,6 

210,6 

211,7 

212,8 

213,8 

214,9 

6,0 

216,0 

217,1 

218,2 

219,3 

220,3 

221,4 

222,5 

223,6 

224,8 

225,9 

6,1 

227,0 

228,1 

229,2 

230,3 

321,5 

232,6 

233,7 

234,9 

236,0 

237,2 

6,2 

238,3 

239,5 

240,6 

241,8 

243,0 

244,1 

245,3 

246,5 

247,7 

248,9 

6,3 

250,0 

251,2 

252,4 

253,6 

254,8 

256,0 

257,3 

258,5 

259,7 

260,9 

6,4 

262,1 

263,4. 

264,6 

265,8 

267,1 

268,3 

269,6 

270,8 

272,1 

273,4 

6,5 

274,6 

275,9 

277,2 

278,4 

279,7 

281,0 

282,3 

283,6 

284,9 

286,2 

6,6 

287,5 

288,8 

290,1 

291,4 

292,8 

294,1 

295,4 

296,7 

298,1 

299,4 

6,7 

300,8 

302,1 

303,5 

304,8 

306,2 

307,5 

308,9 

310,3 

311,7 

313,0 

6,8 

314,4 

315,8 

317,2 

318,6 

320,0 

321,4 

322,8 

324,2 

325,7 

327,1 

6,9 

328,5 

329,9 

331,4 

332,8 

334,3 

335,7 

337,2 

338,6 

340,1 

341,5 

7,0 

343,0 

344,5 

345,9 

347,4 

348,9 

350,4 

351,9 

353,4 

354,9 

356,4 

7,1 

357,9 

359,4 

360,9 

362,5 

364,0 

365,5 

367,1 

368,6 

370,1 

371,7 

7,2 

373,2 

374,8 

376,4 

377,9 

379,5 

381,1 

382,7 

384,2 

385,8 

387,4 

7,3 

389,0 

390,6 

392,2 

393,8 

395,4 

397,1 

398,7 

400,3 

401,9 

403,6 

7,4 

405,2 

406,9 

408,5 

410,2 

411,8 

413,5 

415,2 

416,8 

418,5 

420,2 

7,5 

421,9 

423,6 

425,3 

427,0 

428,7 

430,4 

432,1 

433,8 

435,5 

437,2 

7,6 

439,0 

440,7 

442,5 

444,2 

445,9 

447,7 

449,5 

451,2 

453,0 

454,8 

7,7 

456,5 

458,3 

460,1 

461,9 

463,7 

465,5 

467,3 

469,1 

470,9 

472,7 

7,8 

474,6 

476,4 

478,2 

480,0 

481,9 

483,7 

485,6 

487,4 

489,3 

491,2 

7,9 

493,0 

494,9 

496,8 

498,7 

500,6 

502,5 

504,4 

506,3 

508,2 

510,1 

8,0 

512,0 

513,9 

515,8 

517,8 

519,7 

521,7 

523,6 

525,6 

527,5 

529,5 

8,1 

531,4 

533,4 

535,4 

537,4 

539,4 

541,3 

543,3 

545,3 

547,3 

549,4 

8,2 

551,4 

553,4 

555,4 

557,4 

559,5 

561,5 

563,6 

565,6 

567,7 

569,7 

8,3 

571,8 

573,9 

575,9 

578,0 

580,1 

582,2 

584,3 

586,4 

588,5 

590,6 

8,4 

592,7 

594,8 

596,9 

599,1 

601,2 

603,4 

605,5 

607,6 

609,8 

612,0 

8,5 

614,1 

616,3 

618,5 

620,7 

622,8 

625,0 

627,2 

629,4 

631,6 

633,8 

8,6 

636,1 

638,3 

640,5 

642,7 

645,0 

647,2 

649,5 

651,7 

654,0 

656,2 

8,7 

658,5 

660,8 

663,1 

665,3 

667,6 

669,9 

672,2 

674,5 

676,8 

679,2 

8,8 

681,5 

683,8 

686,1 

688,5 

690,8 

693,2 

695,5 

697,9 

700,2 

702,6 

8,9 

705,0 

707,3 

709,7 

712,1 

714,5 

716,9 

719,3 

721,7 

724,2 

726,6 

9,0 

729,0 

731,4 

733,9 

736,3 

738,8 

741,2 

743,7 

746,1 

748,6 

751,1 

9,1 

753,6 

756,1 

758,6 

761,0 

763,6 

766,1 

768,6 

771,1 

773,6 

776,2 

9,2 

778,7 

781,2 

783,8 

786,3 

788,9 

791,5 

794,0 

796,6 

799,2 

801,8 

9,3 

804,4 

807,0 

809,6 

812,2 

814,8 

817,4 

820,0 

822,7 

825,3 

827,9 

9,4 

830,6 

833,2 

835,9 

838,6 

841,2 

843,9 

846,6 

849,3 

852,0 

854,7 

9,5 

857,4 

860,1 

862,8 

865,5 

868,3 

871,0 

873,7 

876,5 

879,2 

882,0 

9,6 

884,7 

887,5 

890,3 

893,1 

895,8 

898,6 

901,4 

904,2 

907,0 

909,9 

9,7 

912,7 

915,5 

918,3 

921,2 

924,0 

926,9 

929,7 

932,6 

935,4 

938,3 

9,8 

941,2 

944,1 

947,0 

949,9 

952,8 

955,7 

958,6 

961,5 

964,4 

967,4 

9,9 

970,3 

973,2 

976,2 

979,1 

982,1 

985,1 

988,0 

991,0 

994,0 

997,0 

10,0 

1000 

1003 

1006 

1009 

1012 

I0t5 

1018 

1021 

1024 

1027 



































796 Tables 


IV. Logarithmes décimaux 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 1 

100 

00000 

00043 

00087 

00130 

00173 

00217 

00260 

00303 

00346 

00389 

101 

00432 

00475 

00518 

00561 

00604 

00647 

00689 

00732 

00775 

00817 

102 

00860 

00903 

00945 

00988 

01030 

01072 

01115 

01 157 

01 199 

01242 

103 

01284 

01326 

01368 

01410 

01452 

01494 

01536 

01578 

01620 

01662 

104 

01703 

01745 

01787 

01828 

01870 

01912 

01953 

01995 

02036 

02078 

105 

02119 

02160 

02202 

02243 

02284 

02325 

02366 

02407 

02449 

02490 

106 

02531 

02572 

02612 

02653 

02694 

02735 

02776 

02816 

02857 

02898 

107 

02938 

02979 

03019 

03060 

03100 

03141 

03181 

03222 

03262 

03302 

108 

03 342 

03383 

03423 

03463 

03503 

03543 

03583 

03623 

03663 

03703 

109 

03743 

03782 

03822 

03862 

03902 

03941 

03981 

04021 

04060 

04100 

10 

0000 

0043 

0086 

0128 

0170 

0212 

0253 

0294 

0334 

0374 

11 

0414 

0453 

0492 

0531 

0569 

0607 

0645 

0682 

0719 

0755 

12 

0792 

0828 

0864 

0899 

0934 

0969 

1004 

1038 

1072 

1106 

13 

1139 

1173 

1206 

1239 

1271 

1303 

1335 

1367 

1399 

1430 

14 

1461 

1492 

1523 

1553 

1584 

1614 

1644 

1673 

1703 

1732 

15 

1761 

1790 

1818 

1847 

1875 

1903 

1931 

1959 

1987 

2014 

16 

2041 

2068 

2095 

2122 

2148 

2175 

2201 

2227 

2253 

2279 

17 

2304 

2330 

2355 

2380 

2405 

2430 

2455 

2480 

2504 

2529 

18 

2553 

2577 

2601 

2625 

2648 

2672 

2695 

2718 

2742 

2765 

19 

2788 

2810 

2833 

2856 

2878 

2900 

2923 

2945 

2967 

2989 

20 

3010 

3032 

3054 

3075 

3096 

3118 

3139 

3160 

3181 

3201 

21 

3222 

3243 

3263 

3284 

3304 

3324 

3345 

3365 

3385 

3404 

22 

3424 

3444 

3464 

3483 

3502 

3522 

3541 

3560 

3579 

3598 

23 

3617 

3636 

3655 

3674 

3692 

3711 

3729 

3747 

3766 

3784 

24 

3802 

3820 

3838 

3856 

3874 

3892 

3909 

3927 

3945 

3962 

25 

3979 

3997 

4014 

4031 

4048 

4065 

4082 

4099 

4116 

4133 

26 

4150 

4166 

4183 

4200 

4216 

4232 

4249 

4265 

4281 

4298 

27 

4314 

4330 

4346 

4362 

4378 

4393 

4409 

4425 

4440 

4456 

28 

4472 

4487 

4502 

4518 

4533 

4548 

4564 

4579 

4594 

4609 

29 

4624 

4639 

4654 

4669 

4683 

4698 

4713 

4728 

4742 

4757 

30 

4771 

4786 

4800 

4814 

4829 

4843 

4857 

4871 

4886 

4900 

31 

4914 

4928 

4942 

4955 

4969 

4983 

4997 

5011 

5024 

5038 

32 

5051 

5065 

5079 

5092 

5105 

5119 

5132 

5145 

5159 

5172 

33 

5185 

5198 

5211 

5224 

5237 

5250 

5263 

5276 

5289 

5302 

34 

5315 

5328 

5340 

5353 

5366 

5378 

5391 

5403 

5416 

5428 

35 

5441 

5453 

5465 

5478 

5490 

5502 

5514 

5527 

5539 

5551 

36 

5563 

5575 

5587 

5599 

5611 

5623 

5635 

5647 

5658 

5670 

37 

5682 

5694 

5705 

5717 

5729 

5740 

5752 

5763 

5775 

5786 

38 

5798 

5809 

5821 

5832 

5843 

5855 

5866 

5877 

5888 

5899 

39 

5911 

5922 

5933 

5944 

5955 

5966 

5977 

5988 

5999 

6010 

40 

6021 

6031 

6042 

6053 

6064 

6075 

6085 

6096 

6107 

6117 

41 

6128 

6138 

6149 

6160 

6170 

6180 

6191 

6201 

6212 

6222 

42 

6232 

6243 

6253 

6263 

6274 

6284 

6294 

6304 

6314 

6325 

43 

6333 

6345 

6355 

6365 

6375 

6385 

6395 

6405 

6415 

6425 

44 

6435 

6444 

6454 

6464 

6474 

6484 

6493 

6503 

6513 

6522 

45 

6532 

6542 

6551 

6561 

6571 

6580 

6590 

6599 

6609 

6618 

46 

6628 

6637 

6646 

6656 

6665 

6675 

6684 

6693 

6702 

6712 

47 

6721 

6730 

6739 

6749 

6758 

6767 

6776 

6785 

6794 

6803 

48 

6812 

6821 

6830 

6839 

6848 

6857 

6866 

6875 

6884 

6893 

49 

6902 

6911 

6920 

6928 

6937 

6946 

6955 

6964 

6972 

6981 

50 

6990 

6998 

7007 

7016 

7024 

7033 

7042 

7050 

7059 

7067 






































Logarithmes décimaux 797 


IV. Logarithmes décimaux 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

~n 

50 

6990 

6998 

7007 

7016 

7024 

7033 

7042 

7050 

7059 

7067 

51 

7076 

7084 

7093 

7101 

7110 

7118 

7126 

7135 

7143 

7152 

52 

7160 

7168 

7177 

7185 

7193 

7202 

7210 

7218 

7226 

7235 

53 

7243 

7251 

7259 

7267 

7275 

7284 

7292 

7300 

7308 

7316 

54 

7324 

7332 

7340 

7348 

7356 

7364 

7372 

7380 

7388 

7396 

55 

7404 

7412 

7419 

7427 

7435 

7443 

7451 

7459 

7466 

7474 

56 

7482 

7490 

7497 

7505 

7513 

7520 

7528 

7536 

7543 

7551 

57 

7559 

7566 

7574 

7582 

7589 

7597 

7604 

7612 

7619 

7627 

58 

7634 

7642 

7649 

7657 

7664 

7672 

7679 

7686 

7694 

7701 

59 

7709 

7716 

7723 

7731 

7738 

7745 

7752 

7760 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

7796 

7803 

7810 

7818 

7825 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

7860 

7868 

7875 

7882 

7889 

7896 

7903 

7910 

7917 

62 

7924 

7931 

7938 

7945 

7952 

7959 

7966 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

8000 

8007 

8014 

8021 

8028 

8033 

8041 

8048 

8055 

64 

8062 

8069 

8075 

8082 

8089 

8096 

8102 

8109 

8116 

8122 

65 

8129 

8136 

8142 

8149 

8156 

8162 

8169 

8176 

8182 

8189 

66 

8195 

8202 

8209 

8215 

8222 

8228 

8235 

8241 

8248 

8254 

67 

8261 

8267 

8274 

8280 

8287 

8293 

8299 

8306 

8312 

8319 

68 

8325 

8331 

8338 

8344 

8351 

8357 

8363 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 

8401 

8407 

8414 

8420 

8426 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

8463 

8470 

8476 

8482 

8488 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

8519 

8525 

8531 

8537 

8543 

8549 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

8585 

8591 

8597 

8603 

8609 

8615 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

8651 

8657 

8663 

8669 

8675 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 

8704 

8710 

8716 

8722 

8727 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8756 

8762 

8768 

8774 

8779 

8785 

8791 

8797 

8802 

76 

8808 

8814 

8820 

8825 

8831 

8837 

8842 

8848 

8854 

8859 

77 

8865 

8871 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

8960 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

9015 

9020 

9025 

80 

9031 

9036 

9042 

9047 

9053 

9058 

9063 

9069 

9074 

9079 

81 

9085 

9090 

9096 

9101 

9106 

9112 

9117 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

9154 

9159 

9165 

9170 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

9196 

9201 

9206 

9212 

9217 

9222 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

9258 

9263 

9269 

9274 

9279 

9284 

9289 

85 

9294 

9299 

9304 

3909 

931 $ 

9320 

9325 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

9360 

9365 

9370 

9375 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 

9400 

9405 

9410 

9415 

9420 

9425 

9430 

9435 

9440 

88 

9445 

9450 

9455 

9460 

9465 

9469 

9474 

9479 

9484 

9489 

89 

9494 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

9523 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

9571 

9576 

9581 

9586 

91 

9590 

9595 

9600 

9605 

9609 

9614 

9619 

9624 

9628 

9633 

92 

9638 

9643 

9647 

9652 

9657 

9661 

9666 

9671 

9675 

9680 

93 

9685 

9689 

9694 

9699 

9703 

9708 

9713 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

9745 

9750 

9754 

9759 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

9786 

9791 

9795 

9800 

9805 

9809 

9814 

9818 

96 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

9854 

9859 

9863 

97 

9868 

9872 

9877 

9881 

9886 

9890 

9894 

9899 

9903 

9908 

98 

9912 

9917 

9921 

9926 

9930 

9934 

9939 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 

9961 

9965 

9969 

9974 

9978 

9983 

9987 

9991 

9996 

100 

0000 

0004 

0009 

0013 

0017 

0022 

0026 

0030 

0035 

0039 
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V a. Logarithmes népériens des nombres premiers jusqu’à 1000 


Z 

Log z | 

z 

Log z | 1 

1 z 

Log z | 

( 1 ) 

0,0000 

271 

5,6021 

641 

6,4630 

2 

6931 

277 

6240 

643 

4661 

3 

1,0986 

281 

6384 

647 

4723 

5 

6094 

283 

6454 

653 

4816 

7 

9459 

293 

6802 

659 

4907 

11 

2,3979 

307 

7268 

661 

4938 

13 

5649 

311 

7398 

673 

5117 

17 

8332 

313 

7462 

677 

5177 

19 

9444 

317 

7589 

683 

5265 

23 

3,1355 

331 

8021 

691 

5381 

29 

3673 

337 

8201 

701 

5525 

31 

4340 

347 

8493 

709 

5639 

37 

6109 

349 

8551 

719 

5779 

41 

7136 

353 

8665 

727 

5889 

43 

7612 

359 

8833 

733 

5971 

47 

8501 

367 

9054 

739 

6053 

53 

9703 

373 

9216 

743 

6107 

59 

4,0775 

379 

9375 

751 

6214 

61 

1109 

383 

9480 

757 

6294 

67 

2047 

389 

9636 

761 

6346 

71 

2627 

397 

9839 

769 

6451 

73 

2905 

401 

9940 

773 

6503 

79 

3694 

409 

6,0137 

787 

6682 

83 

4188 

419 

0379 

797 

6809 

89 

4886 

421 

0426 

809 

6958 

97 

5747 

431 

0661 

811 

6983 

101 

6151 

433 

0707 

821 

7105 

103 

6347 

439 

0845 

823 

7130 

107 

6728 

443 

0936 

827 

7178 

109 

6913 

449 

1070 

829 

7202 

113 

7274 

457 

1247 

839 

7322 

127 

8442 

461 

1334 

853 

7488 

131 

8752 

463 

1377 

857 

7534 

137 

9200 

467 

1463 

859 

7558 

139 

9345 

479 

1717 

863 

7604 

149 

5,0039 

487 

1883 

877 

7765 

151 

0173 

491 

1964 

881 

7811 

157 

0562 

499 

2126 

883 

7833 

163 

0938 

503 

2206 

887 

7878 

167 

1180 

509 

2324 

907 

8101 

173 

1533 

521 

2558 

911 

8145 

179 

1874 

523 

2596 

919 

8233 

181 

1985 

541 

2934 

929 

8341 

191 

2523 

547 

3044 

937 

8427 

193 

2627 

557 

3226 

941 

8469 

197 

2832 

563 

3333 

947 

8533 

199 

2933 

569 

3439 

953 

8596 

211 

3519 

571 

3474 

967 

8742 

223 

4072 

577 

3578 

971 

8783 

227 

4250 

587 

3750 

977 

8845 

229 

4337 

593 

3852 

983 

8906 

233 

4510 

599 

3953 

991 

8987 

239 

4765 

601 

3986 

997 

9048 

241 

4848 

607 

4085 



251 

5255 

613 

4184 

( 10 ) 

2,3026 

257 

5491 

617 

4249 

< 10 2 ) 

4,6052 

263 

5722 

619 

4281 

( 10 *) 

6,9078 

269 

5947 

631 

4473 

( 10 *) 

9,2103 


V b. Factorisation en nombres 
premiers plus grands que 5 


49 

= 

7 2 

77 

= 

7 • 11 

91 

= 

7 • 13 

119 

= 

7 • 17 

121 

= 

11 2 

133 

= 

7 • 19 

143 

= 

11 • 13 

161 

= 

7 • 23 

169 

= 

13 2 

187 

= 

11 • 17 

203 

= 

7 • 29 

209 

= 

11 • 19 

217 

= 

7 • 31 

221 

= 

13 • 17 

247 

= 

13 • 19 

253 

= 

11-23 

259 

= 

7 • 37 

287 

= 

7 • 41 

289 

= 

17 2 

299 

= 

13 • 23 

301 

= 

7 • 43 

319 

= 

11-29 

323 

= 

17 • 19 

329 

= 

7 • 47 

341 

= 

11-31 

343 

= 

V 

361 

= 

19 2 

371 

= 

7 • 53 

377 

= 

13 • 29 

391 

= 

17 • 23 

403 

= 

13 • 31 

407 

= 

11-37 

413 

= 

7 • 59 

427 

= 

7 • 61 

437 

= 

19 • 23 

451 

= 

11-41 

469 

= 

7 • 67 

473 

= 

11-43 

481 

= 

13 • 37 

493 

= 

17 • 29 

497 

= 

7 • 17 

511 

= 

7 • 73 

517 

= 

11-47 

527 

= 

17 • 31 

529 

= 

23 2 

533 

= 

13 • 41 

539 

= 

7 2 • 11 

551 

= 

19 • 29 

553 

= 

7 • 79 

559 

= 

13 • 43 


581 = 7 • 83 
583 = 11 • 53 
589 = 19 * 31 
611 = 13 • 47 
623 = 7 ■ 89 
629 = 17-37 
637 = 7 2 - 13 
649 = 11 • 59 
667 = 23-29 
671 = 11-61 
679 = 7 • 97 
689 = 13-53 
697 =17-41 
703 = 19-37 
707 = 7 • 101 
713 =23-31 
721 = 7 • 103 
731 = 17-43 
737 = 11 • 67 
749 = 7 • 107 
763 = 7-109 
767 =13-59 
779 = 19-41 
781 = 11 • 71 
791 = 7-113 
793 = 13 • 61 
799 =17-47 
803 = 11 • 73 
817 =19-43 
833 = 7 2 - 17 
841 = 29 2 
847 = 7 • 11 2 
851 = 23-37 
869 =11-79 
871 = 13 • 67 
889 = 7 • 127 
893 = 19-47 
899 = 29-31 
901 =17-53 
913 =11-83 
917 = 7 • 131 
923 =13-71 
931 = 7 2 ■ 19 
943 = 23-41 
949 =13-73 
959 = 7-137 
961 = 31 2 
973 = 7 • 139 
979 = 11 • 89 
989 = 23-43 


Exemples: 

Log 326 = Log (2 ■ 163) 

= Log 2 4 Log 163 
= 0,6931 + 5,0938 = 5,7869 
Log 0,319 = Log (11 • 29 : 1000) 
= Log 11 -h Log 29 — Log 1000 
= 2,3979 + 3,3673 - 6,9078 
= -1,1426 

Log 230000 = Log (23 • 10000) 
= 3,1355 4- 9,2103 = 12,3458 





































Valeurs des fonctions trigonométriques 799 


Via. Valeurs de sin a, cos a, tg a, cotg a 


De- 


De- 


grés 

sin 

tg 


0 

0,0000 

0,0000 

90 

1 

0175 

0175 

89 

2 

0349 

0349 

88 

3 

0523 

0524 

87 

4 

0698 

0699 

86 

5 

0872 

0875 

85 

6 

1045 

1051 

84 

7 

1219 

1228 

83 

8 

1392 

1405 

82 

9 

1564 

1584 

81 

10 

0,1736 

0,1763 

80 

11 

1908 

1944 

79 

12 

2079 

2126 

78 

13 

2250 

2309 

77 

14 

2419 

2493 

76 

15 

2588 

2679 

75 

16 

2756 

2867 

74 

17 

2924 

3057 

73 

18 

3090 

3249 

72 

19 

3256 

3443 

71 

20 

0,3420 

0,3640 

70 

21 

3584 

3839 

69 

22 

3746 

4040 

68 

23 

3907 

4245 

67 

24 

4067 

4452 

66 

25 

4226 

4663 

65 

26 

4384 

4877 

64 

27 

4540 

5095 

63 

28 

4695 

5317 

62 

29 

4848 

5543 

61 

30 

0,5000 

0,5774 

60 

31 

5150 

6009 

59 

32 

5299 

6249 

58 

33 

5446 

6494 

57 

34 

5592 

6745 

56 

35 

5736 

7002 

55 

36 

5878 

7265 

54 

37 

6018 

7536 

53 

38 

6157 

7813 

52 

39 

6293 

8098 

51 

40 

0,6428 

0,8391 

50 

41 

6561 

8693 

49 

42 

6691 

9004 

48 

43 

6820 

9325 

47 

44 

6947 

9657 

46 

45 

7071 

1,0000 

45 

1 

cos 

cotg 

De¬ 

grés 


grés 

sin 

tg | 


45 

0,7071 

1,000 

45 

46 

7193 

036 

44 

47 

7314 

072 

43 

48 

7431 

111 

42 

49 

7547 

150 

41 

50 

0,7660 

1,192 

40 

51 

7771 

235 

39 

52 

7880 

280 

38 

53 

7986 

327 

37 

54 

8090 

376 

36 

55 

8192 

428 

35 

56 

8290 

483 

34 

57 

8387 

540 

33 

58 

8480 

600 

32 

59 

8572 

664 

31 

60 

0,8660 

1,732 

30 

61 

8746 

804 

29 

62 

8829 

881 

28 

63 

8910 

963 

27 

64 

8988 

2,050 

26 

65 

9063 

145 

25 

66 

9135 

246 

24 

67 

9205 

356 

23 

68 

9272 

475 

22 

69 

9336 

605 

21 

70 

0,9397 

2,747 

20 

71 

9455 

904 

19 

72 

9511 

3,078 

18 

73 

9563 

271 

17 

74 

9613 

487 

16 

75 

9659 

732 

15 

76 

9703 

4,011 

14 

77 

9744 

331 

13 

78 

9781 

705 

12 

79 

9816 

5,145 

11 

80 

0,9848 

5,671 

10 

81 

9877 

6,314 

9 

82 

9903 

7,115 

8 

83 

9925 

8,144 

7 

84 

9945 

9,514 

6 

85 

9962 

11,43 

5 

86 

9976 

14,30 

4 

87 

9986 

19,08 

3 

88 

9994 

28,64 

2 

89 

9998 

57,29 

l 

90 

1,0000 

oo 

0 


cos 

cotg 

De¬ 

grés 


I 


VI b. Conversion de degrés en 
radians 


De¬ 

—1 

De¬ 

- 1 

grés 

rad j 

grés 

rad | 

0 

0,0000 

50 

0,8727 

1 

0175 

51 

8901 

2 

0349 

52 

9076 

3 

0524 

53 

9250 

4 

0698 

54 

9425 

5 

0,0873 

55 

0,9599 

6 

1047 

56 

9774 

7 

1222 

57 

9948 

8 

1396 

58 

1,0123 

9 

1571 

59 

0297 

10 

0,1745 

60 

1,0472 

11 

1920 

61 

0647 

12 

2094 

62 

0821 

13 

2269 

63 

0996 

14 

2443 

64 

1170 

15 

0,2618 

65 

1,1345 

16 

2793 

66 

1519 

17 

2967 

67 

1694 

18 

3142 

68 

1868 

19 

3316 

69 

2043 

20 

0,3491 

70 

1,2217 

21 

3665 

71 

2392 

22 

3840 

72 

2566 

23 

4014 

73 

2741 

24 

4189 

74 

2915 

25 

0,4363 

75 

1,3090 

26 

4538 

76 

3265 

27 

4712 

77 

3439 

28 

4887 

78 

3614 

29 

5061 

79 

3788 

30 

0,5236 

80 

1,3963 

31 

5411 

81 

4137 

32 

5585 

82 

4312 

33 

5760 

83 

4486 

34 

5934 

84 

4661 

35 

0,6109 

85 

1,4835 

36 

6283 

86 

5010 

37 

6458 

87 

5184 

38 

6632 

88 

5359 

39 

6807 

89 

5533 

40 

0,6981 

90 

1,5708 

41 

7156 

91 

5882 

42 

7330 

92 

6057 

43 

7505 

93 

6232 

44 

7679 

94 

6406 

45 

0,7854 

100 

1,7453 

46 

8029 

180 

3,1416 

47 

8203 

200 

3,4907 

48 

8378 

270 

4,7124 

49 

8552 

300 

5,2360 

50 

0,8727 

360 

6,2832 
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VII. Logarithmes de sin a et cos a 
log sin 0° ... 45° 



0,0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

(1,0) I 


o 

(-oo) 

7,2419 

7,5429 

7,7190 

7,8439 

7,9408 

*0200 

*0870 

*1450 

*1961 

*2419 

89 

1 

8,2419 

2832 

3210 

3558 

3880 

4179 

4459 

4723 

4971 

5206 

5406 

88 

2 

5428 

5640 

5842 

6035 

6220 

6397 

6567 

6731 

6889 

7041 

7188 

87 

3 

7188 

7330 

7468 

7602 

7731 

7857 

7979 

8098 

8213 

8326 

8436 

86 

4 

8436 

8543 

8647 

8749 

8949 

8964 

9042 

9135 

9226 

9315 

9403 

85 

5 

9403 

9489 

9573 

9655 

9736 

9816 

9894 

9970 

*0046 

*0120 

*0192 

84 

6 

9,0192 

0264 

0334 

0403 

0472 

0539 

0605 

0670 

0734 

0797 

0859 

83 

7 

0859 

0920 

0981 

1040 

1099 

1157 

1214 

1271 

1326 

1381 

1436 

82 

8 

1436 

1489 

1542 

1594 

1646 

1697 

1747 

1797 

1847 

1895 

1943 

81 

9 

1943 

1991 

2038 

2085 

2131 

2176 

2221 

2266 

2310 

2353 

2397 

80 

10 

9,2397 

2439 

2482 

2524 

2565 

2606 

2647 

2687 

2727 

2767 

2806 

79 

11 

2806 

2845 

2883 

2921 

2959 

2997 

3034 

3070 

3107 

3143 

3179 

78 

12 

3179 

3214 

3250 

3284 

3319 

3353 

3387 

3421 

3455 

3488 

3521 

77 

13 

3521 

3554 

3586 

3618 

3650 

3682 

3713 

3745 

3775 

3806 

3837 

76 

14 

3837 

3867 

3897 

3927 

3957 

3986 

4015 

4044 

4073 

4102 

4130 

75 

15 

4130 

4158 

4186 

4214 

4242 

4269 

4296 

4323 

4350 

4377 

4403 

74 

16 

4403 

4430 

4456 

4482 

4508 

4533 

4559 

4584 

4609 

4634 

4659 

73 

17 

4659 

4684 

4709 

4733 

4757 

4781 

4805 

4829 

4853 

4876 

4900 

72 

18 

4900 

4923 

4946 

4969 

4992 

5015 

5037 

5060 

5082 

5104 

5126 

71 

19 

5126 

5148 

5170 

5192 

5213 

5235 

5256 

5278 

5299 

5320 

5341 

70 

20 

9,5341 

5361 

5382 

5402 

5423 

5443 

5463 

5484 

5504 

5523 

5543 

69 

21 

5543 

5563 

5583 

5602 

5621 

5641 

5660 

5679 

5698 

5717 

5736 

68 

22 

5736 

5754 

5773 

5792 

5810 

5828 

5847 

5865 

5883 

5901 

5919 

67 

23 

5919 

5937 

5954 

5972 

5990 

6007 

6024 

6042 

6059 

6076 

6093 

66 

24 

6093 

6110 

6127 

6144 

6161 

6177 

6194 

6210 

6227 

6243 

6259 

65 

25 

6259 

6276 

6292 

6308 

6324 

6340 

6356 

6371 

6387 

6403 

6418 

64 

26 

6418 

6434 

6449 

6465 

6480 

6495 

6510 

6526 

6541 

6556 

6570 

63 

27 

6570 

6585 

6600 

6615 

6629 

6644 

6659 

6673 

6687 

6702 

6716 

62 

28 

6716 

6730 

6744 

6759 

6773 

6787 

6801 

6814 

6828 

6842 

6856 

61 

29 

6856 

6869 

6883 

6896 

6910 

6923 

6937 

6950 

6963 

6977 

6990 

60 

30 

9,6990 

7003 

7016 

7029 

7042 

7055 

7068 

7080 

7093 

7106 

7118 

59 

31 

7118 

7131 

7144 

7156 

7168 

7181 

7193 

7205 

7218 

7230 

7242 

58 

32 

7242 

7254 

7266 

7278 

7290 

7302 

7314 

7326 

7338 

7349 

7361 

57 

33 

7361 

7373 

7384 

7396 

7407 

7419 

7430 

7442 

7453 

7464 

7476 

56 

34 

7476 

7487 

7498 

7509 

7520 

7531 

7542 

7553 

7564 

7575 

7586 

55 

35 

7586 

7597 

7607 

7618 

7629 

7640 

7650 

7661 

7671 

7682 

7692 

54 

36 

7692 

7703 

7713 

7723 

7734 

7744 

7754 

7764 

7774 

7785 

7795 

53 

37 

7795 

7805 

7815 

7825 

7835 

7844 

7854 

7864 

7874 

7884 

7893 

52 

38 

7893 

7903 

7913 

7922 

7932 

7941 

7951 

7960 

7970 

7979 

7989 

51 

39 

7989 

7998 

8007 

8017 

8026 

8035 

8044 

8053 

8063 

8072 

8081 

50 

40 

9,8081 

8090 

8099 

8108 

8117 

8125 

8134 

8143 

8152 

8161 

8169 

49 

41 

8169 

8178 

8187 

8195 

8204 

8213 

8221 

8230 

8238 

8247 

8255 

48 

42 

8255 

8264 

8272 

8280 

8289 

8297 

8305 

8313 

8322 

8330 

8338 

47 

43 

8338 

8346 

8354 

8362 

8370 

8378 

8386 

8394 

8402 

8410 

8418 

46 

44 

8418 

8426 

8433 

8441 

8449 

8457 

8464 

8472 

8480 

8487 

8495 

45 


| (1,0) 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0,0 



log cos 45° ...90 e 





























Logarithmes de sinus et cosinus 801 


VII. Logarithmes de sin « et cos « 
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VIII. Logarithmes de tga et cotga 
log tg 0°... 45° 



0,0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

(1,0) I 


0 

(-00) 

7,2419 

7,5429 

7,7190 

7,8439 

7,9409 

*0200 

*0870 

*1450 

*1962 

*2419 

89 

1 

8,2419 

2833 

3211 

3559 

3881 

4181 

4461 

4725 

4973 

5208 

5431 

88 

2 

5431 

5643 

5845 

6038 

6223 

6401 

6571 

6736 

6894 

7046 

7194 

87 

3 

7194 

7337 

7475 

7609 

7739 

7865 

7988 

8107 

8223 

8336 

8446 

86 

4 

8446 

8554 

8659 

8762 

8862 

8960 

9056 

9130 

9241 

9331 

9420 

85 

5 

9420 

9506 

9591 

9674 

9756 

9836 

9915 

9992 

*0068 

*0143 

*0216 

84 

6 

9,0216 

0289 

0360 

0430 

0499 

0567 

0633 

0699 

0764 

0828 

0891 

83 

7 

0891 

0954 

1015 

1076 

1135 

1194 

1252 

1310 

1367 

1423 

1478 

82 

8 

1478 

1533 

1587 

1640 

1693 

1745 

1797 

1848 

1898 

1948 

1997 

81 

9 

1997 

2046 

2094 

2142 

2189 

2236 

2282 

2328 

, 2374 

2419 

2463 

80 

10 

9,2463 

2507 

2551 

2594 

2637 

2680 

2722 

2764 

2805 

2846 

2887 

79 

11 

2887 

2927 

2967 

3006 

2046 

3085 

3123 

3162 

3200 

3237 

3275 

78 

12 

3275 

3312 

3349 

338$ 

3422 

3458 

3493 

3529 

3564 

3599 

3634 

77 

13 

3634 

3668 

3702 

3736 

3770 

3804 

3837 

3870 

3903 

3935 

3968 

76 

14 

3968 

4000 

4032 

4064 

4095 

4127 

4158 

4189 

4220 

4250 

4281 

75 

15 

4281 

4311 

4341 

4371 

4400 

4430 

4459 

4488 

4517 

4546 

4573 

74 

16 

4575 

4603 

4632 

4660 

4688 

4716 

4744 

4771 

4799 

4826 

4853 

73 

17 

4853 

4880 

4907 

4934 

4961 

4987 

5014 

5040 

5066 

5092 

5118 

72 

18 

5118 

5143 

5169 

5195 

5220 

5245 

5270 

5295 

5320 

5343 

5370 

71 

19 

5370 

5394 

5419 

5443 

5467 

5491 

5516 

5539 

5563 

5587 

5611 

70 

20 

9,5611 

5634 

5658 

5681 

5704 

5727 

5750 

5773 

5796 

5819 

5842 

69 

21 

5842 

5864 

5887 

5909 

5932 

5954 

5976 

5998 

6020 

6042 

6064 

68 

22 

6064 

6086 

6108 

6129 

6151 

6172 

6194 

6215 

6236 

6257 

6279 

67 

23 

6279 

6300 

6321 

6341 

6362 

6383 

6404 

6424 

6443 

6465 

6486 

66 

24 

6486 

6506 

6527 

6547 

6567 

6587 

6607 

6627 

6647 

6667 

6687 

65 

25 

6687 

6706 

6726 

6746 

6765 

6785 

6804 

6824 

6843 

6863 

6882 

64 

26 

6882 

6901 

6920 

6939 

6958 

6977 

6996 

7015 

7034 

7053 

7072 

63 

27 

7072 

7090 

7109 

7128 

7146 

7165 

7183 

7202 

7220 

7238 

7257 

62 

28 

7257 

7275 

7293 

7311 

7330 

7348 

7366 

7384 

7402 

7420 

7438 

61 

29 

7438 

7455 

7473 

7491 

7509 

7526 

7544 

7562 

7579 

7597 

7614 

60 

30 

9,7614 

7632 

7649 

7667 

7684 

7701 

7719 

7736 

7753 

7771 

7788 

59 

31 

7788 

7805 

7822 

7839 

7856 

7873 

7890 

7907 

7924 

7941 

7958 

58 

32 

7958 

7975 

7992 

8008 

8025 

8042 

8059 

8075 

8092 

8109 

8125 

57 

33 

8125 

8142 

8158 

8175 

8191 

8208 

8224 

8241 

8257 

8274 

8290 

56 

34 

8290 

8306 

8323 

8339 

8355 

8371 

8388 

8404 

8420 

8436 

8452 

55 

35 

8452 

8468 

8484 

8501 

8517 

8533 

8549 

8565 

8581 

8597 

8613 

54 

36 

8613 

8629 

8644 

8660 

8676 

8692 

8708 

8724 

8740 

8755 

8771 

53 

37 

8771 

8787 

8803 

8818 

8834 

8850 

886$ 

8881 

8897 

8912 

8928 

52 

38 

8928 

8944 

8959 

8975 

8990 

9006 

9022 

9037 

9053 

9068 

9084 

51 

39 

9084 

9099 

9115 

9130 

9146 

9161 

9176 

9192 

9207 

9223 

9238 

50 

40 

9,9238 

9254 

9269 

9284 

9300 

9315 

9330 

9346 

9361 

9376 

9392 

49 

41 

9392 

9407 

9422 

9438 

9453 

9468 

9483 

9499 

9514 

9529 

9544 

48 

42 

9544 

9560 

9575 

9590 

9605 

9621 

9636 

9651 

9666 

9681 

9697 

47 

43 

9697 

9712 

9727 

9742 

9757 

9772 

9788 

9893 

9818 

9833 

9848 

46 

44 

9848 

9864 

9879 

9894 

9909 

9924 

9939 

9955 

9970 

9983 

0,0000 

45 


CE 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0,0 



log cotg 45° ... 90 e 




























Logarithmes de tangente et cotangente 803 


VIII. Logarithmes de tga et cotga 
log tg 45° ... 90° 



0,0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

(1,0) | 


45 

0,0000 

0015 

0030 

0045 

0061 

0076 

0091 

0106 

0121 

0136 

0152 

44 

46 

0152 

0167 

0182 

0197 

0212 

0228 

0243 

0258 

0273 

0288 

0303 

43 

47 

0303 

0319 

0334 

0349 

0364 

0379 

0395 

0410 

0425 

0440 

0456 

42 

48 

0456 

0471 

0486 

0501 

0517 

0532 

0547 

0562 

0578 

0593 

0608 

41 

49 

0608 

0624 

0639 

0654 

0670 

0685 

0700 

0716 

0731 

0746 

0762 

40 

50 

0,0762 

0777 

0793 

0808 

0824 

0839 

0854 

0870 

0885 

0901 

0916 

39 

51 

0916 

0932 

0947 

0963 

0978 

0994 

1010 

1025 

1041 

1056 

1072 

38 

52 

1072 

1088 

1103 

1119 

1135 

1150 

1166 

1182 

1197 

1213 

1229 

37 

53 

1229 

1245 

1260 

1276 

1292 

1308 

1324 

1340 

1356 

1371 

1387 

36 

54 

1387 

1403 

1419 

1435 

1451 

1467 

1483 

1499 

1516 

1532 

1548 

35 

55 

1548 

1564 

1580 

1596 

1612 

1629 

1645 

1661 

1677 

1694 

1710 

34 

56 

1710 

1726 

1743 

1759 

1776 

1792 

1809 

1825 

1842 

1858 

1875 

33 

57 

1875 

1891 

1908 

1925 

1941 

1958 

1975 

1992 

2008 

2025 

2042 

32 

58 

2042 

2059 

2076 

2093 

2110 

2127 

2144 

2161 

2178 

2195 

2212 

31 

59 

2212 

2229 

2247 

2264 

2281 

2299 

2316 

2333 

2351 

2368 

2386 

30 

60 

0,2386 

2403 

2421 

2438 

2456 

2474 

2491 

2509 

2527 

2545 

2562 

29 

61 

2562 

2580 

2598 

2616 

2634 

2652 

2670 

2689 

2707 

2725 

2743 

28 

62 

2743 

2762 

2780 

2798 

2817 

2835 

2854 

2872 

2891 

2910 

2928 

27 

63 

2928 

2947 

2966 

2985 

3004 

3023 

3042 

3061 

3080 

3099 

3118 

26 

64 

3118 

3137 

3157 

3176 

3196 

3215 

3235 

3254 

3274 

3294 

3313 

25 

65 

3313 

3333 

3353 

3373 

3393 

3413 

3433 

3453 

3473 

3494 

3514 

24 

66 

3514 

3535 

3555 

3576 

3596 

3617 

3638 

3659 

3679 

3700 

3721 

23 

67 

3721 

3743 

3764 

3785 

3806 

3828 

3849 

3871 

3892 

3914 

3936 

22 

68 

3936 

3958 

3980 

4002 

4024 

4046 

4068 

4091 

4113 

4136 

4158 

21 

69 

4158 

4181 

4204 

4227 

4250 

4273 

4296 

4319 

4342 

4366 

4389 

20 

70 

0,4389 

4413 

4437 

4461 

4484 

4509 

4533 

4557 

4581 

4606 

4630 

19 

71 

4630 

4655 

4680 

4705 

4730 

4755 

4780 

4805 

4831 

4857 

4882 

18 

72 

4882 

4908 

4934 

4960 

4986 

5013 

5039 

5066 

5093 

5120 

5147 

17 

73 

5147 

5174 

5201 

5229 

5256 

5284 

5312 

5340 

5368 

5397 

5425 

16 

74 

5425 

5454 

5483 

5512 

5541 

5570 

5600 

5629 

5659 

5689 

5719 

15 

75 

5719 

5750 

5780 

5811 

5842 

5873 

5905 

5936 

5968 

6000 

6032 

14 

76 

6032 

6065 

6097 

6130 

6163 

6196 

6230 

6264 

6298 

6332 

6366 

13 

77 

6366 

6401 

6436 

6471 

6507 

6542 

6578 

6615 

6651 

6688 

6725 

12 

78 

6725 

6763 

6800 

6838 

6877 

6915 

6954 

6994 

7033 

7073 

7113 

11 

79 

7113 

7154 

7195 

7236 

7278 

7320 

7363 

7406 

7449 

7493 

7537 

10 

80 

0,7537 

7581 

7626 

7672 

7718 

7764 

7811 

7858 

7906 

7954 

8003 

9 

81 

8003 

8052 

8102 

8152 

8203 

8255 

8307 

8360 

8413 

8467 

8522 

8 

82 

8522 

8577 

8633 

8690 

8748 

8806 

8865 

8924 

8985 

9046 

9109 

7 

83 

9109 

9172 

9236 

9301 

9367 

9433 

9501 

9570 

9640 

9711 

9784 

6 

84 

9784 

9857 

9932 

*0008 

*0085 

*0164 

*0244 

*0326 

*0409 

*0494 

*0580 

5 

85 

1,0580 

0669 

0759 

0850 

0944 

1040 

1138 

1238 

1341 

1446 

1554 

4 

86 

1554 

1664 

1777 

1893 

2012 

2135 

2261 

2391 

2525 

2663 

2806 

3 

87 

2806 

2954 

3106 

3264 

3429 

3599 

3777 

3962 

4155 

4357 

4569 

2 

88 

4569 

4792 

5027 

5275 

5539 

5819 

6119 

6441 

6789 

7167 

7581 

1 

89 

7581 

8038 

8550 

9130 

9800 

2,0591 

2,1561 

2,2810 

2,4571 

2,7581 

( + 00 ) 

0 


| (1.0) 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0,0 



51 * 


log cotg 0°... 45 e 































IX. Les fonctions exponentielles e x et e - 


804 Tables 


« 

1 

1) 

0,0025 

0,0022 

0,0020 

0,0018 

0,0017 

0,0015 

0,0014 

0,0012 

0,0011 

0,0010 

0,0009 

^ ^ ^ 
o" o" o" o" 

0,0006 

0 © 0 
o" o" o" o" 

0,0003 

§ § § 
o" o" o" o" 

H 

<U 

403,43 

445,86 

492,75 

544,57 

601,85 

665,14 

o *—i*‘/i r~ 

i-h rt OO^ «N 

«rT ci r-" CM 
n rH on on 
r- oo oo on 

1096,6 

<D rt^rn O 
ci On" o" no" 
Hooon 

CM en rt NO 

1808,0 

1998.2 

2208.3 

2440,6 

2697.3 

2981,0 

3294,5 

3641,0 

4023,9 

4447,1 

H 

o 

V© 

cm^ rt^ 
N©" NO N©" V©" 

no" 

vo^r^oo 

SD SD SD SD 

o 

ri 

r-^ CM^ (O rt 

ri ri ri ri 

«n 

ri 

NO C" OO^ON 

ri ri ri ri 

o 

00 

r-H CM^ rn^ rt^ 

oo" oo" oo" oo" 

H 

1 

<L) 

0,3679 

as cm*»/n so 

CM *—' M VO 

nnNN 
o" cT o" cT 

0,2231 

ON t—• m no 
*— i r| ti On 

O OO NO rt 

o' o" o" o" 

0,1353 

0,1225 

0,1108 

0,1003 

0,0907 

0,0821 

0,0743 

0,0672 

0,0608 

0,0550 

0,0498 

0,0450 

0,0408 

0,0369 

0,0334 

H 

<D 

2,7183 

3,0042 

3,3201 

3,6693 

4,0552 

r- 

oo 

rt 

rt 

O ON NO ON 
m m on tri 
•o r- rt oo 

°V ^ ^ 

rt «o no" no" 

7,3891 

cl O cl m 
NO“C rt Cl 

no <n r- o 

I-J^O o\ ^ 
oo" on" on" 

12,182 

13,464 

14,880 

16,445 

18,174 

20,086 

22,198 

24,533 

27,113 

29,964 

_ 

H 

o 

<N^ rt 

«O 

VO t^CO ON 

o 

ci 

1 -^ C l rt 

ci ci ci ci 

i/i^ 

ci 

NO^r^oo^oN 
ri ci ci ci 

o 

fi 

CM^ ci rt 
riririri 

H 

1 

<L> 

0,6065 

i»cv»n no r- 
o 't oo n 
OOnoooo 
n© «o «n 

©" o" o' o" 

0,5769 

cM*»o on m 

-I in ON rt 

NO T) Tl 
T1T1T1T) 

o" o" o" o" 

0,5488 

rt ON v© m 

nrcMr 

rt cn n c| 

»n 1/1 l/l U1 

o" o" o" o" 

0,5220 

on r- no no 

NO »—i ND f—i 
*—i *—< O O 
Tl Tl T| Tl 

o" o" o" o" 

0,4966 

VO OO ON '-H 

*— i no «—t r- 
on oo oo r 
rt rt rt rt 

o" o" o" o" 

H 

<U 

1,6487 

1,6653 

1,6820 

1,6989 

1,7160 

1,7333 

1,7507 

1,7683 

1,7860 

1,8040 

1,8221 

rt ON NO MO 

O OO 1— NO 
rt Tl C ON 
00^ OO^ OO^ 00^ 

1,9155 

OO CM ON t—» 
rt rt m m 
ClTir ON 
On ON On ON 

2,0138 

2,0340 

2,0544 

2,0751 

2,0959 

H 

o 

o 

*—• r \ ci rt 

Tl »T) IT) »n 

©" o" ©" o 

o" 

NO r-~ OO ON 
TNT1T1T) 

o" o" o" o" 

0,60 

-nrlort 

NO NO NO NO 

o" o" o" o" 

0,65 

no r» oo on 
NO NO NO VO 

o" o" o" o" 

o 

r^ 

o 

-H Cl Cl rt 

r- r- r- r~~ 
o" o" o" o" 

H 

1 

<D 

1,0000 

0,9900 

0,9802 

0,9704 

0,9608 

0,9512 

OO rt rH On 
»— < cm m en 

rtfO(S»H 

ON ON On ON 

o" o" o" o" 

0,9048 

00 On «h rt 

T1VOOOON 

on oo r*» no 

00 oo oo oo 
o" o" o" o" 

0,8607 

’-h C- m O 

N n Tl t- 

»/i rt m cm 
oo oo oo oo 
o" o" o" o" 

0,8187 

vo*»/l**/l NO 

O CM rt NO 
hOOIOO 
oooor r 

o" o" o" o" 

H 

<u 

1,0000 

hmiiooo 

O O O O 
»-i CM m rt 

CD O 

1,0513 

oo*io m rM 
nMnrt 
no r- oo on 

CD <o <d o 

1,1052 

miTioon 

NO r- oo o 
— < cl m »/i 

1,1618 

“OfOCUN 

f^i ti r on 
r- oo On o 

^ CM 

1,2214 

r- h vo cm 
m vo oo r-H 

Crt Tir 

CM CM^ CM CM^ 


I 0,00 I 

O O O O 
cT ©" o" o“ 

0,05 

NO t' OO ON 

O O O O 

o" o" o" o" 

o 

1—4 

O 

nMnrt 

o" o" o" o" 

1/1 

o" 

no r oo on 

o" o" o" o" 

0,20 

Hcim^f 

CM CM CM CM 

o" o" o" o" 































































Fonctions exponentielles 


805 



en oo 

OO T$* 

un 

T-i Tj- 

ON «O 

oo ON 

r- o 

(N (N 

00 r~ 

CO 

r- un 

’-h en 

NO NO 


en un 

(N ©" 

<d ©" 

Il II 

Il II 

d> <D 

<D © 

00 

O 

w 

r— 1 rH 


60 


O 


0,0302 

h- rl O 
n M ri n 

O O O O 

o" o" o" ©" 

0,0183 

vo © no m 
vo*un en rN 

© © © © 

O" o" <D CD 

0,0111 

0,0101 
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X. Constantes rencontrées fréquemment 



Z 

logz 


Z 

logz 


0,1592 

0,2018-1 

l/e 

0,3679 

0,5657-1 

V«* 

0,0796 

0,9008-2 

M 

0,4343 

0,6378-1 

Tl 2 

9,8696 

0,9943 

1 \M 

2,3026 

0,3622 

4 TC 2 

39,478 

1,5964 

e 2 

7,3891 

0,8686 

7t 2 l4 

2,4674 

0,3922 

l/e 2 

0,13534 

0,1314-1 

1 /n 2 

0,1013 

0,0057-1 

V e 

1,6487 

0,2171 

1/(4 TT 2 ) 

0,0253 

0,4036-2 

e” 

23,141 

1,3644 

V n 

1,7725 

0,2486 

g 

9,81 

0,9917 

V( 2 ”) 

2,5066 

0,3991 

g 2 

96,236 

1,9833 

y/W) 

1,2533 

0,0981 

1 Ig 

0,1019 

0,0083-1 

i lV n 

0,5642 

0,7514-1 

1/(2*) 

0,0510 

0,7073-2 


0,3989 

0,6009-1 

1/jf 2 

0,0104 

0,0167-2 

V(2 /«) 

0,7979 

0,9019-1 

yjg 

3,1321 

0,4958 

c 

2,7183 

0,4343 

i/V* 

4,4294 

0,3193 

0,6463 

0,5042-1 



XI. L’alphabet grec 


Lettre 

Nom 

Equivalent 

Lettre 

Nom 

Equivalent 

Lettre 

Nom 

Equivalent 

A 

a 

alpha 

A 

a 

I 

l 

iota 

I 

i 

P 

Q 

rô 

R(h) 

r(h) 

B 

P 

bêta 

B 

b 

K 

X 

kappa 

K 

k 

E 

a 

sigma 

S 

S 

r 

y 

gamma 

G 

g 

A 

X 

lambda 

L 

1 

T 

r 

tau 

T 

t 

A 

ô 

delta 

D 

d 

M 

II 

mu 

M 

m 

Y 

V 

upsilon 

Y 

y 

E 

£ 

epsilon 

E 

e 

N 

V 

nu 

N 

n 

0 

<P 

phi 

Ph 

ph 

Z 

C 

dzêta 

Z 

z 

S 

f 

ksi 

X 

X 

X 

X 

khi 

Ch 

ch 

H 

rj 

êta 

E 

c 

O 

o 

omikron 

O 

o 

'F 

V’ 

psi 

Ps 

ps 


0 

thêta 

Th 

th 

11 

n 

Pi 

P 

P 

Q 

O) 

oméga 

O 

o 


XII. Chiffres romains 


I 


1 

V 

5 


X 


10 

L 

50 

C 100 

D 

500 

M 

1000 

I 

1 

II 

2 

III 

3 

IV 

4 

V 

5 

VI 6 

VII 7 

VIII 8 

IX 

9 

X 

10 

XX 

20 

XXX 30 

XL 

40 

L 

50 

LX 

60 

LXX 70 

LXXX 80 

XC 90 

IC 

99 

C 

100 

CC 

200 

CCC 300 

CD 400 

D 

500 

DC 600 

DCC 700 

DCCC800 

CM 900 

XM 990 

M 

1000 


MCDXCVI 1496 MDCCCLXXXI1I 1883 MCMIL 1949 MCMLXXIV 1974 


















































Index alphabétique 


Les nombres suivis d’un ou de deux astérisques signalent que l’explication cherchée 
continue à la ou aux pages suivantes; par exemple: “abaque, 705*’’ et “algébrique, équa¬ 
tion, 88**”. 

Remarque: Les pages ne réfèrent pas toujours aux mots indiqués, mais en contiennent le 
sens. 


A 

a, are, 179 
abaque, 60, 705* 
abeisse, 306 

Abel, théorème sur les séries 
526 

abélien, groupe, 372 
absolu, nombre rationnel, 
79*, 81 

absolue, erreur, 661 
—, géométrie, 780 
—, polarité, 783 
absorption, règle dans les 
treillis, 736 

accroissements finis, théo¬ 
rème 446* 

accumulation, point d’une 
suite, 422 
activités, 752* 
actualisation, méthode d’, 
691 

addition approchée, 40 

— dans un espace métrique, 
769 

— d’entiers, 22, 77 

— de fractions, 35 

-matrices, 406 

-nombres rationnels, 

35 

-séries convergentes, 

429 

-sommes algébriques, 

46 

— — types d’ordre, 357 

— — vecteurs, 395 

—, loi en théorie de pro¬ 
babilités 630 
—, méthode, 98 
—, système, 21 
—, théorème pour les co¬ 
efficients du binôme, 527 
—, théorème pour les fonc¬ 
tions trigonométriques, 
252* 

adhérent, point, 743 
adjacents, angles, 164 
—, côtés en trigonométrie, 
241 

adjonction d’ une racine, 

‘ 386 


admissible, méthode des di¬ 
rections, 720* 

—, région, 711 
affine, coordonnée, 600 
—, géométrie différentielle, 
622 

—, perspective, 227* 

—, transformations, 581 *, 
622 

—, variété, 624 
affinité, 227, 592 
aigu, ang|e, 62 
—, triangle, 169 
aiguille, problème de Buffon 
625 

aire, élément, 616 

Ait ken, interpolation d’,689 

ajustement de relations, 675* 

— des données, 667-668 
—, test, 657 

aléatoire, échantillon, 647 
—, évènement, 629, 633 
—, processus, 647 
—, variable, 633 
d’Alembert, règle, 427 
algèbre, 737** 

— de Borcl, 632 

— d’Hilbert, 738 

— linéaire, 387** 

— multilinéaire, 414** 

— vectorielle, 394 

—, théorème fondamental, 
111*, 575 

algébrique, complément, 392 
—,courbe, 733 

— équation, 88**, 381** 
—, extension, 381 * 

—, géométrie, 733* 

—, inégalité, 113* 

—, nombre, 731* 

—, représentation factorisée 
d’une équation 111, 

133, 382 

algébriquement clos, do¬ 
maine, 89 

algorithme, 369**, 786 

— d’Euclide, 28, 53 

— de Gauss, 389 

— non numérique, 371 

—, résolution d’ équations 
linéaires, 94 


alidade, 274 
alternatif, courant, 343 
alternative de Fredholm, 
766 

—, hypothèse, 654 
alterné, angle, 164 
—, groupe, 374 
—e, série, 428 
—, suite, 415 
altitude, 294 

amorties, oscillations, 256 
amplitude, 255 
—, type d’ une formule de 
quadrature, 690 
anaglyphe, 239 
analyse combinatoire, 626** 

— complexe, 88, 563-569 

— fonctionnelle, 768** 

— numérique, 684** 

— vectorielle, 516* 
analytique, géométrie, 305- 

345, 577, 595 
—, prolongement, 574 
—, théorie des nombres, 
730* 

angle, 162*, 174*, 203, 386 

— conjugué, 203 

— droit, 162, 262 

— de direction, 312 

— entre deux droites, 381, 
586 

— entre deux plans, 589 

— externe, 165, 170 

— horaire, 300 

— interne, 165, 170, 175 

— moitié, 253, 265 

— plan, 203 

— polaire, 307 

— solide, 202, 285 

—, trissection de 168, 386 
anneau, 726, 737* 

—, surface d’un, 190* 
année tropique, 303 
annuité, 156* 

anomalie excentrique, 342 
antécédent, 402 
anticommutatif, 398 
antilogarithme, 72 
antisymétrique, relation,350 
apparente, discontinuité, 

438 
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application, 352* 

— continue, 743 

— d’ une figure, 740 

— homéomorphe, 740 

— linéaire, 402**, 408** 

— projective, 600** 

— rang, 403 

— réciproque, 740 

—s, composition d’, 353,404 
Appolonius, théorème d’, 
321 

approchée, valeur, 655 
approximation du binôme, 
536* 

— d’une fraction continue, 
84 

— d’un nombre réel, 84 

— parabolique, 682 

— par moindres carrés, 680 

— par un polynôme, 680 

— successives, 694, 725 

—, méthode de variations, 
764 

—, théorie (analyse fonc¬ 
tionnelle), 777* 

—, variations, 764 
arbre, 750 
arc, 179 

arc d’ un cercle, 187 

— d’un graphe, 749 

— polygonal, 282 

— —, méthode, 559 

—, élément d’ une surface, 
616 

—s, longueur des, 509*, 525, 
612 

—, unités d’, 163 
arcch, 147 
arccos, 145*, 249 
arccoth, 147 
arcotg, 145*, 249 
Archimède, axiome d\ 79, 
81 

archimédien, ordre, 80 
—, solide, 215 
—, spirale, 481 
architectes, méthodes des, 
236 

aresh, 147 
arcsin, 145*, 249 
arctang, 145*, 249 
arcth, 147 

argument d’ un complexe, 
87 

— d’une fonction, 118 
—, coordonnées polaires, 

301 

—, type d’ une formule de 
quadrature, 690 
a ri té, 362 

arithmétique, fonction, 352 
—, moyenne, 116, 417 
—, opération, 56, 63, 79 
—, — sur les intervalles, 
687 


—, série, 424* 

—, suite, 416 
arrangements, 627* 
arrête d’ un solide, 202 
—s, angle de deux, 203 
ars indicandi, 370 

— inveniendi, 370 
associative, loi d’ addition 

sur C, 86 

—,-N, 78 

—,-Q, 79 

—,-R, 83 

—, — — — un espace vec¬ 
toriel, 393* 

—, loi de multiplication sur 
C, 86 

—,-N, 78 

—,-Q, 79 

—,-R, 83 

—, —-— un ensem¬ 

ble, 348 

—,-— un espace 

vectoriel, 393* 
associativité dans les treillis, 
736 

assurance vie, 158 
astroïde, 478 

asymétrique, relation, 350 
asymptote d’ une fonction 
rationnelle, 139* 

— d’ une hyperbole, 198*, 
332 

asymptotique, cône, 595 
—, développement, 678 
—, point, 481 
—, représentation, 678* 
a u t o-a d j o i n t e, t r a n s fo r m a - 
tion 405 

automne, équinoxe, 302 
automorphisme, 377 
axes d’affinités, 227* 

— de symétrie, 166** 

— d’une conique, 195, 327 

— d’ une quadrique, 591* 

— principaux, 309 
axial, moment d’inertie, 

515* 

—, symétrie, 166, 245 
axiome d’Archimède, 79, 81 

— de congruence, 779 
-continuité, 779 

— d’encadrement, 780 

— de Peano, 77 

— des corps, 379 

-déplacements, 780 

-parallèles, 778 

— d’incidence, 780 

— d’Hausdorf, 745 

— d’ordre, 780 

— du choix, 348 

— d’une métrique, 769 

—, système d’ — de la 
théorie des probabilités, 
633 

axiomatique, caractérisa¬ 


tion de la géométrie 
euclidienne, 778* 

—, définition des probabi¬ 
lités, 631* 

—, système complet, 786 
axiomatisable, théorie, 371 
axonométrie, 233* 
azimuth, 299 


B 

b- adique, 21 

Banach, théorème de, 776 
—,— du point fixe, 777 
—, Steinhauss, théorème de, 
777 

bande de papier (construc¬ 
tion), 196 

— méridienne, 276, 283 
baromètre (mesure des alti¬ 
tudes), 67 

base de puissance, 54 

— d’induction, 71 

— d’un logarithme, 64 

— — système de numéro¬ 
tation, 21 

— — espace vectoriel, 399* 
—, points d’une approxi¬ 
mation, 679 

Bélier, premier point du, 300 
Bellman, principe d’ opti¬ 
malité, 722 

Bernouilli, équation, 522* 
—, inégalité, 116, 421 
—, loi des grands nombres, 
638 

—, nombres, 530 
Bernstein, théorème de, 354 
Bessel, équation différen¬ 
tielle de, 556 
—, fonction, 556 
bilinéaire, fonction, 400 
—, forme, 414 
—, opération, 397 
billion, 21 
binôme, 46 

—, approximation, 536 
—, coefficients, 48 
—, distribution, 638 
—, formule, 48 
—, théorème d’addition, 
527 

binomiale, intégrale, 502 
—s, séries, 534*, 536 
binormale, 613 
biométrie, 660* 
biquadratique, 1 10 
birapport, 322, 598 
bissectrices 167, 173, 177, 
193, 319 

bissection de 1’ angle, 167 
Bolzano, théorème, 440 
-Weierstrass, théorè¬ 
me, 422 
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Borel, algèbre de, 632 
borne supérieure, 358, 364, 
661, 663 

borné, opérateur linéaire, 
771 

bornée, fonction, 122* 

—, suite, 416 

bornes, méthodes des, 663 
bon ordre, théorème du, 359 
boucle d’un graphe, 749 
brachystochrone, 761 
Braille, 628 
bretzel, 620 

Brianchon, hexagone, 610 
—, théorème, 610* 

Brouwer, théorème du point 
lixe, 744 

— -Shauder, théorème du 
point lixe, 777 
Billion, problème de l’ai¬ 
guille, 625 

Bunvakowskii, inégalité,401 


C 

C, nombre complexe, 85*, 
563* 

calcul aux différences, 688 

— d’erreurs, 660-684 

— de symétrie, 781 

— des variations, 760-765 

— différentiel, 441-481 

— intégral, 481-521 

— propositionnel, 361 
calculables, fonctions, 369 
calotte sphérique, 216 
canevas triangulaire, 278 
canonique, homomorphis¬ 
me, 377 

Cantor, univers de, 785 
capacité, 204, 715 
caractéristique, équation, 
555, 702 

—, fonction, 355 
—, polynôme, 413 
—, système d’une équation 
aux dérivées partielles, 
754 

—, valeur d’une application 
linéaire, 412 

Cardan, formule de, 107* 
cardinaux, bon ordre des, 
359 

—, nombres 353* 
cardoïde, 477 
carrés, 175, 180* 

— d’un nombre, 57, 75, 127 
carte de contrôle, 658 
carte normale, 750 
cartésien, produit, 351, 355 
cartésienne, coordonnées -s, 

306*, 577* 


—, équation de la droite, 
312* 

—,— de l’ellipse, 330* 

—,-1’ hyperbole, 332* 

cas irréductible (équation du 
troisième degré), 108 
Cassini, ovales de, 476 
Cauchy, critère de conver¬ 
gence, 422 
—, inégalité, 771 
—, suite de, 83, 770 
—, valeur principale, 569 

-Hadamard, formule, 

526 

— -Riemann, équation 
différentielle, 570 

-Schwarz, inégalité, 

116*, 401* 

cavalière, perspective, 223, 
234 

Cavalieri, principe de 208*, 
508* 

Cayley, théorème, 377 
céleste, équateur, 300 
—, méridien, 300 
—, pôle, 300 

centrale, calcul aux diffé¬ 
rences —s, 688 
—, homographie, 604 
—, projection, 22*, 235*, 
595, 605 
—, su rface, 595 
—, symétrie, 167, 245 
centre de courbure, 473 

-gravité, 173, 321 

-masse, 514 

-projection, 222*, 

236*, 596 

— — symétrie, 167 

— d’homotéthie, 184 

— du cercle circonscrit, 172 

-— inscrit, 174 

centrée, loi de Gauss, 642 
centimètre, 161 

cercle, 172, 174, 187, 262, 
268, 324* 

— circonscrit, 172 

— — à une ellipse, 197 

— de courbure, 473 

— de latitude, 572 

— directeur, 197 

— horaire, 300 

— inscrit, 174, 268* 

— ose u la leur, 473* 

— polaire, 283 

— principal, 222 

— sphérique, 284, 387 

— topologique, 750 
—, développante, 475 
—, normale au, 325 

—, quadrature, 168, 386 
—, tangente au, 187, 325 
cerf-volant, 175, 177*, 181* 
certain, événement, 630 
Ceva, théorème de, 323 


ch, cosinus hyperboique, 146 
chaîne de corps, 385 

— de Markov, 646 

— de Sturm, 134 
chaînette, 474 

chaleur, équation de la, 757 
champ, 516** 

— de directions, 546 
changement de coordon¬ 
nées, 307*, 410,413,580* 

— de variables (intégra¬ 
tion), 496 

Chebyshev, inégalité, 637* 
—, loi des grands nombres, 
638 

chemin fermé, 750 
X 2 , distribution, 655 
—, table, 658 
chiffre, 21, 40, 662 
choix de procédures, 348 
—, axiome du, 647 
Church, hypothèse de, 370 
circonférence, cercle, 187 
—, ellipse, 525 
circonscrit, cercle — à un 
triangle, 172 

—, — — — — polygone, 
177 

circuit hamiltonien, 751 
circulaire, cône, 210 
—, cylindre, 207 
circulaires, dérivées des 
fonctions, 455 
—, fonctions, 145*, 249, 534 
circulation d'un champ de 
vecteurs, 521 
cissoldes, 479 

classes d’ équivalence, 350 

— d’idéaux, 732 

— d’ordinaux, 358 

— de structures, 367 

— résiduelles, 727 
classiques, intégrales, 493 
cm 2 , 179 

CNW (réseaux) 754 
codage des données, 371 

— d’un lançage, 788 

C od azzi - M ain a rd i, fo rm u le, 
619 

coefficients, 380 

— de corrélation, 652 

— — régression, 651, 675 
-supperposition, 687 

— du binôme, 49 

— indéterminés, 141, 500, 
529 

cofacteur, 392, 407 
cofonction, 246 
cohomologie, 735 
coin, 221 

— Nord-Ouest, règle, 715 
collinéaires, points, 160 
collinéarité. 779 

colonne d’une matrice, 390, 
405 
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combinaison, 627 
combinatoire, structure, 750 
corn mens urabili te, 190 
communes extérieurement, 
tangentes, 189 

— intérieurement, tangen¬ 
tes, 173 

commutatif, groupe, 373 
commutative, loi d’addition 
dans C, 86 

—,-N, 78 

—,-Q, 79 

—,-R, 83 

— — — — un espace 
vectoriel, 393* 

—,— de multiplication 
dans C, 86 

—,-N, 78 

—,-Q, 79 

—,- R, 83 

—, opérations sur les en¬ 
sembles, 348 

commutativement conver¬ 
gente, 429 

commutativité dans les treil¬ 
lis, 736 

comparaison de valeurs 
moyennes, 656 

— — variances, 656* 

—, critères pour les séries, 
427 

complémentaire, angle, 164 
—, ensemble, 348 
complet, espace métrique, 
770 

—, graphe, 750 
—, quadrangle, 603 
—, quadrilatère, 603 
—, système d’ événements, 
630 

complétude de la géométrie 
euclidienne, 770 
—, théorème de 367 
complexe, analyse 88, 563- 
577 

—, nombre, 85* 

—, primitive d’une fonc¬ 
tion, 566 

composante de la force, 
266, 755 

— d’un segment, 583 

— — vecteur, 396 

— par composante, diffé¬ 
rentiation, 517 

composée, fonction, 121 
composés, intérêts, 154* 
composition des applica¬ 
tions, 353*, 404 
-graphes, 754 

— — opérateurs, 772 
concave, polygone, 177 
—, quadrilatère, 174 
concept, définition, 719*, 

786 

conchoïde, 480 


conclusion, 361, 365 
concourrantes, droites, 206 
conditions aux limites, 560 

— initiales, 560 
conditionnelle, probabilité, 

631 

cône, 210 

—, asymptotique, 595 
—, génératrice du, 327 
—, intersection avec une 
droite, 230 

—,-un plan, 327** 

—, tronc de, 212 
conforme, géométrie, 623 
—, projection, 277 
—, transformation, 570*, 
574 

congruence, 728, 779 

— d’entiers, 229 

— d’idéaux, 727 

—, définition de la, 781 
conique, 195**, 327**, 605** 
—, construction, 196, 197, 

199, 608, 609 
—, dégénérée, 327 
—, équation, 329* 

—, équation polaire, 342 
—, enveloppe de droites, 

200, 447, 609 
—, intersection, 327 

—, — avec des droites, 334* 
—, projection, 222*, 235* 
—^singulière, 606** 

—s, normales aux, 337 
—, paramètre des, 340 
—, tangents aux, 335 
conjugaison, 606 
conjugués, diamètres, 196, 
‘228 

—, fonctions harmoniques, 
760 

—, points harmoniques, 

187, 322, 603 
—, polyèdres, 215 
—, racines, 731 
connexe, ensemble de 
points, 742 
—, graphe, 750 
connexité, 739 
conoïde, 220 
conservatif, champ, 

519 

constant, terme, 95, 101, 
106 

constantes, variations 
des, 552 

construction à la régie et au 
compas, 165, 168*, 

386 

— effective (logique), 

786 

— fondamentale, 167 
continu, 355*, 357*, 359 
—, hypothèse du, 356, 

359, 789 


—, opérateur, 771 
continue, application, 

740, 743 
—, figure, 740 
—, fonction, 431 ** 

—, fraction, 83* 

—, variable aléatoire, 

633 

continuité, 161, 43 1 **, 

437 

— à droite, à gauche, 437 

— uniforme, 437 
—, axe de, 779 

contour, intégration sur, 568 
contractée, cycloïde, 477 
—, épicycloïde, 477 
—, hypocycloïde, 478 
—, parabole, 128 
—s, ordonnées, 128, 144 
contradiction, principe de, 
362 

contrainte, 710 
—, extremum sous, 467 
contraposition, 362 
contravariante, matrice, 407 
—, transformation, 410 
contrôle de qualité, 658* 
convergence, 522*, 567 
—, absolue, 429 
—, dominée, théorème, 748 
—, disque de, 565 
—, rayon de, 526, 565 
convergent, estimateur, 653 
—es, itérations, 694 
—, séries, 423*, 525 
—, suites, 418 

conversion de systèmes nu¬ 
mériques, 686 

convexe, combinaison liné¬ 
aire, 721 
—, corps, 624* 

—, fonction, 718 
—, optimisation, 7 18* 

—, polyèdre, 624, 721 
—, polygone, 177 
—, quadrilatère, 174 
coordonnées 396, 410, 
577**, 596 

— d’un vecteur, 396 

coo rdon nées généralisées, 
764 

— parallèles, 306* 

— — obliques, 306* 

-rectangulaires, 307* 

— polaires, 307* 

— projectives, 605* 

—, changement de, 307*, 
410, 579 

—, système de, 306, 308*, 
598 

coordination, problème de 
(optimisation), 717 
corde d’un cercle, 387*, 262 

— d’une sphère, 216 
—, théorème de, 191* 
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corps, 372, 379**, 387, 726 

— conjugés, 382 

— convexe, 624** 

— cyclotomique, 731 

— de décomposition, 382* 
-rupture, 382 

— des fractions, 387 

— intermédiaire, 379 

— plan, 203 

—, axiomes des, 368, 379- 

387 

corrélation, 652 
correspondance, 117*, 120 
correspondants, angles, 164 
cos, cosinus, 140* 
cosécante, 240* 
cosinus, cos, 140* 

— directeurs, 581 

— hyperbolique, 146 

— intégral, 535 

—, règle du, 264, 286 
cotangente, cotg, 140 
côté d'un polygone, 177* 

— d’un quadrilatère, 174 

— d’un triangle, 169 

— opposé (triangle), 241 
—, relation dans un triangle, 

169* 

cotg, cotangente, 140 
cotn, 146 

couche sphérique, 216 
courbe, 210 

— algébrique, 733 

— dans le plan, 468**, 
475**, 491 

— — l'espace, 611-614 

— de niveau, 517 

— de seconde classe, 

606 

— directrice, 606 

— en cloche, 642, 644 

— fermée, 741 

— plane, 119 
—, échelle, 705 

—, longueur, 509, 612 
—, plus courte, 617 
—, théorème de Jordan, 

741 

—, théorie, 610* 
courbure d’une cour¬ 
be, 613* 

-plane, 127, 463, 

472** 

— — surface, 618*, 621 

— relative, 621 

— totale, 619 
—, ligne de, 621 
—, vecteur de, 613 
coupé, méthode du plan 

(optimisation), 715 
couple ordonné, 117, 349 
coupure, nombres ration¬ 
nels, 83 

courroie, théorème de Crof- 
ton, 625 


coût, fonction, 694 
—s, relatifs, 714, 717 
Cramer, formule de, 392 
crible d’ Eratosthène, 26 
cristal, 215* 

critère de convergence, sé¬ 
ries, 425* 

-, suites, 421 

critique, activité, 752 
Crofton, théorème, 625 
croissance, facteur de, 154 
—, fonction de, 143 
croissantes, différences di¬ 
visées, 682, 683 
cube, 204* 

—, puissance, 57, 76 
cubique, courbe, 129 
—, équation, 386 
—, fonction, 129 
—, racine, 58, 76 
—, terme, 106 
culmirlation, 299 
curseur (règle à calcul), 73 
curviligne, intégrale, 511* 
—,— complexe, 563 
—, triangle, 542 
Cusanus, construction de, 
211 

cyclique, groupe, 374 
—, sous-groupe, 377 
cycloïdal, pendule, 556 
cycloïde, 477** 
cyclotomique, équation, 
179,731 
cylindre, 207* 

cyl indriques, coordonnées, 
580* 

—polaires, 507, 580* 


D 

Dandelin, sphère de, 327 
dé, idéal, 630 

décagone régulier, 178 
décidable, théorie, 371, 779 
décimale, fraction, 37*, 82 
—, suite géométrique, 418 
décimaux, logarithmes, 65, 
67* 

décision, processus a — 
continue, 725 

déclinaison, astronomie, 
301* 

—, cartographie, 277 
décomposition en facteurs 
premiers, 52 
—, méthode de, 714 
décroissantes, différences 
divisées, 682, 683 
déductibilité, 366 
définie intégrale, 482** 

— positive, forme, 624 
définissabilité, 368 
définition logique, 786 


déformation d’une surface, 
616 

dégénérée, conique, 196, 
198, 327, 606 
—, quadrique, 591 
degré de liberté d'une 
distribution, 654 

— d'une équation algébri¬ 
que, 92, 545 

— d’une extension, 379 

— d’un polynôme, 130 
—, méridien, 295 

—, unité d'angle, 162 
demande, 744 

demi angle, formule, 287 

— côté, —, 287 

— droite, 160* 

— onde, 543 

— plan, 313, 780 
dénombrable, ensemble, 354 
dénominateur, 33, 62, 84 
densité des nombres ration¬ 
nels, 80 

— d’une variable aléatoire, 
634 

—, critère de Hahn-Banach, 
775 

dents de scie, courbe, 542 
dépendance linéaire, 98, 
399* 

dépendantes, variables, 119 
déplacements, 166 

— parallèles, 308, 617* 

—, axiomes des, 780 

—, groupe des, 780 
dérivation d’une série en¬ 
tière, 524 

— d’un vecteur, 517 

— en polaires, 453 

— implicite, 452 

— logarithmique, 451 

— numérique, 691 

— sous forme paramétri¬ 
que, 452 

— terme à terme, 528 
dérivées, 442-461 

— d'ordre supérieur, 444*, 
457 

— d'une intégrale, 456 

— mixtes, 457 

— partielles, 456* 

— —, équation aux 754 

— —,— d'Hamilton- 
Jacobi, 755 • 

Desargues, théorème, 601 
—,— majeur D, 782 
—, — mineur d, 781 
Descartes, folium, 472 
—, règle des signes, 133 
déterminant, 390** 
détermination des racines 
d’une équation, 692 
déterministe, problème, 710 
—, procédure discrète, 721 
deux cercles, méthode, 196, 
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229 

— nappes, hyperboloïde, 
595 

— points, équation d’une 
droite passant par, 585* 

deuxième forme fondamen¬ 
tale d’une surface, 618 
développée, 474 
développable, surface, 593 
développante, 475 
développement asymptoti¬ 
que, 679 

— d’un solide, 204 
diagonale, 174*, 206 

— principale, 407 
diagonalisable, transforma¬ 
tion, 413 

diagramme d’une fonction, 

I 18* 

diamètre conjugé, 196, 228 

— d'un cercle, 187 

— d’une ellipse, 195 

— d’un ellipsoïde, 592 

— d’une sphère, 216 
dichotomique, recherche, 

695 

différences d'ensembles, 348 

— — entiers, 23 

— de fonctions trigonomé- 
ttiques, 254 

— — séries, 529* 

— divisées, 688 
—, calcul aux, 688 
—, table, 689 

différentiation, complexe, 
564* 

—, composante par compo¬ 
sante, 517 

différentiel, calcul, 442-481 
—, opérateur, 691 
—, quotient, 442 
différentielle, 447*, 458* 

— totale, 458* 

—, équation de Bernouilli, 
552* 

—, — — Bessel, 558 

—,-Euler, 762 

—, — — Gauss, 558 
—,— ordinaire, 545-563 
—, — non-homogène, 556 
—, géométrie, 610*, 622 
—, système d’équations, 
562* 

discontinuité apparente, 438 

— d’une fonction oscillan¬ 
te, 439 

-— trigonométrique, 

242 

—, saut, 438 

discriminant d’une équation 
du deuxième degré, 103 
discussion d’une courbe, 
469* 

disjoints, ensembles, 348 
dispersion, 650 


disque, 187 

— à calcul, 76 

— de convergence, 565 
distance à une droite, 586 
-un plan, 590 

— de couplage, 753 

— de vue, 237 

— entre points 309, 743 

— focale, 198 

— radiale, 195, 197 
distingué, sous groupe, 376, 

384 

distribution gaussienne nor¬ 
male, 650 

distributive, loi dans, C, 86 

—,-INI, 78 

—,-Q, 79 

— -R, 83 

—, — — un anneau, 737 
—, — — un espace vecto¬ 
riel, 393 

distributivité des opérations 
sur les ensembles, 348 
divergence, 519* 

—, série, 423* 

—, suite, 418 

—, théorème de Gauss, 520 
—, vers I’ infini, 419 
divergentes, itérations, 694 
dividende, 25 
divisibilité, 26, 28, 726 
divisées, différences, 682, 
688* 

division, 25 

— approchée, 40 

— de complexes, 86 

- d'entiers, 25, 78, 727 

— de puissances, 55 

— d’ un segment, 186, 223, 
310, 584 

— extérieure d’un segment, 
310 

— intérieure d’un segment, 
310 

— par une expression al¬ 
gébrique, 49 

— — — fraction —, 37 
—, séries entières, 529 
dodécaèdre, 215 
domaine, 121, 349, 565, 742 

— algébriquement clos, 89 

— de définition, 90, 117 

— de variation, 45, 89 

— d’une relation, 349 

— fondamental, 89 

— simplement connexe, 566 
dorée, section, 696 
double entrée, tableau à, 250 

— méthode du compas, 227 

— projection, méthode, 223 
—, intégrale, 503 
doublement du cube, 168, 

386 

— périodique, fonction, 575 
drapeau, 780 


droit, angle, 162 
—,—s différent d'un, 247 
—, conoïde, 221 
—, cylindre, 207 
—, prisme, 207 
droite, 160, 201* 

— à l’infini, 596 

— concourantes, 206 

— de bout, 224 

— orientée, 313 

— orthogonale, 162*, 168*, 
318 

—, coordonnées pluckérien- 
nes, 601 

—, équation, 311, 584* 

—,— projective, 601 
—, faisceau, 160, 587 
—, pente, 126, 311** 

—s non concourantes, 

202* 232 

— parallèle, 161, 168 
dual, 772 

—, isomorphisme, 738 
—, objet géométrique, 601, 
604, 625 

—, problème, 713 
—, treillis, 738 
dualité dans l’espace, 604 
—, principe de, 601* 

—, théorème de, 713 
durée tampon, 753 
dynamique, optimisation, 
721 


E 

e, 65, 143, 421, 535, 732 
écart type, 636, 647, 649, 
669* 

—, variable d’ , 711, 713 
échantillon, 647* 
échantillonnage, 658 
échelle fonctionnelle, 705 
échelonnés, système d’équa¬ 
tions, 681 
écliptique, 302 
effective, construction, 786 
égal (signe), 89 
égalité, cas d’ — des tri¬ 
angles, 171* 

Egregium, théorème, 619 
élément d’aire, 616 

— d’arc, 616* 

— de contact, 546 

— — longueur, 510 

— d’une matrice, 405 

— neutre, 373 

— unité, 373 

élémentaire, événement, 632 
—, langage, 362, 364* 
éléments d’Euclide, 778 
élévation, 223 

élimination de Jordan, 699 
—, solution par, 98, 389* 
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ellipse, 195*, 228, 330 
—, aire, 197, 491 
—,axe, 195, 328 
—, cercle directeur, 197 
—, circonférence, 524 
—construction 196, 229 
—courbure, 197 
—, dégénérescence, 195 
—, diamètre, 195 
—, équation, 331 
—, — polaire, 341 
—, exentricité, 195, 331*, 
328 

—, image d’ une perpcctive 
affine, 228 

—, longueur de Parc, 524 
—, normale, 337 
—, représentation paramé¬ 
trique 332* 

—, sommets, 195, 330 
—, tangente, 197, 335 
ellipsoïde, 592 
—, diamètre, 592 
elliptique, géométrie, 784 
—, géométrie différentielle, 
'622 

—, intégrale 503, 575* 

—, paraboloïdc, 592 
—, point, 618 

encadrement, axiome, 780 
énergie potentielle, 764 
ensemble, 346** 

— bien ordonné, 357* 

— de points (topologie), 
739* 

— infini, 348, 353 

— partiellement ordonné, 
736 

—s, fondement de la théorie, 
786* 

—, opérations sur les, 348* 
—, théorie des, 346-359 
entier, 30, 81 * 

— algébrique, 731 
enveloppe, 200, 474, 548 
—s, géométrie des, 623 
épicycloïde, 477 
équateur céleste, 300 

— terrestre, 295 
équation, 88** 

— algébrique, 91, 379** 

— aux dérivées partielles, 
754** 

— bicarrée, 110 

— caractéristique, 555, 702 

— cartésienne d’une droite, 
312* 

— cubique, 386 

— cyclotomique, 179, 731 

— de degré deux, 101**, 
344* 

-— quatre, MO* 

-six, 106* 

— de la chaleur, 757 
-droite, 311, 584*, 


601* 

— Laplace, 757 

— Helmotz, 757 

— Pell, 729 

— des ondes, 757 

— télégraphistes, 757 

— différentielle, 545-563 
-de Cauchy-Riemann, 

570, 760 

-Laplace, 570 

-, système, 562 

—s diophantiennes, 729 

— d’une droite, dont les 
points d’intersection 
avec les axes sont con¬ 
nus, 313* 

— — —, passant par 2 
points, 311 * 

— — —,-I point, 

pente connue, 311 * 

— du plan, 587* 

— — second degré, 344* 

— — temps, 303 

— fonctionnelle, méthode, 
723 

— hessienne d’ une droite, 
313 

— intégrale, 765 

— linéaire, 95**, 387**, 

699** 

— quadratique, 101**, 112 

— rationnelle, 96 

— résoluble, 91, 100 

— trigonométrique, 257** 
—«solution par radicaux, 

III, 385 

—«système linéaire, 387**, 
699** 

équerre, 165 

équidistant, points de base 
(approximation), 683, 
689 

équilatéral, triangle, 169, 
270 

équilatère, hyperbole, 198, 
310 

équinoxe, 300, 302 
cquipotents, ensembles, 19, 
353 

équivalence, d’idéaux, 732 

— logique, 365 
équivalentes, équations, 92* 
—, expressions, 90, 93 

—«inégalités, 114 
—, transformations, 114 
Eratosthéne, crible, 26 
ergodique, théorème, 646 
Erlangen, programme, 600, 
622* 

erreur aléatoire, 666 

— d’arrondis, 684 

— de calcul, 663 

-deuxième espèce, 654 

-mesure, 666 

-première espèce, 654 


— d’observation, 666 

— initiale, 663 

— moyenne, 669* 

— systématique, 647, 666 
—, calcul d’, 660-667 

—, fonction de Gauss, 535, 
679 

—, intégrale de Gauss, 535, 
679 

—, propagation, 670 % 

escalier, polygone en, 482 
espérance, 635* 

— d’erreur, 667 

— de vie, 158 
espace, 201**, 578** 

— à n dimensions, 743* 

— de mesures, 747 

— métrique, 744, 768 

— normé, 769 

— projectif, 596 

— propre, 412 

— topologique, 745 

— vectoriel, 393** 
estimateur, 652 

— efficace, 653 
estimation de l’erreur 

moyenne, 670 
-précision, 685 

— des constantes, 675 

— la plus problable, 668 

— par intervalles, 653 

— statistique, 652* 
et, fonction, 360* 
étendue, (statistique), 650 
—, cycloïde, 477 

—, de Pcano-Jordan, 746 
—, épicycloïde, 477 
—, hypocycloïde, 478 
Euclide, algorithme, 27, 52 
—, axiome des parallèles, 
778 

—, éléments, 778 
—, théorème, 182 
euclidien, espace vectoriel, 
401* 

euclidienne, décidabilité de 
la géométrie, 371, 779 

— géométrie, 160, 779 
Euler, angles, 583 

—, constante, 535 
—, équation différentielle, 
762 

—, fonction | T, 489 
—, — 727 

—, formule, 145 
—, — sommatoire, 679 
—, méthode (équation diffé¬ 
rentielle), 559, 692 
—, multiplicateur, 509 
—, théorème, 582*, 728 

-du polyèdre, 213* 

—«triangle sphérique, 284, 
289* 

Euler-Fourrier, formule, 541 
eulerien, chemin, 750 
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évènement, 629 
—, (réseau), 752 
excentricité, 195, 328, 331 
exclusifs, événements, 629 
excès sphérique, 285, 288 
exhaustive, méthode, 482 
ex inscrit, cercle, 174 
existence d'un quotient, 25 
exp. exponentielle, 143 
explicite, définition d'une 
courbe, 469* 

—, fonction, 120* 
exponentiation, 53 
exponentielle fo n c t io n, 
142*, 439, 454, 493, 
533, 565 
exposant, 54, 66 
expression, 46, 90**, 361, 
363 

—s équivalentes, 45 
extension algébrique, 381* 

— d'un corps, 381 

— simple d'un corps, 381 
extensionalité, 347 

—, principe, 360 
extérieur, angle, 170 
—e, division d’un segment, 
584 

externe, angle, 165 
—, point de division, 584 
extrapolation, 687 
extrema, recherche, 461**, 
694** 

extremale, 761 


/, loi, 652 
—, table, 657 

lace d’ un polyèdre, 203* 
facteur de proportionalité, 
42 

— d’intérêt, 156 

— intégrant, 553 
factorielle, 489, 626 
—, fonction, 489, 626 
factorisation des polynô¬ 
mes, 111, 131 

— d’un nombre rationnel, 
26**, 52 

— d’une somme algébri¬ 
que, 47 

faisceau de droites, 202, 587 
- plans, 202, 590 
famille de droites, 202 

— d'ensembles, 347 
F.A.S.T., 544 
Fatou, lemme, 747 
Fermât, conjecture, 363, 

729 

—, théorème, 728, 730 
fermé, chemin d’un graphe, 
749 

—, ensemble de points, 743 


Fibonacci, nombre, 96, 370, 
416 

—.stratégie de recherche, 
696 

ficelle, méthode de construc¬ 
tion des coniques, 196, 
198, 199 

fictive, activité, 752 
figure, 739 

— isopérimétrique, 760 
fini, définition de Dedekind, 

353 

—,-Russell, 353 

—, groupe, 377 
finie, méthode, 785 
Finsler, géométrie, 623 
fixe, point (topologie), 279 
folium de Descartes, 460, 
472 

fonctcur, 352, 361 
fonction, 117-152, 352*, 

437**, 563** 

— arithmétique, 352 

— à valeur complexe, 563** 

— bilinéaire, 401 

— calculable, 369 

— circulaire, 145*, 248* 

— composée, 121 

— conjuguée, 698 

— continue, 437** 

— convexe, 718 

— coût, 694 

— cubique, 129 

— de Bessel, 558 

— — covariance, 647 

— — plusieurs variables, 
148*, 503** 

- d’Euler, 727 

— de vraisemblance, 600*, 
615 

— d’influence, 704, 749 

— doublement périodique, 
575* 

— explicite, 120 

— exponentielle, 143*, 434, 
454, 490, 533 

- factorielle, 489, 679 

— harmonique, 757, 758 

— holomorphe, 565 

— homogène, 151* 

— hyperbolique, 146* 

— —, dérivée, 456 

— — inverse, dérivée, 456 

— impaire, 122, 245 

— implicite, 120 

— injective, 352 

— inverse, 123*, 143, 352 

- inversible, 123, 143,352 

— lagrangienne, 702 

— linéaire, 125* 

— logarithme, 67*, 145* 

— mesurable, 747 

— méromorphe, 567 

— monotone, 121 

— multiforme, 87 


— non-rationnelle, 142** 

— objectif, 640, 710 

— paire, 122, 245 

— périodique, 122, 244*, 
575 

— polynôme, 130**, 380* 

— potentiel, 757 

— puissance, 129*, 136** 

— quadratique, 127* 

— racine, 142* 

— rationnelle, 125* 

— récursive, 369 

— séparable, 665 

— surjective, 352 

— symétrique, 151* 

— trigonométrique, 145*, 
239, 532 

—,courbe, 119**, 469**, 
475**, 487**, 510 
—, diagramme, I 18 
—,domaine de définition, 
117, 566** 

—,extréma, 461**, 694** 
—, graphe, 118, 124, 142, 
244, 470** 

—.image, 117 
—, limite, 431 ** 

—, linéarisation, 619 
—, maximum, 461 
—, minimum, 461 
—, primitive d’ une, 370* 
—, représentation paramé¬ 
trique, 120 

fo ne tion ne I, dé term i n a n t, 

460, 506, 507 
fonctionnelle, 772 

— linéaire, 772 

—, analyse, 768-777 
fondamental, théorème de 
l’algèbre, I 1 I, 575 
—, — de la théorie de 
Gallois, 736 

fondements de la géométrie, 
778 

— des mathématiques, 
784** 

foot, 147 

force, composantes, 266,755 
formalisée, théorie, 367** 
formalisme, 785 
forme bilinéaire, 414 

— définie, 624 

- homogène, 733 

— indéfinie, 624 

— indéterminée, 435* 

— multilinéaire, 414 

— prénexe, 365 
formule, 363* 

Fourier, série, 541** 
foyer, 195, 328 
fraction, 33-41, 51 

— continue, 83* 

— — décimale infinie, 38 

— — de fraction, 37, 51 

— — d’ entiers, 36**, 79 
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— équivalente, 34** 

— impropre, 33 

— rationnelle, 50, 125 

— —, intégration, 499** 

— simple, 140* 
fractions, addition de, 35 
—, corps, 381 

—, multiplication, 36 
—, soustraction, 35 
Frank-Wolfe, méthode, 720 
Fredholm, alternative, 766 
—, équation intégrale, 766 
Frcnet, formule, 256* 
fréquence, 256* 

— angulaire, 256 

fréq ne nces, corn pa ra ison, 

657 

—, répartition, 649 
—, représentation graphi¬ 
que, 649 

frontale, axonométrie, 233 
—, droite, 224 
frontière, point d’une figu¬ 
re, 742 

Fubini, théorème, 748 
Fuite, angle de, 223 
—, point de, 222 
fuseaux, 283** 
fuyantes, 223 


G 

gain maximum, 710 
Gai ois, groupe de, 382* 
—, théorème fondamental, 
736 

—, théorie de, 382** 
gallon, 204 

Cîalton, tableau de, 640 
/’, fonction, 489 
Gauss, algorithme de, 389 
—, équation différentielle, 
558 

—, fonction d’ erreur, 535, 
679 

—, intégrale, 643 
—, —, erreur, 679 
—, interpolation de, 683 
—, loi de propagation d'er¬ 
reurs, 670 

—, — des erreurs, 667 
—, méthode de résolution, 
701 

—, principe de moindres 
carrés, 668 

—, propagation des erreurs, 
670 

—, propriété des fonctions 
harmoniques, 758 
—, théorème, 235 
—,— de divergence, 520 

— -Bonnet, théorème, 620* 

— -Kruger, projection, 276* 
gaussienne, courbure, 618, 

619, 622 


—, distribution, 650 
—, loi, 641 

génératrice d’un cône, 210, 
327 

-hyperboloïde, 594 

-paraboloïde, 593 

-prisme, 207 

— d’une pyramide, 209 
généralisée, fonction de La¬ 
grange, 718 

générique, zéro, 734 
géodésique, 283, 617 
—, courbure, 618 
—, polygone, 617 
géographie mathématique, 
295** 
géoïde, 295 

géométrie absolue, 780 

— algébrique, 733 

— analytique, 305-345,577- 
594 

— conforme, 623 

— dans l’espace, 200**, 
577** 

— de Finsler, 623 

— descriptive, 221-239 

— des ensembles, 625 

— des enveloppes, 662 

— des nombres, 625 

— différentielle, 610-624 

— du solide, 200-221 

— elliptique, 784 

— euclidienne, 160, 779, 
784 

— hyperbolique, 783 

— intégrale, 625* 

— intrinsèque, 615 

— non-euclidienne, 782 

— plane, 159-200, 566 

— projective, 595-610 

— —, théorème principal, 
600 

— riemannienne, 623 

—, fondements de la, 778, 
782 

géométrique, lieu, 193** 

—, moyenne, 116, 417 
—, série, 424 
—, suite, 417 

gerbe de droites, 202, 587 

-plans, 202 

germe d’une surface, 619 
GL, groupe linéaire, 373, 
407 

globale, stratégie, 595 
GMT, 304 

Gôdel, théorème, 788 
gôdelisation d’un langage, 
788 

Goldbach, conjecture, 363, 
730 

—, nombre, 786 
grade, 163 
gradient, 518* 

—, méthode (plus grande 


pente), 698, 720 
grand axe, 195 
grand axe de I’ ellipse, 330 

— cercle, 216, 283** 

—s nombres, loi, 637 
graphe d’une fonction, 1 18, 

124*, 143*, 244*, 469** 
—, théorie, 749-754 
graphique, intégration, 492 
—, méthode, 705** 

—, solution d’une équation 
cubique, 109* 

—,-différentielle, 

559* 

—,-linéaire, 100 

—,-quadratique, 

105 

Grcgory-Leibniz, équation 
de, 536 

Green, formule de repré¬ 
sentation, 758 
grille, 707 

— des périodes, 575 
groupe, 372-387 

— abélien, 373 

— abstrait, 373 

— alterné, 374 

— commutatif, 375 

— cyclique, 374 

— de Gallois, 382 

-Lie, 378, 738 

-Klein, 376 

— des permutations, 373 

— — déplacements, 780 

— d’homologie, 742 

— distingué, 376 

— fini, 377 

— linéaire, 373, 405, 738 
-particulier, 373 

— quotient, 376 

— symétrique, 373, 384 

— topologique, 378, 738 
—, axiomes, 368, 373 

—, définition, 373 
—, représentation matériel¬ 
le, 378 

—, théorie élémentaire, 371 


H 

ha, hectare, 179 
Hahn-Banach, théorème, 
775 

Hamilton, principe, 764 
—, quaternions, 738 

-Jacobi, équation, 755 

hamiltonien, 755 
—, circuit, 751 
Hansen, problème de, 281 
harmonique, analyse, 543* 
— ,divison, 186, 222, 322 
—, fonction, 757 
—, moyenne, 116 
—s, points, 186, 599 
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—, série, 426 
—, synthèse, 543 
hasard, nombre au, 647 
Hausdorff, axiome de, 745 
hauteur d’un triangle, 173*, 
273 

—, détermination, 262, 273* 
—s, théorème des, 183, 186 
hectare, 1 79 
Helmotz, équation, 757 
hermitienne, transforma¬ 
tion, 405 

Héron, formule, 180, 269 
—, triangle, 180 
hexaèdre, 215 

hexagone de Brianchon, 610 
-Pascal, 609 

— régulier, 177*, 270 
Hilbert, algèbre, 738 
—, axiomatique, 778 
—, espace, 770 
Hippocrate, lunules, 191 
holomorphe, fonction, 565, 

568 

homéomorphes, figures, 739 
homéomorphisme, 740 
homogè ne, coo rd on nées, 

551, 578*,596 
—,— projectives, 596** 

—, équation différentielle, 
551 

—, fonction, 151** 

—, idéal, 733 

— système, 388* 
homographie, 604 
homographique, perspecti- 

• ve, 237 

homologie, 237, 742 
homomorphisme, 374** 
homotopie, 742 
hongroise, méthode, 715 
horaire, angle, 300 
—, cercle, 300 
horizontale, droite, 224 
P Hospital, règle, 436** 
hyperbole, 197*, 310, 328, 
332 

— dégénérée, 198 

— équilatère, 198, 490 
—, cercle directeur, 198 

—, équation cartésienne, 
332* 

—, — polaire 341 * 

—, — rapportée aux asym¬ 
ptotes, 333 

—, exentricité, 198,328,334 
—, normale à P, 337* 

—, sommets, 198, 332 
—, tangents à P, 198, 335* 
hyperboloïde à deux nappes, 
595* 

— — une nappe, 594* 

— de révolution, 202, 594 

— — rotation, 202 
hyperbolique, cosinus, 146 


—, cotangente, 146 
—, fonction, 146 
—, — (développement en 
série entière), 533 
—, — réciproque, 456, 534 
—, géométrie, 783 
—, — différentielle, 622 
—, paraboloïdc, 592, 618 
—, point, 618 
—, sinus, 146 
—, tangente, 146 
hypergéométrique, série, 
558 

hypocycloïde, 477 
hypothénuse, 169 
hypothèses, test, 654 


I 

i, unité imaginaire, 86 
icosaèdre, 215 
idéal, 726*, 733* 

— irréductible, 734 

— premier, 734 

— primitif, 734 

— réductible, 734 
—, classe, 732 

—, congruence, 727 
—, équivalence, 732 
—, intersection, 734 
—, théorie, 726, 732 
identité, matrice, 407 
image d’un contour, 232 

— d’une application, 352 
-inverse, 352 

— — — linéaire, 403* 

— — fonction, I 17, 245? 
-relation, 349 

— fermée, théorème, 773 

— inverse, 402 

— homéomorphe, 375 

— sphérique, 620 
impaire, fonction, 122, 145 
implicite, définition d’une 

courbe, 611 
—, dérivation, 453 
—Jonction, 120* 

—représentation d’une 
courbe, 611 
—, — — surface, 615 
impossible, événement, 629 
impropre, élément, 595** 
—, intégrale, 487* 

—, quadrique, 591 
impulsion rectangulaire, 
542 

— triangulaire, 542 
inacessible, point, 173, 269 
inch, 147 

incidence, 779 

— d'un point et d’une 
droite, 316* 

—, fonction, 749 • . 


incompatibles, évèments, 
629 

inconditionnelle, probalité, 

631 

indécidable, théorie, 371 
indéfinie, intégrale, 493* 
indépendance linéaire, 399 
indépendantes, variables, 

1 19 

i ndépendan ts, événcmen ts, 

632 

indétermination, intervalle 
d\ 695 

indéterminés, coefficients, 

141 

—, méthode des coefficients, 
500, 529, 577** 

—, multiplicateurs, 763 
indice d’un chemin, 568 
indirect, système de coor¬ 
données, 242, 306, 398 
induction mathématique, 77 

— transfinie, 358 
inégalité algébrique, 113* 

— de Bernouilli, 116, 421 

— — Bunyakovski, 401 
-Cauchy, 711 

— -Schwarz, 401 

— — Chebyshev, 637* 
-Minkovski, 771 

— — Schwarz, 770 

— équivalente, I 14* 

— insoluble, 114 

— linéaire, 703* 

— soluble, 114 

— toujours vraie, 1 14 

— triangulaire, 401, 583, 
743, 769 

—, ensemble des solutions, 

I 13* 

—, méthode de résolution, 

1 14 

inférence logique, 361 

— mathématique, 365 
—, règle d’, 361 
inflexion, point, 463*, 469 
infini, développement d’un 

nombre décimal, 82 
—, droite à 1’, 596 
—, intervalle d’intégration, 
488 

—, nombres cardinaux, 353 
—, plan à P, 596 
—, point à, 578, 596 
—, réel, 786 
—, méthode, 785 
influence, fonction, 766 
injective, fonction, 352 
inscript ible, quadrilatère, 
192,270* 

inscrit, cercle, 174, 268 
—» polygone, 177 
insoluble, équation, 91, 100 
—, inégalité, 115 
insuffisance des théories 



axiomatiques, 787 
intégrable élémentairement, 
équation différentielle, 
550* 

intégrabilité, conditions, 
512, 552* 
intégrale, 481 * 

— binomiale, 502 

— classique, 493 

— définie, 482* 

— de Lebesgue, 746 

— double, 503 

— d’une équation diffé¬ 
rentielle, 625 

— elliptique, 503 

— impropre, 487** 

— indéilnie, 493** 

— multiple, 503**, 506* 

— particulière, 546 

— singulière, 548 

— triple, 506 
—, calcul d\ 569 

—, dérivé d’une, 456 
—, équation, 765* 

—, géométrie, 625 
—, logarithme, 730 
intégrande, 484 

— à valeurs infinies, 488 
intégration de fonctions ra¬ 
tionnelles, 499** 

— — séries entières, 524 

— graphique, 492, 559 

— numérique, 690 

— par parties, 494 

— terme à terme, 524 

—, changement de variable, 
496* 

—, inverse de la dérivation, 
486 

—, limite, 484 
intégrité, domaine, 379 
interception, diagramme, 
707 

intérêts, 152** 

— composés, 154* 

— simples, 153* 
intérieur, angle, 170* 

—, point, 742 
interne, angle, 165 

—.division d’un segment, 
186, 584 

interpolation, 58, 168, 251, 
417, 680, 687** 

— d’ Adam, 691 

— d’Aitken, 689 

— de Gauss, 683 

— — Lagrange, 681, 683, 

687 

— — Newton, 681, 683, 

688 

— — Taylor, 687 

— linéaire, 58, 68, 251,417 

— par des polynômes, 679 
—, formule de quadrature, 

690 


intersection de deux cercles, 
326* 

— — — coniques, 339* 

-droites, 317, 318 

-droites, 224, 334*, 

586 

— d'ensembles, 348 

— de plans, 589 

— d’idéaux, 734 

— d’une droite et d’un 
cône, 230 

—.méthode du point d’, 
236 

intervalles emboîtés, 82 
—, calcul sur les, 687 
intrinsèque, géométrie, 615 
intuitionisme, 786 
invariance du bi rapport, 
598* 

invariant d’une courbe, 614 
—, sous groupe, 376 
invariants, théorie des, 618 
inverse, application linéaire, 
403, 407* 

—.fonction, 33, 36, 123*, 
142, 352 

—,— hyperbolique, 146* 
—, — trigonométrique, 

123, 248* 

—.graphe de la fonction, 

124, 142 

—, matrice, 407 
—, plan, 226 

—, transformation, 308, 
407* 

inversement proportionnel, 
42 

inversible, fonction, 123, 143 
inversion (ordre), 627 
irrationnel, nombre, 62, 66, 
85 

irréductible, polynôme, 381, 
731 

irréflexive, relation, 350 
irrotationnel, champ, 521 
isocèle, triangle, 169, 248, 
294 

—, — sphérique, 294 
isoclines, 549 
isolé, ordinal, 358 
—, point, 471 
isométrie, 234, 616, 619 
isométrique, application, 
616, 619 
—, surface, 616 
isomorphe, système, 86 
isomorphisme, 83, 375 

— dual, 736 

isopérimétrique, figure, 760 
—, problème, 624, 760 
itération, 699, 701* 
itérés, noyaux, 705 
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jacobien, 460, 505, 506 
Jordan, élimination de, 699 
—, théorème sur les courbes, 
741 

— -Brouwer, théorème, 744 

— -Hôlder, théorème, 378 
J ou k owsky, t ra ns for ma t ion 

de, 573 


K 

Képler, lois de, 342, 343 
—, règles de, 220 
kilomètre, km, 161 
Klein, groupe de, 376 
—, programme d’ITIangcn, 
622 

km, kilomètre, 161 
knT, 179 

Kochansky, construction de, 
208 

Kolmogorov, axiomes, 633 
Kônigsbcrg, problème des 
ponts, 750 

Kuhn-Tucker, condition, 
718 

K u ra tows k i-Zo rn, lem me, 

351 


L 

I agrange, équation du mou¬ 
vement, 764 

—.interpolation, 681, 683, 
687 

—, méthode, 692* 

—, multiplicateurs, 468*, 
673 

—, polynôme, 68 I 
—, reste, 532 

—, théorème des quatre car¬ 
rés, 730 

—, — des groupes, 377 
langage élémentaire, 362, 
364*, 371 

—, a ri té de symbole, 362 
—, arithmétisation, 788 
—, codage, 788 
—, gôdelisation, 788 
—, logique des prédicats, 
362 

Laplace, équation, 757 
—, — différentielle, 570 
laplacien, 757 

Lasker-Noetlier, théorème, 
734 

latitude, 277*, 283, 614 

Laurent, série, 567 
Lax Milgram, théorème, 776 
Ltbesgue, mesure de, 746 
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Legendre, forme des inté¬ 
grales elliptiques, 577 
—, symbole, 728 
—, théorème, 288 
Leibniz, théorème de, 428 
lemniseate, 476 
lexicographique, ordre, 627 
Lie, groupe, 378, 738 
lieu géométrique, 193** 
ligne de pente, 225 

— — rappel, 223 

— d’horizon, 236 

— d’une matriee, 391, 405 
limite à droite, à gauche, 432 

— dans un espace métrique, 
768 

— d’une fonction, 431 

— — série, 423, 523 

— — suite, 418 
—, intégrale, 484 

—, opération sur, 433* 

—, théorème central, 645 
Lindemann, théorème de, 
733 

linéaire, algèbre, 387** 

—, application, 402, 408* 
—, combinaison, 399*, 761 
—excentricité; 195*, 330* 
—, équation, 95*, 387**, 
699** 

—, — différentielle, 552* 

—, — intégrale, 766 
—, fonction, 125* 

—, inégalité, 703* 

—, interpolation, 58, 68, 

251, 417, 680 
—, opérateur, 771 
—, optimisation, 710-717 
—, terme, 95, 101, 106 
—, transformation, 404, 408 
linéarisation, 669 
Lipchitz, condition, 561,777 
litre, 204 

In, logarithme supérieur, 65 
local, extremum, 462, 466, 
470 

logarithme, 63**, 67*, 78, 
145** 

— d’un nombre négatif, 
69, 250 

—, intégral, 535 
—, développement en série, 
533 

—, fonction, 69, 145*, 439, 
454, 533 
—, système, 63* 

—, table, 67*, 250 
logarithmique, dérivée, 451 
—, échelle, 73 
—, potentiel, 760 
—, spirale, 481 
logique des propositions, 
360 

— en mathématique, 785 
—, équivalence,-365 


—, inférence, 361 
loi binomiale, 638* 

— d’addition associative 
dans C, 86 

-N, 23, 78 

-Q, 45, 79 

-R, 83 

-un espace vec¬ 
toriel, 393* 

-Z, 31 

loi d’addition commutative 
associative donc C, 86 

-N, 22, 78 

-Q, 45, 79 

-R, 83 

-Z, 31 

— de Gauss, 641 

-multiplication asso¬ 
ciative dans C, 86 

-N, 23, 79 

-Q, 45, 79 

-R, 83 

-Z, 32 

-multiplication com¬ 
mutative dans C, 86 

-N, 24, 78 

-Q, 45, 79 

-R, 83 

-Z, 32 

-réciprocité, 728 

-Poisson, 640* 

— des grands nombres, 637 

— distributive dans C, 86 

-IM, 25, 78 

-Q, 45, 79 

-R, 83 

— du x 2 , 653 

— d’une variable aléatoire, 
633 

— / de Fisher, 652 

— monotone, 23, 24, 31 

— / de Student, 652 
longitude, 256, 277*, 614 
longueur d’onde, 255 

— d’un arc, 509, 612 

-nombre, 686 

-segment, 161, 309* 

-vecteur, 400 

—, unité de, 161 
losange, 175 
loxodromie, 297* 
lunule d’Hippocrate, 191 


M 

m, mètre, 161 

m 2 , unité de surface, 164, 179 
Maclaurin, reste, 532 
majorant de Weierstrass, 
critère, 523* 
mantisse, 65, 67 
Markov, chaîne de, 646 
—, processus de, 646 
—, propriété de, 722 


Mascheroni, constante de, 
535 

masse, unité, 747 
mathématique, fondements, 
784 

—, inférence, 365 
—, logique, 359 
—, numérique, 684** 

—, objet, 705 
—, opération, 705 
—, optimisation, 709** 

—, platonicisme, 785 
—, statistique, 647** 

—, symbole, 723 
—, théorie, 362-371 
matrice, 405** 

— carrée, 406 

— contravariante, 407 

— de réseau, 752 

— identité, 407 

— inverse, 407* 

— minimum, procédé, 715 

— nulle, 406 

— régulière, 407 

— semblable, 410 

— singulière, 407 

— symétrique, 410 

— transposée, 407 

—, polynôme caractéristi¬ 
que, 413 

—, relation d’ordre, 710 
—représentation d’un 
groupe, 738 

maximum d’espérance, 717 

— de vraisemblance, 653, 
668 

— local, 462 
—, gain, 710 

M.C.P. méthode du chemin 
critique, 753 
médiane, 173 

— d’un trapèze, 176, 181 

— — échantillon, 649 
médiatrice, 167, 172, 193 
mélange, problème du, 717 
Ménelaüs, théorème, 323 
méplat, 618 

Mercator, projection de, 276 
méridien, z76, 295 

— céleste, 299 

— d’un solide de révolu¬ 
tion, 219 

— d’une surface de rota¬ 
tion, 219, 621 

méromorphe, fonction, 567 
mesurable, ensemble, 747 
—, fonction, 747 
mesure de Lebesgue, 746 
-surface, 179*, 190* 

— directe, 671 * 

— d’un ensemble de points, 
746 

— nulle, 746 

— pondérée, 669 

— produit, 748 
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—, descriptive, 23? 

—, précision de la, 669 
—, théorie, 746 
—, variance de la, 667 
mesurée, valeur, 668 
mesureur, méthode du 
point, 237 
métalangage, 788 
métathéorie, 784 
méthode des calculs appro¬ 
chés, 40 

— du chemin critique, 
MCP, 753 

— numérique, 685 
mètre, m, 161 

— carré, 14, 179 
métrique, axiome, 769 

—, espace, 744, 745, 768 
métrisation, théorème, 745 
mile, 161, 295 

— géographique, 295 

— marin, 295 

milieu d’un segment, con¬ 
struction, 167 
milliard, 21 
million, 21 
minute, 162 

—, unité de temps, 304* 
mineur d’un déterminant, 
392* 

minimal, arbre, 750 
—e, surface, 622 
minimax, stratégie du, 695 
minimum, local, 462 
Minkovski, inégalité, 771 
mirroir, image, 166 
mm, millimètre, 161 
Môbius, anneau, 741 
module d’un nombre com¬ 
plexe, 86, 769 

-système logarithmi¬ 
que, 66 

-vecteur, 400 

moindres carrés, méthode, 
668*, 673, 680 
moins, (—), 23, 30 
Moivre, formule de, 87 

-Laplace, théorème, 

645 

moment d’inertie, 515* 

— statique, 514* 
monadique, 363 
monique, 92 
monogramme, 705 
monôme, 46 

monotone décroissante, 122 

— croissante, 121 
—,fonction, 121 
—, loi, 78 

Morgan, règle de, 348 
morphisme, 352 
Monte-Carlo, méthode, 
708** 

mouvement, équations de 
Lagrange, 764 


moyenne, arithmétique, 116, 
417 

— d’un échantillon, 649 
éométrique, 116, 417 
armonique, 116 

— pondérée, 672 
—,courbure, 622 

—, théorème de la, 485 
M.P.M., réseau, 753 
multidimensionnel, métho¬ 
de Newton, 698 
—, problème d’ extrcmum, 
697 

multiforme, fonction, 86 
multilinéaire, algèbre, 414* 
—, forme, 414 
multiple, intégrale, 506 
multiplicande, 24 
multiplicateur, 24 

— de Lagrange, 468*, 673 
multiplication approchée, 

40 

— de fractions, 36* 

— d’entiers, 25 

— de lois de probalités, 631 
-sommes algébriques, 

47 

-puissances, 55* 

-séries, 430 

-types d’ordre, 357 

— d’un vecteur par un 
scalaire, 396 

multiplicité d’une racine, 

132* 

-variété algébrique, 

735 


N 

N, nombres naturels, 19**, 
77*, 81, 786 
nabla, opérateur, 521 
nadir, 299 

Napier, analogie, 287* 

—, règles, 292 
naturel, paramètre, 613 
naturelle, équation d’une 
courbe, 613 

naturels, nombres,19*, 77*, 
81, 786 

nautique, triangle, 301 
négatif, nombre, 30* 

—, signe, 31* 

négative, courbure, 127, 
473* 

négligeable, ensemble, 748 
—, fonction, 748 
Neil, parabole de, 490 
Neumann, problème de, 759 
neutre, élément, 373 
Newton, interpolation de, 
681, 687 

—, méthode de, 693* 

—,-pente fixe, 693 


—,-recherche multi¬ 

dimensionnelle, 698 
—, polynôme d’interpola¬ 
tion, 681, 688 

newtonien, potentiel, 755 
niveau de la mer, 278 
nivellement, 274 
noeud d’un graphe, 749 
nombre algébrique, 731 

— cardinal, 19*, 353 

— complexe, 85*, 5é3** 

— irrationnel, 63, 66, 85 

— naturel, 19**, 77*, 81, 
786 

— négatif, 30** 

— opposé, 30**, 46 

— ordinal, 20, 357 

— positif, 30**, 81 

— pythagorique, 729 

— premier, 26*, 52 

— quadratique, 731 

— rationnel, 33**, 80 
-absolu, 79, 81 

— réels, 82* 

— relatif, 31* 

— signé, 80 

— transcendant, 732 
—, divisibilité, 726 
—, longueur, 686 
nombres premiers jumelés, 

26 

-, théorème, 730 

—, théorie, 26, 52, 726 
—, — additive, 730 
—, — analytique, 730 
—, — élémentaire, 26** 
non concourantes, droites, 
202*, 232 , 5 86 

— euclidienne, géométrie, 
782 

— fonction, 360* 

— homogène, système, 388 

— linéaire, équation, 112* 
697 

— —, relation, 676 

— orienté graphe, 749 

— rationnelle, fonction, 
142* 

— résidu, 728 

— sécantes, droites, 202* 
232, 586 

Nord, 277 

— carte, 277 

— géographique, 277 

— magnétique, 277 
normal, plan à une courbe, 

612 

—, vecteur, 313, 588* 
normale à un cercle, 325,337 
-une conique, 337 

— -courbe, 612 

-surface, 615 

—, axonométrie, 233 
—, carte, 751 

—, courbure, 618 
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—, distribution, 643 
—, équation de la droite,313 
—, — du plan, 588 
—, forme d’une équation 
algébrique, 92, 101, 106, 
111 

norme d’un vecteur, 400 
—, propriétés, 770 
normé, espace, 769 
nourriture, problème, 710 
nouveau degré, 163 
—, point (topographie) 279* 
noyau d’un homomorphi¬ 
sme, 375 

— d’une application liné¬ 
aire, 403 

-équation intégrale, 

767 

nul, graphe, 750 
—, polynôme, 380 
nulle, hypothèse (statisti¬ 
que), 654 
—, matrice, 406 
—, suite, 419 
numérateur, 33, 50 
numérique, analyse 684-710 
—, dérivation, 691 
—, droite, 35, 82 
—, intégration, 690 
—.solution d’une équation 
différentielle, 691 
—, sphère, 573 
—.système, 21**, 77** 

—, variable, 45** 
tf-uplet, 148, 351, 743 


O 

obélisque, 221 
objectif, fonction, 694, 721 
oblique, affinité, 227 
—, coordonnées, 578** 

—, cylindre, 210 
—, droite, 201 
—, prisme, 207 
—, pyramide, 207 
observation, 666, 673* 

— indirecte, 674 

— sous contraintes, 673 
obtus, angle, 162 

—.triangle, 169 
octaèdre, 215, 263 
ombilic, 622 

ondes, équation des, 756 
opérateur, 408, 771* 

— de Laplace, 521, 757 

— linéaire, 404, 771 
opération arithmétique, 22, 

53, 56**, 79 

— bilinéaire, 400 

— dans un espace vecto¬ 
riel, 393 

— définie sur un ensemble, 
373 


—, symbole, 31 
opposés, angles, 164 
—, éléments d’un groupe, 
373 

—, vecteurs, 395 
optimale, stratégie, 721 
optimalité, principe de Bell- 
mann, 722 

optimisation, 709-725 

— convexe, 718* 

— dynamique, 721-725 

— en variable discrète, 715* 

— linéaire, 710-717 

— non-linéaire, 718-721 

— paramétrique, 716* 

— quadratique, 719* 
ordinaire, cycloïde, 477 
—, épicycloïde, 477 

—, fraction, 35, 37 

— hypocycloïde, 477 
ordinal,nombre, 20 
—,— initial, 358 

—, — isolé, 358 
ordre archimédien, 79 

— dans N, 22, 79 

-Q, 34,79 

-R, 83 

-Z, 33 

ordre d’un élément d’un 
groupe, 371 

-groupe cyclique, 377 

— d’une combinaison, 627 
-équation aux déri¬ 
vées partielles, 754 

-différentielle, 545 

— lexicographique, 46, 627 

— total, 79 

—, axiome de, 779 
orienté, graphe, 749 
—e, distance 314, 583*, 589 

— droite, 313, 583* 
origine, 306* 
orthocentre, 173 
orthogonal, groupe, 405 
—e, base, 402 
—.droite, 162, 168*, 318, 

401 

—, perspective affine, 228 
—, trajectoire, 475, 549 
—, transformation, 405 
orthogonalité en géométrie 
hyperbolique, 783 
orthonormées, coordonnées 
578 

orthonormale, base, 678 
—, système de fonctions, 
678 

oscillations, 256, 766 

— amorties, 256 
oscillateur, plan, 612 
osculatrice, parabole, 538 
Ostrogradsky, équation, 762 
ouvert, ensemble, 742 
ovoïde, 624 


P 


Padoa, principe, 368 
paire, fonction, 122, 245 
Pappus, règle, 219, 515 
—, théorème, 602 
—, — majeur P, 782 
—, — mineur p, 782 
parabole, 105*, 127*, 199, 
327, 329**, 339 

— de Neil, 490 

— osculatrice, 538 

—, équation polaire, 342 
—, sommet de, 199 
—, tangente à, 200 
parabolique, approxima¬ 
tion, 682 

paraboloïde de révolution, 
219, 592 

— elliptique, 592 

— hyperbolique, 592 
paradoxe de Russell, 347 

-Skolem, 787 

parallèles, axiomes de, 778 
—, cercles, 219 

—, déplacements, 617* 

—, droites, 168, 783 
—, médianes, 193 
—, plans, 202 

parallélépipède rectangle, 
204* 

parallélogramme, 175, 180* 

— des forces, 272 
paramètre, 91,96, 121,340*, 

585, 587, 611 

— d’une conique, 340 

— naturel, 613 
—,courbe, 614 

—, transformation, 611,614 
paramétrique, optimisation, 
716 

—, représentation du cercle, 
147, 324* 

—,-plan, 587 

—,— d’une courbe, 611 

—,-ellipse, 332* 

—,-hyperbole, 147 

—,-surface, 614 

parenthèses, suppression, 
47 

partie imaginaire, 78 

— principale du développe¬ 
ment en série de Laurent, 
567 

— réelle, 86 

partiellement ordonné, en¬ 
semble, 736 

partition d’ensemble, 350 

— d’un nombre, 731 

pas intermédiaires, métho¬ 
de, 559 

Pascal, hexagone, 609 
—.théorème, 609 
—, triangle, 49 
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Peano, axiomes, 364 

-Jordan, axiomes, 77* 

-, étendue, 746 

Pell, équation, 729 
pendule, mathématique, 555 
pentagone régulier, 178 
pente, 126, 693 

— d’une droite, 240, 311 
périodicité des fonctions tri- 

gonométriques, 244 
périodique, fonction, 122, 
244*, 575* 

permutations, 372, 626* 

—, groupe des, 373 
perspectives, 184, 235 
perpendiculaires, droites, 
162*, 168*, 201,318, 398 
P.E.R.T., réseaux, 753 
petit axe, 195 
-de l’ellipse, 330 

— cercle, 216, 283* 
P.G.C.D., 27, 52 
phase, 256, 307 
photogramétrie, 235 
/T, 190, 496, 536, 732 
plan, 201* 

— de projection, 222 

-symétrie, 225 

-vue, 222 

— euclidien, 596 

— impropre, 596 

— parallèle, 202 

— projectif, 596 

— solide, 203 

— tangent à une surface, 
615 

—, équation, 587 
—, faisceau, 202, 590 
—, géométrie descriptive, 
223 

—, point axial, 225 
—, représentation paramé¬ 
trique, 587 

—, support (optimisation), 
711 

planaire, graphe, 750 
plane, courbe, 469**, 475**, 
487, 510 

—, géométrie, 159-200 
—, trigonométrie, 260** 
plat, angle, 162 
platonicisme mathématique, 
785 

platonique, solide, 214 
plein, angle, 162 
plongeante, perspective, 234 
plue kerien nés, coordonnées, 
601 

plus, 22 

— courte courbe, 617 

— grand commun diviseur, 
27, 52 

-nombre premier, 27 

— grande pente, méthode, 
698 


— petit commun dénomi¬ 
nateur, 36, 51 

-multiple, ppcm, 

28 

— probable, estimation, 
669 

Pohlke, théorème, 233 
—, trièdre, 233 
poids d’une mesure, 669 
point, 160* 

— à l’infini, 310, 579, 596 

— asymptotique, 481 

— axial d’un plan, 225 

— de contact, 471 

-discontinuité, 438* 

-fuite, 222 

-principal, 222, 

236* 

-rebroussement, 471 

- vue, 236 

— d’inflexion, 462*, 469* 

— double, 471 

— elliptique, 618 


— fixe, 

méthode à, 693 

-, théorème de Banach, 

771 

-Shauder, 

777 

— —> — 

— Brouwer, 741, 

744 


— hyperbolique, 618 

— isolé, 471 

— parabolique, 618 

— régulier, 471*, 611, 615 

— selle, 467, 593 
-, théorème, 718* 

— singulier, 611,615 

— triple, 471 
pointe, disque, 567 
points, ensemble de (topo¬ 
logie), 739 

Poisson, loi de, 640 
—, processus de, 646 
polaire d’une conique, 338*, 
606 

—, équation des coniques, 
341 

—, — du cercle, 324 
—, moment d’inertie, 516 
—s, coordonnées, 505, 507 

polarité, 782 

pôle d’une conique, 335*, 
606 

-fonction 138*, 567* 

-sphère, 300* 

polyèdre, 203*, 213*, 624, 
703 

— convexe, 711 
polygone, 177**, 319** 
polynôme, 125, 350* 

— caractéristique, 413 

— irréductible, 381, 731 

— réductible, 131,731 
polynômes, espace vectoriel 

des, 772 


—, idéal des, 734 
polynomiale, fonction, 
130**, 449 

—,— (continuité), 439, 
454 

pondérée, moyenne, 672 
ponton, 221 
population, 647 
positif, nombre, 30** 

—, signe, 31 
positionnel, système, 21 
positive, courbure, 127,473* 
possible, événement, 629 
postulat d’Euclide, 778 
potentiel, 518*, 570 

— newtonien, 755** 
potentiel, théorie du, 755** 
pourcentage, 152** 
p.p.c.m., plus petit commun 

multiple, 28 
précision, 672 

— sur les mesures, 685* 
prédécesseur, 22, 31 
prédicat, 90, 113 
prédicats, logique de, 362 
premier, idéal, 734 

—, nombre, 26*, 52 
première forme fondament¬ 
ale d’une surface, 616 
prémisse, 361 
prénexe, forme, 365 
présente, valeur, 155 
presque tout, 419 
preuve, 361 

— par neuf, 29 

-onze, 29 

primai, problème, 713 
primitif idéal, 734 
primitive d’une fonction, 

486, 493, 566 
principal, 153 
—, idéal, 727, 734 
—, point de fuite, 222 
principale, courbure, 621 
—, normale, 612 
—, valeur, 87, 125,249,569 
principaux, axes d’une co¬ 
nique, 328* 

—,-quadrique, 591* 

—, rayons de courbure de 
l’ellipse, 197 

principe d’extension, 56,79* 
prisme, 207* 
prismoïde, 221* 
probable, erreur, 669 
probabiliste, procédure, 
708* 

probabilité, 630 

— d’un événement, 746 
—, théorie, 629-647 
problèmes aux limites, 759* 
procédure, choix de, 647 
processus de Markov, 646 

— probabiliste, 646 

— stationnaire, 646, 725 



822 Index alphabétique 


— stochastique, 646 
produit cartésien, 351, 355 

— de fonctions trigonomé- 
triques, 254 

-nombres cardinaux, 

355 

-probabilités, 631 

-séries, 529 

-vecteurs, 397* 

— d’événements, 630 

— scalaire, 397, 770 

— vectoriel, 398* 

—, dérivée d’un, 449 
profil, 219 

projecteurs, théorème des, 
773 

projection cavalière, 223* 

— conique, 222* 

— cylindrique, 222* 

— en géométrie descriptive, 
221, 239 

— normale, 223* 

— orthogonale, 223* 
projectif, espace, 5% 

—, plan, 596 

projective, application, 600* 
—, géométrie, 595-619 
—s, coordonnées, 596*, 605 
propagation des erreurs, 
670* 

proportions, 42** 

— multiples, 43 

—, additions et soustrac¬ 
tions des, 44 

—, théorème d’ échange, 43 
proposition, 45 
propositions, logique des, 
360 

propre, fonction, 560 
—, fraction, 33** 

—, quadrique, 591 
—, vecteur, 412, 702, 762 
propriétés additives des 
nombres, 730 

pseudo-aléatoire, nombre, 
709 

— sphère, 219 
puissance, 53** 

— dans C, 87 

— d’un ensemble, 353 
-nombre, 53** 

— d’une fonction trigono- 
métrique, 254** 

—, dérivée de la fonction, 
454 

—, fonction, 129*, 136** 

puits d’un champ, 520 
pyramide, 209 

— triangulaire, 211 
Pythagore, théorème, 182 
pythagoriquc, nombre, 728 


O 

Q, nombres rationnels, 
33**, 80* 
quadrangle, 174 

— complet, 603 
quadrants, relation entre 

(trigonométrie), 247* 
quadratique, équation, 
101**, 113 
—, fonction, 127* 

—, optimisation, 719* 

—, résidu, 728 
—, terme, 101, 106 
quadratiques, corps des 
nombres, 731 

quadrature du cercle, 168, 
386 

—, aire, 489** 

—, équation différentielle, 
550 

—, intégration numérique, 
690 

quadrilatère, 174**, 192,270 

— complet, 603 

— des cordes, 192 
-tangentes, 193 

— inscrintible, 192, 270 
—, aire, 270 
quadrillon, 21 
quadrique, 591** 
quantificateur, 362 
quartique, équation, 110 
quaternion, algèbre d’Ha- 

milton, 738 

quatre couleurs, problèmes 
des, 751 

quatrième terme de la pro¬ 
portion, 44 
quotient, 25 

— de longueurs, 223 

— différentiel, 442 
—, dérivée d’un, 449 
—, groupe, 376 


R 

R, nombres réels, 82* 
racine carrée, 58*, 70, 75 

— de P unité, 88, 107, 731 

— d’un nombre, 53*, 57*, 
75, 78, 87 

-polynôme, 132*, 381 

— d’une équation, 111*, 
731* 

— primitive, 728 

—, détermination numéri¬ 
que, 692 

—, fonction, 142* 

—,— symétrique, 151 
—, théorème de Viète, 111, 
151 

radian, 163 


radiale, distance, 195 
—, symétrie, 167 
radical, 111*, 385 
Radon-Nikodym, théorème, 
748 

raison, 417 

rang d’une application li¬ 
néaire, 403 

-matrice, 403, 410*, 

703 

rangement, théorie du, 625 
rapport d’affinité, 208 

— de division, 310, 584 
-nombres, 42 

-similitude, 184 

rapporteur, 162 
rationnalisation du dénomi¬ 
nateur, 62 

rationnel, nombre, 44, 79* 
rationnelle, fonction, 136*, 

439 

—, — (continuité), 454 
—, fraction, 125 
rayon, 324*, 473 

— de convergence, 526, 565 

— — courbure, 473 
-la sphère, 187, 216, 

283, 291 

-sécant, méthode du, 

234 

— — vecteur, 307 
rd, radian, 163 
réalisable, solution, 711 
réarrangement d’une série, 

429 

rebroussement, point de, 
471 

recherche, stratégie de, 
695** 

réciproque, application, 740 
—, continuité de la fonction, 

440 

—, dérivée de la fonction, 
451 

—fonctions t rigonométri- 
ques, 455, 534 
—, série entière, 530 
—, théorème, 570 
rectangle, 175, 180* 

—, triangle, 169, 182 
—,— sphérique, 292 
rectifiable, courbe, 510 
rectifiant, plan, 612 
récurrence, 358 
récursive, fonction, 369 
récursivement énumérable, 
ensemble, 370 
récursivité, méthode de gé¬ 
nération, 370* 
réductible, idéal, 734 
—, polynôme, 731 
réduction, 723 
—, facteur de, 235 
réduite, équation du plan, 
588 
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—, forme, 108, 110 
—, fraction, 34 
réel, nombre, 82* 
réflexe, polygone, 177 
—, quadrilatère, 174 
réflexion, 166 

— à travers un point, 167 
région admissible, 711 
régie à calcul, 73** 

— de Bernouilli - V Hôpital, 
435* 

— d’inférence, 361, 366* 

— et au compas, construc¬ 
tion, 165*, 168*, 386 

réglée, surface, 593, 595 
régression, 651*, 676 
régula falsi, méthode, 692* 
régulier, polyèdre, 214 
—, polygone, 177*, 270* 

—, — à 15 côtés, 178 
—, — à 17 côtés, 178 
—, point, 471, 611, 615 
régulière, application linéai¬ 
re, 405 

—, matrice, 407 
—, pyramide, 210 
—, relation, 350 
relaitif, nombre, 30* 
relation, 349** 

— d’équivalence, 350 

— d’ordre, 350 

— entre angles et côtés, 
170, 289 

-fonctions trigonomé- 

triques, 246* 

— régulière, 350 

—, ajustements de, 675* 
relative, erreur, 661 
relativité, théorie, 623 
relèvement (topographie), 
297 

— d’un point, 225 
rentrant, angle, 62 
répartition de fréquences, 

649 

—, fonction, 633* 
représentatif, échantillon, 
647 

représentation asymptoti- 
ciue, 678 

— des nombres, 21, 686 
-j- d’une fonctionnelle, 772 

— paramétrique d’une 
fonction, 120 

—, formule de Green, 758 
—, théorie des groupes, 738 
réseaux, 752* 

résidu d’une fonction mé- 
romorphe, 567 

— du /z-ième degré, 728 
— quadratique, 728 

—, théorème, 568 
résiduel, anneau, 721 
résiduelles, classes, 381 
résolvante, 767 


résoluble, inégalité, 114* 
résolution par radicaux, 111 
ressources, calcul de, 754 
reste d’une division, 25, 
50*, 726 

-série de Taylor, 531 

rhomboïde, 175 
Riemann, étendue, 746 
—, fonction zêta, 730 
—, géométrie, 623 
—, surface, 574 
—, théorème, 572, 575 
Riesz, représentation, 772 
Ritz, méthode, 764 
Rolle, théorème, 446* 
romain, système de numéro¬ 
tation, 21 

rotation, 116, 309,404,581* 
— d’un système de coor¬ 
données, 309, 581 
rotationnel, 520 
route, 295 

Runge-Kutta, méthode, 
691* 

Russell, définition du fini, 
353 

—, paradoxe, 347 
Rytz, construction, 196 


S 

salinon, 191 

sans biais, estimateur, 652 
Sarrus, règle de, 391 
saut de discontinuité, 438 
scalaire, 393 
—, champ de, 517 
—, fonction, 518 
Schlegel, 213 

Schwarz, inégalité, 213, 770 
—, théorème, 458 
sécante, 187, 216, 240* 
sécantes, méthodes des, 
692* 

—, théorème, 192 
second degré, équation, 
344** 

-, polynôme, 131 

seconde, 162 
secteur circulaire, 190 

— sphérique, 217 
section arrière, 281 

— avant, 279 

— latérale, 279 

segment de cercle, 161*, 
206, 583 

-droite, 191 

-sphère, 216* 

— d’un ensemble bien or¬ 
donné, 357 

— unitaire, 306 
sémantique, 36* 
semi-groupe, 737 


-log, papier, 705 

-régulier, solide, 215 

séparable, équation diffé¬ 
rentielle à variables —s, 
550 

—, fonction (optimisation), 
772 

séparation des racines, 135* 

-variables, 754 

—, axiome d’Hausdorff, 
745 

—, théorème de, 775 
seq, fonction, 360* 
séquentielle, stratégie, 695 
série, 423-431 

— de fonctions, 522-544 
-Neumann, 767 

— entière, 525-540,567,575 
sh, sinus hyperbolique, 146 
Z- modèle, 364 

Z- structure, 364 
signature (logique), 362 
signé, nombre 80* 
significatif, chiffre, 40, 662 
similitude, 184** 

—, théorème sur la, 186 
simple, fraction, 151* 

—, intérêt, 140* 
simplement connexe, do¬ 
maine, 566 

-, ensemble, 742 

simplexe, méthode du, 771* 
simplification d’une frac¬ 
tion, 34, 51 

Simpson, formule de, 690 
—, règle de, 220 
single ton, 346 
singularité, 567* 

— essentielle, 567 

— isolée, 567 
sin, sinus, 239* 
singulier, point, 611, 615 
singulière, conique, 196, 

198 , 327 , 606 
—, forme, 624 
—, intégrale, 548 
—, matrice, 407 
sinus, 239* 

— hyperbolique, 146 

— intégral, 535 

—, fonction, 239, 255 
—, régie du, 264, 286 
sinusoïdale, oscillation, 256 
Skolem, paradoxe de, 787 
SI (n), 373 

Snell, réfraction de, 465 
solide, 203** 

— de révolution, 508 
-rotation, 219 

— semi-régulier, 215 
—, angle, 203, 285 

—, géométrie du, 200-221 
soluble, corps, 385 
solubilité par radicaux, 385 
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solution admissible, 711 
solutions d’éqüations algé¬ 
briques, 98*, 385 

-du quatrième degré, 

110 

-linéaire, 93*, 388 

— d’inégalités, 113* 
sommation, signe, 423 
somme, 22, 31, 35*, 46* 

— algébrique, 31*, 46** 

— croisée, 25 

— de cardinaux, 355 

-matrices, 406 

-nombres romains, 21 

-probabilités, 630 

-séries, 529 

-vecteurs, 395 

— d’événements, 630 

— d’une série, 423, 428 

— inférieure, 483 

— partielle, 423 

— supérieure, 483 

—, dérivée d’une, 448 
—, formule trigonométri- 

que, 254 

sommet de la parabole, 149, 
329 

-l’ellipse, 195, 330 

-l’hyperbole, 119,332 

— d’un faisceau, 160 

-solide, 203 

-triangle, 170* 

— d’une quadratique, 592 
-région admissible, 

711 

—s, équation des coniques 
rapportée aux, 341 
Soreau échelle de, 706 
source d’un champ, 520 
sous-corps, 379 

— ensemble, 341, 355 

-de parties, 347 

-propre, 347 

-vide, 347 

soustraction approchée, 40 

— de fractions, 33** 

— d’entiers, 22*, 71 

— de rationnels, 81 
-sommes algébriques, 

46* 

sphère, 216*, 282, 622 
sphérique, astronomie, 299* 
—, calotte, 216 
—, cercle, 284, 292 
—, coordonnées, 507, 579* 
—,couche, 216 
—, excès, 285, 288 
—, partie, 216 
—, région, 216 
—, secteur, 216 
—, segment, 216 
—, surface, 218 
—, triangle, 284** 

—, trigonométrie, 282** 

—, zone, 216 


spirale, 481, 551 
standard, parabole, 105*, 
127* 

stationnaire, processus, 646, 
725 

statistique, 647** 

— mathématique, 647-660 
—, contôle de qualité, 658* 
—, définition probabiliste, 

632 

—, estimation, 652* 

—, technologie, 658** 
Steiner, théorème, 516 
stepj)ing-stone, méthode, 

stéréoscopie, 239 
Stirling, formule, 679 
stochastique, optimisation, 
' 717 

—, processus, 646 
Stoxes, théorème, 520 
stratégie admissible, 721 

— globale, 695 

— minimax, 695 

— optimal, 721 

— séquentielle, 695 
strophoïde, 479 
structure algébrique, 738 

— combinatoire, 750 

— topologique, 744 
Sturm, théorème, 133* 
substitution, équation liné¬ 
aire, 98 

—, série, 529 

successeur, 22, 31, 77, 369 
suite, 451-422, 423-431,522, 
544 

— de Cauchy, 83, 770 

— fondamentale, 83 
supplémentaire, angle, 162 
—, parallélogramme, 183 
support, plan de, 711 
surface algébrique, théorè¬ 
me, 733 

— dans un espace Eucli¬ 
dien, 614** 

— de niveau, 517 

-révolution, 219, 620 

-rotation, 219, 593 

— développable, 593 

— du cercle, 190* 

-parallélogramme, 

181, 398 

-quadrilatère, 270 

-second ordre, 591 

-trapèze, 491 

-triangle sphérique, 

285 

— d’un secteur, 190 

— d’une ellipse, 197*, 491 
-sphère, 216, 218 

— minimale, 762 

— réglée, 593 

— tubulaire, 219 
—, aire, 203 


—, deuxième forme fonda¬ 
mentale, 618 
—, germe, 620 
—, intégrale, 504, 512 
—, mesure, 179*, 190*, 319* 
—, problème, 482 
—, propriétés topologiques, 
620 

—transformation, 183* 

—, unité, 179 
surjective, fonction, 352 
symbole, 361 

— dans un langage, 362 

— de Legendre, 728 
symétrie, 166* 

symétrie, définition axioma- 
tique, 781 

symétrique, fonction, 151* 
—, groupe, 373, 384 
—, matrice, 411 
—, relation, 350 
—, transformation, 411 
syntaxe des langages élé¬ 
mentaires, 362* 
systématique, erreur, 647, 
666 

système binaire, 21 

— décimal, 21 

— d’ensembles, 347 

— d’équations différentiel¬ 
les, 562* 

-linéaires, 98*, 387**, 

699* 

-quadratiques, 113 

— duodécimal, 21 

— équatorial, 300 

— galactique, 303 

— horizontal, 299* 

— sexagésimal, 21 


T 

/, loi, 652 
—, table, 656 

tables mathématiques, 57*, 
67, 250*, 684 
—, distribution F, 657 
-, - X 2 , 658 
—, — normale, 643 
—, — /, 656 

—, signes des fonctions tri- 
gonométriques, 242 
tableau, simplicial, 712 
tachéomètre, 274 
taille, 20 

— d’un échantillon, 648 
tangent, plan à une sphère, 

216, 250 

— surface, 615 

tangente à la parabole, 199, 
335 

— — l’ellipse, 197, 228, 
335 
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-r hyperbole, 198,335 

— au cercle, 188, 325* 

— à une courbe gauche, 
611* 

-plane, 442* 

— aux coniques, 335* 

—, fonction trigonométri- 
que, 240 
—, formule, 265 
—, problème, 441 
—trigonométrie, 240 
Tarski, axiome de, 789 
tautologie, 361 
taux de rendement, 153 
Taylor, formule, 539 
—, interpolation, 687 
—, série, 531 * 
technologique, statistique, 
658* 

télégraphistes, équation, 757 
temps, 303 

— ephéméride, 303 

— local, 304 

— newtonien, 303 

— sidéral, 303 

— solaire moyen, 303 

— universel, 304 
tenseur, 414 

terme constant, 95, 101, 106 

— logique, 362 
terre, forme, 295 

test de vérification par les 
congruences, 29 

— d’hypothèse, 654* 
tétraèdre, 210, 214, 215,200, 

263 

tétragone régulier, 178 
th, tangente hyperbolique, 
146 

Thalès, théorème, 172, 185*, 
584 

théodolite, 273 
thcorema egregium, 619 
théorème fondamental, 728 
théorie des nombres, 26, 
52, 726* 

— formalisée, 367** 
Thomson, transformation, 

759 

Thue-Sigel-Roth, théorème, 
732 

tiers exclu, principe, 360 
topographie, z76** 
topologie, 739-745 

— algébrique, 742 
topo logique, cercle, 750 
—, graphe, 738 

—, propriété d’une surface, 
620 

—, structure, 744 
tore, 219, 620 

torsion d’une courbe, 613* 
totale, courbure, 619 

— ordre, 79, 351, 357 
—, probabilité, 632 


—, relation, 350 
toujours convergent, 525 

— vrai, 114 
trace, 231 

— d’un plan, 225 
tractrice, 479 

trajectoire du soleil, 301* 

— orthogonale, 475, 549 
transcendantes, équations, 

92 

—, nombres, 732 
transfini, nombre cardinal, 
353 

transfinie, induction, 358 
transformation affine, 534*, 
622 

— conforme, 570*, 574 

— de surface, 183* 

— de systèmes de coor¬ 
données, 308 

— d’intégrale multiple, 
506* 

— en axes principaux, 309, 
328*, 413 

— inverse, 308 

— linéaire, 404, 408** 

— par rayons réciproques, 
574 

— réciproque, 407* 
transitive, relation, 350 
translation, 166, 308, 394*, 

580 

transport, problème de, 714 
transposée d’une matrice, 
407 

transposition d’un opéra¬ 
teur, 773 

transversale d’un triangle, 
172*, 323* 

trapèze, 175, 176*, 181 *,491 
trapèzes, formule des, 690 
travail mécanique, 513 
treillis, 735* 
triangle, 264*, 319** 

— de Pascal, 49 

— équilatéral, 169, 270 

— isocèle, 169, 248, 294 

— nautique, 301 

— plan, 169-174, 180* 

— rectangle, 260* 

— sphéricjue, 284** 

—, cas d’égalité, 171* 
triangulaire, courbe, 542 
—, inégalité, 116, 401, 583, 

743, 769 

triangulation, 277 
tribu, 747 

tricercle de Mohr, aire, 191 
trièdre de Pohlke, 233 

— mobile, 233, 612 
trigonométrie, 239**, 260**, 

282**, 616 

— plane, 260-282 

— sphérique, 282** 
trigonométrique, équation, 


257 

—, fonction, 145*, 239-257, 
532 

—, série, 540** 

—, série entière d’une fonc¬ 
tion, 532 

—, solution de l’équation 
cubique, 108* 
trillion, zl 
trimétrie, 234 
trinôme, 46 
triple, intégrale, 506 
trissection de l’angle, 168, 
386 

troisième degré, équation, 

106** 

tronc de cône, 212 
— de pyramide, 212 
troncature, 662 
tropique, année, 303 
trou, 742 

type d’ordre, 356* 


U 

unicité du développement 
en série entière, 527* 
uniforme, convergence, 523 
une nappe, hyperboloïde à, 
202, 594 

union d’ensembles, 348 
unité de longueur, 161 
— imaginaire pure, 78 
—, cercle, 163, 242 
—, masse, 747 
—, matrice, 407* 

—, racine de, 731 
—, segment, 161 
—s, théorème de Dirichlet, 
732 

unitaire, point, 596 
—, polynôme, 381 
univers de Cantor, 785 
universellement valide, 365 
univoqüe, correspondance, 
117,120 


V 

valence, 362 
valeur absolue, 81 

— actuelle, 152 

— approchée, 660 

— d’une fonction, 118 

— initiale, équation diffé¬ 
rentielle, 559 

— moyenne, 649, 670* 

— propre, 412*, 560, 702, 
767 

validité d’une propriété, 788 
variance, 636* 
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— de la loi binomiale, 639 
-de Poisson, 

641 

-normale, 642 

— d’un échantillon, 649 
variation des constantes, 

méthode, 552 

—s, calcul des, 760, 765 
variationnel, problème avec 
contraintes, 763 
—, — sans contraintes, 761 
variable, 45**, 89, 119, 361 
—s, indépendantes, 119 
—, séparation des, 754 
variété, 623 

— algébrique, 733 

— différentiable, 378 
vecteur nul, 395 

— position, 518 

— propre, 412, 702, 767 

— unité, 394 

—s, champ de, 517 
vectoriel, espace, 393** 
vectorielle, algèbre, 394* 
—, analyse, 516-521 
—, équation, 611 
vel, fonction, 360* 
vérité d’une proposition, 
788 

—, concept, 787 
—, fonction de, 360 


—, problème, 785 
vertical (astronomie), 299 
Viète, théorème des racines, 
111, 151 

virgule flottante, 686 
vitesses, champ de, 517 
voisinage, 742 
volume de la sphère, 217 

— d’un solide, 203, 507* 
—, calcul, 507* 

—, intégrale, 504 
vraie grandeur, détermina¬ 
tion à partir des proje¬ 
ctions, z26 

vraisemblance, maximum 
de, 653, 680 
vue de côté, 229 

— de profil, 231 

— principale, 231 
—, plan ae, 222 


W 

Wallis, formule, 495 
—, intégrale, 495 
Walras, équilibre, 774 
Waring, problème, 730 
Weber-Fechner, loi, 66 
Weierstrass, critère du ma¬ 
jorant, 523 


—, théorème, 440 
Wolf, méthode, 719 
wronskien, déterminant, 
555, 556 


Y 

yard, yd, 147 

Z 

Z, entiers, 30 
zénith, 299 

zénithale, distance, 300 
zéro, 20, 25, 30 

— d’une fraction rationnel¬ 
le, 138* 

— générique, 734 

—, direction en coordon¬ 
nées polaires, 307 
—, origine d’un système de 
coordonnées, 307 
—, vecteur, 395 
zêta, fonction de Riemann, 
730 

zone de temps, 304* 

— sphérique, 216 
Zoutcndijk, méthode, 720 
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2 Mathématiques à l’école I Introduction du nombre 7 































3 Mathématiques à l’école II Exercices de révision 

































































































































































4 Mathématiques et artisanat Surfaces de révolution en poterie 
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5 Instruments de dessin I Boîtes à compas 
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6 Instruments de dessin II Règles à calcul 
















































































































7 Instruments de dessin III Règles, équerres et rapporteurs 




















8 Papiers spéciaux I Papier millimétré 2 Papier doublement logarithmique 

3 Papier simplement logarithmique 4 Papier à coordonnées polaires 

5 Papier à réseau triangulaire 6 Papier à probabilités 











































































































































































































































































































































































































































en haut et à droite 
Vases de terre de l’âge de pierre avec des 
décorations mathématiques 


9 Les premières périodes des mathématiques 


en bas 

Anciens géomètres égyptiens (environ 
1415 av. J.C.; peinture sur plâtre) 














en haut 

Texte original du problème de Hau en démo- 
tique (écriture égyptienne cursive populaire) 
centre 

Traduction du même texte en hiéroglyphes 
Calcul d’un tronc de pyramide 

10 Mathématiques de l’Egypte antique 

(Le papyrus de Moscou) 












































Détail de la tablette ci-dessus 
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Les “Eléments d’Euclide”, 
imprimé pour la première 
fois en 1482 


12 Mathématiques gréco-romaines 


Abaque romaine 

























































13 Mathématiques de la 
Chine antique 





D’après un manuscrit de 
1303, ce qui deviendra le 
triangle de Pascal 

Unités de bambou 


Règle à calcul chinoise 
(environ 1600) 
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unités 
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dizaines 
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les centainés comme les unités, etc. 










































Observatoire du 17 e siècle (près de Delhi) 
14 Mathématiques hindoues 


Manuscrit mathématique du 16 e siècle (copie d’un manuscrit de Bhaskara) 


















15 Mathématiques arabes 


Théorème de Pythagore dans un 
manuscrit mathématique arabe 
du 14 e siècle 
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Astrolabe arabe 
Instrument pour mesurer la 
position des astres et leur 
hauteur au-dessus de l’horizon 
(début du 15 e siècle) 









16 Mathématiques de l’Europe du 
15 e au 17 e siècle 

Déclin de l’abaque antique 
en faveur des algorithmes 
(calcul numérique). Cette 
illustration datée de 1504, 
montre Pythagore, consi¬ 
déré comme l’inventeur de 
l’abaque, assis péniblement 
au-dessus de ses calculs 
tandis qu’à gauche, Boe- 
thius, reconnu comme l’in¬ 
venteur du calcul avec les 
chiffres arabes, a déjà ter¬ 
miné. En arrière-plan, la 
déesse Arithmétique arbitre 
la compétition 


Utilisation de la croix latine 
(illustration du 16 e siècle) 
























































































Fresque égyptienne antique: pêche et chasse des oiseaux dans un papyrus 


Remarquer la position de la tête et des épaules des principaux personnages, 
illustrant la projection plane de sections caractéristiques 


17 Les Marthcinatiqiics 
et les Arts I 

Exemples de 
représentation plane 


Peinture de Melozzo da 
Forli (1438-1494): Le Pape 
Sixte IV nomme Platina 
comme préfet du Vatican 
(Rome, musée du Vatican). 
La découverte du point à 
l’infini au début du 15 e 
siècle marque un tournant 
dans l’histoire de la peinture 
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19 Les Mathématiques et les Arts III 

Mélancolie, gravure sur cuivre de Albrecht Dürer, avec un carré 
magique, gravée en 1514 (remarquer la dernière ligne du carré) 











Pyramides égyptiennes de Giza (pyramides 
à base carrée) 


20 Formes géométriques en Architecture et dans 
la Technologie I 


Tour des murs d’une ville (cylindre droit et 
cône) 

Le vieil hôtel de ville de Leipzig, 16 e siècle. 
La façade est divisée par la tour selon la 
règle d’or 
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21 Formes géométriques en Archite¬ 
cture et dans la Technologie II 


Château d’eau moderne. Sa 
forme conique procure une vue 
originale 




Tours de refroidissement d’une 
centrale (hyperboloïde de ré¬ 
volution) 










Obélisque du grand temple d’Amon Coin comme instrument de clivage 

de Karnak (Egypte antique) 


22 Formes géométriques en Architecture et dans la Technologie II I 


Toits d’un bâtiment d’exposition comme paraboloides hyperboliques 

















23 Grands Mathématiciens des 15 e et 

16c siècles 

1 J. Regiomontanus (1436-1476) 

2 Simon Stevin (1548-1620) 

3 Albrecht Dürer (1471-1528) 

(détail de son auto-portrait) 

4 Niccolô Tartaglia (environ 1500- 
1557) 

5 Jérôme Cardan (1501-1576) 

6 Jost Bürgi (1552-1632) 

7 Luca Pacioli (1445-1514) 

(d’après une peinture de Jacopo 
de’Barbari) 
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à droite 

Page de garde du livre "Algebra” de Robert 
Recorde en 1557 

en haut à gauche 

Page de garde de “Rechnung auff der Linihen und 
Fcdern...” de Adams Ries, en 1550. Le texte 
réfère aux calculs au moyen d’une abaque et aux 
calculs sur papier 


24 Grands Mathématiciens du 16 e siècle 


en bas 

Un problème de ce livre concernant l’achat 
de bétail 










Conclusion d’un marché au¬ 
tour d’une table à calcul 
(ancienne gravure sur bois) 


25 Anciens livres d’arithmétique 


Calcul du volume d’une 
barrique. Première page 
d’un livre de J. Frcy impri¬ 
mé à Nuremberg en 1531 
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Salle de Mathématiques de la bibliothèque 
nationale de Puniversité de Prague 


26 Deux bibliothèques 


Entrée de la bibliothèque scientifique d’Erfurt 
(portail de Boyncburg) 

















































27 Anciens instruments de Mathématiques I 


Pédomètre, 1741 


Bâton à calcul en bambou 
(Sumatra) 

Taille. A la conclusion de 
marché, les deux parts de la 
taille étaient marqués des 
mêmes entailles. Chaque 
partenaire recevait une de 
ces baguettes comme preuve 
légale de la conclusion du 
marché 








28 Anciens instruments de Mathématiques II 

Médailles pour faire des calculs arithmétiques (et qui n’ont aucune valeur monétaire) 
et boîte ouvragée (16 e siècle) 






29 Anciens instruments de Mathématiques III 

Compas de géomètre pour la mesure et la détermination graphique des distances et 
des angles, environ de 1600 

















Illustration d’une perche (5,03 m) par la juxtaposition de 16 pieds. La perche anglaise 
du 19c siècle est longue de 16,5 pieds (extrait de “Géométrie” de J. Kobel, 1616) 

30 Vieux instruments de mesure I 

Perches du 16 e siècle avec diverses graduations (la perche mesurait environ 5 mètres) 















































Cadran solaire à couvercle ivoire 


31 Vieux instruments de mesure II 
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Une boîte de poids, Nuremberg 1588 




DISCOURS 

DE LA METHODE 

Pour bien conduire (à raifon.ôC chercher 
la vérité dans les fciences. 

Plus 

L A DIOPTRIQVL 
LES METEORES. 

ET 

LA GEOMETRIE. 

Qui font des ejfeis de cete Méthode. 



A L E Y D E 

De l’Imprimerie de [an Maire. 

CÏD I O C XXXVII. 

Attec c Priuifege. 


32 Grands Mathématiciens du 17 e 
siècle I 


Page de garde du “Discours de 
la Méthode” de Descartes, dont 
la troisième partie, la géométrie, 
contient les bases de la géomé¬ 
trie analytique 
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33 Grands Mathématiciens du 17 e siècle II 

1 François Vieta (Viète; 1540-1603) 

2 John Napicr (Neper; 1550-1617) 

3 Galileo Galilei (1564-1642) 

4 Johannes Kepler (1571-1630) 

5 Bonaventura Cavalieri (1598-1647) 

6 Pierre de Fermât (1601-1665) 

7 James Gregory (1638-1675) 







en haut et à gauche 

Gottfricd Wilhelm Leibnitz (1646-1716) 

en haut 

Biaise Pascal (1623-1662) 


34 Grands Mathématiciens du 17 e et 18 e siècle I 

Le calcul infinitésimal a été inventé indépendam¬ 
ment par Leibniz et Newton 


Isaac Newton (1643-1727) 
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Extrait d’un manuscrit de Leibniz daté du 29 octobre 1673, dans lequel le signe somme 
(intégrale) apparaît pour la première fois 


35 Grands Mathématiciens des 17 e et 18 e siècles II 

La calculatrice mécanique construite par Pascal en 1642 

















en haut et à gauche 
Jacob Bernouilli (1654-1705) 

en haut 

Johann Bernouilli (1667-1748) 


36 Grands Mathématiciens des 17 e et 18 e 
siècles III 

Cette famille suisse de savants a formé huit 
éminents mathématiciens en trois généra¬ 
tions. Les trois plus importants sont Jacob, 
son frère Johann, et Daniel, le fils de ce 
dernier 


Daniel Bernouilli (1700-1782) 
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Leonhard Euler (1707-1783) 






38 Grands Mathématiciens du 18 e siècle II 

1 Brook Taylor (1685-1731) 

2 Moreau Maupertuis (1698-1759) 

3 Johann Heinrich Lambert (1728-1777) 

4 Joseph Louis Lagrange (1736-1813). 

5 Gaspard Monge (1746-1818) 

6 Adrien Marie Legendre (1752-1833) 

7 Jean Baptiste Joseph de Fourier (1768-1830) 


7 




39 Grands Mathématiciens du 19 e siècle I 


à droite 

Nicolai Ivanovitch Lobachevski 
(1792-1856) 

à l'extrême droite 
Jânos Bôlyai (1802-1860) 

Ils ont développé indépendamment 
et presque simultanément une géo¬ 
métrie non euclidienne (hyperbo¬ 
lique) 























à gauche 

Portrait de Gauss jeune 
à droite 

Portrait de Gauss à un âge avancé 


40 Grands Mathématiciens du 19 e siècle II 

Un des plus grands mathématiciens de tous les âges 
fut Cari Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 à 
Braunschweig, mort le 23 février 1855 à Gôttingen 


Signature de Gauss 


L’université de Gôttingen, où Gauss a travaillé 
pendant près de cinquante ans 
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41 Grands Mathématiciens du 19 e siècle III 

Une page du journal scientifique de Gauss (du 30 mars au 24 mai 1796) 






















42 Grands Mathématiciens du 19 e siècle IV 

1 Friederich Wilhelm Bessel (1784-1846) 

2 Augustine Louis Cauchy (1789-1857) 

3 Jacob Steirier (1796-1863) 

4 Niels Henrik Abel (1802-1829) 

5 Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859' 

6 Evariste Galois (1811-1832) 

7 Pafnuti Lvovich Chebyshef (1821-1894) 


7 















43 Grands Mathématiciens du 19 e siècle V 


1 Cari Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) 

2 Berhard Riemann (1826-1866) 

3 Léopold Kronecker (1823-1891) 

4 Karl Weierstrass (1815-1897) 

5 Arthur Cayley (1821-1895) 

6 Sophus Lie (1842-1899) 

7 Sonya Kovalevski (1850-1891) 



7 





Instrument pour dessiner la solution d’une équation différentielle 


44 Instruments mathématiques I 


Instrument pour évaluer l’intégrale d’une fonction dont le graphe est donné 








lecture de mesures 


.. 




t)ras mobile 


Planimctrc polaire compensé à bras polaire, pour mesurer les surfaces des cartes et 
des plans; le point mobile est équipé d’une loupe 


45 Instruments mathématiques II 

Planimctrc polaire compensé à charriot mobile pour évalcur les diagrammes 












Pantographe de précision, pour réduire, agrandir ou copier des cartes, des plans, etc. 

46 Instruments mathématiques III 

Instrument pour mesurer les coordonnées rectangulaires ou pour dessiner les points 
dont les coordonnées sont données 
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48 Grands Mathématiques des 19 e et 20 e siècles I 

1 George Stokes (1819-1903) 

2 Richard Dedekind (1831-1916) 

3 Georg Frobenius (1849-1917) 

4 Georg Cantor (1845-1918) 

5 Henri Poincaré (1854-1912) 

6 Félix Klein (1849-1925) 

7 Emmy Noether (1882-1935) 


7 











49 Grands Mathématiciens des 19 e et 20 e siècles II 

1 David Hilbert (1862-1943) 

2 Elie Cartan (1869-1951) 

3 Henri Léon Lebesgue (1875-1941) 

4 John von Neumann (1903-1957) 

5 Hermann Weyl (1885-1955) 

6 Jacques Solomon Hadamard (1865-1963) 

7 Stefan Banach (1892-1945) 
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Point trigonométrique 













51 Pédagogie mathématique 1 

Travaux pratiques des enfants à l’école 


Travail au tableau 



Détermination d’un angle à l’aide 
d’un appareil fait à la main 








Construction géométrique au tableau 


52 Pédagogie mathématique II 


Calculs sur les .éléments d’un système d’échappement 
Application du théorème de Pythagore 














53 Pédagogie mathématique III 

Modèles pour les élèves 

1 Cube avec des diagonales 

2 Prisme décomposable en 3 pyramides 
de volume égale 

3 Cylindre et ses sections 

4 Sphère et scs sections planes 

5 Section d’un cône circulaire droit 

(Ces modèles sont fabriqués en matière 
plastique) 
















Négatif et positif d’une photographie 


54 Images réfléchies 


Moteurs diesel d’un bateau 

Rédcction sur l’eau d’un réservoir de gaz (versions de gauche et de droite) 







55 Problèmes variationnels 


Formation d’une surface minimale 
sur une nasse 



Formation d’une surface minimale 
par un film de savon 



Le chemin d’un rayon de lumière 
allant de A à B est la solution d’un 
problème de minimisation 









56 Modèles mathématiques 



Bande de Moebius, surface à 
un seul côté 


Une surface fermée du premier 
genre, comme le tore 

en bas et à gauche 
Pseudosphère, la plus simple dcî 
surfaces à courbure négative 

en bas et à droite 
Surface représentant le module 
de la fonction w exp (1 /z) 
près du point z 0 = 0 















































